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КОНЕЧНОЗОННЫЕ ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ 
РЕШЕНИЯ В ВКБ-ПРИБЛИЖЕНИЯХ 

С. Ю. Доброхотов, В. П. Маслов 

ВВЕДЕНИЕ 
Для ряда нелинейных уравнений недавно был открыт важ­

ный класс точных решений, названных почти периодическими 
конечнозониыми решениями. Эти решения ЯВЛЯЮТСЯ почти 
периодическими функциями no x и обобщают известные в тео­
рии мелкой воды кноидальные волны. Методы получения почти 
периодических конечнозонных решений, появившиеся после 
опубликования основополагающей статьи С. П. Новикова [40], 
сейчас находятся в стадии бурного развития- Класс нелинейных 
уравнений, для которых могут быть получены конечнозонные 
решения, по-видимому, совпадает с классом уравнений, допус­
кающих солитонные решения. В книге [35] солитонные решения 
были использованы для получения многофазовых асимптотичес­
ких решений многомерных нелинейных уравнений с подходящим 
нелинейным членом. Там же показано, каким образом эти 
асимптотические решения можно квантовать в квазиклассичес­
ком приближении (о вторичном квантовании солитонов см. так­
же в работах [19, 27, 44]). В настоящей работе мы покажем, 
что конечнозонные решения можно использовать для тех же 
целей: с одной стороны, они могут служить фундаментом для 
разработки многофазового метода БКБ (метод Уизема) и, с 
другой, определять лагранжевы многообразия с комплексным 
ростком в бесконечномерном фазовом пространстве (в случае 
уравнений периодической цепочки Тода — в конечномерном фа­
зовом пространстве), которые могут быть проквантованы (вто­
рично) в квазиклассическом приближении. Причем в этой ситуа­
ции, в отличие от случая солитонных решений, множество нулей 
мнимой части действия вторично квантованной задачи является 
многообразием размерности больше нуля. Наши рассмотрения 
носят общий характер и применимы ко всем уравнениям, у ко­
торых найдены конечнозонные решения. Однако здесь мы огра­
ничимся лишь тремя наиболее яркими примерами. Для обоб­
щенного уравнения Sine-Гордона (или уравнения диэлектрика) 
мы покажем, что в задаче об отражении от границы имеет место 
классический закон геометрической оптики о равенстве углов 
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падения и отражения. Кроме того, на примере этой же задачи 
мы покажем, что гипотеза С. П. Новикова о том, что ПОЧТИ 
периодические конечнозонные решения представляют собой 
«нелинейную суперпозицию» кноидальных волн, действительно 
справедлива, но в асимптотическом смысле. Для уравнения Кор-
тевега—де Фриза мы рассмотрим задачу о взаимодействии цу­
гов волн — задачу, возникшую сразу после того, как 
Уизем предложил свой метод осреднения (см. [39]). Возмож­
ность использования конечнозонных решений при квантовании 
мы продемонстрируем на примере системы уравнений периоди­
ческой цепочки Тода. Эту систему мы выбрали по той причине, 
что ее квантование совпадает с первичным квантованием конеч­
номерной системы Гамильтона. Поэтому в этом случае можно 
доказать утверждение о том, что квантование конечнозонных 
решений дает асимптотические решения соответствующего урав­
нения Шредингера. Результаты, полученные в данном примере, 
переносятся па бесконечномерные уравнения (уравнения с част­
ными производными) ЛИШЬ на физическом уровне строгости. 

Указанные три примера составляют содержание, соответствен­
но, третьей, четвертой и пятой глав- В первых двух главах изла­
гается метод ВКБ нелинейных уравнений для случая одной 
фазы. В этом изложении мы придерживаемся, в основном, схе­
мы, развитой в работах [33, 50, 52, 61]. 

При выяснении ряда вопросов, связанных с коиечнозонными 
решениями, мы пользовались многочисленными консультациями 
Б. А. Дубровина и И. М. Кричевера. Огромную помощь в подго­
товке текста этой статьи нам оказали Р. В. Исаков и 
Г. А. Омельянов. Выражаем им нашу глубокую признатель­
ность-

В работе приняты следующие обозначения: 
1. Через 1А обозначается матрица, транспонированная по 

отношению к матрице Л. 

2. Через bLJ обозначается символ Кронекера: 6-у =--= Ч j ,j_/' 
3. Черта над скалярной величиной означает комплексное 

сопряжение. 
, 4. Через A, д, А = \\а_ч\\, У='(Яи ...,_? J обозначается со-

ответственно матрица \\atj\\ и вектор ' (qb ..., qm), через А* 
обозначается матрица *(А). 

5. Через {-a, b ) , а=1(аъ . . .,ап), b = •(&., . . .,£„) обозна­

чается вещественное скалярное произведение: (а,Ь) —^,а,Ь,. 
•6. Если cp(x)-= ф(Хь ...,хп) — скалярная функция из С1 (R")» 

то ду/дх, ц>х и ~7ф означает градиент ср: 
def 

Ф,---.<?9/дх = т?ч*=*{дч/дхи • •. , dq/dxn). 
4 



7. Если q (x) = '(.у! (хъ ..., х„), . . . , дт (хи • . . • xn)) — /n-мерная 
векторнозначиая функция, qfiC1^), то -у.., и dq/dx означает 
матричнозначную функцию c элементами 

def 

(qx)lJ^(dq/dx)tj = dqJ/dxI, j = \,...\m, t = \,...,n. 

Глава I 

НЕЛИНЕЙНЫЙ МЕТОД ВКБ В ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЯХ 

Существующие в настоящее время методы нахождения точ-, 
них, решений нелинейных уравнений с частными производными 
(например, метод обратной задачи рассеяния), применимы, как 
правило, для уравнений с одной пространственной переменной и 
практически неприменимы в случае переменных коэффициентов. 
В то же время ряд физически интересных задач описывается 
уравнениями с малым параметром h > 0 , для которых могут 
быть найдены асимптотические (при h{to}0) решения. Методы 
отыскания таких решений активно развиваются в последнее 
время. Полученные в этой статье решения представляются функ-
днями вида Y(S(x,t)/h, х, t). В линейном случае У(т,я, t) == 
= <p(x, t)eix и нахождение асимптотик такого вида носит назва­
ние «метод ВКБ». Для асимптотических решений нелинейных 
уравнений зависимость функции У от т уже не является экспо­
ненциальной, однако метод построения решений вида 
Y(S/h, х, t) мы, по-прежнему, будем называть (нелинейным) ме­
тодом ВКБ, включая сюда и тот случай, когда S— векторнознач­
иая функция. Компоненты Si вектор-функции S. будем называть 
фазами; решения Y(S/h, x, t)—однофазовыми, если 5 — ска­
лярная функция и многофазовыми в противном случае. Фазы Si 
в принципе могут быть комплексными, однако здесь мы огра­
ничимся рассмотрением асимптотических решений, в которых 
Si — вещественнозначны (об асимптотических решениях с ком­
плексными фазами см. [10, 11, 35]). 

Метод построения однофазовых асимптотических ВКБ-реше-
ний, в основе которого, no-существу, лежат те же идеи, что и в 
основе метода осреднения Крылова—Боголюбова, для обыкно­
венных нелинейных уравнений был предложен Г. Е. Кузмакои 
[26]. Фундаментальную роль в развитии нелинейного метода 
ВКБ в уравнениях с частными производными сыграли работы 
Уизема [57, 58, 60]. Метод, предложенный в этих работах, 
был в дальнейшем осмыслен и усовершенствован в [46, 50, 
52, 61]. Один из вариантов этого метода излагается в первых 
двух главах настоящей статьи. Чтобы сделать изложение нели­
нейного метода ВКБ более понятным, мы вначале рассматрива­
ем линейные уравнения и лишь затем — нелинейные. Отметим, 
что близким к нелинейному методу ВКБ является метод 
A. Я. Повзнера [53]. 
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§ 1. УРАВНЕНИЕ ШРЁДИНГЕРА 

Изложение метода мы начнем с рассмотрения задачи Коши с 
быстроосциллирующими начальными данными для линейного 
уравнения Шрёдингера: 

-ih^--^W + V(x)q = 0, (1-1) 

i|5|<--o = ^o(^)exp(-So(-x)/h)- О-2) 
Здесь xGR3, V(x), Sa(x), %(х) — гладкие функции, V(x) S0(-v) 
принимают вещественные значения, А — оператор Лапласа. 

Будем искать решение уравнения (l.l) в виде формального 
ряда 

со 

•t(x, t, h) = exp(iS(x, t)/h)^hf(pj(x, t), (1.3) 

где S(x,t), <Pj(x, ^ — неизвестные функции. Если V(x)----O, 
то уравнение (l . l) имеет точные решения в виде плоских волн 
ty(x, t, /z) = ехр l-r-((nt— ( k , x ) ) ] , где w-= — к2 /2, к —постоян­
ный вектор. Функцию (1.3) можно интерпретировать как иска­
женную плоскую волну. Метод искать решение в виде (1.3) 
издавна был известен в обыкновенных дифференциальных урав­
нениях; для уравнений в частных производных этот метод был 
предложен П. Дебаем в 1911 г., а также Вентцелем, Бриллюэ-
ном, Крамерсом для задач квантовой механики. 

Подставляя а[з в левую часть уравнения (1.1) и производя 
дифференцирование, получим: 

-ih-^—^-^ + V(x)^ = exP(iS/h){(^L+H (-g, x)) Фо + 

+к[[тг+н(^х))ъ-&<ро + 
DO 

+ 2 Ы [ {ж + н (тг• х)) <Р/ ~ l '%-i - ДФ/-2/2 

где Н(р,х) = £ + У(х), П = - + < - | | , § j > +j^S. Пусть 
при ЩО,Ц функции S(x,t), %(x,t),...,cpN(x,t) являются, 
соответственно, решениями системы уравнений: 

dS/dt+H(dS/dx,x) = 0, (1.4) 

Пфо-0- (1.5) 
ПФ/-=-1-Дф;_. г = 1 JV*. (1.6) 



ЛГ 

Тогда, очевидно, функция я|).у •== ехр ( i S / h ) 2 ^J будет удов-
/-о 

летворять уравнению (1.1) с точностью до 0(hN+2). Уравнение 
(1.4) называется уравнением Гамильтона —Якоби и служит для 
определения функции S(x,t), называемой фазой или действием. 
Уравнения (1.5) —(1.6) называются уравнениями переноса ((1.6) — 
с правой частью) и служат для определений функций ср̂ , 
у— 0, . . ,,JV. Начальные условия для уравнений (1.4) — (1.6) 
выбираются, исходя из начальных условий (1.2), и имеют вид; 

S|*=-o — So(x). Фо|--о-= ̂ 'o(x). Ф;|<=о==0, / > 1 . (Г7) 
Уравнения (1.4)- (1-6), в отличие от уравнения (1.1), уже 
являются уравнениями первого порядка, и задача их интегри­
рования, как известно, сводится к интегрированию задачи 
Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
(системы Гамильтона): 

? = - # „ > - - # , - , 4 = o - a , p l^o-- -^- (a) , «6R3, (1.8) 
'где точкой обозначено дифференцирование по времени t. Имен­
но, обозначим решения этой системы через р (a, t), q (а, г.). 
Пусть при ЩО, t0] якобиан J = det(dq/da) (a, t) отличен от нуля. 
Тогда при ^6[0, г-ol существуют гладкие решения уравнений 
(1.4)— (1.6), удовлетворяющие начальным условиям (1.7), при этом 
функции S (x, t) и cp0(-x, i) ВЫЧИСЛЯЮТСЯ по формулам: 

t 

S(x,t)----S0(a)+j(<p ,Hp> -H)dt\a^Xti), (1.9) 
о 

Ф0(х, t) = %{a)/VJ (a, t)\a~a.{x,t), 
где интеграл берется вдоль траектории р (a, t), q (a, t) и a(x, t)—•' 
решение уравнения q(a,t) = x. Функции <fj(x,t), / > 1 , вычис­
ляются по аналогичным формулам (см. [34, 36]). 

Замечание . Точки (р(а,1), q(a,t)) на траекториях си­
стемы (1.8), в которых якобиан .7 (a, t)-= 0, называются фокаль­
ными. Таким образом, требование ./(a, t)-7--0 при £б[0, *0I 
означает отсутствие на траекториях р(a, t), q(a, t) фокальных 
точек. 

О п р е д е л е н и е 1.1. Функция тф (̂х, t, h)=0(l) класса 
G°°(RnX[0, £0]Х(0, 1]), удовлетворяющая уравнению (1.1) с 
точностью до 0(hN), называется (формальным) асимптотичес­
ким по modO(/iJV') решением этого уравнения. Функция 
i|>o(x, t, h) такая, что \\iN{x, t, h) ---ч|)о(х, t, h)-\-0(h), называется 
главным членом асимптотического решения ч1)дг(л., t, h). 

Таким образом, задача построения асимптотического решения 
уравнения (1.1) сводится методом ВКБ (при условии отсутствия 
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фокальных точек) к задаче интегрирования гамильтоновой сис­
темы (1.8) и последующему применению формул (1-9). 

З а м е ч а н и е 1. На произвольном (конечном) отрезке 
te[0, k], содержащем фокальные точки, асимптотическое реше* 
иие задачи (1.1)~(1.2) дается с помощью канонического опе­
ратора [32, 34, 36]. В окрестности фокальных точек это реше­
ние уже не представляется в виде (1.3), а за фокальными точка­
ми может, вообще говоря, определяться несколькими фазами 
Sj (х, t),; -= 1,..., т и иметь вид: 

т. , N 

Фл-—2ехр ( - (^(^ <)/*)) .S^/C-*'-)*'- <1Л0> 
у - 1 .-=0 

где (p.f.(x, t) — гладкие функции. 
З а м е ч а н и е 2. Аналогично асимптотическим решениям 

уравнения (1.1) определяются (формальные) асимптотические 
по modO(hN) решения (и главные члены этих решений) других 
рассматриваемых в этой статье уравнений, в том числе и нели­
нейных-

§ 2. ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ 

Все быстрые осцилляции начальной функции (1.2), а также 
асимптотического решения (1.3) содержатся в экспоненциальном 
множителе eis/h, после его выделения функция (1.3) представ­
ляется в виде регулярного асимптотического ряда по степеням 
параметра h. Тот факт, что вся нерегулярная зависимость асимп­
тотического решения (1.3) включена в экспоненциальный мно­
житель, хотя и не является случайным для уравнения Шредин-
гера, вовсе не является обязательным для других уравнений. 
В качестве примера рассмотрим задачу Коши с быстроосцилли-
рующими начальными данными, обобщающими данные (1.2) 
для волнового уравнения: 

uif-c2(x, 0Да»0, xeR", t > 0 , (1.11) 

Здесь c(x,i)>0, S0(x)—гладкие вещественнозначные функ­
ции, ' dSb(x)/dx{ne}0; f(T.,x)—гладкая функция, периодическая 
по аргументу х и такая, что все производные df/dXj ограничены 
при T{to}±{infty} (второе начальное условие выбрано из соображе­
ния упрощения формул). 

Отметим, что в этой задаче само уравнение не содержит 
параметра и осцилляции в его решении обуславливаются осцил-
ляциями в начальных данных. 
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Решение задачи (1.11), (1.1 Г) естественно искать в виде 
N 

tt.v-2Ayy/ (S(xht] > x> ' ) • ( 1 Л 2 > 
где S(x,t), yj(x,x,t)—неизвестные гладкие функции, причем 
У) (т, х, t) — периодические no t функции, производные dyi/dxl и 
dyj/dt которых ограничены при т->+оо при каждых фиксиро­
ванных х, t. Прежде чем приступить к нахождению функций 5 
и у]г докажем почти очевидное, но важное ДЛЯ дальнейшего 
утверждение. 

Л е м м а 1. 1. Производные ду/dt, dy/dxt, l~\,. . ., п, перио­
дической по аргументу т функции y(t, x, t) из С" (R-XRnXR1) 
ограничены при T{to}±oo при каждых фиксированных (x,t) 
тогда и только тогда, когда период Т функции у(х,х, t) не зави­
сит от (x, t) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 
-gj(y(* + mT,x, i))=m-^-{t,x,t)S^.+ ^ (x, x, t). 

Отсюда следует, что -X-(i,x,t) неограничена при -->• + •», 
если -—--АО- Аналогично рассматривая производные •-—-, полу­
чаем утверждение леммы. 

Подставляя им в уравнение (1.11), производя дифферен­
цирование и собирая выражения .при одинаковых степенях h, 
аналогично предыдущему, получим, что функция UN будет 
удовлетворять волновому уравнению (1.11) с точностью 
до 0(hN+2), если выполнены следующие соотношения 

(S3
t-c*{x,t)S2

x)d*y0ldJ*=0, (1-13) 
(S2-c\x, t)Sl)diylld^^Udyuldx = Q, (1.14) 
(S'i~-cZ(x,t)S2

x)d2yk+l/dJ + U.dyli/d% + 
+ (<?2/^2 — c2(x,t)A)yft_1 — 0, k -= l , . . . , iV , (1.15) 

где 
n—2(S,— — c2(x,t)(Sx, dldx >)+5w—•<!-(.«, t)AS.(1.15') 

Из (1.13) немедленно получаем • уравнение Гамильтона —Якоби 
(или эйконала) для определения функции S (x, t) 

S2
1^c"(x,t)S2. (1.16) 

Начальное условие для этого уравнения естественным образом 
вытекает из начальных условий (1.110 и имеет вид-

5|^----50(.х). • (1.17> 
Уравнение (1.16) распадается на два: S(= ± c(x, t)\ VS| 
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и задачи (1.16) — (Ы7) при условии отсутствия при tG[0> -М 
фокальных точек на траекториях (p-- (a, t), q± (a, t)) гамильто-
новых систем 

P=—Hf, q = H%, p|,=0 = - ^ - (a ) , q\M = a, 
(Ы8) 

# ± — ± c ( < 7 , * ) | p | . 
имеет два решения S±(x, t), tQ[0, tQ\, которые выражаются че­
рез (p±(a , t), д±(а, t)) и Н± по формуле (1.9). 

Обратимся теперь к уравнениям (1.14) — (1.15). Каждое из 
этих уравнений распадается на два уравнения, соответствую­
щие S+(x, t) и S~(x,t), и, в силу (1.16), является уравнениями 
переноса для функций ду£/дх(х, х, t): 

tPdyf/dt=0, (LI 9) 

$*ду%/д*=-(•!&— c\x,t)h)yt-u k=l,...,N (1.20) 

(индексы + у операторов ft* и функций yt соответствуют 
индексам + решений S±(x, t)). Уравнения (1.19) так же, как 
и уравнение переноса, отвечающее уравнение Шредингера, 
легко интегрируются; их решения имеют вид: 

. /± (т, а± (х, tj) 
У± == • г

 Ч v ' —exp ^\{ctlc)(q^{x,t),t,)t,))dh 
о 

+ v±(x,t). 

Здесь . /± = det-—— (a, t), a--(x, t)-—решения уравнений 
q± (a, t) — х\ / ± (г, а) —подлежащие определению из начальных 
условий (1.12) гладкие, периодические по переменной т функции; 
т>± (x, t)-— также неизвестные гладкие функции, возникающие 
при интегрировании по х функций ду±/дх. Обозначим периоды 
•функций /--- через Т-- и, не уменьшая общности, будем счи-

т± 
тать, что j / ± ( r , a ) d t = 0. 

о 
Рассмотрим уравнения (1.20) при й = 1 . Легко видеть, что 

•они разрешимы в периодических по х функциях тогда и только 
тогда, когда 

т± 
(d*/dt2 — c2(x)L) jj y±dx^r±(d*/dt2-с2{х)к)v* =0. 

о 
Последние соотношения и служат для определения (уже неос-
циллирующих) функций v± (х, t). Интегрируя затем последова­
тельно уравнения (1.20), нетрудно убедиться, что все решения 
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у ± (t, х, t) имеют те же периоды Т± (по аргументу т), что 
функции /-=, и представляются в виде: 

*?.=.#(*. * , t )+J\ ( T ' f (*'0) +.P±(x, 0. 
^-/--(«--(лс, О. О 

Х",де г/*—-частные решения уравнения (1.20), удовлетворяющие 
г± 

условиям y*(t, x, 0)==0, \ y/f (t, х, t ) d t = 0 ; /,? (т, а) — глад-
о 

К и е , Г---периодические по х функции, подлежащие определе­
н и ю , и "0%{х, t)—некоторые решения волнового уравнения (1.11). 

Таким образом, мы построили два асимптотических по 
m o d O (АЛГ+2) решения ufc уравнения (1.11), каждое из которых 
содержит одну фазу S+(x, t) или S~(x, t) и имеет вид 

Й± (х, t, A) = {sum}^'y± (—-, х, t). 

П р и этом, в силу линейности уравнения (1.11), его асимптоти­
ческим по mod О (Л^+2) решением является также и их супер­
позиция uN — u+-\-tt^. Для завершения построения асимптоти­
ческого решения задачи (1.11) —(1.11') нам осталось найти 
•функции /-= и / ± и указать начальные значения для функций 
<z>^ и 1ЯГ' УД°влетв0РИТЬ Двум начальным условиям какой-либо 
одной функцией а+ или ит̂  оказывается невозможным и в каче­
с т в е искомого асимптотического решения следует взять их 
суперпозицию uN(x,t,h). Приравнивая tiN(x,Q,h) к 

-fo { "h ' х) и ~дГ~ (х ' 0' h) к нулю, легко получаем: 

/± ( t , a ) — . -U/ 0 (T,a) - - -^ j / 0 ( - , a)dx\, 

т 
v0{x,Q)~~^f0(x,x)dx, --^--(x,0) = 0, (1.21) 

о 

/±( t ,a)-=0, tf±(*,0)-—-^-(x,0) — 0, 

г д е •D0(x,t)'=('O+ + 'O-)(Jc, i), k = s,,..,N. 
Из последнего равенства немедленно следует, что vf (x, t)==0 

хлри k > l . Тем самым доказано следующее утверждение: 
П р е д л о ж е н и е 1.3. Пусть на отрезке ^6[0, t0] на траекто­

риях гамильтоновых систем (1.18) отсутствуют фокальные точ-
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ки. Тогда для любой гладкой функции f(t ,x), периодической по 
аргументу т. с периодом Т, не зависящим от (x, t), и для любого 
целого .V>0 при t4[0,t0] существует асимптотическое по 
modO(ftw+2) решение WJV задачи (1.11), (1.11')- представимое 

f (.
s±(£'f) . а±(Xt р)-</)(<-•-•(*. Q) 

в виде: 

U№="0(X,t) + j Vj±{a±(x, t), t) 
- X 

X exp •§• J (C.-/C) (<? (a± (x, t), tt), /-•) dtx + 
•V 

.«ива ..oral 
± S±(x,-t) f Л * t 0.21') 

+ , - j-i 

Здесь ( / > (a) = ---\•/(-, a)dt, v(x, i) есть решение зада-
o 

чи (1.21) для волнового уравнения (1.11) и функции S*, 
a±(x, t), J± определены выше в ЭТОМ пункте. 

З а м е ч а н и е . Одна из практических трудностей при полу­
чении решения задач, аналогичных задаче (1.11), (1.11'), состо­
ит в том, что если параметр /установится все меньше и меньше, 
осцилляции решения становятся все более короткими, и для 
достаточно точного описания поведения решения, получаемого на 
ЭВМ с помощью численных методов, возникает необходимость 
в увеличении числа шагов. Это, в свою очередь, влияет на такие 
факторы, как устойчивость схемы численного счета и в резуль­
тате ограничивает интервал времени, на котором может быть 
получено решение (см. [34, 37]). Развитый в этом пункте метод 
сводит исходную задачу Коши с быстроосциллирующими на­
чальными данными к этой же задаче, но уже для гладкой (не-
осциллирующей) функции v(x,t) вычисление которой на ЭВМ 
уже свободно от указанных трудностей. 

§ 3. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
С НЕОДНОРОДНЫМ СИМВОЛОМ (УРАВНЕНИЯ С ДИСПЕРСИЕЙ) 

Волновое уравнение является уравнением, однородным по 
производным. Для уравнений, не обладающих таким свойством 
(например, для уравнения Шрёдиигера (1.1)), значительная 
часть рассуждений, приведенных в предыдущем пункте, теряет 
силу и асимптотическое решение задачи Коши с быстроосцилли-
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рующими данными типа (1.11') может быть представлено в ви­
де ряда (1.12) (или суммы конечного числа таких рядов) ЛИШЬ 
при некотором специальном выборе начальной функции. Пока­
жем это па примере асимптотического решения задачи Коши с 
быстроосциллирующими начальными данными (1.11') для «ис­
порченного» членом а(х, t)u волнового уравнения — уравнения 
Клейна—-Гордона (с переменными коэффициентами): 

А8 (к,,-, с-(я, t)Att)-\-a{x, t)a==0, xeR". (1.22) 
Здесь c(x,t), a(x,t) —гладкие положительные функции. 

Аналогично предыдущему, асимптотическое решение uN 
уравнения (1.22) будем искать в виде (1.12), причем, не умень­
шая общности, будем считать, что период функции ya{t,x,t) по 
аргументу т равен 2я. Подставляя функцию им ..уравнение (1.22) 
и действуя затем так же, как в предыдущих параграфах, полу­
чим систему уравнений для определения функций у0, у\, ..., 
отличающуюся от системы (1.13) — (1.15) членами a(x,t)yh. 
В частности, первые два из этих уравнений имеют вид: 

(S~-~c4x, t)SDd-^.]-a(x, t)0o~O, (1.23) 

(S*r~c4x, t)Sl)^r+a(x,t)yi^-U^, (1.24) 

где оператор Ц определен равенством (1.15'). Эти уравнения 
являются обыкновенными дифференциальными уравнениями по 
переменной т с коэффициентами, зависящими от (x, t), как от 
параметров. 

Рассмотрим уравнение для (/о, которое в дальнейшем будем 
называть э т а л о н н ы м уравнением . Оно содержит две не­
известные функции S(x, I) и уа и без дополнительных требова­
ний 5 и «/<>, вообще говоря, не могут быть определены. Таким 
дополнительным требованием и является условие 2п-периодич-
иоети функции (/о (требование ограниченности при T{to}±{infty} про­
изводных Oyo/dt, дуо/дх). 

Интегрируя уравнение (1.23), получим 
//0=-=Ф0(л*, *) cos (to(д., *)(•- +С-(л:, t))), 

где со == Va(x, ty/ISp-с2(x, t)S~l); <Po(x. О и С0(л;, i) —«по­
стоянные» интегрирования по переменной т (вообще говоря, 
комплексные). Условие 2л-периодмчиости функции у0(х, х, t) 
по аргументу -г имеет вид а{х, t) =•••••-1 и приводит к уравнению 
Гамильтона —Якоби (эйконала) для функции S{x, t): 

S'j-сЦх, t)S***a(x, t), (1.25) 

при этом г/0--фс, cos (T + CoV--ф+е-Ч-%е~'\ ф£-"--гФо-**'0-
(выбор формы записи решения у{1 зависит от того, какое ре-
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шение--вещественное или комплексное —требуется найти у 
исходного уравнения; разумеется, обе формы записи у0 эквива­
лентны). Для отыскания уравнений для Ф0 и Go (ИЛИ Ф*)» Рас" 
смотрим уравнение (1.24), которое в силу (1.25) можно перепи­
сать в виде 

(<?-/<?t2+l)«/1-E, F — - ( - ^ [ s i n ( t + G0)&Po + 

+ 2 c o s ( t + G o ) ( ^ 0 4 - ^ < g ^ > G o ) -

Поскольку функции sin(t + C0) и cos(t+G0) (функции e±ix) 
принадлежат ядру оператора д2/дх2+1, то для существования 
у этого уравнения периодических по т решений необходимо, 
чтобы 

^0,§it-c4x,t)(d£l})CQ~0 (1.250 

или, что эквивалентно, 
ЙФ+-0, % - 0 . 

Полученные соотношения и есть искомые уравнения (переноса) 
для функций ф0 и C0(<p+ и ф~). Рассматривая аналогичным 
образом уравнения для функций Уь, k—2,..., N, приходим в 
результате к классическому ВКБ-решению 

-V 

ttff(X, t, h ) - 2 A ; C0S (-^T--+G;(x. t)) V;(X, t) = 
/-=0 

iS{x,t) N -lS(x,t) N 
*=e h %V<p}(xtt)+e * %V<pj(x,t). (1.26) 

y=-o y=o 
Отсюда, в частности, следует, что асимптотическое решение 

задачи (1.11') для уравнения Клейна—Гордона (1.22) предста-
вимо в виде ряда (Г 12) только в том случае, когда функция 
f(t,x) в условиях (1.12) имеет вид: 

/ ( - , x ) = ^ ( x ) c o s ( - i - + 8 ( x ) ) , 
где ty(x), В(х) —гладкие функции. 

Аналогичным образом проводится построение, асимптотичес­
ких решений вида (1.12) (или суммы конечного числа решений 
такого вида) других линейных уравнений с параметром, не од­
нородных по производным. Отличия от рассмотренного примера 
уравнения Клейна—Гордона могут возникать в следующих 
случаях: во-первых, если соответствующее эталонное уравнение 
для функции у0 не инвариантно относительно замены т->- —t и, 
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во-вторых, если эталонное уравнение не содержит свободных 
членов. В первом случае функция у0 содержит одну константу 
интегрирования и определяется формулой: Уо — ор(х, t)eix. На­
пример, эталонное уравнение для г/о, отвечающее уравнению 
Шрёдингера (1.1) с потенциалом V(x)=7--0, имеет вид: 

-~^t^-S4d^+V{x)y0^O, (1.27) 

и при условии, что функция S (х, t) удовлетворяет уравнению 
Гамильтона —Якоби (1.4), допускает лишь одно 2л;-периодичес-
кое решение cp0_(x, t) eix\ период его второго линейнонезависи-
иого решения ф0(.х, t) ехр (г (21/ (х)/52

г)т) зависит от (х, t) и 
производные по Xj, t от этого решения не ограничены при 
т {to} + ОО . Во втором случае решение эталонного уравнения 
имеет вид vQ(x, t)-^^feix-\-%e-H (или yQ = vQ(x, i) + y0eix), 
где «-, ср±, ф0 —гладкие функции. Например, решением г/0 — 
— v0-{-%elx обладает уравнение (1.27) при V (х) = 0 (эталон­
ное уравнение, отвечающее уравнению Шрёдингера для свобод­
ных частиц). Во всех случаях, однако, если у линейного не­
однородного уравнения с параметром при производных сущест­
вует асимптотическое решение вида (1.12), то это решение с 
точностью до функций, представимых в виДе регулярного ряда 

hJ'Vj (x, t), непременно совпадает с классическим ВКБ-реше-
/•--о 
нием (1.3) или (1.26). 

З а м е ч а н и е 1. Уравнения (1.11), (1.22) в случае, когда 
скорость с (х, t) и коэффициент a (A', t) постоянны, допускают 
точные решения вида 

tt = cos ( < к, х > —wt + a), (1-28) 
где частота со, волновой вектор k = (k-, . . . ,k„) и фазовый 
сдвиг а не зависят от (х, t) и к и со связаны соотношениями: 
ю = + с | к | (в случае волнового уравнения) и со — 
= + | / c 2 k 2 + a2/h2 (в случае уравнения Клейна —Гордона). 
Легко видеть, что эти соотношения эквивалентны, соответствен­
но, уравнениям Гамильтона—Якоби (эйконала) (1.16), (1.25) 
для функций S = (<k,x>—u) t ) /h . В общем случае частота со и 
волновой вектор к точного решения (1.28) произвольного линей­
ного уравнения с постоянными коэффициентами связаны анало­
гичным функциональным соотношением со = IF (к, /г), которое на­
зывается дисперсионным соотношением (уравнением) и экви­
валентно уравнению Гамильтона—Якоби (эйконала) для функ­
ции 5 = ( < к , х>—&t)/h. Линейное уравнение с постоянными 
коэффициентами принято называть бездисперсионными, если 
W(k, h) является функцией только направления волнового век-
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тора к и не зависит от |к | . В противном случае о нем говорят, 
как об уравнении с дисперсией. Нетрудно убедиться, что для 
линейных уравнений с постоянными коэффициентами понятия 
•бездисперсионности и однородности эквивалентны. 

З а м е ч а н и е 2. В отличие от ВОЛНОВОГО уравнения осцил­
ляции в решении задачи Коши, для уравнения Клейна—Гордо-
иа обуславливается не только- осцнлляциями в начальных дан­
ных. Так, осциллирующее асимптотическое решение вида (1.26) 
имеет и задача Коши для уравнения (1.22) с гладкими началь­
ными данными: 

*ф=0 —•%(•*••)> ttt\t-o = w1{x),'iiD0, щвС°°. 
Это асимптотическое решение выражается через траектории 

p(a,t), q(o.,t) гамильтоновой системы, отвечающей функции 

р = —Я-, q = Hp, />|;_о — 0, <7|<_о — aeR", 
и если dd/dts=0, то 

«го главный член щ вычисляется по формуле 
S w0 (a (x, t)) 

и0 — ф С о з ь - , Ф — — — ^ — — ^ , 
t 

0 

Здесь J(a,t) = uet(dq/da), a (x, t) — решение уравнения 
q(a, t) = x и предполагается, что J(a,t)=£0 при t6[0, г̂ 0]-

Глава II 

ОДНОФАЗОВЫЕ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Метод ВКБ в нелинейных уравнениях — метод построения 
«быстроосциллирующих решений вида (1.12)—мы изложим на 
примере нелинейного многомерного волнового уравнения (нели­
нейного уравнения Клейна—Гордона) с переменными коэффи­
циентами. В § 1 будет дан вывод уравнений, аналогичных урав­
нениям Гамильтона—Якоби (1.25) и переноса (1.25'), решения 
которых полностью определяют главный-, член у0 (~-- , х, г) 
асимптотического решения (1.12). В § 2 устанавливается связь 
между методом ВКБ и методом усреднения Уизема. В третьем 
параграфе главы метод ВКБ применяется для исследования 
некоторых решений многомерного волнового уравнения. 
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§ 1. ФОРМУЛИРОВКА МЕТОДА 

Нелинейным волновым уравнением (или нелинейным уравне­
нием Клейна—Гордона) с переменными коэффициентами назы­
вается уравнение 

d e f /о 1\ 
V(a)=h2{uit-c2(x, *)Дй) + Ф'в(и, я , 0 = 0, xGRn, tGR. (2Л) 

Здесь А — n-мерный оператор Лапласа, с(х, / )>0 , Ф(и, х, t) — 
гладкие функции, / i>0 — как обычно, малый параметр. 

ОТ функции Ф {z, x, t) потребуем выполнения следующего 
условия: i) существуют гладкие веществениозначные функции 
Ei(x,tf), E2(x,i), такие что при каждых фиксированных x, t на 
интервале £ ] < £ < £ - уравнение Ф(2,л;, t)=E имеет по крайней 
мере два решения z*(x,t,E), z~<c.z+, гладко зависящих от t, x, 
Е и таких, что ^/{z±{x,t,E),x,t)=^=Q и <&(z,x,t)<.E при z - < 
<2<г+ . Это условие обеспечивает существование у уравнения 
(2.1) быстроосциллирующих вещественнозначиых асимптотичес­
ких решений. 

Аналогично §§ 2, 3 предыдущей главы, ищем асимптотичес­
кое решение уравнения (2.1) в виде формального степенного 
ряда (1.12): 

«л- = Кл,(-^!-К х, Л А), (2.2) 

N 

Гл^(т, х, t, h) = ^hhjj (т, х, t), (2.2') 
/-и 

где S(x, t), t)j(t, х, г!)— гладкие веществеино-значные функции, 
У](х, х, t)~периодичны по первому аргументу с периодами, 
не зависящими от (х, t) и период у0(х, х, t) равен 2л;. Под­
ставляя UN В уравнение (2.1), и дифференцируя функции 
YN(-JT, Х, t\, получим 

\si-t*{x, t)Sl) d2V/v(X
dxt'i,h) +hUY„(x, x, t, h) + 

+ h2(5F-c2(x, t)A) K.v(t, x, t, h) + 

+ Фи(Ун(-е,х^,к),х,{)]\ si±<)=0, (2.2") 

где оператор П определен равенством (1.15). 
Представляя YN в виде (2.20, раскладывая функцию ФЦ 

по первому аргументу в ряд Тейлора в окрестности точки 
и = у0(г, х, t) и приравнивая в левой части этого равенства 
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коэффициенты при одинаковых степенях параметра h к нулю» 
приходим к соотношениям (ср. с (1.23) и (1.24)): 

(Sf-сЦх, 0 - ^ ) ^ Г + Ф » ( У о . *• 0 = ° ' ( 2"3 ) 

lyk=Fk, k=l,2, . . . , (2-4) 

где t - ( S ? — c 2 ( x , ^ ) - i t ) -—+ Ф;„(«/О. Л'. 0 . ^ -полиномы от Stf 

Sx, с2(х, i), Ф«(у0, х, *), г/о, • . . , У,г-г и их производных. В част­
ности, 

^ = - й & 
E2= - (nl+^Lc/o , x- 0^+(|".--с-(лг, *)Д)) г/о). 
Если функции 5 и yk удовлетворяют соотношению (2.3) и соот­
ношениям (2.4) до порядка N включительно, то, очевидно, функ­
ция UJV будет формальным асимптотическим по modO(hN+1) ре­
шением уравнения (2.1). Соотношения (2.3) — (2.4) так же, как 
и в линейном случае, представляют собой обыкновенные диф­
ференциальные уравнения с коэффициентами, зависящими от 
х, t как от параметров, причем первое из них — нелинейное, a 
остальные — линейные неоднородные уравнения. Рассмотрим 
уравнение (2.3). Обозначим через у (т, Е, х, t), Ei<E<E2, реше­
ние уравнения 

и 
x^YS*-c*(x,t)Sl Г dz ----- ,teR. (2.5) 

' х ) 1/2(£-Ф(г, х, г.)) К 

г+(£,лт,0 
В силу условия i) y(x, E, х, i) —периодическая по первому 
аргументу гладкая функция, изменяющаяся в пределах от z~ 
до z*. Период Т функции у, очевидно, равен, 

* х J V2(E-0(z,x, t)) 

Лемма 2. l. Пусть для гладких функций S (x, t) и E(x , t) 
выполнено равенство 

S2-c*(x,t)Sl = (IE(E,x,t)r*; 

I = \\dzV2(E-Q(z,x,t)) , (2.6) 
z~ 

и пусть С0(х, t) — гладкая вещественнозначная функция. Тогда 
функция у0(х, х, t) = y(x+CQ(x, t), E(x, t), x, t) является 
.-^-периодическим решением уравнения (2.3), гладко зависящим 
ОТ X, t. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Умножая (2.3) на •-— и интегрируя по 
г, получим 

i ( S 3 - c - ( x , *)5*)(^-) ' + Ф0/0. л-, t) = E(A-, t), (2.7) 

где E(x, *•) — «постоянная» интегрирования по переменной t. 
Разрешая (2.7) относительно ду0/дх и интегрируя полученное 
соотношение, найдем уравнение, определякэщее периодическое 
решение у0(х, х, t), как неявную функцию г: 

Mi 

t + С0 {х, t) = VS'f-c4x,t)Sl [ dz 

*+ 

где C0(x, t) — вторая «постоянная» интегрирования и E ' i < 
<CE(x,t) <E2- Отсюда немедленно следует доказательство 
леммы. 

З а м е ч а н и е 1. В линейном случае Ф'и~а(х, t)u и Ф = 
= а(х, t)«2/2. поэтому {IE{E, x, t))-2 = a(x, t), (2.6) принимает 
вид уравнения Гамильтона—Якоби (1.25) и у — ]/Ecos t. Уравне-
ние (2.5), таким образом, можно рассматривать как нелинейное 
обобщение уравнения Гамильтона—Якобн. 

3 а м е ч а и и е 2. Отмстим, что у(х,Е, х, t) — четная функция. 
В самом деле, в силу определения y(x,E,x,t) принимает при 
т = 0 свое максимальное по т значение и, следовательно, 
- (Q,E,x,t) =0. Кроме того, функция у(—r-,E,x, 0» как и 
y(x,E,x,t), является решением уравнения (2.3), поскольку это 
уравнение инвариантно относительно замены r{to} —т. Следова­
тельно, функции y{±x,E,x,t) являются решением одной и той 
же задачи Коши для уравнения (2.3) и у(х,Е,х,1) = 
= y(~x,E,x,t). 

Обратимся теперь к уравнениям (2.4). В силу (2.6), коэф­
фициенты оператора L — 2я-периодические функции, и, кроме 
того, L является самосопряженным оператором. Рассматривая 
последовательно уравнения (2.4), легко приходим к следующе­
му утверждению. 

Л е м м а 2.2. Необходимым и достаточным условием разре­
шимости /г-того уравнения в классе гладких функций, периодиче­
ских по аргументу т, является условие ортогональности в прост­
ранстве L2 на отрезке [0,2л;] правой части Fh периодическим 
решениям однородного уравнения 

/^ LC = 0. (2.8) 
Если соответствующее условие ортогональности выполнено, 
то период решения ук равен 2я и ук определено с точностью 
до периодических решений однородного уравнения (2.8). 
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Периодическим решением уравнения (2.8), очевидно, является 
функция ду0/дх. В силу теоремы Хилла, второе линейно незави­
симое решение этого уравнения может быть периодическим 
только в том случае, когда Ф'и (yQ, х, t) 'не зависит от г (или 
Ф"ш(%х, t) = 0), т. е. в линейном случае, разобранном в § 3 
гл. I. Поэтому мы будем считать, что Фнв(̂ о> х> -0~^0. Условие 
существования периодического решения й-того уравнения (2.4) 
тогда имеет вид: 

2П 

JEft|»dt-=0, (2.9) 
о 

при этом 

yk(r, х, t) = yk(x,x, t)+Ck{x,t)J~(x1x, t). (2.10) 
Здесь «постоянная» интегрирования С,, (х, t) — гладкая функция! 
и l/ftC-, x. t) некоторое частное 2я-периодическое решение 
уравнения (2.4), которое можно задать, например, условием 

^-(-C0(x,*),x,0-0. 
При k=\ условие ортогональности (2.9) легко преобразует­

ся к виду: 

/ - 1 

где 
2rt 

P(E,x ,o——5(|(^E ,x .o)2^= 
о 

- ^ 7 7 ^ ' *' ̂ ^nVs'i-сЦх, t)Sl (2.110 п J_ У8]-еЦх, t)S2
x 

(Последние равенства имеют место в силу (2.6) и (2.7)). 
'. В уравнение (2.11), также как и в (2.6), в качестве неизвест­

ных функций входят только S(x, t) и Е(х, t) и не входит функция 
CQ(X, t). Таким образом, это уравнение и уравнение (2.6) обра­
зует замкнутую систему для определения функций S(x, t), E(x,t). 

Замечание ' . В линейном случае р= E и (2.11) переходит в 
уравнение переноса (1.25'), если положить E---cp0

2(x, t). Тем са­
мым, (2.11) является нелинейным аналогом уравнения переноса 
(1.25'). В отличие от линейного случая, однако, уравнения (2.6) 
и (2.11) не расцеплены и функции S(x,t) я E(x,t) ДОЛЖНЫ на­
ходиться одновременно. 
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В линейном случае условие существования периодического 
решения г/| привело к двум уравнениям для определения E(x,t) 
и C0(x,t). В нелинейном случае функция C0(x,t) определяется 
уже из условия существования периодического решения у2, т. е. 
из условия ортогональности (2.9) при /г = 2. Поскольку функ­
ции Е(х, /), С0(х, t) и S(x, t) полностью определяют главный 
член асимптотического решения (2.2), то, естественно, уравне­
ние для функции Ca(x,t) не ДОЛЖНО зависеть от функции tj\— 
определяющего члена порядка h в асимптотическом реше­
нии (2.2). 

Л е м м а 2.3. Условие ортогональности (2.9) при /г=2 экви­
валентно следующему уравнению 
д__ [OS ,-.) ,_ i 

dt [ j ~ П1^РБф0Са)\- •ca{x,t)^-[iyBBPE(%c0)4S]: •О, (2.12) 

г) dS ± ) • где II0 = S,-£-<?-(*, 0 < Й 7 > Н > ; I-I(E(x, t), x, t), 
p — |)(E(x, t), x, t) определены в (2.6) и (2.П') и S(x,t), 
Е(х, t) — решения системы (2.6), (2.11). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условие ортогональности (2.9) 
при k = 2 имеет вид 

дх Я-'lC,«(yn,x, t)u*)%'dt=*0. (2.13) 

Умножим первое (k А) из уравнений (2.4) на С~У\ проинтегри­
руем результат умножения по dr от 0 до 2л и сложим с (2.13). 
Получим: 

S[(ft^)S?+(--5?)S?]---i-S(-?---(--'){cdot}--) 
-2\3. ' / j 0-//i 

йт (5т- dt-|-

•и 1 dtio 
Y дх 

dih 
•IWii^n. x. ОУ1"!-й"т-(|,«н(^о. x> 0#- dr===0. 

Второй и третий интегралы в этом равенстве обращаются 
в ноль в силу ^-периодичности функции ух и интегрирова­
ния по частям. Вынесем в оставшемся слагаемом оператор П 
за знак интеграла и проинтегрируем по частям. Последнее 
уравнение примет вид: 

4-Ш^А-°*^^{^-\у^Уо. 0.14) 
2ii 

Уi Их* ^ воспользуемся равенст-

21 



-3 r - 1 вом ^ ^ ( ^ Ж ^ ^ 0 ' 7 5 ' ^ ) ' КОТОр°е ШЛУ' 
чается в результате дифференцирования по E уравнения (2.3), 
если при этом учесть (2.6) и определение функции у. Перебра­
сывая оператор L на функцию уг и используя уравнение (2.4), 
k = l, и 2я-периодичность функции у(ч,Е, х, t), найдем 

2rt . ,3 - - 1 . 2-л 

J п' -

о о 

3 — 1 - • • -

о 

х[ 
2-0-(т, E, x, 0(floGo)!+2^(x, E, x, O(U0E) + 

+ (n-|f)(',E,x,t)' d t , 

где в последнем интеграле в выражении П---—(t, E, x, t) опе­
ратор Д действует только на переменные x, t. Поскольку 
у(х,Е, x,t) — четная функция, то -j|-, - 0 - — четные, a - - ^ g , -
П-—-—нечетные функции. Следовательно: 

2.4 , / 2rt 

о \ о 
dx = 

{cdot}' 2rt \ 

О 

Отсюда и из (2.14) получаем требуемое уравнение (2.12) для 
функции CQ(x,t). Лемма доказана. 

Замечание. В отличие от уравнения (1.25) для определе­
ния Go. в линейном случае, уравнение (2.12) имеет второй поря­
док. В этом уравнении переход к линейному случаю 
Фа = а{х, t)tt, —--г—0] осуществляется следующим образом: 

сначала уравнение (2.12) умножается на (-j^f, а затем — ~ 
устремляется к нулю. Отметим также, что уравнение (2.12) 
линейно и однородно, и, следовательно, допускает решения 
С0 = const. 

Аналогичным образом рассматриваются уравнения для 
определения функций y3,...,yN. Каждая функция ут, т = 
•=1,. . . ,N представляется в виде (2.10), и соответствующая 
«постоянная» интегрирования Cm(x,i') определяется из условия 
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существования 2я-перподического решения уравнения (2.4) при 
к = 2+т, т. е. из условия ортогональности (2.9) при к = т + 2. 
Отметим, что функции yh(t,x,t) могут быть выражены с по­
мощью некоторой интегральной формулы через дуа/дх, ду0/дЕ 
и Fh [50]. Поскольку при построении асимптотического решения, 
как правило, интересуются его главным членом, то эту формулу 
мы здесь не приводим. 

Объединяя теперь все рассуждения параграфа, приходим в 
результате к следующему утверждению. 

Л е м м а 2,4. Пусть выполнено условие i) и пусть гладкие 
функции S (д:, t), E(x, t), C0(x, t) удовлетворяют уравнениям 
(2.5), (2.11) и (2.12). Тогда функция u0=y(S(x, t)/h+ 
-j-C0(x, 0, E(x,t), x, /) является главным членом некоторого 
формального асимптотического по modO(/iJY) решения uN урав­
нения (2.1). 

§ 2, ВАРИАЦИОННЫЕ ПРИНЦИПЫ, 
УСРЕДНЕНИЕ И ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ 

В том случае, когда функция c-(x, 0 не зависит от t, (2.1) 
представляет собой уравнение Эйлера для вариационного прин­
ципа 

' ? 
Ь\ $Ч /г17~' кТх~' "' л"' -)-**-- ,--=°. (2Л5) 

? » < i 

Ф {и, х, t) 
с-(* ) где лагранжиан L(po< />> м> л> ')-"• — 

~ \ - ^ - ' j . 
р~ (р1,..., p,..) и варьирование проводится в классе дважды диф­
ференцируемых финитных но х функций u(x,t,h), гладко зави­
сящих от параметра Л<'(0, 1]. Если функция и является асимпто­
тическим решением уравнения (2.1), то (2.15) выполняется лишь 
приближенно. Именно, используя обычные приемы вариацион­
ного исчисления, легко показать, что функция uN(x,t,h) тогда и 
только тогда будет формальным асимптотическим по modO(h'v) 
решением уравнения (2.1), когда для функции uN и любой ва­
риации au(x,t,k) из указанного класса функций справедлива 
оценка 

б \i L (Л-—-, h-—-, и, х, t)dxndt 

< c h " jj jj|6w(x,t, h)|djc"d*, и=и„+6а, (2.15') 
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где с — константа, зависящая от uN. В дальнейшем, говоря о 
том, что функция uN удовлетворяет (2.15) с точностью до 0(hN), 
мы будем иметь в виду (2.15') и не оговаривать это специально. 

Асимптотическое решение уравнения (2-1), построенное в 
предыдущем пункте, зависит от «постоянных» интегрирования 
(по переменной х) Е(х, t), С0(х, t), С, (x,t) и так далее, уравне­
ниями для определения которых служат условия 2я-периодич-
ности по т функций у0(х, х, /), ух (т,х, t),... . Оказывается, что 
эти уравнения являются уравнениями Эйлера для некоторого 
«усредненного» вариационного принципа [45, 60]. 

Обозначим через -М,.1 множество функций Y(x,x,t,h), 2я-пе-
риодических по х, TSR, финитных по х, t(x,t£Rn+i), дважды диф­
ференцируемых по этим аргументам и гладко зависящих от па­
раметра hG(0, 1]. Пусть S(x,t)—гладкая вещественнозначная 
функция. Рассмотрим функционал 

lt,2n 

9 [Y, S] = J 'jj jj dx-dtdxL (s^ + hY,, Sx¥ + W„ V, x, t), 

Y&M\. (2.16) 

Лемма|2.5. Пусть функция YQM\ удовлетворяет уравне­
нию 

Ву^-О. (2.17) 
Здесь символ Ьу означает, что варьирование функционала 
проводится при фиксированной S(x, t) (85 = 0). ТогДа функ­
ция и(х, t, /.-) — Г"(-%—, x,t,h) удовлетворяет (2.15). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Это утверждение можно доказать, 
например, сравнивая соответствующее уравнение Эйлера ДЛЯ 
(2.17) с уравнением (2.2"). Мы дадим другое доказательство. 
Выберем вариации 8К функции F(- ,x , t, h) в (2.17) в- виде: 

ЪГ~тт=со8(т(х-Щ^))Ы(х,*,/1), 
где 6u(x,t, К) —дважды дифференцируемые финитные по x, t 
функции, гладко зависящие от параметра he (0,1], т>0 - - це­
лое. Преобразуем отвечающую (6У)ТО левую часть равенства 
(2.17). Имеем 

(V^= $ J \dx4td, /J? §j[sx± (ЬПп+ 
RnhO ( / - 0 

$
*г%Я (Г п 

) ) dx«dtdx\ 2djjd-Zj(bu(x, -t,h))+ Hah0 
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где x0 = t и аргументы функций ~ и |£ есть (st^-\-НУ,г 

Sxdx +№*,¥, x, t j . Отсюда и из (2.17) следует, что 

8„ J J dx«dt J dx cos (от (t - »)) L (5, • 
2я 

-IT 

+ A.K„ S , ^ + AK,,.K, *,*).-.--<). 
Здесь индекс « y б означает, что варьирование проводится 
среди функций класса М\, представших в виде У (т, JC, t,A) + 
+ 8«(л-, U К), 

Просуммируем полученные равенства по т от 0 до со, 
считая, что Ьи(х, t, h) для всех т одни и те же. В результа­
те приходим к равенству: 

и ал 
2Л8„ jj J dx'<dt J dt [L ( S , ^ +AK„ S , ^ + 

+ A K . r , ^ . v , t ) 8 ( t - - - - i i . ) ) ] - 0 , 
где S(T—-;)--8-функцпя Дирака на единичной окружности. 
Отсюда и из того факта, что bti(x,t,k) выбирается произ­
вольным образом, немедленно следует доказательство леммы. 

Определим «усредненный» лагранжиан 
•in 

Х"°Ш S dxL{St^-\-hYt, sJ£-\-hYst К, х, t). (2.18) 

В силу леммы 2.5, очевидно, имеет место равенство 
if 

8 < 9 > - 0 , < .7 > « j j jj dx''d/Ж, (2.19) 
R" '• 

где варьирование проводится при условии 8 S.----0. (Различие 
между функционалами У и ((F) заключается в том, что пер­
вый определен на функциях, зависящих от аргументов х, 
t и ~, а второй на функциях, зависящих только от х и t). 

Лемма 2.6. Пусть функция Y(x,x,t,h) является экстре­
малью функционала (2.16). Тогда полная вариация функциона­
ла < 9 ) , включая вариацию, отвечающую функции S (x, t), 
также равна нулю. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Функционал 9> инвариантен относи­
тельно преобразования t-^x—•т + б5(л, t), где SS(x, if) —глад-
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жая финитная по х, t функция, при котором производные 

преобразуются соответственно в выражения 
дУ , , , , ч дУ, . , ,., , дУ i , „ + и\ d$s(x> -) д--. (т/, х, t, ft), —- (-Л x, -, ft) + ---• К, .*, t, ft) --• , 

—--•(.-, .x,r,ftj + —{cdot}(T , A, F, я; ^ 

Отсюда и из 2я-периодичности по аргументу т функций ——, 
-—г и - j— получаем 

J J dx"d/ J d*L (S, - ~ + hVt, Sx ^+hYx, Г, x, i) = 
R n - . ' ° 

2Я 

- ^dx«dt^d%L[St^ + hYt + h~d
6tbS, 

о 

S*%- + Kys + h£&bS,r,x,t), 

где аргументы функции Y и ее производных есть (f, x, t, ft). 
.'а 

Из этого равенства немедленно следует hls J j dx"dtX == 0-
' « R " 

и лемма доказана. 
До сих пор в этом пункте все рассуждения касались точ­

ных решений уравнений (2.1), (2.15) и (2.17) и не оговаривалось, 
каким образом функция Y(x,x,t,h) зависит от параметра ft. 
Заметим теперь, что утверждения лемм 2.5 и 2.6 останутся 
справедливыми, если точные равенства (2.15), (2.17) заменить 
на приближенные по m o d O ^ ) и равенство (2.19) —на прибли­
женное по m o d O ^ - 1 ) (в смысле (2.15')). Этот факт, легко 
получаемый из анализа доказательства лемм 2.5 и 2.6, дает 
возможность использовать лемму 2.6 при построении асимпто­
тических решений вида (2.2) —(2.2') уравнения (2.1). Для полу­
чения таких решений функцию Y(t, x,t,h) следует искать 
в виде (2.2'), считая при этом в (2.2') функции t)j(x,x,t) 
не только гладкими, 2я-периодическими по t, но и финитными 

дУ 
по переменным х. Подставляя (2.2') в лагранжиан L (St -——. +• 

дУ \ 
-\-hYm, Sx—~--\-hYNx,YM,x,t\ и используя формулу Тей-
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лора, получим разложение 
L(S( 

дУ дУ 
N \-hV„hSx "+hYNx,YN,x,t дх ' " JV""A' дх 

N 

=>2iLjV+0(hN+l), (2.20) 
/-» 

где L —функции от 1/0, ...,!/_,, 5Л-, S, их производных, t и х 
(не зависящие от JV и Л), в частности, 

т — А / 9 i i - i <; * » г /̂  --•о— -- ^ ° / QX > °-"~5Т' ^°' ' /" 
Из (2.20) следуют разложения 

ЛГ t, 2п 

^.-2/»/i? ; + 0(A'v+I), 0" —-J \\dx«dtdxL], 

(2-2D 
Ж = 2 л % + 0 (Л̂ +1), ^/=2-~ J Ljdx, 

/—о о 
.V / , 

( у ) •= 2 А/ < ? ; > + О (A-v-H-), < ^ > — f J ^ d * " - ^ • 
/-(I R« /, 

Подставляя (2.21) в (2.15), приравнивая коэффициенты при А' 
к нулю и используя лемму 2.5 (по modO(/../v-1-1)) получим, что 
(2.15) будет выполнено c точностью До 0(АЛГ+1), если 

8 ^ - 0 , У =0 ,1 Л/, (2.22) 
где при каждом / варьирование проводится среди функций 
Уо, £/!>•••, У$ независимым образом, причем вариации byi, I — 
-О, 1, . . . , / принадлежат MhK Последовательно рассматривая 
(2.22), легко убедиться, что решениями первых (т+1) уравне­
ний (2.22) являются решения //о, ••• ,Ут уравнений (2.3), (2.4). 
При этом других решений у (2.22) пет, поскольку уравнение 
Эйлера для (2.22), отвечающее варьированию функционала 9*j 
по у а в точности совпадает с уравнением (2.4) для функций У). 

Рассмотрим теперь уравнение (2.19). В силу леммы 2.6 (по 
modO(/iJV)) оно также распадается на уравнения 

8 < ^ > = - 0 , У - 0 , 1 N-1. (2.23) 
В нулевом приближении (/ = 0) имеем 

In С- (.V) Y(S*—c2(x)Sl)ylt—<b{y0,x, 0] — (в силу (2.7))-

lIT[^Sif-c'i(x)Sl)yl~E(x, 01; 
2rt 

'х«—к\ ^d^^T[{S,i~~ci(x)Sl)P-B(x, t)}, (2.24) 
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2rt 

г д е р = = . ^ Ы^г-=(вСилУ(2.П')==(«>2-к2с2^))-1 '2/,Такчто 
О 

^=J-[K-kV(Af/J/-£(x, 01- (2-25> 
Здесь m = dS/dt, k~=dS/dx. 

Таким образом, в нулевом приближении «усредненный» 
лагранжиан ^0 есть функция от St, Sx, Е, t, x и варьирова­
ние в (2.23) при / = 0 следует проводить среди функций 
S(x, t) и E(x, t) (независимым образом). Отметим также, что 
функция у0 явно не входит в £0 и ее 2я-периодичность 
по аргументу - никак не отражается в окончательной формуле 
Для '%а. 

Варьирование функционала < .~„ > по E приводит к уравнению 
дВ ~ и ' 

совпадающему с уравнением (2.6) (условием 2л;-периодичности 
функции у0 по аргументу -). Варьирование < 5"0 > по S при­
водит к уравнению 

—•̂ -—-j + V (-—-]-и, 
которое в точности совпадает с уравнением (2.11) — условием 
разрешимости в класе 2п-периодических по х функций уравне­
ния (2.4) при k — l. 

Рассмотрение высших приближений для «усредненного» ва­
риационного принципа (2.19). проводится также элементарно. 
Опуская промежуточные выкладки, приведем конечный резуль­
тат. Коэффициент S£i разложения лагранжиана 9? является 
функцией х, t, Е и производных от 5, Ca (х, t) — второй «по­
стоянной» интегрирования уравнения (2.3) (см. лемму 2.1) и 
С\(х, t) Cj-i(x, t)—«постоянных» интегрирования уравне­
ний (2.4) (см. (2.10)). Варьирование функционала <.9"j> 
производится, следовательно, по функциям Е, S, С0,..., С^, (не 
зависимым образом). Варьирование <9>j> no S(x,t) приводит 
к уравнению для функции Ci--, эквивалентному (2.9) —усло­
вию разрешимости в класе 2я-периодических функций уравне­
ния (2.4) с номером &-=/-И. Варьирование же <SP}> по функ­
циям Е0, Go, • • •, Cj-i не дает никаких новых соотношений, по 
сравнению с полученными при варьировании функционалов 
<SZ7

0>,{cdot}..,<.9V-i> по 5. 
Из сказанного немедленно вытекает утверждение, являю­

щееся по-существу основным в этом параграфе и проясняющее 
смысл введения «усредненного» вариационного принципа (2.19). 

Л е м м а 2.7. Пусть у уравнений (2.3) и (2.4), £ = 1,. . ., Д. 
существует 2п-периодические по % решения у0 (т, х, t), . .. 
• • • ,У)(г,х, t) (y>0). Тогда для существования 2я-периодического 
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по т. решения yi+l(x,x,t) у уравнения (2.4), /е = /+1 , необходи­
мо и достаточно, чтобы полная вариация «усредненного» функ­
ционала <.9>$> обращалась в ноль на у0,.. -, уу 

Отметим, что эта лемма эквивалентна следующему, в неко­
тором смысле обратному к лемме 2.6, утверждению. 

Лемма 2.7', Пусть функция YN вида (2.2/), NJ5-0, с точ­
ностью до 0(hN) удовлетворяет соотношениям (2.17) и (2.19). 
Тогда существует 2я-пернодичсская по х функция yN+\ (t, х, t) 
такая, что YN+i — YN-\-hN+iyNU удовлетворяет (2.17) с точ­
ностью до 0(hN+t). 

Уравнения для определений функций S, Е, С0, . . ; и т. д. 
могут быть получены также из законов сохранения для (2.1) 
[45, 4G]. Пусть Q и Р — (Р Рп) — гладкие функции х, t, h, 
и и некоторого (конечного) числа производных u(x,t,h). Пусть 
для всех решений и(х, t, h) уравнения (2.1) выполнено 

- | - + V P - 0 . (2,26) 
Тогда последнее уравнение называют законом сохранения для 
(2.1), функцию Q-плотростыо и вектор-функцию Р—потоком 
закона (2.2G). 

Заметим, что уравнение (2.1) обладает, по крайней мере, 
одним законом сохранения - законом сохранения энергии, ес­
ли функции с и а не зависят от /. Этот закон имеет вид: 

Ы (т ( 7 ^ » H ( V « ) 1 + - ^ ) - H 5 V . ( - » , 7 « ) - - 0 (2.27) 
и получается в результате несложных преобразований после 
умножения (2.1) на и(/с2(х). Вообще, пусть существуют функ­
ции Q[tt, h\, P\tt,h]-.~-:(Pl[u,h],..,,Pft[u,k]) и /-:Yv[«..kI, 
v —(v,,..., v„), 0 < / - | - | v | < A < oo, гладко зависящие от х, t, 
Л6[0, 1], и, Ф, некоторого (конечного) числа их производных, 
такие, что для любой гладкой функции a(x,t,h) выполнено 
равенство 

V - H V K * o t ax I 

XV[«, х, t, /г], (2.28) 
где оператор V определен в (2.1). Тогда, очевидно, мы имеем 
закон сохранения для (2.1), плотностью и потоком которого 
являются соответственно функции Q и Р. В дальнейшем мы 
будем рассматривать только такие законы сохранения, для ко­
торых выполнено (2.28). 

Справедливо следующее утверждение, получаемое в резуль­
тате несложных рассуждений и выкладок. 

Лемма 2.8. Равенство (2.28) сохранится, если в нем одно­
временно всюду заменить функцию а на функцию Y (x, x, t, h) 
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и операторы Л----, A - j соответственно на операторы ~-\^—-•}-

+ Лй? ^'Г'"'~Й(5Г-' г д е ^(х' ^~некотоРая г л а Д к а я функция. 
Обозначая полученные после указанной в лемме замены функ­

ции плотности и потока соответственно через Q[S, Y, h] и 
P[S, Y, h\ немедленно получаем 

С л е д с т в и е ! . Пусть функция Y (t, х, t, h) является ре­
шением уравнения (2.1), тогда 

±(StQ[S, Y, AJ + VS-PIS, Y, А]) + 

+ A — (Q[S, Y, k]) + hV(P[S, Y, A]) = 0. (2.29) 
2. Пусть гладкая 2л-периодическая по аргументу х функция 

YN вида (2.2') удовлетворяет (2.2") с точностью до 0(hN). 
Тогда YN удовлетворяет с той же степенью точности (2.29) и 

lt(Q) + V - { P ) = 0 ( F - ' ) , (2.30) 
где 

2Jt 

о 
2я 

{P)=~n\~P[S,Y, h\dx. 
о 

Равенство (2.30) называется усредненным законом сохранения 
(по modO^-1)).^ Из _(2.2') для функций Q [S, YN, h\, 
P[S, YN, h] и <Q>, <P> следуют разложения 

N 

Q[S, Y, A] = 2 ^ + 0 ^ + 1 ) , 
/-o 

N 

P[S, Y, A]=2.PyA/+0(A-v+i), 
/-=o 

где Qy, Р; = (Р]Ъ..., pjn)—m зависящие от А и N гладкие 
функции аргументов x, t, S, y0,..., yt и их производных; 

.v 

j=0 
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2л: 
где < Qj) = J Qjdx, < >y > -= J" Pydr. Подставляя (2.31) в (2.30) 

о о 
и приравнивая к нулю коэффициенты при различных степенях А,, 
приходим к уравнениям: 

^ ( Q y > + V - <Р7> -=0, у=-0, 1 , . . . . (2.32> 
Тем самым нами доказано следующее утверждение. 

Л е м м а 2.9. Пусть функции 5, уа, . . . , IJN удовлетворяют 
уравнениям (2.3), (2.4) k=l,...,N. Тогда при У==0, 1 N— 1 
имеют место равенства (2.32). 

Полученные соотношения (2.32) могут быть использованы 
вместо (2.9) (пли (2.6)) для определения функций E(x,t)y 
Са(х, /), С\(х,1) п так далее. 

Рассмотрим уравнение (2.32), / = 0, отвечающее закону со­
хранения (2.27). В этом случае 

Qo >. ( ш а + сч {х) к г ] у*х _|. Ф 0/(ii л ) J ̂  С2 ( л ) : 

- (В силу (2.7))-к-^.,-!---^--,; Л.— - - - к ( Ы 2 , 
где w — S,, k= VS и уравнение (2.32) при /.---О имеет вид: 

Ш (к2() -I- ^ ) - V • (юкр) - 0, (2.зз> 

Это уравнение можно также записать » виде . 

» (^ (»Р) - с2 (•*) V • (М) Н- (l — (>я (»- с" (X) к2)) §£ • = 0. 

Отсюда следует, что системы (2.6), (2.11) и (2.16), (2.33) экви­
валентны, и при определении функций S(x,t) и Е(х,1) вместо 
уравнения (2.11) можно использовать нулевое приближение-
усредненного закона сохранения энергии. Также легко убедить­
ся, что отвечающие (2.27) уравнения (2.32) при уёИ эквива­
лентны условиям ортогональности (2.9) при k = j , 

Отмстим также, что уравнение (2.33) может быть представ­
лено в виде 

где £-?0 — определено в (2.24), (2.25); и получено непосредст­
венно из (2.23), у —0, из соображений временной инвариант­
ности. Таким образом (2.33) можно трактовать как уравнение 
сохранения энергии для (2.6) и (2.11). 

В заключение укажем на следующее обстоятельство. При 
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некоторых с(x,t) и Ф («,*,*) у уравнения (2.1) могут существо­
вать несколько различных законов сохранения и тогда имеется 
несколько усредненных систем (2.32). Например, если c(xtt) 
•и G>(u,x,t) не зависят от х и t, то уравнение (2.1) наряду с за­
коном сохранения энергии (2.27) обладает законом сохранения 
импульса: 

^ < - л Л . + * £ ( £ ( £ . ч ) - - £ - ) <>• (-••"•> 
(для простоты ограничимся одномерным случаем xt'R) и имеет­
ся две усредненные системы (2.32), отвечающие (2.27) и (2.34). 
При i = 0 уравнение (2.32), отвечающее (2.34), имеет смысл 
закона сохранения импульса для (2.6), (2.11) и аналогично 
(2.33) может быть записано в одной из следующих -жшшалент-
лых форм: 

-J(-»kfi)--^(«o-p-E/c-)«0, 

&№) + &№-*')-<>. ^ 
k—(o)P) — C

2|-(kp) + (l---p£(«>2^kV))^= 0. 

где а, к, j?-, р определены выше. Поскольку на окончательном 
виде формулы для p(E,x,t) никак не отражается 2л-периодпч-
иость функции г/о (см. (2.11')), то отсюда ясно, что для определе­
ния функций S(x, t) и Е(х, t) вместо (2,6) и (2.11) можно паять 
уравнения (2.33), (2.35) — нулевые приближения усредненных 
законов сохранения энергии импульса. Именно таким обра.чом и 
поступал Уизем в своих первых работах [57, 58]. Поскольку, 
однако, (2.33) и (2.35) справедливы лишь при некоторых спе­
циальных с(х, t) и Ф{а,х,(), то (2.6) и (2.11) представляют 
собой более фундаментальные и более, удобные уравнения для 
описания функций S(x, t) пЕ(х, t) [46]. 

§ 3. КВАНТОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ РЕЛЯТИВИСТСКОЙ 
ГИДРОДИНАМИКИ И АСИМПТОТИКА ЗАДАЧИ КОШ И 
С НЕОСЦИЛЛИРУЮЩИМИ НАЧАЛЬНЫМИ ДАННЫМИ 

3.1. Изучим уравнения (2.6) и (2.11) для функций S(xtt) 
и E(x,t) более подробно. Предварительно преобразуем их 
к более удобному для нас виду. Продифференцируем (2.6) 
по xu=t и по Xj, j — 1 , . . .,п и обозначим: 

!/;——-, / = 0,1 «; V^(Vu ...,К„), 
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Тогда, используя равенство гг^—---:-т. получим для функций V} 
систему уравнений 

К0 — с (x,t)(V, й ) ^ = у ^ ( / й ) т 1 g-r—•• 
/ = 0 ,1 , . . . , « . (2.36) 

В силу равенств (2.1 1') и (2.6) имеем 
Р = ПЕ(Е, Х, t). 

Разрешая это равепетпо при каждых фиксированных х, t 
относительно E, мы получим функцию E(p, x,t). Используя 
теперь равенство (2.11') легко доказать существование функ­
ции p(|.i, х, t), определяемой равенством 

dp=--f d(/.?2(E(p, x, t), x, t)). (2.37) 

Обозначая далее F ; >'х'• ', / = 0, \,...,п, переходя в (2.З6) 
от зависимых переменных (V0, V, Е) к переменным (VQ, V, p) 
и добавляя к (2.36) уравнение (2.И), получим систему квази­
линейных уравнений для V0, V и р: 

п 

^•W0)-c^x,t)^-A(vVi)-0, У-0, I л. (2.38) 

Пусть п. ''Л, с(х, t)sss\ и потенциал Ф в (2.1) не зависит 
от х и t. Тогда система уравнений (2.37) принимает вид урав­
нений релятивистской гидродинамики 

V £—_ IV —W — J - i £ . V{) dt { v ' дх } V J~ p дТг 
з 

^ 0>^о)-2-4(1^,) — 0, j « 0 , 1, 2, 3. (2.39) 

Уравнение (2.37), при этом, является уравнением состояний. 
Если* <b'u{ii)~--\tt^u, где а > 0 —некоторое четное число, 
то уравнение (2.37) легко интегрируется 

P-.-V, y - - — - , Л,—const, (2.40) 

и является уравнением состояния идеального газа. Тем самым 
нами установлено, в частности, что для релятивистского урав­
нения динамики идеального газа с константой y~cvJcv сущест-

* Напомним, что решение и уравнения в этом параграфе предполагается 
общественным. 
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вует единственная функция Ф«'(а). Фг/(")="2т_1> для которой-
данное уравнение динамики определяет квазиклассическую 
асимптотику квантового уравнения 

/г-(--^-д)и+Ий«—0. • '(2-41) 
Таким образом, с помощью принципа соответствия мы можем 
квантовать уравнения гидродинамики идеального газа: сопо-
ставлять решениям системы (2.39)— (2.40) квазиклассическую 
асимптотику вида (2.2) уравнения 

А - ( ^ - А ) , я+ргг'а-о, ; 
def 

где рк—|и|2—квантовая плотность (в квантовой теории реше­
ние последнего уравнения принято обозначать буквой i[)). Прн 
7=2, величина а—2 и (2.41) есть уравнение Гейзенберга. На­
помним также, что для идеального газа ЧИСЛО y=cp/cv имеет 
вид 1+2/1, где 1—-ЧИСЛО степеней свободы молекулы газа. Сле­
довательно, уравнение Гейзенберга (для действительных функ­
ций) совпадает с квантованным уравнением динамики идеаль­
ного газа при 1=2 [33]. 

Аналогичные выводы можно сделать и относительно системы 
уравнений (2.38), обобщающей систему уравнений релятивист­
ской гидродинамики (вектор-функция (F 0 , . . . , Fn) в этом случае 
играет роль сил). Именно, существует единственная функция 
Ф(«, х, t), ДЛЯ которой система уравнений (2.37) — (2.38) опре­
деляет квазиклассическую асимптотику квантового уравнения 
(2.1) и, следовательно, квантование уравнений (2.37) — (2.38) 
(в указанном смысле) приводит к уравнению (2.1). 

3,2. Хотя система (2.38) и не является такой же простой, как 
аналогичная система в линейном случае, и, вообще говоря, но 
интегрируется, тем не менее из этой системы можно извлечь 
некоторые сведения о функциях р и V, полезные при изучении 
асимптотических решений вида (2.2). Здесь мы приведем самые 
простые факты, касающиеся системы (2.38) и функций S, р,. 
и самые простые следствия, вытекающие из этих фактов. Более 
тонкие исследования системы (2.38) и асимптотических решений 
(2.2), а также систем типа (2.38) и решений вида (2.2) других 
нелинейных уравнений (в частности, уравнение Кортевега — д е 
Фриза) приводятся в работах [6, 9, 16, 39, 46, 52, 54, 43, 61].. 

Исследуем систему (2.38) на гиперболичность. Характеристи­
ческое уравнение, отвечающее (2.38) имеет вид: 

(Voto-сЦх, *)< V, I > )"((VQtQ~c*(x, t) < V, I > - + 

, + | ^ о - с - | - ) ) = 0, £-(&„....U-
и распадается на уравнения: 
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dp (Volo-сЦх, i)(V,l) )2 + - ^ - Ш - с ^ 2 ) - 0 . 
Разрешая второе уравнение относительно £0, получим 

* - c*v° < У. £ > ± У5 
V-.4-------

где 
D = c2 

dp (yl + ^)l*-C*(V,l)> 
Отсюда следует, что система (2.38) будет гиперболичной, 

если для всех | из единичного шага |£|— 1 D^O, ||oj <oo. 
В противном случае система (2.38) будет либо эллиптического, 
либо смешанного типа. Используя равенства (2.6) и (2.U'), 
в результате несложных выкладок получим, что неравенство 
D^O будет выполнено для всех V, |V|<{infty}, в том и только том 
случае, когда 

др (tf dp \ 
dp ) ' 

Пп ЕЕ 

Р!4 
• о . 

Достаточным условием выполнения неравенства |;--|<оо являет. 
ся условие 1/|| + ---£-=у--0, которое, как легко показать, исполь­
зуя (2,6) и (2.П'). будет выполнено для всех V, если 

ар ..-.ачу-Кп 
дВ ~~ дВа ^и* 

Последнее неравенство преобразуется к виду 
дч 

1> 
1 \ дЕ*) 

(ILf 
\дВ1 Таким образом система (2.38) будет заведомо гиперболичной, 

если 
. дЧ 

1> дВ* 
(JL)3 0. (2.42) 

Применим полученный результат для анализа устойчивости 
периодических решений уравнения 

Vu— ДЩ + Фг, (-»)=--О, (2.43) 
где функция ф / удовлетворяет условию i) в начале главы П. 
Тогда у уравнения (2.43), очевидно, существуют периодические 
решения, аналогичные решениям типа плоских воли в линейном 
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случае: 
a = #(k0x + o>°t,E-). (2-44) 

Здесь у(т, F) определена равенством (2-5) и числа к°-= (к10 , . . . 
. . . , кп°), со0 и £° связаны соотношением (со0) —-(к0) - (dl/dE)-2, 
/ — интеграл, определенный в (2.6). Предположим, что при / — О 
форма решения (2.44) несколько искажается за счет малых и 
медленных изменений к0, со0, Е° в пространстве. Нас будет инте­
ресовать вопрос об устойчивости «огибающей» решений (2.44) 
при больших х, in искажениям такого сорта, т. е. вопрос об 
устойчивости «огибающей» решений задачи Коши 

4-o--0(k*. E)i -o'\M^-%-(kx, E) (2.45) 

для уравнения (2.43) к малым, зависящим от х, отклонениям 
от функций k(x), Е(х) и со (л.) (связанных по-прежнему равен­
ством со2—к2-=/Е_2). Введем малый параметр h, характеризую­
щий отношение масштабов быстроменяющихся переменных к 
масштабам медленных, и сделаем замену t — V/h, x = x'/h, « = 
= v(x'/h, t'/h). Тогда, уравнение (2.43) примет вид (2.1) ( c ^ l , 
Ф'=Фи'(и)), а условия (2.45) —вид 

« M = i / ( p £ » ) , A«;i<-o-w-g! ( - £ , £ - ) , (2.46) 

1ричем «медленность» изменения к, и, E означает, что к, w, 
E0--гладкие функции х (и, возможно, /г). Главный член асимп­
тотического решения задачи (2.1), (2.46), как нетрудно видеть, 
представляется в виде щ = у(—Mr1—, Е(х, t)), где S (x, t), 
Е(х, t) — решения системы (2.6), (2.11), удовлетворяющие при 
t = О условиям: 

S\M=VM, St\M=«>t Е\м = Ё*{х). (2.47) 

•_• B том случае, когда малые возмущения начальной функции 
Е° приведут к большим изменениям решения Е(х, t), «огибаю­
щая» функции «о также сильно изменится и будет неустойчивой. 
Таким образом, вопрос об устойчивости «огибающей» решений 
(2.44) сводится к исследованию решений задачи Коши (2-6), 
(2.11), (.2.47) или соответствующей задачи Коши для системы 
(2.39). B том случае, когда система (2.39) не является гипер­
болической, малые возмущения в начальных условиях, как из­
вестно, приводят к существенному изменению во времени функ­
ций р(х, t) и (Е(х, /)) и, следовательно, «огибающая» решений 
(2.44) будет неустойчивой. 

;' • П р и м е р . Исследуем на устойчивость «огибающей» решения 
вида. (2.44.) уравнения Sine-Гордон [43, 54]: ии—ихх +sin и = 0. 

Функция у(х, Е) определяется в этом случае, как решение 
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уравнения 
t - J ^ - k H ** , - 1 < E < 1 , o » k (2.48) 

J y 2 ( £ + cosj/) 
может быть выражена в эллиптических функциях и является 
периодической функцией с нулевым средним значением. Инте­
грал / представляется в виде / = 2Ач"|/ — - - — ] , где K{k)~ 
ПОЛНЫЙ эллиптический интеграл первого рода. 

Используя последнюю формулу, нетрудно убедиться, что 
д21/дЕ2>0 при всех E6(—1, 1). Поэтому система (2.39) в ЭТОМ 
случае не является гиперболической. Таким образом «огибаю­
щая» решения (2.44), (2.48) уравнения Sine-Гордон является 
неустойчивой. 

З а м е ч а н и е . Если | < а | < | к | , то уравнение (2.48) также 
определяет периодическое решение вида (2.44) уравнения Sme-
Гордон, но уже со средним значением, равным л. Исследование 
па устойчивость «огибающих» таких решений, аналогичное пре­
дыдущему, показывает, что соответствующая квазилинейная си­
стема (2.38) будет гиперболичной и, следовательно, «огибаю­
щая» этих решений будет устойчивой. 

3.3. Задача Коши с неосциллирующими начальными условия­
ми. Покажем, что задача Коши для уравнения (2.1) с неосцил­
лирующими начальными данными: 

и | (=о-=%(.)с), щ | /_0 —= —'l И (2.49) 
имеет осциллирующее асимптотическое решение вида (2.2). 
В условиях (2.4.9) w0, W\ — гладкие вещественнозиачные 
функции. 

Сравнивая начальные условия (2.49) с асимптотическим 
решением вида (2.2), учитывая при этом равенство (2.7), заме­
чание 2 на стр. 19, линейность и однородность уравнения (2.12) 
для функции С0, получим из леммы 2.4 следующее утверждение. 

Т е о р е м а 2.1. Пусть для начальной функции w0(x) выпол­
нено неравенство Е1<Ф{т0{х), x, 0) <E 2 , где EU E2 определены 
в условии i) на стр. 17 и пусть при te[f)f t0] существуют глад­
кие решения S(x, i) и Е(х, t) задачи Коши 

5| ,_о.= 0 (S,. | '=o>0), E\M=*E°{x) — O(v0(x), x,0) (2.50) 
для системы (2.6), (2.11). Тогда для любого N существует 
формальное, асимптотическое ' т о д О ( ^ ) решение задачи (2.1,) 
(2.49), главным членом которого является функция 

ao = y(S(Xht} . - (х, 0 . х, t), (2.51) 

где функция у определена в (2.5). 
Отметим, что начальным условием (2.50) соответствуют на-
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чальные условия 
I/o|^o = [j---(F0.^0)]"2' V"j/—o = 0, p|,=o=-p(E°(x),x,0) 

для уравнений (2.38). Кроме того, заметим, что носитель осцил­
лирующей части главного члена асимптотического решения 
(2.51) (т. е. функции h -------- щ mod О (h)\ совпадает с носителем 
функции р. 

Предположим теперь, что функция v0(x) такова, что р (E°(x), 
.X, 0) финитна. Тогда скорость распространения носителя 
функции р [28] (а, следовательно, и осциллирующей части 
асимптотического решения задачи (2.1), (2.49)) будет конечной, 
если система (2.38) гиперболична, и может принимать бесконеч­
ные значения в противном случае. 

В качестве примера рассмотрим задачу Коши (2.49) для 
нелинейного уравнения диэлектрика: 

h2(uti-Lti) + Ta(x)sh(uT-l)=0, (2.52) 
где x6R3 и a(x)>0-некоторая гладкая функция, Т>0 — 
параметр. В этом примере Ф-=Г2а(л;)с11(и-п_1), Е\ — Та(х), 
£.- — оо, первое условие теоремы 2.1 выполнено для любых v0. 
Также как и в уравнении Sine-Гордон, главный член асимпто­
тического решения может быть выражен через эллиптические 
функции:, 

. . sh(Ту(<. E, x, *))-eh Н—.en(•£• К(j/g-fg-)). 

Здесь f$(E)>0 определяется из уравнения E = rach-|--, en 2—• 
эллиптическая функция Якоби с модулем k=-th-|. A" (q)—пол­
ный эллиптический интеграл первого рода. Для нас, однако, 
более удобной (для обобщения) является форма записи функции 
у через в-функцию Римана [3, 5, 51]. Именно, пусть Е2(х, t, T) < 
<0 — гладкая функция и r:o)- = z(z—E2)(z+1)—семейство эл­
липтических римановых поверхностей, полученных при каждых 
х, t, T в результате склейки стандартным образом двух комп­
лексных плоскостей по разрезам [Е2, Ei], [О-,1 {infty}), где Е1=-—1. 
Обозначим через В(Е2), отвечающие Г — Я-периоды: 

О / - 1 

в _ I [ dz С dz 
2л J1-/z(z + l)(E,-z)J I Vz(z-E2)(z+l) 

и введем одномерную 0-функцию Римана: 

0(*,Е2)= J е х р ( - т - + ^ я ) . 
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Тогда для функции у мы получим следующее выражение (см. 
13 ,51): . • ' ' • • ' . • 

у-у№-т1**Ш£кг' (2-53> 
E2-=-e-fl<'->.-\ r a c h ( p / r ) = E . 

В уравнениях (2.6) и (2.11) естественно теперь также исполь­
зовать в качестве неизвестной функцию E2(x, t) вместо Е(х, t). 
Выражая функцию 1Е через E2(x, t) (см, .[3.]), получим для 
E2(x, t, T), S{x, t, T) систему уравнений, отвечающую задаче 
(2.49), (2.52): 

S?_(S^=-ffl(X)m(Es,r), 

ж (р0Е». т) ж)-2 ш](р<*• *: < • Т ^ ) - ° . (2-54> 
где 

га(1-2, л , -)=• ; , ; -=—-——-. 

5||_0--0. S^-.o-'Kina, E-l^fl-^—^oU))--. (2.55) 
Согласно теореме 2.1, главный член асимптотического решения 
задачи (2.49), (2,52), при условии существования гладких 
решений задачи (2.54), (2.55), • дается формулой щ = у(- -^ ••• , 
E2(JC, t), Л"), где (/(t, Е2, л) имеет вид (2.53). 

Исследуя систему (2.54) аналогично тому, как это было сде­
лано в примере с уравнением Sine-Гордой, легко установить, что 
эта система гиперболична. Кроме того, используя формулу 
(2.53), нетрудно установить, что носитель функции р совпадает 
с носителем функции ш0. Поэтому если начальная функция wu 
финитна, то носитель главного члена асимптотического решения 
задачи Коши (2.49), (2.52) распространяется с конечной ско­
ростью. 

Остановимся теперь на вопросе существования решений зада­
чи (2.54), (2.55). Вообще, этот вопрос представляет собой само­
стоятельную сложную задачу, решение которой требует обшир­
ных и нетривиальных исследований. Поэтому здесь мы ограни­
чимся лишь системой (2.54) и укажем способ построения асимп­
тотических при Т-»-оо решений системы. Смысл рассмотрения 
таких решений будет ясен из дальнейшего (см. теорему 2.2). 

Лемма 2.10. Пусть при г.6[0, i0] н а траекториях р(a, t), 
q(a, t) гамильтоновой системы 

/ ) - - - / / « , <7==Яр, p|,„o---=0, y|,-o«.aeR«, (2.55') 
я="Кр+¥2, 
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отличен от нуля якобиан /(а, _•)=--det(dg(a, t)/da), a6R". Тогда 
при te[0, to] существуют гладкие функции s^ (х, t), ц^ (х, t)t 
j = 0 , 1 , . . . такие, что при любом M > 0 функции 

м 
SM(x,t,T)=2sW(x,t)T-J 

/ - - •О 

и 
м 

Е? (х, t, Г)= - 1 +2Т- 1 2 <Р<Л (А:, 0 7 4 
-ж. удовлетворяют задаче (2.54), (2.55) с точностью до О (Г ) 

При этом, если существует точное решение задачи (2.54) 
(2.55), допускающее при Т > Т° разложение 

СО .СО 

S==25(/)(x-0F"y. Е2= — 1+2Т--2ф(/)(*.0-г~М2.б6) 
1=0 У=0 

то такое разложение единственно и s(-/')-=s(-/), <pU)=yW>. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что решение задачи 

(2.54), (2.55) существует и представимо в виде (2.56). С по­
мощью формул, определяющих функции т(Е 2 ) и р(Ег, Т)> 
нетрудно убедиться, что эти функции аналитичны в окрестности 
точки Е2 = —1 и имеют разложения 

m 
, 2ft 

A=l й=1 

где 

(Е2) = 1+2т,(-±-Ч \ Р=^2 (ЧУ Рь 

2-А d**m 
mk- •(2*)1 rfE?ft 

Р*---Тя 1 rf2/;p 
(2A)I rfEif 

E - = - l 

, Pi = L 

В силу ЭТИХ разложений, в некоторой окрестности точки 
Е 2 = —1 уравнения (2.54) и условие (2.55) можно представить 
в виде: 

dS д /Г (Е , + 1)\ . , И | _ /,7'(Е, + 1)\ , 
Л 2 j <• "~Г> d-ж ; I 2 ) "г d<f -3^ 

оо 

+ n^(—S|_I)+2 Т--(——|—-рЧ—0, 

Л|,_о=и, .ь^=о= yam, -,—-- —— -- >-
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где Фл —коэффициенты разложения в ряд Тейлора в точке 
Е 2 = — 1 функции 2р (Е2) / - ^ - . 

Подставляя теперь в ЭТИ уравнения ряды (2.56), производя 
соответствующие переразлоисеимя и приравнивая коэффициенты' 
при одинаковых степенях ЦТ к нулю, получим систему рекур­
рентных уравнений для функций s</> и срШ: 

/д.--0- V (в*-°- V / ч /о .—ч 

И0 И Ф<"> + - j ( - ^ - - A s O ) ) ф(«» = 0, 

¥J){M^J^pL, (2.58)-

fto[s<n>] *<--.= a ( * ) f i w , 

А о [ - < д 1 1 Ф ш Т 7 ( т - А - ( 0 1 ) , 1 , " 1 ш ^ ' j = - l - 2 , . . . 
Здесь /?i. и R>i, — полиномы от ср-"', . »,., гр(/-]), . , . , s ( 0 ) , . . . . s(-'-1)' 
них производных, оператор 110 [£<">]•---• ^ •—-- < -—-, —- > . 

Легко видеть, что при сформулированных в лемме предполо­
жениях решения этой системы существуют, единственны и, более 
того, могут быть выражены через решения гамши-тоиовой 
системы (2.55') (см. § l главы I). Отсюда, очевидным образом, 
вытекает утверждение леммы. 

З а м е ч а й и е. В предположениях леммы 2.10 точно таким же 
образом доказываются аналогичные утверждения о существо­
вании асимптотических решений задачи Кош и для уравнений 
(2.9) при k = 2, 3 , . . . и единственности разложений этих решений 
по степеням Т_|. 

Докажем теперь следующее утверждение. 
Л е м м а 2.1 Г Пусть соотношения (2.6) и (2.9) при k=l, 

2,... выполнены с точностью до 0(Т~М). Тогда 1. Функция 
(2.51) удовлетворяет (2.3) с точностью до 0(7,"ftf). 2. Сущест­
вуют функции уиш\ удовлетворяющие (2.4) с точностью до 
0{Т-м). 

Д о к а з а т с л ь с т п о. Первое утверждение леммы очевидно. 
Для доказательства второго утверждения леммы рассмотрим 

уравнение Ы/А- где оператор L опреде­
лен в (2.4). Это уравнение разрешимо в классе гладких 2хс-пе-
риодических по х функциях и любое 2л.-периодическое решение 
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2Л, . ' I . . -

yiM) этого уравнения в силу соотношения ] (tJaFk)dT:—0(T~^) 
' о 

является приближенным по mod О (Т~м) решением уравнения 
tyk=Fk. Лемма доказана. 
" Объединяя теперь результаты, доказанные в леммах 2.10 и 
2.11, получаем следующее утверждение. _ 

Т е о р е м а 2.2. Пусть выполнены условия леммы 2.10. Тогда 
лри te[Ot to] для любых JV>0 и сколь угодно малого е > 0 при 
T>T0h~\ To ---const, существует формальное асимптотическое 
решение задачи Коши (2.49), (2.52), главным членом которого 
является функция 

ttb = y[SM^UT\ E?.(x, t, T), X, Т), M = [ i V / e ] + L 

Здесь [N/s] означает целую часть числа N/&. 

Глава III 

. МНОГОФАЗОВЫЕ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

И ЗАДАЧА ОБ ОТРАЖЕНИИ ОТ ГРАНИЦЫ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ А-Пи<—ash и 

Класс асимптотических решений вида a~Y (~-Щ^-, x,tth\ t 

построенных в предыдущей главе, является весьма узким. На­
пример, асимптотическое решение задачи Коши (2.1), (2.49) 
представляется в таком виде лишь при достаточно малых L 
•Это связано с тем обстоятельством, что в некоторый (критиче-
.ский) момент времени t решения системы уравнений для функ-
.ций S(x, t) и Е(х, t) перестают быть однозначными. Указанное 
явление имеет место и в линейных задачах и связано с наличием 
у соответствующей 'гамильтоновой системы уравнений фокаль­
ных точек. В этом случае, как уже отмечалось, асимптотическое 
решение задачи Коши «в большом» (т. е. при любых конечных 
временах) дается с помощью канонического оператора [32, 34, 
36]. При этом за критическими временами решение вне неко­
торой окрестности фокальных точек состоит из суммы вида 

й - ф 1 с о з ( - % - 1 ) + ф 2 с о 3 ( — ^ — ) ) + . . . 

. . . T > ( C O S ( A M ) . ' (3.1) 

-Каждое из слагаемых в (3.1) является асимптотическим реше­
нием исходного линейного уравнения и системы уравнений 
(1.25), (1.25'), отвечающие различным фазам 5Ь . . . . , S-, Имеют 

-один и тот же вид. Заметим, что решения вида (3.1) возникают 
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не только из-за наличия фокальных точек. Такие многофазовые 
решения обязательно появляются в краевых и смешанных зада­
чах и в случае отсутствия фокальных точек формула дает реше­
ние «в большом». Аналогичные асимптотические решения, со­
держащие несколько фаз ПОЯВЛЯЮТСЯ и в нелинейных задачах. 
На необходимость рассмотрения таких решений нелинейных 
уравнений указывали еще в 1967 году Уизем, Лайтхилл и др. 
Например, Уизем в [39] пишет: «Если осреднениые уравнения* 
являются гиперболическими, то некоторые решения будут 
«рваться» в том смысле, что непрерывное вначале решение будет 
становиться многозначным. Это явление аналогично возникно­
вению ударных волн в газовой динамике. Однако, в данном рас­
смотрении волн на воде это явление соответствует просто нало­
жению двух частей цуга воли и не требует разрыва. Предска­
зание возникновения такого явления, в случае, когда начальная 
форма близка к одиночному периодичному цугу волн, пред­
ставляет самостоятельный интерес. Разумеется, после того, как 
такое наложение произойдет, развитые здесь осреднениые урав­
нения уже становятся не применимыми. Здесь уже требуется 
обобщенная теория с возможностью появления более чем одной 
главной моды» (стр. 29). Заметим, что попытки трактовать мно­
гозначные решения уравнений (2.38) как ударные волны 
не дали положительных результатов и как пишет Уизем в своей 
книге [46] (стр. 501) хотя «теоретически это наиболее привле­
кательная ситуация, по в данном конкретном контексте она ве­
роятно менее всего соответствует действительности». 

Представление решения в виде суммы отдельных решений 
разумеется возможно лишь в линейном случае, поэтому обоб­
щение решения (3.1) па нелинейный случай дается в виде: 

a»Y(^u.t...,lL^Jl,Xt *,*), (3.2) 

где У(Т1,..., xi, х, t, k)—гладкая функция всех своих аргумен­
тов, 2я-периодическая по аргументам х— (fi,..., тц), Sj(x. / ) — 
гладкие, веществепнозиачные функции. Формула (3.2) опреде­
ляет асимптотическое решение вне окрестности фокальных то­
чек. Схема построения таких многофазовых решений практиче­
ски не отличается от изложенной в п. 1 § 2 (см. [46, 48]). Основ­
ным препятствием в ее реализации является то обстоятельство, 
что нелинейное уравнение, определяющее главный член асимп­
тотики К0-=-'(ть.-., xi, х, I, 0) содержит частные производные 
и его интегрирование даже в классе 2п-периодическнх по т ь . . . 
. . . , т; функций представляет собой весьма сложную задачу. 
В качестве примера приведем эталонное уравнение для функций 
YQ=Y(TU хг, х, i, 0) (/==2), отвечающее одномерному уравнению 

* т. с, уравнения типа (2.38). 
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Sine-Гордона c переменным коэффициентом: 
h2 (uti - й,-) + а (х) sin/£-— 0. (3.3) 

В обозначениях Vy-=-gr. ^ = Т Г ' / -=- .2 , указанное уравне­
ние имеет вид 

+ (^-U l )—-f+a(^)sInKo=«O (3.4) 

и заменой "Cj^ijih i\, a) = {Vjl + Ujr\)/Va(x), / - - 1 , 2 , превра-
щается опять же в одномерное уравнение Sine-Гордона (но уже 
без малого параметра и с постоянными коэффициентами; 

We--W4T, + sinW = 0, (3.5) 
где W есть функция Уо в переменных |, п. Поскольку решение 
Го уравнения (3.4) предполагается 2л-периодическим по Т|, тг, 
то, очевидно, решение W уравнения (3.5) как функция аргумен­
тов | и т] будет условно периодической функцией. Таким обра­
зом, задача нахождения периодических решений эталонного 
уравнения эквивалентна задаче нахождения условно периоди­
ческих решений некоторого уравнения в частных производных 
(с постоянными коэффициентами). Последняя задача практиче­
ски не изучалась до опубликования в 1974 году статьи С. П. Но­
викова [40], в которой, в частности, показано, что общее конеч-
нозонное решение уравнения Кортевега-де Фриза является почти 
периодическим. К настоящему времени методы построения 
условно периодических решений существенно развиты » работах 
Б. А. Дубровина, А. Р. Итса, В. А. Козел а, В. П. Котлярова, 
И. М. Кричевера, П. Лакса, МакКипа, В. А. Марченко, Мам-
форда, В. Б. Матвеева, С. П. Новикова, Трубошта и Др. (биб­
лиография, посвященная этим методам, приведена и [14, 23, 
31, 51]. 

В этой главе рассматриваются некоторые задачи, асимптоти­
ческие решения которых представляются в виде (3.2) и выра­
жаются через конечиозоиные условно периодические решения. 
При этом в класс рассматриваемых уравнений входят много­
мерные уравнения с переменными коэффициентами. (Заметим, 
что методы построения конечнозонных решений применимы для 
уравнений с постоянными коэффициентами и в основном с дву­
мя независимыми переменными). В § 3 предыдущей главы было 
показано, что при квантовании уравнений релятивистской гидро­
динамики получается нелинейное волновое уравнение - в том 
смысле, что решения уравнений гидродинамики определяют 
однофазовые асимптотические решения нелинейного волнового 
уравнения. В этой главе, используя многофазовые асимптотиче-
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ские решения, мы найдем другие уравнения динамики, кванто­
вание которых в указанном смысле также приводит к нелиней­
ному волновому уравнению. 

§ 1. ЗАДАЧА ОБ ОТРАЖЕНИИ ОТ ГРАНИЦЫ 

В упоминавшейся статье [40] С. П. Новиков высказал гипо­
тезу о том, что конечпозониые решения должны описывать 
«нелинейную суперпозицию» простейших периодических решений 
нелинейных уравнений — периодических солитонов (или кнои-
далышх волн). Оказывается, что такая «суперпозиция» дейст­
вительно имеет место в нелинейных уравнениях, включая много­
мерные уравнения с переменными коэффициентами, но только 
для асимптотических решений. Мы покажем это на примере 
смешанной задачи для нелинейного уравнения диэлектрика 
.(2.52): 

/г2 (м„ - La) + Та (х) sh (Т-'и) - 0, xQQ, (3.6) 
«(м---Wo(•*). «<L.)

!--!-.(•*). (3.7) 
и | м = 0. (3.8) 

Здесь £2— область в R3 с гладкой границей dQ, Т>Т0 — пара­
метр, а (х) >0 — гладкая функция; до0. доi —гладкие веществен-
позначные функции, носители которых принадлежат некоторой 
пе пересекающейся с границей dQ компактной области Мей. 
Задача (3.6), (3.7) (без граничного условия) была рассмотрена 
и конце предыдущего параграфа, ее асимптотическое решение 
имеет вид (2.53) и содержит одну фазу S(x, /). В этом пункте 
будет показано, что добавление к начальным условиям • (3.7) 
граничного условия (3.8) приводит к появлению в асимптотиче­
ском решении уравнения (3.0) второй фазы, и что это решение 
выражается через точное двухзоппое условно-периодическое ре­
шение уравнения Sine-Гордо..а. 

Предварительно рассмотрим задачу (3.7) —(3.8) для линей­
ного уравнения, получаемого из (3.0) предельным переходом 
Т—УОО; 

Л2(к /,-Д«) + я(л)и---0. (3-9) 
Предположим, что а) при временах tGlO, t„] на траекториях 

p{])(a,t), q{[) (a, i) гамильтоповой системы 
р«*-Н„ q~Hpt H=*V~jfl + a, (3.10) 

выпущенных из области М с нулевыми импульсами 

-отличен от нуля якобиан / = det-^— (a, i), абМ. Тогда на 
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отрезке времени tG[0. t0] существует асимптотическое ВКБ —ре­
шение задачи (3.7) —(3.9) (без краевого условия (3.8)), главный 
член которого представляется в виде [36]; 

^-9^ .K, t )cos(—^—--) , (3.11) 

где фаза Sf(x,t) и амплитуда ф?(х, t) выражается через 
q{1) (a, t) по формуле (1.29). Поскольку область М не пересе­
кается с границей dQ, то траектории q{l) (a, t) могут достиг­
нуть dQ за время t(a)y-tu где tx-некоторое зависящее от М 
число, строго большее нуля. Поэтому, как легко видеть 
из (1.29), носитель функции ajj при t<t-. не пересекается с <?2 
и при этих временах формула (3.11) дает также асимптотичес­
кое решение смешанной задачи. При временах t > t i , достигшие 
границы dQ траектории -7(1) (га> t) отражаются (существования 
таких траекторий всегда можно добиться за счет выбора функ­
ции а(х)) и асимптотическое решение задачи (3.7) — (3.9) ста­
новится многофазовым: функция ЙО принимает вид (3.2). При этом 
количество фаз I в (3.2) определяется количеством отражений 
от границы dQ траекторий системы (3.10), выпущенных из М (при 
условии, что на. этих траекториях отсутствуют фокальные 
точки). Мы ограничимся рассмотрением самого простого слу­
чая, предположив, что за время Щ0, to] отражение указанных 
траекторий происходило не более одного раза. Иначе' говоря, 
потребуем от функции Q(x), чтобы б) за время t6[0, to] ue 
достигали dQ все траектории p{2)(a,t), q{2)(a,t), agM, систе­
мы (ЗЛО), удовлетворяющие условию: 

q\ _ -= ̂ a> (a, J(a)), 

X < n (qll) (a, t (a))), pm (a, !(*))) . (3.12) 
Здесь через t(a) обозначено время, за которое траектория 
q{1) (a, t) достигает dQ и через n(x) обозначена единичная нор­
маль к д& в-точке x&Q. Потребуем, кроме того, чтобы в) при 
t6[t(a),t0] был отличен от нуля якобиан J(2) (a, t) = det--—(a, t) 
(т. е. чтобы на траекториях g<2) (a, t) отсутствовали фокальные 
точки). При сформулированных условиях а)—в) главный член 
асимптотического решения задачи (3.7)- (3.9) имеет вид: 

u$~ti(x, 0 c o s ( — b ^ - ) + 9S(jc, t )cos( -—f-- ) , (3.13) 
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где первое слагаемое, по-прежнему, совпадает с (1.29), а функ­
ции фг и Sa определяются равенствами: 

^ ) ( - Й ( ^ ) , ( ) 
/Т(*(2)(х,/)) 

S*(JC, 0 - . , / - / ,„, =•( \ a(^)(a(-)(jc, 0, -1))d^ + 
V а(а^'(х, t))\ <J 

,• 

+ j а(^)(а(-)(л-, 0, ^))d î, 
7(о;(-)(л-,0) 

а<-> (Л", ̂ )~-есть решение уравнения <7(2) (о, t) = x.* 
Заметим, что (3.12) является классическим законом геомет­

рической оптики о равенстве угла падения у г л у отражения, и 
выводится из условия 

С л | „..., О л | (}_ О л | ~ «?л I /о -I о/ч, 
° l k r °2 Ы ^ п °1 |ДП— дп °2|вП' ^ . М | 

выполните которого, в свою очередь, требуется для равенства 
и|дп — 0. Если дополнительно к условиям а) —в) предположить,. 
что г) за время ^ > ^ 1 > 0 отражаются все выпущенные из М. 
траектории системы (3.10), то получится следующая картина 
поведения решения и*. Его носитель, принадлежащий М при 
i=--0, достигает дО, за время tx\ до этого момента времени ttg, 
представляет собой одиофазовое решение с фазой Sf(x, t). 
При t > t1 в решении появляется вторая фаза и по закону 
«угол падения равен углу отражения» происходит отражение от 
поверхности дО, «сгустка» падающих ВОЛН, В момент времени i% 
отражение «сгустка» волн полностью завершается и при / > t 2 
решение опять становится одиофазопым, но уже с фазой S£(x, t). 

Приведем теперь формулы для решения нелинейной задачи 
(3.6) — (3.8). Пусть Е0-=0, Е1---—1 и Ej (x, t, T), xGQ, t > 0 . 7>Т0, 
j~2, 3, 4, гладкие функции, такие, что при всех х, t, T 
тах(Е4, E3)<rain(---1, Е2). Рассмотрим семейство гиперэллип­
тических римаиовых поверхностей рода 2 Г:м -z (z-E s (x, t, 
T))(z—Es{x, t, T)){z—Et(x, I, T)(z+l), представляющих собой 
при каждых фиксированных х, t, T две комплексные плоскости, 
склеенные стандартным образом по разрезам — отрезкам [Е4, 
Е3], [Е2, Ei] и полупрямой [Ео, {infty}). Выберем на каждой рима-
новой поверхности Тх,ит из семейства Г базис циклов оь а2г 
bu b2 такой, что: 

а) его матрица пересечений имеет вид 
ai«aj = biabj — Qt afb - 8 | ;; 

б) каждый цикл ai расположен на верхнем листе Тх,ит и 
47 



.охватывает лишь один разрез, соединяющий точки E2j, Ey-i, 
/ = 1, 2; 

в) каждый цикл bj расположен на обоих листах Гх, <, г, поре-
•секает только разрезы [E2j, Е 2 М ] и [Е0, оо), причем переход 
с нижнего листа на верхний и обратно при движении по bj осу­
ществляется соответственно в точках пересечения bj с. разрезами 
[E2j, Егьг] и [Е0, оо). Движение по циклу а, происходит по 
часовой стрелке, если Е2з-<Е2:М, и против —в противном случае; 
по циклам bj — по часовой стрелке. 

Введем на каждой поверхности VX,I,T следующие объекты: 
базисы голоморфных дифференциалов 

dU/-=(c;.i + c;.2z)dz/co, cyft=---c/A(E4, Е,„ £•,), 

нормированных условиями 

§dUj~2itb]lt (3.14.) 

(это условие служит Для определения коэффицпентои cjk); мат­
рицу 5-периодов B = \\Bjk\\: 

Blk = Bkl*=§dUr (3.14') 
- А 

Отметим [5, 51], что Im||5| |>0, причем в рассматриваемом слу­
чае ReBj,, = 0 при кФ\ и ReBjj = jt(/—/п), если иьшилп-лю т 
неравенств Е2г<Е2г-1 и (/—т) неравенств Еа/Ж^.. |, / < / . По­
строим по матрице .8-периодов двумерную О-фумкипю Римайa 
[5, 40, 51] и функцию у{х, Е, Т) 

где Е-=(ЕЬ Е2, Е3, —1), -г-=(т,, т/2), A.--(A,, k.) и суммирова­
ние проводится по всем целым /гь кь Заметим, что при Е..у,,,~> 
->Е2у 5 /y->too и в сумме (3.15) пропадают слагаемые, Содер­
жащие переменную х}~двумерная О-фуикции вырождается в 
одномерную, не зависящую от этой переменной и отмечающую, 
как легко видеть, уже эллиптической риманстой поверхности, 
задаваемой уравнением co'f =« z (z — Е,) (z E;i) (z - В,,) Х 
X(z + l)/[(z — E2/_1)(z — E2/)]. Рассмотрим в области 12 при i > 0 
систему уравнений относительно вектор функций Six, t, Л=--= 

Ж*4'-<Ш- ; ! ) - W - . / » '. У--1.2. (3.16) 
48 



. dS, \ -ci d (dSx , dS2 v ' 
Pw+ эгР2 ')"~ ^ t a 5 } t e p , ' + .57* P2/)=0, / — 1 . 2. (3.17) 

dS l 
?i|/-o — 0, -57| / i -o>0, Е2|/_о-=-__ехр(2вд0(х)/Т), 

E4|<-o —E3|<-0, (3.18) 

S2 \,m — Sx U ж' |-в - - и"' | м , (3.19) 
Е4 |д0 •=- — Е3Е2 \да. (3.20) 

n/r-(cyl(E)c/.,(E) + c,1(E)c/2(E))/(--4E1.E2.E3)V. (3.200 

II О 

ииичная нормаль к dQ в точке xQdQ. 
у ем а 3.1. Пусть при г.е[О, i0] выполнены условия а)—г). 
1я любого N>0 и сколь угодно малого 8>'0, не завися-
h, щт_Т>Тцк'\ Тп>0: 1. Существуют вектор-функции 
Т) и ЁЛ'(х, /, Т), удовлетворяющие задаче (3.16) — 
ТОЧНОСТЬЮ до Q(h"). 2. Существует формальное асимп-
оо по modO(hN) решение задачи (3.6) — (3.8), вида 

-(х, *, Т), Ё"(у, t. Г), Т ) + Д h'y;(s,x,t,T), ' (3.21) 

•. l/WH-i удовлетворяют уравнениям (3.25). 
•руктншюе доказательство этой теоремы и схема по-

многофазоиых асимптотических решений приводится 
нцем пункте. Поведение решения (3.21) сходно с пове-
юимптотнческого решения и0

л линейной задачи (3.7) — 
•leiino, носитель функции Еа+1, принадлежащий М при 
тш-ает (Ki за некоторое время t\. До этого момента 
Е3 остается равным E4; Ш22 принимает бесконечные зна-
вумерная 0-функцня вырождается в одномерную (см. 
i система (3.16)--(3.17) в систему двух уравнений 
1Я функций Si, E]. Фаза S2 и функции Е4, Е3 в (3.15) 
>тсутствуют н функция и0 (3.21) совпадает с однофазо-
:ением (2,53), представляющим собой «сгусток» кнои-
воли. При />?! при некоторых xGQ точки Е4 и Е3 на 
здвигаются, в решении (3.21) появляется вторая фаза 
:одит отражение падающего «сгустка» от поверхности 
ем, также как и в линейном случае градиенты фаз Si 
аиы на поверхности 3Q равенствами (3.19)-классиче-
оиом геометрической оптики о равенстве углов падения 
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и отражения. В некоторый момент времени /2 точки E2(x, t, T) 
на Гя,(,т слипаются с —1 при всех х, элемент — Шп матрицы 
5-периодов становится бесконечным и функция и0 опять прини­
мает вид «сгустка» кноидальных волн, характеризуемых уже 
фазой S2(x, t)- Таким образом, об асимптотическом решении 
вида (3.21), выраженном через копечнозоииые решения, можно 
говорить как о «нелинейной суперпозиции» «сгустков» падаю­
щих и отраженных кноидальных волн (периодических соли-
тонов). 

§ 2. СХЕМА ПОСТРОЕНИЯ МНОГОФАЗОВЫХ ВКБ-РЕШЕНИЙ 

Схему построения многофазовых асимптотических решений 
нелинейных уравнений мы изложим на примере волнового урав­
нения диэлектрика (3.6), ограничившись в этой главе случаем 
двух фаз. Доказательства утверждении, аналогичные доказа­
тельствам § 1 главы II мы опускаем. 

Согласно сказанному в начале этой главы, асимптотические 
многофазовые решения уравнения (3.6) ищем в виде: 

uN=YN(^,^,x,t,h), (3.22) 
N 

Y.v—2 ^У], (3.23) 
у-о 

где Si(x, i), S2(x, /), y0(xh т2, х, i ) , . . . . yN(tu т2, x, t) —новые 
неизвестные вещественнозначные функции, гладко зависящие 
от всех своих аргументов, параметра Т; функции у0, у\,.. ., yN 
предполагаются 2я-периодическими по аргументам т ь тг. Под­
ставляя функцию (3-22) в уравнение (3.6) и производя те же 
операции, что и в § 1 главы 2, приходим к системе уравнений 
(cp. с (2.3), (2.4)) 

Wo+-rash(jfo7M) = 0, (3.24) 
Uk=*Fk, Л--=1,2,.... (3,25) 

Здесь 

4*={SU — S\X) —2-+2(Si,iS2/ — 

- < Slx, S2x > ) -—— + (Sh -Si) - - ; 

L^Lo + ach^r-1) ; 
-FA-полиномы от SJt, SJX, a(x)> chy0, y0, </, i / w и юс 
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производных. В частности, 

F-2= - (й [-?.] S-g +п №1 f f i + i - f s h (и^яН (&- А) 4 
где fl[Sj] —операторы переноса (1.15'), отвечающие функциям 
5j. Если функции Si, 52 и у к удовлетворяют соотношениям 
(3.24), (3.25) до порядка N включительно, то функция uN будет 
формальным асимптотическим по modO(h^+1) решением урав­
нения (3.6). Как и в однофазовом случае переменные x, t вхо­
дят в уравнения (3.24), (3.25) как параметры, и все уравнения 
(3.25) являются линейными. Уравнение (3.24) есть уравнение 
с постоянными (по переменным п, т..) коэффициентами. Однако, 
в отличие от одпофазового случая все уравнения (3.24), (3.25)—• 
уравнения с частными производными (по xt, тг) и их интегриро­
вание даже в весьма узком классе 2я-периодических функций 
является, как уже отмечалось, далеко не простой задачей. 

Рассмотрим уравнение (3.24). Сделаем в этом уравнении 
замену переменных 

- U' •r) + - ^ - ^ - — ^ - f - X i - i i , W = - i r - % . 

(3.26) 

1 У а ' ' У а " * У а ' ' У а 
Здесь U/, Vy —гладко зависящие от x, t, T веществениоэнач-
ные функции, такие, что 

SuS*t- < Slx> Six ) ««(V.Vj-U.Ua). 
Тогда уравнение (3.24) примет вид уравнения Sine-Гордона 
(3.5). Рассмотрим при каждых фиксированных х, /, Т римаиову 
поверхность Гх,1,т из введенного в § J этой главы семейства Г. 
Как следует из результатов, полученных в работах В. А. Козела, 
В. П. Котлярова [17, 18] и В. Б. Матвеева [51], этой кривой 
отвечает чисто мнимое двухзоииое условно периодическое ре­
шение уравнения Sine-Гордона (3.5): 

W o n „ Q ( U i T i + V ^ - H T + C 0 i , Um + V-S+nH-Cog. E) , q oy . 
W '=: ~М Ш в (U.-l + V.E + С*„, и,-] + V.6 + С„, Е) ' ^•~/ > 

где Е(х, i, Г)~(Е4, Е3, Е2, —I)-—точки ветвления кривой 
Г.г, /, г, 

сл(Е) —коэффициенты голоморфных дифференциалов dU} • 
Сравнивая теперь (3.16) с (3.26), получаем следующее утвер­
ждение. 
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Л е м м а 3.1. Пусть вектор-функции S и Е связаны соотноше­
нием (3.16) и Coi, G02 — произвольные гладкие функции. Тогда 
функция г/о-у(т1 + С01, т-+С02, Е, Г), где 

у{хъ г-, Е, 7 ) = 2 Т tofl(V(";,yE")'E) • <3'28) 
является вещественным решением уравнения (3.24). 

З а м е ч а н и е 1. Эталонное уравнение (3.24), определяющее 
главный член г/о асимптотического решения (3.2) с / произволь­
ными фазами, при 1~^Ъ, приводится к виду многомерного урав­
нения Sine-Гордона: 

/ - 1 
W ~ - 2 w M ; + s inW-0. 

1=\ 
Общее, почти периодическое решение этого уравнения до сих пор 
не найдено. Поэтому в настоящее время эффективные формулы 
ДЛЯ /-фазового асимптотического решения уравнения (3.6) могут 
быть получены только в том случае, когда при каждых х, t 
градиенты фаз Si,,.., Si лежат в одной плоскости; например 
при x€R. 

З а м е ч а н и е 2. Также как и в однофазовом случае спра­
ведливо равенство у(—ть —т2, Е, T)=y(ti, т2, Е, Т), которое 
-вытекает непосредственно из определения 9-функции Римана. 

З а м е ч а н и е - 3 . Если на поверхности Yx,t,T стянуть точки 
Е4, Е3 и точки Е2, — 1 , то функции тц(Е ) и т22(Е) станут рав­
ными 1, а уравнения (3.16) при /=•=/ превратятся, в уравнения 
Гамильтона-Якоби, отвечающие линейному уравнению (3.9). 
Таким образом, уравнения (3.16) при l=j представляют собой 
аналоги уравнений Гамильтона-Якоби. Уравнение же (3.16) при 
1=1, /==2, определяет «взаимодействие» между фазами Si и S2. 
"' Обратимся теперь к уравнениям (3.25). 
.', Л е м м а 3.2. Утверждение леммы 2.2 останется справедли­
вым, если заменить в нем функции z/,., Fk и оператор 1, отвечаю­
щие однофазовому случаю на соответствующие функции и опе­
ратор, отвечающие двухфазовому случаю. 
^" Найти два периодических решения однородного уравнения 
Lz — O легко —такими .решениями, как в однофазном' случае, 
являются функции -------, ------ (Условие ортогональности 
в L2([0, 2it]X[0, 2я]) этим функциям правой части E0 дают не­
достающие два уравнения для определения вектор функций S 
и Е). Значительно более сложной задачей является доказа­
тельство утверждения о том, что линейная комбинация этих 
функций описывает все решения уравнения LC = 0 (т. е. аналога 
теоремы Хилла для ьпоследнего уравнения). Это утверждение, 
Хотя, по-видимому,' и является верным, однако его доказатедьст- • 
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во нам неизвестно, а известно более слабое утверждение 
о том, что у уравнения Ц . - 0 таких решений нет в классе 
абелевых функций на торе Якоби J (Г), отвечающем Г (см. [14]). 

Лемма 3.3. Любое решение уравнения LC--0 в классе 
абелевых функций представляется в виде суммы С^о^ + СгУот,., 
Си С2=: const. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Перейдем в уравнении Ц = О к пере­
менным I н т]. Тогда это уравнение примет вид: 

Cr,4-CK + (chW)C = 0, (3.29) 
где W определено в (3.27'). Решение уравнения (3.29) дают 
генераторы однопараметрических групп преобразований, сохра­
няющих уравнение (3.5). Поскольку описанные решения (3.27) 
дают все копечиозоииые решения уравнения (3.5), то из усло­
вия абелевости функции г вытекает, что указанные однопара-
метрические группы сохраняют тор Якоби. Для рода 2 такие 
преобразования есть сдвиги вдоль \ и т|. Лемма доказана. 

Необходимое условие существования периодического решения 
/г-го уравнения (3.25) таким образом имеет вид 

2Я 2jt 

о о 
При этом 

И^УпЫ Ъ Л, t)+C I A(x, t ) - ^ . + C2ft(x, *)--£•, (3.300 

где «постоянные» интегрирования CVlt C2.t —гладкие функции и 
|//i(Ti> та, х, /)—некоторое частное 2л-периодическое по п. тг 
решение уравнения (3,25). При /г=1 условие (3.28) легко пре­
образуется к виду (3.17). Поскольку в (3.16), (3.17) в качестве 
неизвестных входят только вектор-функции S(x, t) и E(x, t), то 
эти уравнения образуют замкнутую систему, позволяющую опре­
делить 5 и Е. 

Приведем теперь уравнения для определения вектор-функ­
ций Go"(G()i, Goa)- Примем следующие обозначения: \. Через m 
обозначим вектор-столбец т—'(тп< таи, ш22); 2- Через Е° 
обозиачим вектор-столбец Е°—-'(Е.!, E3, Е2); 3. Введем матрицу 
~— и обозначим через ~j~~f- при каждых фиксированных k, j 
вектор-столбцы: 

?§*£••**'{бредши, dphJ/dma, dpltJidmn) = 

-'(шв1)"1 '{дрц/дЕь dpbjJdE^dpkj/dEz); 
4. Обозначим через i|.u(E), i|>l2(E). 11>22(Е) и S[S, Сй] матрицы 
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размера 2 x 2 с элементами 

^ ^ - " Я П Г ' (l ,,IJ dm»' ^ '*> <5m22 ' 

^ " - • " f r i f — < - х г - 1 Г ) ' ^{cdot}/-1--1-
Рассмотрим относительно функций С01 и С02 систему уравнений: 

^{-S-sp(B[S, Co]^(E)) + ^sp(S[S,C0]^(E)) + 

/ = 1 

+ gsp(B[5,C0]^(E)) + | ( p n ^ + P12g)}=0; 

^-|^-Sp(S[S, C0]^ ( E ) ) + ^ s p ( S [ S , С0Ц.*(Е)) + 

+ т(Ри"5Г + P- 2 l f ) j _ 

-i^7{l|sP(S[5'Col^(E) + 
+ 5|sp(B[5, С0]Г(Е)) + ; (р4 |Чр 2 2 §)}-=0. (3.31) 

Лемма 3.4. Условие ортогональности (3.10) эквивалентно 
системе уравнений (3.31). 

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству леммы 2.3. 
З а м е ч а н и е . Система уравнений (3.31) линейна и одно­

родна и, следовательно, допускает решения С0]- —const. 
Рассмотрение уравнений (3.25) при k^3 проводится 

также, как и в однофазовом случае. Каждая из функций ут, 
т —\,,.., N представляется в виде (3.30') и соответствующие 
«постоянные» интегрирования Cmj(x, t) определяются из условия 
ортогональности (3.30) при k = m + 2. 

Объединяя теперь все рассуждения этого пункта, приходим 
к утверждению, аналогичному лемме 2.4. 

Л е м м а 3.5. Пусть гладкие вектор функции 5, Е, С0 удов­
летворяют (3-16), (3.17), (3.25) и (3.31). Тогда функция 

и0==у (—i£_L+c01(x, t), ЩЛ. + С02(х, t),E(x, i), T). (3.32) 

является главным членом некоторого формального асимптотиче­
ского по modO(h^) решения уравнения (3.6). 
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§ 3 . ВАРИАЦИОННЫЕ ПРИНЦИПЫ, УСРЕДНЕНИЕ 
И ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ В СЛУЧАЕ МНОГИХ ФАЗ 

Все утверждения § 2 гл. II остаются справедливыми и для 
многофазовых асимптотических решений уравнения (3.6) (а так*-
же и уравнения (2.1) общего вида, при условии, что известно 
решение у{) соответствующего эталонного уравнения). Измене­
ния, которые нужно провести для перехода от одиофазового 
случая к многофазовому, заключаются в следующем: I. Функ­
ции, зависящие от одной переменной т, следует заменить на 
соответствующие функции, зависящие от двух переменных 
-,, to (в общем случае от I переменных t,, . . . ,т/); 2. Скаляр­
ную функцию S (х, )̂ следует заменить на вектор-функцию 
(Si(xit). Sa(Xyt)) (в общем случае на (S1,..., S,)); 3. Инте­
грирование по отрезку [0, 2л] по переменной - следует заме­
нить на интегрирование по переменным -., -2 по квадрату 
[Ох2л]X[ОX2я] (в общем случае по т-, . . . ,-,); 4. Операторы 
типа S-ryj-: следует заменить на операторы SiXj —- + S 2 ^ — -

или ^Skx ^-V 
\ л— i У 

B качестве примера, иллюстрирующего сказанное выше, 
приведем вывод уравнений (3,16), (3.17) из вариационных прин­
ципов. Лагранжиан L, соответствующий уравнению (3.6), имеет 
вид 

.-"T«,[(ff)"-0"]----W--P-,«)-
и отвечающий ему глаипый член L0 разложения (2,20) в двух­
фазовом случае следующей: 

/..,1 
Отсюда находим усредненный лагранжиан 5S{) === .520 [-Уц S2> Е.Р 
Е;„ Е2]: 

Х0™Ц \ Ltidxldxi~l[(S*u-Sl)pn + 
I) О 

+ (ЗД,~- < Slx, Sw > ) f ) 1 2 + - j ( ^ " ^ p 2 2 -
!!я2Я 

-Т*а(х)^ jj chCF-'^dttdxa 
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Произведем теперь варьирование функционала (Уо > = 

=- \ \ dx3dtX0 по функциям Sj, E r Варьирование ( 9>0 > no S7 

очевидно приводит к уравнениям (3.17). 
Варьирование по Еу дает, очевидно, следующие уравнения: 

Y(.S2 — S y ----y-+(S1.,S2.,— ( Su., S2x > )—y + 
2jt 2rt 

о о 
/ = 4,3,2. (3.34) 

В силу определения функция t/0(-i> -.2. Е, 7) является решением 
уравнения: 

• — п | | Ч 2 ю « . ^ 1 + ш в | | - + 7 ' а И 8 Ь ( 7 - ^ 0 ) - ^ 

где-тг;(Е°) определены равенствами (3.20')- Отсюда, интегри.» 
рун*'по частям, легко получаем 

2jt2jt 

7 a J J sh(r---/0)-|g-rfr1dt-== 
о и 

Уравнения (3.34), тем самым, эквивалентны следующим 

( S i i - SI.*:— m--)-----y- + 2(Si<S2-t— ( Sljci $2x ) — m--)'Г)?.,?'~Ь 

+ ( S I / - S L - m 2 2 ) - ^ = 0, / -=4,3,2. 

Последние, при условии невырожденности матрицы (---jrb ~ ĵ?r 
~ITEJ), в свою очередь, эквивалентны уршкгиш (3.16). 

§ 4. НЕЛИНЕЙНЫЕ АНАЛОГИ 
УРАВНЕНИИ ГАМИЛЬТОНА—ЯКОБИ 

И ПЕРЕНОСА ДЛЯ СЛУЧАЯ МНОГИХ ФАЗ 

Представим систему уравнений (3.16), (3.17) в форме, анало­
гичной (2.39). Согласно (3.20), р,, являются функциями Е- — 
= (Е4, Е3, Е2): 

Р/; = Р;г = Р;/(Е4,Е3,Е2), J, 1=\,2. 
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Разрешая эту систему уравнений относительно Е°, получим век­
тор-функцию, которую обозначим через Е-(рп, р]2, р22). Обозна­
чим далее 

^ - 4 з Г - А - 0 , 1 , 2 , 3 , л-о—Ч V'-(V{tviM); 
Miy(Pib Piai P.», x)--=a(x-)ra.;(E°(pn. Pl2, p22)). 

Продифференцируем уравнения (3.16) с индексами / = / по хк 
k = 0, l, 2, 3 и перейдем в полученных уравнениях и уравнениях 
(3.16), /,/-=-1,2, (3.17) к переменным V{, W, ptj. В результате 
придем к следующей системе уравнений для функций VJ, 
VJ, Р./ 

У^-<У*,6д~)У*=]г-щМп, / = 0,1,2,3, (З.З5> 

дУЬ , --•> с) ..,,., I d 

m—i 

-MiVfa-S^iVteA (3.350 
W - ( V ' , 1 / 2 ) ^ 1 2 , (3.36) 

Полученная система уравнений описывает релятивистское дви­
жение газа; состанлепного из двух взаимодействующих пучков 
частиц. Каждый из этих пучков характеризуется четырех-вектор 
скоростями (iVoK Vi-, VV, VV) и функциями плотности pii, / = 
= 1, 2, для определения которых служат уравнения (3.55),. 
(3.550 • Величина pis имеет смысл плотности «корреляции» 
взаимодействующих пучков частиц, и па уравнение (3.36) сле­
дует смотреть как па уравнение, определяющее эту функцию. 
Тем самым найдена система уравнений динамики для газа, со­
ставленного из взаимодействующих пучков частиц, решениям 
которой может быть сопоставлена квазиклассическая асимпто­
тика нелинейного волнового уравнения (3.6). Иначе говоря, 
найдена система уравнений динамики газа взаимодействующих 
пучков, квантование которой приводит к нелинейному волновому 
уравнению (3.6). 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.1. Доказательство этой 
теоремы разобьем на несколько лемм. 
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Лемма 3.6. Пусть функции Sj(x,t,T), /—1,2 и 
Bt(x,i,T), /, = 1,2,3 удовлетворяют условиям (3.19), (3.20) и 
пусть C0i|aQ--=0, CQ2\da = n- Тогда при x£Q функция (3.32) 
удовлетворяет условию (3.8) mod 0 (А). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия (3.18) и из определения 
элементов Вп, -922 матрицы 5-периодов (см. 3.15) легко полу­
чается равенство: 

Вц | <ЭЙ = -б22 | d£i-

Заметим далее, что для всех T6R, C01GR, G02GR: 
e(ir-f-c01+jt, t + c 0 2 + л , E)--=e(t+c01, тг+с02, Е), 

•если Вп=В22 и Coi—G02 —я. Отсюда немедленно следует дока­
зательство леммы. 

Лемма 3.7. Пусть соотношения (3.16) и (3.30) выполнены 
с точностью до 0(Т~М). Тогда 1. Функция '(3.32) удовлетворяет 
уравнению (3.24). 2. Существуют функции yh

M, удовлетворяю­
щие (3-25) с точностью до 0(Т~М), 

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству леммы 2.11. 
Лемма 3.8. Пусть выполнены условия теоремы 3.1. Тогда 

;на отрезке 6̂ [0, t0 ] в области х&1 существуют гладкие функ­
ции sp), s(;), Ф(;)> ф|У) 1 / ( Я . / = 0, 1,. . . такие, что при любом 
My0 функции1 

м 
S? (х, t, Т) = 2 •-)'> {х, t) T-J, / = 1,2, 

м 
Ef (x, t, Г) = - 1 +2Г-- {sum} Ф{Л (x, i) T-J, 

M 

Ef=/«» (x, i) + 2r- i 2 / ( ; ) (x, t) T~>, 
-/-0 

м 
E?=fv»(x, о+гг-^^-Ч-*-. -)+/<;Ч-*. -))^у 

удовлетворяют задаче (3.16) — (3.20) с точностью до 0(Т~М). 
При этом, если существует точное решение задачи (3.16) — 
(3.20), допускающие разложение по степеням Т-1, Т>Т°, то та­
кое разложение единственно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проводится аналогично доказатель­
ству леммы 2.10 и опирается на разложения функций 
т;-.(Е<>), Р/у(Е-) по степеням (1 + Е2) и (Е3 — /<0>), (Е4-/<->) 
в окрестности точки (Е4, Е3, Е2)=-=(/(0>, / ( 0 ) , — 1). Здесь 
/ ( 0 ) (x, t) определяется из уравнения 

a(x)m12(/«», /<->, - 1 ) = « - (s\°J, s!$ > . 
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Отметим, что все функции <?(/), <р(Л и /(/> могут быть выра­
жены через решения (-»(->, ?<-)) и (pV), qW) гамильтоновой 
системы (3.10), определенные в § 1 этой главы. 

З а м е ч а й и е. В предположениях леммы 3.8 справедливы 
аналогичные утверждения о единственности разложений по сте­
пеням Т~[ точных решений и о существовании приближенным 
по mod О (Т м) решений соответствующих (3.16) — (3.20) сме­
шанных задач для уравнений (3.30). 

Для доказательства теоремы 3.1 теперь осталось заметить, 
что функции Ст==0, Сщэзя ЯВЛЯЮТСЯ решениями уравнений 
(3.31), и1 положить в (3.32) функции §?, Ё / равными соответ­
ственно Sf, Ef, M = [iV/r-B] + L 

Глава IV 

ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЦУГОВ ВОЛН УРАВНЕНИЯ 
КОРТЕВЕГА —ДЕ ФРИЗА 

Одним из замечательных свойств уравнения Кортевега-де 
Фриза является существование у этого уравнения так назы­
ваемых солнтонных решений [37, 43] (уединенных волн), обла­
дающих свойством «линейного» поведения при взаимодействиях. 
Хотя само взаимодействие солитомов (солитонпых решений) 
происходит по линейным законам, однако, они выходят из 
взаимодействия, сохранив форму и скорость. Нелинейность урав­
нения проявляется в том, что взаимодействующие солитоны 
сдвинутся по отношениям к тем положениям, в которых они 
находились бы и случае отсутствия взаимодействия. Аналогич­
ным свойством обладают и так называемые многосолитонные 
решения уравнения Кортевега —де Фриза .[37, 43]. Как пока­
зано Л. Б. Шабатом [47] любое решение для этого уравнения, 
быстро убывающее в начальный момент времени, распадается 
на движущуюся в одну сторону «голову», состоящую из соли-
тонов и движущийся в другую «быстроосциллнрующий хвост». 
В принципе поведение таких решений может быть исследовано 
методом обратной задачи рассеяния, однако в случае, когда 
число образующихся солптопов велико, а интересующие времена 
«не очень большие», такое исследование является весьма СЛОЖ­
НОЙ задачей. Предположим, что скорости движения солитонов 
из «головной» группы приблизительно одинаковы. Тогда эту 
группу солитонов можно представить как движущийся «цуг 
волн»- аппроксимировать на некотором (зависящем от време­
ни) отрезке функцией 

^ Y ( % — , x , t ) , (4.1) 
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где У(т, х, t ) , S(x, t) —гладкие функции, У(т, x, t) —периоди­
ческая по т, величина h характеризует расстояние между сосед­
ними солитонами. Функция (4.1) представляет собой асимпто­
тическое однофазовое ВКБ-решение, и может быть найдена 
методом, изложенным в гл. П. Асимптотические решения, 
аппроксимирующие «головную» группу солитонов и осцилли­
рующий «хвост», были исследованы Ю. A. Березиньш и 
В. И. Карпманом [6]. (Отметим, что опираясь на аналогичные 
рассуждения об аппроксимации решения функцией вида (4.1), 
A. В. Гуревич, Л. П. Питаевский [9], Забуский [61], Крускал 
и Миура [52] исследовали решение уравнения Кортевега —де 
Фриза, разрывное в начальный момент времени). В общем слу­
чае «солитоиная» и «хвостовая» части решения при «не очень 
больших» временах могут распадаться на несколько групп,. 
каждая из которых аппроксимируется цугом волн. Если один из 
цугов нагоняет другой, то, как показывают численные расчеты, 
процесс взаимодействия между ними напоминает аналогичный 
процесс для солитонов в том смысле, что в момент взаимодейст­
вия решение не представляется функцией вида (4.1), а после 
распадается на два цуга вида (4.1), распространяющихся само­
стоятельно. Вопрос о виде функции, описывающей асимптотиче­
ское решение взаимодействующих цугов волн и о поведении 
этого решения после взаимодействия, сформулированный Лайт-
хиллом и Уиземом [39] до сих пор не имел удовлетворительного' 
ответа. Здесь мы покажем, что этот вопрос может быть решен 
с помощью многофазового метода В КБ и конечнозонных почти 
периодических решений*. 

Уравнение Кортевега — де Фриза будем рассматривать в сле­
дующей форме: 

и(—%шх + /г2аххх = 0, x6R, (4.2> 
где h>0, как обычно, малый параметр, который зависит от ряда 
физических констант. В задаче о взаимодействии цугов волн l/h 
характеризует количество осцилляции в цуге на единице длины, 
в частности, когда цуг волн аппроксимирует солитонную «голов­
ную» часть решения, [i/h] есть число солитонов в цуге. 

§ 1. ЗАДАЧА О ВЗАИМОДЕЙСТВИИ цУГОВ ВОЛН 
В ЛИНЕЙНОМ СЛУЧАЕ 

Сначала рассмотрим линеаризованное уравнение Кортевега — 
де Фриза 

- , + Л Ч * - = 0. (4.3) 

* Независимо возможность применения конечнозонных решений в задаче 
о взаимодействии цугов волн уравнения Кортевега—де Фриза обсуждалась 
С. П. Новиковым и Л. П. Питаевским. 
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Для этого уравнения поставим задачу Коши c финитными 
быстроосциллирующими начальными данными. 

•о ко----Ф И cos (-^), (4.4) 

где волновое число к > 0 и ф(^) — гладкая функция, носитель 
которой .принадлежит некоторому интервалу из R. Асимпто­
тическое решение задачи (4.3), (4.4) легко находится с помощью 
метода ВКБ (см. гл. 1), его главный член имеет следующий 
вид: 

v^--<v(x-\-3k4)cos(kx+
h
kH) (4.5) 

и представляет собой бегущий цуг плоских волн. Любые два ре­
шения вида (4.5), отвечающие различным волновым числам кЬ 
к2 в сумме также дают решение уравнения (4-3). Рассмотрим 
одно из таких решений 

•о - Ф 1 {х + 3kf0 cos ( - - ^ ) -ЬФ- (х + 3k*t) cos ( - -£—--) -(4.5') 

где ki > k.; > 0 и гладкие финитные функции Ф1(л-),ф2(я) 
таковы, что их носители принадлежат непересекающимся 
интервалам [а0, Ь„] и [с0, d0] соответственно, причем d0<a0 . 

Решение (4.5') удовлетворяет начальным условиям вида 

•о |/-„ — ф1 (x) cos ($f) + Фа („v) cos {$£) (4.6) 

и ведет себя следующим образом. До некоторого момента вре­
мени (4,5') состоит из двух бегущих цугов ПЛОСКИХ воли, разне­
сенных друг1 от друга на отличное от нуля расстояние. Посколь­
ку k,>k.> то цуг с импульсом ki перемещается быстрее цуга 
с импульсом ка н догоняет его, В этот момент происходит нало­
жение одного цуга на другой, которое сохраняется в течение 
некоторого времени. B конце концов цуг с импульсом ki пере­
гоняет цуг с 'импульсом ка и решение опять превращается в два 
разнесенных цуга, причем в отличие от начальной ситуации цуг 
c импульсом kj оказывается левее цуга с импульсом к2. 

Задачу, аналогичную задаче (4.6) мы рассмотрим для урав­
нения Кортевсга--де Фриза. Прежде чем перейти к постановке 
этой задачи, дадим другую трактовку решениям вида (4.5'). 
Заметим, что функция (4.6) может быть представлена в виде 
осциллирующей функции с одной фазой. 

г>|,-о-~Ф°(я)соз(--^), (4.7) 
где ф°(х), 5°(л)-гладкие функции. (Для того, чтобы функция 
(4.6) приняла вид (4.7) следует положить 

Ф°(.*)---»Ф1(л:) + ф-(-*) W) 
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и потребовать, чтобы 5 — к1х при x6[a0, b0] и S° = k2x при 
x6[co>d0]). 

Рассмотрим задачу Коши (4.7) для уравнения (4-3) в случае, 
когда S0 — возрастающая функция, равная kix при х>а0 и k2x 
при x<d0- Главный член асимптотического решения этой задачи 
выражается (см. гл. 1) через семейство решений гамильтоновой 
системы 

£ = 0, 9 = - 3 p 2 , p|^o = p°(a)-—--(«), -7|/_о = а. 
Указанное семейство имеет вид 

p = p°(a), 4r.= _3(po(a))2t + a 
и определяет при каждом t в фазовом пространстве кривую 

А\ = (р^р°(а), д=-3(рО)Ч + а). 
До критического момента времени tKP = min --• кривая Л̂  

a 6P°Pa 
взаимнооднозначно проектируется на ось q и в асимптотиче­
ском решении задачи (4.3), (4.7) содержится одна фаза. При 
временах, больших tKP на кривой Л) появляются фокальные 
точки, кривая Л* проектируется на ось q не однозначно и вне 
окрестности фокальных точек асимптотическое решение пред-

.ставляется в виде: 

-2t (p°(aj (x, tW) + CJ^-K/2], (4.8) 
где С: —индекс точки [32, 36] на кривой Л*1 с координатой 
a,j(x, t) и щ(х, t) определяется из решения уравнения q(a, t) = 
— х. В случае, когда функция ср° имеет вид (4.7/)> в этой сумме 
остается всего два члена и (4.8) совпадает с решением (4.5Л). 

Таким образом на задачу о взаимодействии цугов волн мож­
но смотреть как на упрощенный вариант задачи о построении 
асимптотических решений в закритических временах. 

§ 2. МНОГОФАЗОВЫЕ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ 
РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ КОРТЕВЕГА-ДЕ ФРИЗА 

Так же как и в линейном случае, в общем случае под цугами 
волн уравнения Кортевега —де Фриза понимаются его однофа-
зовые асимптотические решения вида (2.2), носитель которых 
принадлежит некоторому отрезку на оси х. Поэтому прежде чем 
сформулировать задачу о цугах волн, опишем способ получения 
асимптотических ВКБ-решений уравнения (4.2), причем сразу 
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рассмотрпм случай / фаз. Все следующие ниже утверждения в-
основном аналогичны утверждениям § 1 гл. 2 и § 2 гл. 3. ' 

Асимптотические решения уравнения (4.2) ищем в виде 
(3.22). Подставляя функцию (3.2) в уравнение (4.2), производя 
соответствующие разложения, приравнивания выражения при 
одинаковых степенях h к нулю, получим систему уравнений 
для определения функций у0(х, х, t), у\{%, х, t),..., (т=ть. . . 
• • •, тг): 

Ar/0-6y0Bt/o + % o = 0. (4,9) 
Uh ut hlu - 66 0/оГ/,,) + Щк = Fk, k - 1,2, . . . , (4.10) 

где A ~ Su A -|- . . . + Slt ±, В == Slx ^ + . . . + Slx i - , 
F/i — полиномы от функций i/n, . . . , i / w , SJt, SJX и их произ­
водных. Если функции 5 , , . . . , 5 - и //,. удовлетворяют соотно­
шениям (4.9) и (4.10) до порядка N включительно, то функция 
itN вида (3.22) будет формальным асимптотическим по mod О (kN+l) 
решением уравнения (4.2). Переменные х, t входят в уравнения 
(4.9), (4.10) как параметры и существенными независимыми 
переменными в этих уравнениях являются т1 т.. Все уравне­
ния (4.10)—линейные неоднородные уравнения в частных про­
изводных, уравнение (4.9)—также уравнение в частных произ­
водных, по нелинейное, хотя п с постоянными по тт т. коэф­
фициентами. 

Сделаем в уравнении (4.9) замену переменных: 
х} — х} (£, ii) •— SJti\ + Sjj&t 7 = 1, . . . , . ; 

W(T|, £, X, t)^y0(xx(l, 11), . . . , X-(g, T)), X, t). 
Тогда уравнение (4.9) примет опять вид уравнения Кортевега — 
де Фриза, но уже без малого параметра Л: 

W„-6WW6 + W w e «0. (4.11> 
В силу 2я-периодичности функции у0 по аргументам Ti, искомое 
решение W(r], £) при каждых фиксированных (x, t) является 
условно периодической функцией. Явные формулы на языке 
0-фуикций для условно периодических конечнозоииых решений 
уравнения (4.И) были получены А. Р. Итсом и В. Б. Матвеевым 
[15, 51]. Указанные решения отвечают гиперэллиптическим 
римаиопым поверхностям и могут быть построены по той же 
схеме, ЧТО и решения (3.15) уравнения Sine-Гордона. Именно,. 
пусть Е0, Е- Егг —гладкие функции х, t такие, что 
max (E2J+I, E2j)<min (E2j~i, E2j)<Eo. Рассмотрим семейство 
гиперэллиптических римановых поверхностей Г рода /, задавае­
мых алгебраическими кривыми ю2-Ргг-и. Раг-ц-(z—Е0) , . . 
...{г—-E2i) и устроенных точно также, как римаиовы поверх­
ности, введенные в § 1 гл. III. Введем на каждой поверхности 
ГХ, ( из семейства Г базис циклов a{cdot} a., b[,..., £>,, удовлет-
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воряющий условиям а)—-в) на стр. 47; определим на Гж,t базис 
голоморфных дифференциалов 

i-i 
dU — {sum}C;ffl(E0, . . . , Е2.) zmdz/co, / = 1, . . . , / , 

т-=0 

нормированных условиями (3.14'), матрицу £-периодов (3.14"). 
Определим равенством (3.15) /-мерную 9-функцщо, считая что 
в (3.15) т — (т1, . . . , tt), k — (ku ...,kt) и суммирование прово­
дится по всем векторам k с целочисленными компонентами. 
Рассмотрим на TXit дифференциалы 

d90 — i I zl + {sum} СV1 •— /(2ffl)> rfsi = 

= i z'+I-{sum}E;z-/2+{sum}cy аГг/(2со), (4.110 
V /-0 У=0 / 

где коэффициенты С" определяются из условий &dQn — О, 

л==0, 1; m-=l, . . . , / . Обозначим через U и V /-мерные век­
торы с компонентами 

Tjj = §dQo,Vj = §dQu / = 1 г, 
ч ч 

Лочти периодическое / — зонное решение уравнения (4.11) имеет 
шд [14[ 

W -=-2- -^ -1ne(O| + VT| + C0)+C, 
где С0-=-(С01, . . . , С01)~произвольный, вообще говоря, ком­
плексный вектор, 

21-1 I 

G=-{sum}E, + {sum}§zd^. 

Возвращаясь теперь к переменным Tu . . . , t - , приходим к сле­
дующему очевидному утверждению. 

Лемма 4.1. Пусть С0{х, /) = *(С01(х, t), . . . , C0l(x, t)) — 
гладкая вектор-функция и пусть гладкие вегцественнозначные 
функции Sj (х, t), / = 1, . . . , / , Е (x, t) = (Е0 (х, t)t ..., Е8 М (x, t » 
связаны соотношениями 

SJX~tJj(E(x,i))t Sjt=*V](E(x,t)), J=1,...,L 
Тогда функция 

^ - = - 2 ( 0 1 - ^ + . . . + и / ^ г ) 2 Ш 0 ( т + С0, Е)+С 
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является 2л-периодическим по %{ т. решением уравнения 
(4.17). 

З а м е ч а н и е . От неизвестных S) в системе уравнений, при­
веденной в лемме, МОЖНО избавиться, если уравнения, содержа­
щие Sj-c, продифференцировать по t, уравнения, содержащие 
Sjt, — по t и затем приравнять правые части полученных соот­
ношений. В результате придем к уравнениям 

<HJ/(E(,*, t)) _ dVj(E(x,t)) . _ . , .. 
. _ _ , ; _ i , . . . . . . . ^.uj 

ЕСЛИ рассмотреть в расширенном фазовом пространстве R* 
с координатами р, p0; x, t двумерные поверхности Л/, задавае­
мые уравнениями р=--Ь1{Е(х, t)), p0 — Vj(E(x,t)), то (4,12) 
примут ясный геометрический смысл: они означают, что на Л2-
равны нулю скобки Лагранжа, или, что Л/ —лагранжевы при 
всех ;'. 

Изложенная выше схема дает возможность получить семей­
ство 2я-нериодических решений уравнения (4.9), зависящих от 
точек ветвления поверхностей Г-., t- Более удобной для практи­
ческих вычислений является схема, позволяющая выразить ко-
нечнозонные решения сразу через элементы матрицы В периодов. 
Эту схему, предложенную С. П. Новиковым и реализованную 
для (4.11) Б. А. Дубровиным мы изложим для /=2. 

Рассмотрим параметры U1, U2, V1, V2, О и параметры, Вп, 
Ви- =В>и В<я (вообще говоря комплексные), такие, что мнимая 
часть матрицы B = \\B]t\\ положительна. Обозначим через 
0"""a(Ti. г.г\В) двумерные О-функции Римана со сдвинутыми 
аргументами: 

Qlh,"'(ru г 2 | Б ) - 2 е х Р [^(-3ii(^ + ^ ) 2 + 2-5i2(^i + ni)(^ + t2) + 
кч/it 

+ Bas {h + ihf) + i (ki + »i) Ъ + l Ifa + Иг) Ъ\-
Функцию 0",0(Гх, t^ В) будем обозначать по-прежнему через 
0(*i, *з|-3) (Сходимость этих рядов следует из положитель­
ности матрицы 1тВ, см. [5,51])- ХТ • 

Лемма 4.2. (Б. A. Дубровин). Пусть параметры Vy, Uj, 
у — 1,2, Вki, /г, i==l,2, G удовлетворяют следующим четырем 
соотношениям: 

> ( U i ^ T + U , - ^ r ) V - ( t 1 , T 2 | S ) + 

+2(u1^r+u,^r)(v1^r+v,-fe.)^-(t1,tk|5)+ 
+1оо"-"Ч^1, t , | S ) ] | t i_ t a„0=o, 5=2-8, (4.13) 
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(nun2)--
(0, 0) 
(1/2,0) 
(0,1/2) • 
1(1/2, 1/2) 

Тогда функция Ф(|, Ti)-=-21ne(U1g + V11], и2£ + У2я|£) являет­
ся решением уравнения 

д*Ф , о д2Ф «Э!Ф . д*Ф _ G /Д Uv 

Доказательство . Проводится подстановкой функции О 
в (4.14) и последующим применением теорем сложений для 
6-функций [5]. 

Следствие 1. Пусть выполнены условия леммы. Тогда при 
любых значениях комплексных параметров С01, G02, С функция 

w-=-2^ine(u^+(v1+6U1c)11+c0,, 
U2« + (V2 + 6UaC)ti + CM|.S) + C 

является решением уравнения (4.11). 
Доказательство заключается в подстановке функции 

(4.15) в уравнение (4.11) и последующем использовании равен­
ства (4.14). 

Следствие 2. Пусть C0i(x, /), Co2(x, -0 —гладкие функции 
и пусть для гладких функций -в3.(л., t), / = 1, 2, Sj(x, t), Vj(x, t), 
Vj(x, t),G(x, t), C(x, t) выполнены соотношения (4.13) и соот­
ношения 

SJX = UJt SJt = Vj + GUjC, (4.16> 
Im||5, |l>0. 

Тогда функция 

.Vo=-2(U1A + u2 g | )2 ln9( t1 + C01,t2 + C02|.5) + C (4,17> 

является периодической по т-, -2 решением уравнения (4.9). 
Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно. 
Рассмотрение уравнений (4.10) проводится по той же схеме, 

что и рассмотрение уравнений (3.25). Уравнения 4.10 эквива­
лентны уравнениям вида Lz = F. Для почти периодических 
собственных функций /„ оператора L* замена <^n=yrJn приво­
дит к блоховским решениям уравнения Шредингера d-<|./d-,2+ 
+ W<J> — Enty, которые явно выписываются [14]. Условие 
существования 2л;-периодических по хг, . . . , t, решений урав­
нения (4.10) состоит в требовании ортогональности правых 
частей Fk ядру сопряженного к L оператора 1.,*==.—(Л—• 
— 6.УоВ + ---3). Ядро оператора £* в классе 2л — периодических 
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по ti,..., •-. функций состоит из линейной оболочки / + 1 функций;' 
•-/(симетрических полиномов от функций у"(Ч,и), см.[14]); в част­
ности 

С. = 1, С-й» ^ = = - 3 ( 0 , ^ + ... + U~ ^jVo + ifr (4.18) 

Ядро оператора С в классе 2тс-периодических функций также 
представляет собой линейную оболочку /+-1 функции, I 
из которых есть Су == f/oTjr. / = 1. . . . Л , a (£+1)-я есть некото­
рая линейная комбинация производных у0 по EJt / =-0, . , . , 2 / 
(или по fiiy, С, G), причем дифференцирование функции у0 
по указанным параметрам проводится с учетом соотношений 
(4.12') (или (4-13)). Последовательно рассматривая уравнения 
(4.10) аналогично § 2 гл. 3 получим, что для разрешимости 
в классе 2л-периодических по тЬ . . „ т , функций А-того урав­
нения (4.10) необходимо выполнения (/+1) соотношения вида 

2 j l 

jj ... jjEfeCyd t̂ . . . d r . — O, (4.19) 

где СЬ . . -, С/.,.1 — линейно независимые решения уравнения 
L*Cy-==0. Если (4.19) выполнены, то решение уравнения (4.10) 
имеет вид 

.У*--"Ыч+ -?*&+ ЬС*<н-1&+1. (4.19') 
где (Ук)ч-некоторое частное решение уравнения (4.10), а 
С/., — гладкие функции х, I. Условия ортогональности функций 
%), |' = 1 Л-1 правой части F{ уравнения (4.10) с номером 
/г= 1 дает /+1 соотношение, содержащее Е0,..., Е2; (или /Ji.-, G, 
С, U, V) которые вместе с (4.12) (или (4.13)) образуют замк­
нутую систему для определения этих функций (и функций 
SHx, 0 , / = - . • • • - 0 -

Заметим, что задача отыскания периодических решений урав­
нения 1,*£ = 0 для несамосопряженного оператора L оказывается 
достаточно сложной. Поэтому здесь для получения уравнений 
(4.19) (или уравнений им эквивалентных) удобно воспользо­
ваться способом, основанным на применении законов сохранения 
и изложенном в § 3 гл. II и § 3 гл. III. В дальнейшем в целях 
упрощения в изложении ограничимся в конкретных формулах 
случаем двух фаз (/ = 2) и решением (4.17). Известно [37], 
что уравнение Кортевега — де Фриза имеет бесконечный набор 
законов сохранения: 

Af+Af=0, У = 1,2 (4.20) 
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Плотности Qj и потоки Р] первых трех определяются следую­
щими равенствами: 

Q1-—K, Р- = — 3u2-\-h2uxx; 

Q i = X J - ° 2 = - 2 к 3 + й21Ш„ — Л2^/2; (4.20') 
Q3^2u3+h2ux, р 3 = — Ы—№ихх-Шихщ-\-№Ъшхх. 

• Обозначим через < ~Q0; > , < -°о;- > главные члены усредненных 
потоков и плотностей законов сохранения (4.20) (см. § 3 гл. II 
и § 3 гл. III): 

2rt2jt 

о о 
2-г2л, 

< P0./ > ""'(.гй)-" S $ Po/ М ^•-irf-2. 
О О 

где Qoy ]у0]. J°o; [#о1 есть выражения (4.20'), в которых функция 
и заменена на функцию #-"(4.17), и операторы - - и - - н а опера-
Т°РЬ> К4.+и-«4) и ((Vi + ecu^A+^+ecu,)^) соот-
ветственно. 

Л е м м а 4.3. Условия разрешимости уравнения (4-Ю) 
с номером k— 1 эквивалентно требованию выполнений следую­
щих соотношений: 

^ < Q o y > + ^ (hj) = 0 , / = 1,2,3. (4.21) 

. Д о к а з а т е л ь с т в о заключается в сравнении условий орто­
гональности (4.19), k = l, с соотношениями (4.21) и получается 
в, .результате несложных выкладок. Отметим, что условие орто­
гональности с номерами,/= 1, 2, 3 эквивалентно соотношениям 
(4.21) с теми же номерами. 

Используя формулу (4.17), равенство (4.14) и интегрируя 
по.частям,в результате громоздких, но не сложных вычислений 
найдем . ,. ' 

<Oox> = G , < P 0 1 > = G — 3C-, 

.'••• '•'.< Q02) ^ - - j + p • < Pi > « 2 C G - 2 C - . - 2 < у3 > -

(Роз ) —2(r / 3 ) + ( ( ( ^ A + U - ^ J r / ) 2 ) - 2 C C + 2 G 3 , 

< P 0 3 ) =- - -3C < y- ) + 1 8 G 2 G - 9 C 4 - G 2 + 
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+ 2<t/(V1^-+V2 a4-)2 ln0(r1 , t2 |B)> -

^((u.^+^^J,(vlaA+v2a42),>— 

— 24C<(Uia4- + U2a42),)2>. (4.22) 

Здесь у^у(1ъх2\В)=-2(и1^ + и2^2Ыв(т:ъх2\В) и угло­
вые скобки означают осреднение по переменным хи т/2 на квад­
рате [0, 2л;] X [0, 2jt]. Все величины < Q0j > и < P0J > есть 
функции только аргументов Ви, Vy, U;., С, G и, следовательно, 
присоединяя (4.21) к (4.13) и (4.16), мы получаем замкну­
тую систему уравнений для определения Вц, V-,, Uj, С, G и Sj. 
Уравнениями для определения функций C0i(x, t) и С02(х, t) 
являются условия ортогональности функциям £2 и £3 правой 
части /^уравнения (4.10) с номером k = 2. Эти уравнения имеют 
вид еще более громоздкий, чем уравнения (3.31) и выводятся 
с помощью метода, изложенного в лемме 2.3. Также как и урав­
нения (3.31), уравнения для Coi и С02 линейны и однородны. 
Поскольку нам понадобятся лишь решения C0i — const и С02 — 
= const, то явный вид этих уравнений мы не приводим. 

Уравнения (4.10) с номерами k^2 рассматриваются, как уже 
отмечалось, по схеме § 2, гл. II и § 3 гл. 3. Каждое из. решений 
ут представляется в виде (4.19') и соответствующие «постоян­
ные» интегрирования Cmj определяются из условия ортогональ­
ности (4.19) при k — m+\ для Ст\ и при k = m+2 для Ст2, Стъ-
Результатом этих рассмотрений является следующее утвержде­
ние, аналогичное леммам 2.4 и 3.5. 

Лемма 4.4. Пусть при ^б[0, 0̂] и x£R гладкие вещест-
веннозначные функции Sj, Uy, Vy, (/ = 1,2), С, G и //,_•=-
= ехр (---—--V I, ./ = 1,2, Я12—-Я21 удовлетворяют соотноше­
ниям (4.13), (4.16) и (4.21) — (4.22). Тогда для любого целого 
JV>0 существует формальное асимптотическое по mod О (/А) 
решение уравнения Кортевега—де Фриза (4.2), такое, что его 
главным членом является функция 

йо=- -W ^ г In9 (-—!-- +- С01; 

—-^-1Н- С021В (х, tj) -f- С (х, t). (4.23) 

Здесь С01, С02—произвольные константы и В (х, .#).--=||B-j (x, t) \\. 
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§ а. ЗАДАЧА коши для ЦУГОВ волн 

Исследуем поведение асимптотического решения «о вида 
(4.17) при изменении функций Я.Д.х, zf)-=exp (-—---]. Пусть при 
всех x6R одна из функций HlJ{x,t) = exp (——) — Для опреде­
ленности будем считать, ЧТО ЭТО Я22 равна нулю. Тогда двумер­
ная 9-функция вырождается в одномерную и функция «0 прини­
мает вид однофазового решения: 

« o - - 2 h 2 ^ l n Q ( ^ i _ | E u ) + C, (4.23') 
где 0 —одномерная G-функция: 

о (t|5)= 2 е 2 е"1Х- (4-23'о 
Функция щ (4.23') выражается через эллиптическую функцию 
и представляет искаженную «кноидальную волну». При этом, 
если Яц^О лишь в некотором, зависящем от времени интервале 
на оси x, то вне этого интервала и0 = С(х, t). Следовательно, 
в этом случае асимптотическое решение «о описывает цуг быст-
роосциллирующих «ноидальных волн, распространяющихся на 
гладком фоне, определяемом функцией С(х, t). Если же функ­
ция Яц не обращается в ноль на двух не пересекающихся 
интервалах, то и0 описывает два распространяющихся на глад­
ком фоне цуга кноидальиых воли. Таким образом', задача Коши 
для двух цугов волн формулируется следующим образом. Пусть 
С0{х), SQ(X) И #o(x, h) —некоторые гладкие функции, xO.R, 
hG[0, 1], причем |Я 0 |<1 и Н0(х, h) =0 вне непересекающихся 
интервалов [а0, Ь0] и [с0, do] (b0<c0). Требуется найти решение 
уравнения Кортевега — де Фриза (4.2), удовлетворяющее 
условию: 

4-0---- - 2 А ! | - InG, ( - | |E 0 ) + C0, 
В0 - - 2йп Я 0 при Я о > 0, (4.24) 

E0=-—2Пп|Я0 | + 2jt, при Я 0 < 0 . 
Перейдем к формулировке основного утверждения этой 

главы. Рассмотрим для уравнений (4.13), (4.16), (4,21), (4.22) 
следующую задачу Коши: 

1В„ 
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Si|/»o--So (4.25) 
•Ои 
2 

г 1Л 
,_„== е - при хе[с0,с10] 

(О при x6[c0l d0] 

Предположим, что при ЩО, t0] выполнены следующие условия: 
а) существует гладкое решение с<°> (x, if) задачи 

Ж ' 6 С 1 Г = 0 ' Cl<=- — C0(x); (4.26) 

б) на траекториях (р<°> (•',, t), q№ (a, t)) гамильтоиовой системы 
dcW p----6c«» + 3p2, ,7=-6р. TF 

выпущенных из интервалов x —а<З[а0, Ь0], л=-а6[с0. d0] с импул-
сами p'=dS{)(x)ldx отличен от нуля якобиан дд^/да; 

в) существует число е > 0 сколь угодно малое, но не за­
висящее от h, такое, что |ехр (--§--)|< const-/гЕ. 

Теорема 4.1. В предположениях а)— в) для любого целого 
JV>0 при tQ[Q, t0\: 1) существуют гладкие функции §}т, vf, 
07, У - 1 , 2 ; С", QN и /-/^ = е хр(- -^ - ) , / , /« = 1,2, удовлет­
воряющие задаче (4.13), (4.16), (4.21), (4.22) с точностью 
до 0{hN). 2) Существует формальное асимптотическое решение 
no m o d O ^ ) задачи Коши (4.2), (4.24), главный член которого 
имеет вид: 

,м^ш(^±,^1. BN + С" (я,*). (4.27) 

Прежде чем приступить к доказательству теоремы, опишем 
поведение решения (4.27). Предположим, что дополнительно к 
а)—в) выполнено условие: г) в течение некоторого времени 
i2<to все точки, движущиеся по траекториям, выпущенным из 
интервала [c0l d0] окажутся левее всех точек, движущихся по 
траекториям, выпущенных из интервала [а0, Ь0]. Тогда до неко­
торого момента времени l\<t0 HnN — 0 всюду вне некоторого 
интервала [а(/), b(t)], a / . V — 0 всюду вне некоторого непере­
секающегося с [а(/), b(03- интервала [c(f), d(f)], b(t)<c(t). 
Вне этих интервалов u0~CN{x, /), а в каждом из этих интер­
валов функция и0 представляет цуг кноидальиых волн распро­
страняющихся на гладком фоне. Отметим, что система (4,13), 
(4.16), (4.21), (4.22) на каждом из этих интервалов также вы-
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рождается в систему уравнений для определения функций Si, 
111, Vi, Hn, G, С на интервале [a(t), b(.0] и 52, U2, V2, #22- G, 
С на интервале [с(/), d(/)]. При этом для определения первого 
набора функций используются уравнения (4-16) с номером }— 1, 
уравнения (4-13) с (nb n2) = (0, 0) и (п., n2)=-(l/2, 0) и первые-
два уравнения (4.21), (4.22). Для определения второго набора 
функций используются уравнения (4.16), /=2; (4.13) — (n., 
na) —(0, 0), (ni, n2) = (0, 1/2) и первые два уравнения (4.21), 
(4.22). (В [52] показано, что каждая из указанных систем 
уравнений на интервалах [a, b] и [с, d] гиперболична). В неко­
торый момент времени U точка C(t) достигает интервала [а, Ь] 
и в точках х из [a, b]fl[c, d] в решении (4.27) возникает сразу 
две фазы — происходит взаимодействие цугов воли. Затем, через. 
некоторое время* U>U цуг воли с фазой 52я обгоняет цуг волн 
с фазой §iN и интервалы [а(г.), b(0] . [c(t), d(*)] становятся 
непересекающимися, причем [c(/), d(t)] лежит уже левее [а(0* 
b(t)] и «о снова превращается в решение, описывающее два 
.цуга волн, распространяющихся на гладком фоне. 

Замечание. Условия а), б) теоремы 4.1 будут выполнены,, 
..например, в том случае, когда С0(х) — const, а 

S0(x)--~.kix при л:€[а0, Ь0], 
S0(x) —k2x при л:е[с0, d0] 

(т. е. когда цуги воли почти совпадают с плоскими киоидаль-
ными волнами). Предположение г) при этом также выполняется 
автоматически, если k2>ki. 

Доказательство теоремы 4.1 разобьем на леммы, аналогич­
ные леммам 2.10—2.11 и 3.6—3.8. 

Лемма 4.5. Пусть Т>Т0 — некоторый параметр и пусть 
соотношения (4.13). (4.16), (4.21), (4.22), (4.19) выполнены с 
точностью до 0(Т~М). Тогда: 1. Функция (4.17) удовлетворяет 
уравнению (4.9) с ТОЧНОСТЬЮ до 0(Т~М). 2. Существуют функции 
Укм, удовлетворяющие (4.19) с ТОЧНОСТЬЮ ДО 0(Т~М). 

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству леммы 2.1 L 
Лемма 4.6. Пусть выполнены условия а), б) теоремы 4.1 

и пусть функция Во гладко зависит от параметра Г"1, T>TQ 
таким образом, что 

НЬ\ 
|Я0|--= е 2 |<constT-K 

Тогда при t6[0, t0] и xGR существуют гладкие функции 
• sj», qf>, V\i\ Щ», fU), gU), CU), / = 0 , 1 , . . . , 

* Момент времени t2, вообще говоря, отличен от момента времени U. 
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такие, что при любом целом Ж > 0 функции 
м 

S?(x,i,T)*=%sp{x,t)T-J, 
7--о 
м 

\]f(x,t,T)^U\J){x,t)T^, 
м 

7—0 

Я^-exp i - f - Т - 1 2 Ф1-»(д:, t)T4 
у-о 

Яй - exp i -— - Т-- 2 / w (•*. О -""'. 
/-о 

УИ 

7-0 
М 

сл '-=-2с ( У ) Г _ /-
7-и 

(4.27')' 

J 
удовлетворяют задаче (4.13), (4.16), (4.21), (4.22), (4.25) с точ­
ностью до 0(Т~М). При этом, если существует точное решение 
указанной задачи, допускающее разложение по степеням Т~\ 
Т>Т0, то такое разложение единственно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В результате громоздких, но не слож­
ных выкладок рассматриваемая система уравнений приводится 
к виду: 

а = 16 (Uf/-/n + Ul/-/o2)-4(U1V//11 + U2V2/-/22) + /?0, (4.28) 
(уравнение (4.13), (/г-, /г2) •== (0, 0)) 

2 ( U 1 V 1 - U ! ) - - Q + tf1, 
(уравнение (4.13), (пи /г2) — (1/2, 0)) 

2 ( U 2 V 8 - U j ) « - 0 + /?2, 
(уравнение (4.13), (л1,л2) = 0, 1/2)) 

(U1+U2)-(2^-!-2^ + U1Ua) 
H12 — (U,-U2)-(2U?-l-2Ul-U1Ua) 

дС , dG . ,ir2, dG 

•/?а. 

(4.29). 

(4.29') 

(4.30) 

(4.31) 

73. 



^ + (6С + З и Ь ^ + 3 и 1 ^ - / / 1 1 + 6 Я 1 1 ^ = /?4, (4.З2) 

^ 3 + ( 6 С + З и ! ) ^ + З и 2 - § - Я 2 2 + 6 Я 2 2 ^ = /?5. (4.32') 

(Система из уравнений (4.21), (4.22) с номерами у ==2, 3). 

Здесь Я- — е 2 , a F(k, k = 0, l, 2, З, — аналитические функции 
.аргументов Hlm, \Jt, V„ d, C в окрестности точек с коорди­
натами Я<°) — 0, 1/<°>, U)0), (/: — 1,2), Я<°), g-<°), с(°) (величины 
У<°), Я(£), с(°>, gt0)—могут принимать произвольные значения, 
a U(°)=A0, U<o)=7.--U<0>). Наименьшая степень аргументов Я П , Я 2 3 

в разложении функций R0, Ru #2 равна двум, и функции R3 — 
единице. Функции Ri, R5 также зависят аналитически от Я . т , 
U,, V;, G, С и их первых производных. Выражая теперь в этих 
уравнениях функции V- и U£ через С и производные от 51, 5 2 
с помощью (4.16), получим уравнения для S-, 52, #у. С, G. 
(Уравнения (4.29) и (4.29') являются нелинейными аналогами 
уравнений Гамильтона — Якоби для 51, 52, а уравнения (4.32), 
(4.32') —уравнений переноса для Нп, #22. Уравнение (4.31) 
можно трактовать как уравнение для определения гладкого 
«фона» С(х, / ) , а уравнения (4.28), (4.30) —-как уравнения для 
параметров G и Я12, определяющих взаимодействие фаз 51, 52) . 
Дальнейшее рассуждение в этой лемме полностью аналогично 
рассуждению, приведенному в лемме 2.10: в полученные уравне­
ния подставляются разложения (4.27') и с ПОМОЩЬЮ стандарт­
ной процедуры выводится рекуррентная система уравнений для 
соответствующих коэффициентов разложения. Разрешимость 
этой системы, совпадающей в нулевом приближении с уравне­
ниями Гамильтона — Якоби и переноса, отвечающими функции 
Гамильтона # =—сф)(х, f)p—p3, обеспечивается условиями а) , 
б) теоремы. 

Для завершения доказательства теоремы 4.1 остается поло­
жить в (4.23) 

QN QM riN nM P=,N ..-.Л! О/ = = 0 - , &[/ = &и, С =Ь , 

где M—[N/B] + 1, и заметить, что при £ = 0 полученное асимпто­
тическое решение совпадает с функцией (4.24). 

В заключение этой главы отметим, что по развитой здесь 
схеме могут быть получены асимптотические решения с произ­
вольным количеством фаз уравнения с переменными коэффи­
циентами: 

щ — гх(х, t)uux-\-h2r2(x, t)tixxx = 0, 
где /-j — гладкие, не обращающиеся в ноль функции. 

Вообще, асимптотические решения, аналогичные построен­
ным в главе П, Ш и в этой главе, могут быть получены прак-

74 



тически для всех нелинейных уравнений, допускающих конечно-
зонные решения, в частности для уравнения Кадомцева — Пет-
виашвшш, для системы уравнений цепочки Года и для нели­
нейного уравнения Шрёдннгера (также с переменными коэффи­
циентами). Отметим также, что авторами этой статьи были рас­
смотрены многофазовые асимптотические решения с комплекс­
ными фазами [11, 35], Указанные многофазовые решения выра­
жаются ̂ через солитонные функции, причем для фаз S} и других 
функций, определяющих это решение, оказывается возможным 
получить явные формулы. 

Глава V 
КВАЗИКЛАССИЧЕСКОЕ КВАНТОВАНИЕ 

КОНЕЧНОЗОННЫХ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 
ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ЦЕПОЧКИ ТОДА 

В этой главе на примере системы уравнений 

Pj — е —е , q — pj, y — i , . . . , n, {o.i) 

где n>0--- целое число, мы покажем, что конечиозонные реше­
ния так же, как и солитонные решения, могут быть использо­
ваны в квазиклассическом квантовании (см. [35]). Система 
уравнений (5.1) была впервые рассмотрена Тода [55, 56], ко­
торый с се помощью описал движение в одномерной цепочке 
(решетке) материальных точек. Исследованию этой системы 
посвящено большое количество работ (библиографию см. в Г14, 
23, 30, 43]), в частности, работы С. П. Новикова [14] и 
И. М. Крпченера [23, 25], в которых были получены конечно-
зонные решения. Для нас особый интерес представляет система 
уравнений периодической цепочки (т. е. система (5.1) с усло­
виями периодичности (5.1')). поскольку в этом случае (5.1)— 
конечномерная гамильтонова система, и, следовательно, отве­
чающее ей квантовое уравнение-есть уравнение Шрёдннгера: 

L - 2 .-Л lndxj) • А, 
/ ~ l ' / '-• 

-4>=Fi|). (5.2) 

В этом случае можно строго доказать, что квазиклассическое 
квантование конечнозоиниых решений дает асимптотические ре­
шения уравнения (5.2). 

Недавно Л. Д. Фаддеев с сотрудниками разработал схему 
точного квантования ряда нелинейных уравнений, обладающих 
L-A-парой;-в частности системы (5.1). Точный спектр урав-
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нения (5.2), таким образом, может быть найден. Однако, даже 
если известны точные собственные функции оператора L, задача 
получения из этих функций (склеивания) асимптотических соб­
ственных функций является далеко не тривиальной. Эту задачу 
мы решим здесь для уравнения (5.2), исходя из общей теории 
[32, 34, 35]. Напомним схему квантования в квазиклассическом 
приближении, предложенную одним из авторов этой статьи 
[32, 34, 36] и обобщающую эвристический принцип квантования 
Бора и Зоммерфельда. Пусть в 2/г-мерном фазовом простран­
стве Rx

nXRP
n имеется /г-параметрическое семейство n-мерных 

лагранжевых замкнутых многообразий Л" (Е, соь---> ®п), т. е. 
поверхностей, для которых локально существует интеграл / pd^ 

Г 
по пути Г на Лп (форма pdx замкнута или, что то же самое., 
скобки Лагранжа на поверхности Л" обращаются в нуль). Если 
это семейство лежит на постоянном уровне энергии Е функции 
Гамильтона Н(р, q), TO для определения подпоследовательности 
(серии) собственных значений А-дифференциального оператора 

1 U 

Н{—ihd/dx, х) (см. [34, 36]) пишутся условия типа Бора-— 
Зоммерфельда 

-^jjpdA-.-^l.OtiK.d^, z — 1 , . . . , п, 

где 1,—одномерный характеристический класс введенный в [32] 
и обобщенный на большие размерности в [1]. Построение" соот­
ветствующих асимптотических собственных функций произво­
дится с помощью канонического оператора. Условие Н {р, <7)|л" — 
- E для я-мерных лагранжевых многообразий эквивалентно 
утверждению о том, что Л" инвариантно относительно сдвигов 
вдоль траекторий гамильтоновой системы. Поэтому задача по­
строения семейства многообразий А" состоит в отыскании п-
мерных инвариантных лагранжевых торов соответствующей 
гамильтоновой системы. Поскольку размерность лагранжевых 
торов в R ^ не может превосходить п, то такие торы назы­
ваются полномерными. Отметим, что получаемые в этом случае 
с помощью канонического оператора асимптотические собствен­
нее функции \\> (х, h) обладают свойством сосредоточенности 
в окрестности естественной проекции я- (Л") многообразия Л" 
на ^-плоскость Rf^.ty^x, u){to}0 при /г~>0 во всех точках х 
не принадлежащих nq (A11). 

Наряду с полномерными лагранжевыми торами гамильтоно-
вы системы в ряде случаев допускают инвариантные лагранжевы 
торы размерности k<n (вырожденные или неполномерные) торы. 
Такие торы могут быть проквантованы методом (комплексного) 
канонического оператора (методом комплексного ростка [21, 
34, 35]), но при условии, что они обладают некоторым свойст­
вом устойчивости, аналогичным устойчивости в линейном прибли-
76 



жении. Получаемые в этом случае асимптотические собствен­
ные функции уже сосредоточены в окрестности V(nq(Ak)) 
•k-мерных областей nq(Ah), причем радиус этой окрестности за­
висит от h и имеет порядок ОЦк). Поведение асимптотических 
собственных функций на самом множестве nq(Ak) определяется 
вещественными траекториями гамильтоновой системы на Ak, 
а в точках х= {x6V (щ (Ali)), xeag(Ah)} — (в области полуте­
ни) — комплексными решениями системы в вариациях по отно­
шению к этой системе. Таким образом каждое семейство устой­
чивых лагранжевых торов может быть цроквантовано— ему 
может быть сопоставлена серия асимптотических собственных 

2 

функций и собственных значений оператора Н(—ihd[/dx, x). 
Уравнения периодической цепочки Тода как раз представляют 
собой такую систему, которая при любом п допускает семейства 
устойчивых лагранжевых торов любой размерности k: 0{le}&{le}n. 
Более того, эти торы могут быть описаны аналитически с по­
мощью конечнозонных решений при k=n и при помощи так 
называемых солитоиных решений на фоне конечнозонных — при 
k<n. В последнем случае «солитонная составляющая решения» 
определяет комплексные решения системы в вариациях и, сле­
довательно, асимптотику собственных функций в области полу-
тени. Здесь мы проведем квантование одномерных инвариант-
иых лагранжевых многообразий замкнутых траекторий системы 
(5.1), (5.1'), причем для упрощения выкладок ограничимся 
случаем п — 3- Заметим, что квантование замкнутых траекторий 
дает собственные функции, которые могут быть также получены 
методами [4]. 

§ 1. ОДНОМЕРНЫЕ ЛАГРАНЖЕВЫ МНОГООБРАЗИЯ 
С КОМПЛЕКСНЫМ РОСТКОМ 

Опишем одномерные кривые в 2я.-мерном фазовом простран­
стве, которые могут быть проквантованы в квазиклассическом 
приближении. Обозначим через Щ}1 вещественное и через С^г 
комплексное фазовые пространства с координатами (р, q) — 
= ( p i , . . . , Рал -71.-..I Чп) и (да, 2) = (да.,..., да„, г . , . . . , zn) со­
ответственно. 

Пусть в Щп задана гладкая кривая A1 — (p = P(t),q — Q(t)), 
^б[0, Т], Т — период Л1 и пусть каждой точке обЛ1 сопоставлена 
комплексная «.-мерная плоскость гп(о) в С^- (комплексный ро­
сток), гладко зависящая от о. 

О п р е д е л е н и е . Кривая Л1 и семейство плоскостей rn(cr), 
cr-ЗЛ1 называется замкнутой кривой (одномерным лагранжевым 
многообразием) с комплексным ростком, если для каждой точки 
•сг-ЗЛ1 выполнены следующие условия:-
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1. Плоскость гп(а) содержит комплексифицированную каса­
тельную плоскость ТА1 (а) к Л1 в точке а. 

2. ПЛОСКОСТЬ гп(<-) —лаграюкева, т. е. любые два вектора 
а—Мл 1, а—(^2 1 из г"(о) косоортогональны: 

{а*,а2}=<^, q*) ~{р\ q') = 0 . 
[w1] fwn\ 

3. ДЛЯ каждого базиса a1-—! zi I,.. . .a —I z I на гп(а) не­
отрицательно определена и имеет ранг /г—1 матрица 
— (С*В — В*С), где В = (ад1,..., wn), С--(г' г"). Замкнутая 
кривая А1 с комплексным ростком г" обозначается [А1, гп]. 

Пусть Н(р, д)~-функция Гамильтона. Напомним, что кано­
ническим преобразованием g'n фазового пространства RJ,"-. от­
вечающим функции Н(р, q), называется преобразование, пере­
водящее точку а°=(р°, -7°)6Rp"? в точку °{*)=--(p(t), q{t)) — 
решение системы Гамильтона 

p=-Hq- q = Hp, p(0) = po, q(0)^q°. (5.3) 
Пусть a (i) = {p (t), q (t)) — g'Na (0) — некоторое решение системы 

'(5.3). Обозначим через dgj-i0„ дифференциал преобразования 
g*H в комплексном фазовом пространстве, т. е. преобразование, 
переводящее вектор а° = (да0, 2°) из С% в вектор a (t)=-('ay(t), 
г (t))—решение системы в вариациях (линеаризованной в окре­
стности решения (p(t),q(t)) гамильтоновой системы (5.3)): 

да--= -НЧр (р (/). q(t))w-Nqq (p (0, q(t))z, 
i~Hpp(p(t),q(t))w + Hpl}(p(t),q(t))z, (5.3') 

да |/=0=та0, z | ,_о = z°. 
Определение. Лагранжево многообразие с комплексным 

ростком [А1, гп\ называется инвариантным относительно канони­
ческого преобразования D'H = (g'fr dg'H^, отвечающего функции 
H{p,q), если g'HA — А1 и для любой точки ogA1 

Определение. Замкнутая траектория А1 

Д----{0>, q)GRp
tt

t9:p=P{t), <7 — Q(t), Щ0, Т\} 
системы (5.3) (Г —период А1) называется орбитально устойчи­
вой, если все решения (w(t),z(t)) системы в вариациях (5.3'), 
для которых выполнено равенство 

< А з > - < Q , « . > - 0 , 
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равномерно ограничены при t£(—оо, оо). 
Т е о р е м а [35]. Пусть гамильтонова система (5.3) орби-

тально устойчива. Тогда существует семейство n-мерных пло­
скостей гп(а) в Си,"- такое, что совокупность А1, г" есть одно­
мерное лаграижево многообразие с комплексным ростком,. 
инвариантное относительно преобразования Д#. 

Построение комплексных ростков г" проводится следующим 
образом (см. [35]). Из орбитальной устойчивости траектории Л1 

следует существование решений Флоке [42] системы в вариа­
циях (5.3') 

/ W \ I Р \ 
линейно независимых с решением a" (t) — ( „ ) = I . I и удов­
летворяющих условиям 

(W^Z^-iW^Zt)^ J,l = l,...,n, 
<wltZj) - (Wj,zt) =2ia„ / , / -= l Й -

a'tf + n — .V-'W. 1 4 = - . i - l , . . . , / t - L (5.5) 
Тогда замкнутой кривой с комплексным ростком, инвариантной: 
относительно преобразования Д-.-, является совокупность вида 

(5.4> 

'A----{(A q) &?.,, р^Р (t), q = Q (t)}, 

( n-i » - i \ 

w^^W'aj + Paj, 2 = {sum}Z^; + Qa„ . 

(5.6> 

Здесь а^бС1 —комплексные координаты на плоскостях г". 
З а м е ч а л и е. Справедливо утверждение, обратное к сфор­

мулированной теореме. Именно, пусть Л1 — замкнутая траекто­
рия системы (5.3), и пусть существует семейство ростков гп{а) 
таких, что [Л1, гп] инвариантно относительно преобразования: 
DH*. Тогда траектория Л1 орбиталы-io устойчива. Условие су­
ществования ростков гп(а) эквивалентно существованию (n—1) 
решения системы в вариациях (5.3'), удовлетворяющего (5.4), 
(5.5). 

§12. КВАЗИКЛАССИЧЕСКОЕ КВАНТОВАНИЕ 
ОРБИТАЛЬНО УСТОЙЧИВЫХ ТРАЕКТОРИЙ 

Семейства орбиталы-ю устойчивых траекторий гамильтоновых 
систем являются теми семействами кривых, которые могут быть 
прокваитованы в квазиклассическом приближении. Именно, 
пусть гамильтонова система (5,3), отвечающая функции Н(р, q), 
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допускает однопараметрическое семейство замкнутых орбиталь-
но устойчивых траекторий Л'(|-0, гладко зависящих от парамет­
ра цб[Ц1, ц.2]. Тогда этому семейству сопоставляется серия (под­
последовательность) асимптотических собственных функций 
*фт-(*> h) и собственных функций Ещ следующей задачи: 

L(-ih-£-,x, k)$ = E1p, -фбА(R )̂> (5-7) 
1 

д где L (—-ih —-, х> h) — й-псевдодифференциальный оператор 
(см. [34,36]), главный символ которого — функция L(p,^,0) 
совпадает с функцией Н (р, q). Асимптотические собственные 
•функции i|)m , сопоставляемые семейству А1 ([•-), обладают 
свойством сосредоточенности в окрестности проекции в Щ 
иекоторой кривой А1^,) из семейства А1 (!-,): "фт/->0 при A{to}0 
для всех точек х, не принадлежащих проекции в Rn

q кривой 
А1Ы-

Приведем формулы для указанной серии асимптотических 
собственных функций и собственных значений (см. [4,35]). 
Пусть соответствующее семейство орбиталы-ю устойчивых 
траекторий А1 (р.) системы (5.3') имеет вид 

A1.(t»)={(jo,^)eR|%^—P(^|*), <7 — Q(t,f~-), ^[О.ТЫ]}, 
где Г (р.)-период. Каждая из траекторий А1^) лежит на не­
которой линии уровня функции H(p,q), который обозначим 
через _°(i~): E-((j.)==Я|Л(м. Очевидно E(i-i) — гладкая функция 
параметра \х, ^[fj.1, f-2]. Предположим, что А) множество 
si(Iх) = 1x6-9":x = Q(t, p.), i6(0, Т((j.))} —проекция многообразия 
A1 ((J-) на ^-плоскость i?2" , есть гладкая замкнутая кривая без 
самопересечений, причем | Q(t, -—) \ф0, Щ0,Т (\ь)]. 

Обозначим через 

a « ( * . {-)•=-
PU.|*) 

Q {t, ix) 

семейства решений систем в вариациях (5.3), отвечающих 
А1 (ц), для которых выполнены соотношения (5.4), (5.5). 

Через B(t, (j.) и С (z., jx) обозначим матрицы 

C=-.(Z-(*, rt,...,Z«--(f,rt, <j(t, р,)). 
Заметим, что в силу условия 2detC-7-=0 при всех t6[0, T (f~)]. \ 
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Зафиксируем некоторую точку о° .-(.P(*0l tf, Q(t0tV))BU 
А1^) и введ.еМ в окрестности U.J..-R» точки x=Q(t0, u) сле­
дующие объекты. 

1. Комплексное действие на лагранжевом многообразии с 
комплексным ростком [А1, г"]: v 

S(x, 1.1).-= J <-°,dQ> + <-P(*(x, t~), ix) ,x-Q^(x, (x),^)) + 
0 

+ -j < A--Q(qx,,x),(x),BC-1(.^(x,|x),fJ.)X 

X(x-Q( t (x , |,),|.))>, 
где /(x, |i) —решение уравнения 

<.*-Q(t, | i), Q"(t,|i)> =0; (5.9) 
2. Якобиан / ^ ( j c n ) , fi)==detC(t(x, р),|г), через VJ(t, ц) 

обозначим непрерывную ветвь функции; 
3. Операторы рождения 

А, (и) - —— < Z' (Ц х, ц), ц), -1 > ---!--. < W< (* (*, ц), fA) -

--ВС"1 (t(л-, |i), u)Z'(t(x, (.i), p.), (x —Q(a«(x, jx), ц)) > . 
Здесь черта пал, 7J и W означает комплексное сопряжгние 
Обозначим через H/([i) характеристические показатели (пока-
зателн Флоке) решений 'dJ (t, \*) = \& I (см. (5.5)). Заметим, что 
приращение аргумента якобиана У за период Г(|х) с точностью 

я—1 

до числа, кратного 2я/е, совпадает с числом Т (\х) 2 Ру О)-
Поскольку сами числа ру(|А) определены, вообще говоря, по 
mod 2л:/Т (р) то, не уменьшая общности, будем считать, что 

л—1а 

Л rg (dct С (t, ji)) |̂ '«) =—Г 0̂ ) 2 
jfvml 

Предположим, что В) существует множество - Ĵ (A)6(Hi» Мг) 
такое, „что при nG-M(h) для кривых A'(|i) выполнено условие 
квантования 

/г- .ji < P {t, p), dQ (t, {mu}) > -=2rtft (h) mod О (А), (5.10) 
где k (А)— целое число. Точку {mu} множества M (А), для которой 
(5.10) выполнено с некоторым числом А, будем обозначать 
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через |л*. Обозначим, далее, через cov, v„_] 
я - 1 

числа 

r-fi {cdot}.v„-1==2(T+V;).3/(N) + 
/ - 1 

•r(Hft) 

y-i 

- Й ( - ° (-.(-*). Q( ' . I~A) . 0) dt. 

Здесь L(p, <7, Л)—символ оператора L и v b . . . , v„„,— нату­
ральные чиса, не зависящие от h. 

Т е о р е м а . Пусть для семейства орбитально устойчивых 
траекторий Л1 (м-) системы (5.3) выполнены условии А, В. Тогда 
существуют функции ty,llV{x, h)QC°°(ЩХф, Ц) такие, что 

1. "])ftlV(.xi h) = 0 вне некоторой окрестности кривой 
5^(|i7e) = {xeR":x — Q(^,m)}; 

2. 
/"(.Г,И/.) 

$k v (х, h) == , 1 ==r • e A cxp iC0vt(-V, | -A)4-

<(Jf.M 

"сЗА (P(t, |.ift), Q(*lfiA), 0))^11(Л1ЫГ' . . .(Л„_1(щ)Г''"1-1 

в некоторой, не зависящей от h окрестности любой точки х 
из кривой S^Uft); 

3. L-|3AiV—=J£
,
ft(Va|JAjv-|-C) (ЛЯ,2)> где EA.v=- E" (t-.*) -I - Лео*. 

З а м е ч а н и е . Для мнимой части комплексного действия 
S(x,[i.) справедлива оценка: 

сг (х-Q (t {х, \х), ц))~< 1m S < с2 (х~~Q (t {x, ц), ц))2, 
где сь с2—константы, не зависящие от h. Поэтому функция 
%,v—О (А00) вне трубчатой окрестности кривой b[

x{\\.h) радиуса 
h ~fi, 6{to}+0. Тем самым i|v(,v является функцией, сосредото­
ченной в окрестности проекции в R" орбитально устойчивой 
траектории Л 1 ^ ) . 
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§ 3. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СОБСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ 
И СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ШРЁДИНГЕРА 

ЦЕПОЧКИ ТОДА 

Прежде чем приступить к квантованию конечнозонных реше­
ний системы (5.1), сделаем одно замечание относительно этой 
системы и дадим точную постановку задачи для уравнения Шрё-
дингера (5.2). Заметим, что гамильтониан 

системы (5.1) инвариантен относительно преобразования Галилея 
qr>qr\rVt, V—const v/. 

и 

Отсюда следует, что центр масс Х=>—У\х, частиц, описыва-
смых (6.1) (или, иначе, кристалл, составленный из этих частиц), 
может совершать лишь прямолинейное и равномерное движение. 
Для оператора 

такая инвариантность приводит к тому, что любая собственная 
функция представляется в виде произведения ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ 

exp (~~ (xi+ . . . +x„)), /г —const и некоторой собственной 
функции ф оператора С, ПОСТОЯННОЙ на прямых, перпендикуляр­
ных ПЛОСКОСТИ Хх-\~Хч-\- ••. + xv--0- При ЭТОМ отвечающее 
функции ^exp[/k(xH- ••• +.лг„)/А1 значение энергии E(k) (соб­
ственное значение оператора С) связано со значением энер­
гии E(0) функции \\> равенством Е (А) =- k 2+ E(0). В дальнейшем 
мы исключим из наших рассмотрений непрерывную составляю­
щую к2 спектра оператора С, и для уравнения (5.2) будем 
рассматривать следующую задачу. Требуется найти его реше­
ния i|) такие, что 

^ Е Т ^ О ; H-.-.eMRo"-1), (5Л1) 

где R"~—гиперплоскость x[ + x 2 + . . . +x„ = 0. 
Нетрудно проверить, что теория, изложенная в предыдущих 

параграфах может быть применена и для построения асимпто­
тических решений задачи (5.2), (5.11), если а) все рассмотрения 
приводить для траекторий 
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Q(^)-WM,.-->Q«OU))> РУ,\>)=*{РЛ*>й'--"рп(*'й)\ 

систем (5.3) и (5.3'), удовлетворяющих условию] 

/=о ./---.I / - 1 /=i 

б) в качестве векторов a1 (t, р.),.. .,&n~2(t, ц) взять векторы 
с компанентами, •удовлетворяющими (5.12), а вектор а"_1(^, \л) 
взять равным 

а»--.---'(-у-1, wr\ . ..,WT\ zr\ zr\ ..., zr') = 
S = ' (0 ,0 I . . . , 0 ; l , l , . . . , l ) , 

исключив при этом из рассмотрения оператор рождения, отве­
чающий этому вектору; в) считать сначала во всех формулах 
и уравнениях, что точки х = (хи .. .,хп) принадлежат гипер­
плоскости Ro-1, а затем продолжить полученную на этой 
гиперплоскости волновую функцию ^/..v на все R", полагая 
"iJ'A.v постоянной на прямых перпендикулярных Ro"~\ 

Покажем, что орбитально устойчивыми траекториями гамиль-
• тоновой системы (5.1) образуют некоторые однозонные перио­

дические решения (впервые такие решения получил Года [56]). 
Предварительно опишем общее конечнозоиное решение системы 
(5.1), которое, как уже отмечалось выше, было получено 
•С. П. Новиковым [14] и И. М. Кричевером [23, 25], 

Пусть, P2n(z)—многочлен степени 2n, Е ь . . . , Е2„С<С, 
(Ej-H-E/j, j¥>k) —его корни. Проведем на комплексной плоскости 
попарно непересекающиеся разрезы, соединяющие соответствен­
но точки (Е1, Е 2 ) , . . . , (E2n-i, E2,i). Склеивая стандартным обра­
зом" два экземпляра комплексных, плоскостей по проведенным 
разрезам, получим гиперэллиптическую фйманову поверхность Г 
рода ft—1 отвечающую алгебраической кривой со1—Рг-i. Выберем 
на Г базис циклов а\,..., ап-и Ьи-.., bn-i такой, что: 

а) его матрица пересечений имеет вид 

б) каждый цикл ai расположен на верхнем листе поверхно­
сти Г и охватывает лишь один разрез, соединяющий точки 

• — 2г-ь —2/- t ==-1, . . . , / t — 1 ; 
в) каждый цикл bj расположен на обоих листах Г, пересекает 

только разрезы (E2n-_i, Е$п\ и (Е23—1> ~2j) - причем переход с ниж­
него' листа на верхний и обратно при движении по Ь, осуществ­
ляется соответственно в точках пересечения Ь, с разрезами 
(E2n-i, Е2п) и (E2j_i, E2j). 

Введем следующие объекты: 
1. Базис голоморфных дифференциалов на Г 
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n-l 

/•=-1 

нормированных условием: 

dUJ=^?iCj,zldz/(u, / = 1, . . . , и— 1, 

§dUj = iw I, j = 1-... , n—1; (5.13) 
(это условие определяет коэффициенты с/;); 

2. Голоморфный дифференциал 
«-2 

1 - х 

такой, что 

d£/0 = ( - z " + -+2co ,z - )de / (u , 

* 
JdUo—0, У - - 1 , . . . , n - 1 ; 
aj 

3. Матрицу -S-периодов В = \\В}1 \\: 

Bj,= (JdUo — E/,, /, / = 1, . . . , ft-1; 

4. (n-1)-мерные векторы .г* с компаментами 
сю 

2*,= [{с1и,)% / = - ! , . . . , n - l , 
Л. 

где знаки + и - означают интегрирование по верхнему и 
нижнему листу F соответственно; 

5. («.— 1)-мериый вектор 
U — z+-z-

и (n- 1)-мерпый вектор V с компанентами 

-v 
6. (я-1 )-мериую 0-фуикцию Римаиа 

0(t, E ) = 2 e W < * , B * > 6 2 l t ' < t ' " > ' (5 Л 4> 
где Е= (Ej Е2п), т= (т., . . . . *r«—i) и суммирование проводит­
ся по всем (и—1)-мерным векторам k = "(ki,..., kn-1) с цело­
численными компонентами. (Функция (5.14) отличается от (3.15) 
множителем 2л в экспонентах, который теперь отсутствует в 
условии нормировки (5.13)). Общее (п—1)-зонное почти перио­
дическое решение системы (5.1) бесконечной цепочки Года 
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(т. е. системы (5.1) без условия периодичности (5.1')) имеет 
вид: 

PjV)~qj{t), ^ (?)-=?/(О+ УР1 + М + Р3. (5-15) 

е ( ^ - ^ + р у < + у)о(«, + т) ( 5 Л 6 ) 

^ G(z-+Uy + PVH-V)0("i + Y) 

где pb р2. р3 — произвольные комплексные константы, Y=5v/(Yii« • • 
. . . , Y„_1) —произвольный комплексный (/г—1)-мерпый иектор и 
р-=ехр(Р-/2). И. М. Кричевер показал, что решения 
вида (6.15), (5.16) будут удовлетворять условию периодично­
сти (5.1'), если многочлен P2„(z) представим в виде 

Р2Лг) = ад-4- (5Л7) 
где Q„(z)—некоторый многочлен степени п (число п здесь то 
же, что в (5.Г), (5.2)), причем 

dP2,./dz = 0 при z » 0 , (5.18) 
и если константа Pi определена равенством 

Р1---(?0у(0)-^+я(°))/л- (5Л9) 
(Правая часть этого равенства не зависит от j). Если к тому же 

то 

_ ^ ( 0 - _ P y W ~ 0 . (5.21) 
/ - 1 / - 1 

(В рассматриваемом нами примере утверждение о том, что 
выполнение условий (5.18) — (5.20) влечет выполнение (5.1') и 
(5.21) может быть доказано с помощью известных соотношений 
между эллиптическими интегралами первого, второго и третьего 
родов [3,5]). Конечнозонное решение вида (5.15)- (5.16) онре-

« и 

деляет в гиперплоскости _ру— ^ <7у-; = 0 2м-мериого комплекс» 
/„,1 / . . , 

иого фазового пространства траекторию, представляющую 
собой обмотку тора Якоби J (Г) вещественной размерности 
2я—2. Этот тор получается в результате факторизации про­
странства С2"'-1) по целочисленной решетке, порожденной векто­
рами периодов .А- = -(1. 0,... , 0); A2=-'(0, l , . . . , 0), . . . 
. . . , A , - i ' ( 0 , . . , 0 , l ) и Bl=--'(Bu,B2u...,Bn_n\ £B..,'(Sia. 
•0221..Ч .Ол-.2)>.• • > Вп—'(В{„_!,,.., -3„_..>„_,, E„_i„_i). В том слу­

чае, когда /е корней многочлена P2n(z) попарно слипаются, кри-
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вая Г вырождается и k периодов комплексного тора J (Г) (бу­
дем считать, что это Bn-h~-U..., Bn-i) становятся равными бес­
конечности (см. [51]). Соответствующее многозонное решение 
при ЭТОМ превращается в решение, называемое солитонным на 
фоне конечнозошюм [23, 40]. Последнее обладает тем свойст­
вом, что при стремлении к бесконечности параметров у по на­
правлению периодов В л - н , . . . , Bn-i получается (n—k— 1)-зон-
мое почти периодическое решение. В частности, при k = n—2 
таким образом получается однозонное периодическое решение. 
Оказывается, что при соответствующем выборе в е щ е с т в е н ­
ных точек ветвления Е, , . . . , Е2п и параметров у 1 , . . . , уп это 
решение определяет замкнутую орбитально устойчивую траек­
торию (5.1), (5.1'). Покажем это, ограничившись для упроще­
ния дальнейших выкладок случаем я = 3. 

Обозначим р — max Еу. В результате элементарных рас­
суждений нетрудно установить, что существует восемь различ­
ных однопараметрических семейств многочленов Р6 вида (5.17), 
гладко зависящих от ц с двукратно вырожденным корнем — 
•будем считать, что это Е1-—Е2. Мы рассмотрим случай, когда 

Рй - (z - ц) (z -|- 2^)- ((z + 2(x)2 (z - ц) - 4), ц > I. 
При этом Е1 —Е2 — 2,а, Е-=- — \.i—2|xcos ф(|л)/3, Е4—— [х + 
+ 2[j,cos (3t/3+cp(p)/3), Д-—• —fx-|-2|j, cos (.jt/3 + cp((i)/3), EC = fx 
•Ф(ц)--- are cos(2/|.ia— 1). Поверхность Г тогда представляет со 
•бой две комплексные плоскости, склеенные по разрезам, соеди 
няющмм точки (Еа, Е4), (Е5, Е6), и в точке, Е1-—Е2. (В качеств! 
разреза (Е3, Е4) можно выбрать, например, верхнюю полуокруж­
ность, соединяющую Еа с Е4, а в качестве разреза (Е5, Е-] — 
отрезок на пеществениой оси). Циклы a1, a2, bu h устроен 
следующим образом. Циклы at, а2 лежат на верхнем листе 
причем a| охватывает лишь один разрез (Е3, Е4) (и не охваты­
вает точку Е1 •==•-•- Ец); цикл a2 расположен на обоих листах Г, 
причем Ьх по охватывает точку Е-==Е2 и Нереход с листа на 
лист осуществляется в точках пересечения Ьх с разрезами 
(Ея, ЕА) и (Е-, ЕГ|). Цикл Ь2 проходит через точку Е-=-Е2 пере­
секает разрез (Еп, Ев) и охватывает разрез (Е3, Е4), причем 
переход с листа на лист при движении по Ь% происходит в точ­
ках Ei--••••• Е2 и в точке пересечения Ь2 с (Е-, Е-). Следуя [51] 
выведем из (5.16) формулу для общего конечиозонного решения 
(точнее, солитонного на фоне конечиозонного), отвечающего 
указанной вырожденной поверхности Г. Для этого будем счи­
тать, что Г получается из невырожденной поверхности Г с точ­
ками ветвления Ёу, у —1, . . . ,б ф]фЁк, j^k) в результате 
предельного перехода Ёу->-Еу,и в формуле (5.16) заменим кон­
станту у2 на ъ~Вп/2. Тогда, в результате несложных вычис­
лений, нетрудно установить, ЧТО при Ej{to}E1, E~2->E2 522->-ioo , 
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двумерная 0-функция в (5.16) распадается на' сумму двух одно­
мерных и формула (5.16) примет вид (я = 3): 

•70 = 111 [Ф+(г,, Yi, Y2)/®7(;- Yi. Y2)], (5.22) 

где 
*y±(t,Yi.Y2)---[e(zii + U1j + pV1t + Yi) + 

+ e(z±1 + UIy + pV1t + .S12+Yi)exp[2rti(z±2 + U2y + pV2t + Ys)]X 
X[e(z21+Yi) + 6 ( z ^ + .fii2+Yi)exp[2rti(zT2.4-Y8)], (5,22') 

0(-) — одномерная 0-функция (5.14) (ra—2). При этом для вве­
денных выше голоморфных дифференциалов, матрицы и т. д . 
справедливы следующие равенства, получаемые с помощью из­
вестных формул для эллиптических интегралов [3,5]: 

1. dU — CndZ/fflj, <В? = П (-- — Е Д 

Е, 

§dU1 = 2JdU, = 1; 

2. dUo-(r-E?-EiZ-z2)rfz/a)„ 
Е, 

'r=c21§dUo=2cujdUo; 
Е3 

3. Bu*=ilmBll=§dU1=2 JdU., 

Et 

BJ3 = §dUl=2 jj dUx + Bn, 1т B12~Bu/i; 

4 z i i = - z - 1 = UI/2 = 511/3, 
z i 2 = - z - 2 — U2/2 = J51-/3, 

5- U.=2.9u/3, U2=2512/3, 

! ImV>=24§^o — :4§dUo е. v . — n m v . — ^ E;_o> 



El 

V - ^ ^ o — V. + i-SdUo, hnV2 = V-/*; 
Ьг Е. 

7. р = ехр(2яШ1/3), Р1-4ЛШ1/3, р2-=4ярУ1/Зг, 

Устремим в формуле (5.22) параметр y2 к ioo и ПОЛОЖИМ 
yj=-=0. В результате получим решения системы (5,1), (5.1'),. 

'которые мы обозначим через P(t, |л)-=-'(-°1(Л Ц)> -Рг(--- Ь-). 
-РзС. М)). Q(*. l-i) = '(<-№ 1-0, Q2(^ V), Qa(t, V)Y-

-=in[e(z+1+u1j+pv1t)/o(z-1+u1j+pv1<)], 
/ = 1 , 2 , 3 . (5.23) 

Т е о р е м а 5.1. Уравнения p=P(t, \.i), q = Q(t,\i) определя­
ют замкнутую орбиталыю устойчивую траекторию A'O-i) на 

плоскости^jPj — ̂ Qj — 0 в RG, при этом |0|=^0 Для всех 
Щ — oo, oo). 

Доказательство. Воспользовавшись известными. свойствами 
О-функций [3,5] легко получим, что 

Р (Н~Т(й). [i)=P(t, и), QK-+-" Н n)—Q(*, {mu}), 
где период Т (\i) кривой Л1 ([-О имеет вид 

и I^I-T^O, 1tnP;!-=1mQy!---!0 у^6(—oo» oo)• Теким образом, в 
силу замечания, сделанного вначале этого параграфа, для 
доказательства теоремы достаточно предъявить решение а1— 
*='(Wl, Z1) системы в вариациях (5.3'), удовлетворяющее усло­
виям (5.4), (5.5). Для получения такого решения напомним, что 
формула (5.22) описывает общее почти периодическое реше­
ние уравнения (5.1), (5.1'), и, следовательно, решения соот­
ветствующей системы в вариациях (5.3').представляют собой 
линейный член разложения этого решения в окрестности траек­
тории (P(t,|.t), Q(t, \x)) по некоторому параметру. Легко сооб.-
разить, что таким параметром является а — ёШу\ причем раз­
ложение с.'сдует проводить в окрестности точки а = 0 и в 
(5.22) пш ожить Yi —0- Производя соответствующие вычисления 
и используя при этом свойства 6-фушщий, получим решение 
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системы в вариациях (5.3'): 
r y . ^ ^ ) = Z;.(t,jx), Zj(t,ix) = 

Q^i + u j + l-V^ + s,-

exp[2rti(z+a + U2j + p V a t ) ] -

exp[2-ti(z-2 + U2y + pV20], 

/ = 1,2,3. (5.24) 
Обозначим полученное решение через a(t , {mu}):a(^, {mu}) = '(Wi» 
Wz, W3, Z-, Z2, Z3). В силу вещественности траектории Л1 ({mu}) 
вектор-функция a (z, {mu}) также является решением той же сис­
темы в вариациях (5.3'), которой удовлетворяет a(zf, {mu}). Вычис­
лим a (i + Т (|х), |х). Используя свойство квазипериодичности 
'0-функции, получим 

a(t + n({mu})) = ba(*,|.i), 
^=exp]2rtt( — 512 + pV2r^))]—exp[2irjRe(V2511/V1 — B12)\. 

Отсюда следует, что a(t , {mu}), a (t, {mu}) — решения Флоке с вещест­
венными характеристическими показателями. Косоортогональ-
ность векторов 1(Р, Q) и а, вытекающая из общих свойств 
решений линейных гамильтоновых систем, в рассматриваемом 
примере может быть проверена также прямыми вычислениями. 
Таким образом вектор-функции -(Я, Q) и а, а удовлетворяют 
условиям (5.4), (5.5), (5.12), причем в качестве вектора а1^, {mu}) 
следует взять либо а, либо а. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Формулы (5.23) определяют замкнутую траек­
торию Л1 ((А) в R6 системы (5.1), (5.1') и при {mu}<1. Однако в 
этом случае траектория A'({mu}) оказывается неустойчивой — ве­

щественная часть характеристического показателя 1пХ решения 
a.(t, {mu}) будет отлична от нуля. 

Обозначим через E°({mu}) энергетический уровень, на котором 
лежит найденная траектория Л1 (n) = (P(t, {mu}), Q(t, \i)):E°=H\/yi. 
С помощью способа, изложенного в предыдущем параграфе 
и с учетом замечания, сделанного вначале этого параграфа, 

3 3 

построим на плоскости __ qs = __ pj — 0 фазового пространства 

R6 замкнутую кривую A!({mu}) с комплексным ростком r2(\i)-
Введем на [Л1 ({mu}), г1 ({mu})] действие S (x , ^ ) , оператор рождения 
Л (отвечающий вектору а1) и якобиан ./. Обозначим через (-."({mu}) 
характеристический показатель решения a.x(t, {mu}), нормированный 
условием (5.9') и через {mu}/., А > 0 целое, [хЛ>1 обозначим реше­
ния уравнения (5.10), отвечающего кривым Л1 ({mu}). 
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Объединяя теперь результаты этого и предыдущих парагра­
фов, получим следующее утверждение. 

Теорема 5.2. Для каждого числа Eftv = E0([xu) + -^.p(^/i), 
k-~>\/h, £ > 0 —целое, v>0 — целое, не зависящее от h, 
существует функция 1|>/п,, удовлетворяющая а) с точностью 
до О (Л3'") уравнению (5.2) при E = E/iV, n —3; б) условию (5.11). 
В некоторой принадлежащей плоскости x1-f-x2-[-x3=0 
и не зависящей от h окрестности любой точки х из кривой 
s!v(H/.{cdot})=={xGR3..x.—Q(t, Ц/.)} эта функция имеет вид 

^,v=-yyexp(fS/A)Av . l 

и равна О(/i°°) кие этой окрестности. 
В заключение отметим, что аналогичным образом при любом п 

могут быть проквантованы конечнозоиные решения системы 
(5.1), (5.1'). отвечающие римановой поверхности Г произволь­
ного рода /е, 0{le}A{le}n—1, при этом род этой поверхности совпа­
дает с размерностью лагранжева многообразия, которое опреде­
ляет отвечающее Г конечнозонное решение. На физическом 
уровне строгости такая схема квантования в квазиклассическом 
приближении переносится также и на бесконечномерные урав­
нения (например, на уравнения Sine-Гордон, нелинейное урав­
нение Шрсдиигера и т. д.). При этом в качестве их решений, 
образующих лагранжевы многообразия, могут быть использо­
ваны не только точные коиечиозоииые решения, но (так же как 
и в случае солитоииых решений (см. [35])) асимптотические 
решения, полученные, в свою очередь, с помощью точных коиеч-
нозопных но схеме, изложенной в главах III—IV. 
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Примечание при корректуре. Недавно Фляшка, Форест и 
Маклафлин (доклад на советско-американском совещании по 
солитонам, Киев, 1979 г, сентябрь) показали, что система урав­
нения для функций Ej(x, t) в случае уравнения Кортевега — 
де Фриза может быть записана в красивой инвариантной форме 

^ - d G 0 - 1 2 A d Q 1 — 0, 
где дифференциалы djQ- и d&1 имеют вид (4.11), в частности, 
в виде 

более простом, чем (4.13), (4.16), (4.21) — (4.22). Однако вопрос 
о существовании решения Ej(x, t), / - 0 , . . . , 2/, отвечающего 
задаче столкновения цугов волн и для уравнений, записанных 
в виде (*), по прежнему остается открытым. При разложении 
решений Ej(x, t) по параметру 7"-1, характеризующему величину 
нелинейности исходного уравнения (4.2), (*) практически не 
дает упрощений. 


