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Настоящая статья является продолжением обзоров [42], [45]. 
В § 1 дано краткое описание работ, в которых изучаются ал­
гебры инвариантов конечных групп симметрии вещественного 
пространства £"'; попутно приведены результаты по геометрии 
еоотиететиующих многогранников. Геометрическая теория ба-
.чисных нпнарнлнтоп конечных унитарных групп, порожденных 
отражениями, освещена в § 2. В § 3 на языке теории поверхно­
стен рассмотрены проблемы строения бесконечных групп сим­
метрии !•'"' и их инвариантов. 

§ 1. ИНВАРИАНТЫ ГРУПП СИММЕТРИИ 
ПРАВИЛЬНЫХ МНОГОГРАННИКОВ 

И МНОГОГРАННИКОВ ГОССЕТА 

Пуст». / ° ОСТЬ алгебра всех инвариантов неприводимой конеч-
ной группы О, порожденной отражениями; щ (t-==l, /№)•— ее 
характеристические степени. В прямоугольных координатах xt 
все (/«•—1)-мерныс плоскости, отражения относительно которых 
принадлежат О, зададим нормированными уравнениями щ(х)=0, 
где k T, N, вектор x~-(xt). Многочлены eg,(x) = 2 ч!' (х) 

k 

определяют алгебру 8°. 
Различные вопросы теории групп симметрии, их инвариантов 

(ИЛИ близкие к ним) рассматривались в книгах [1], [5], 19], [24], 
711, 1771, [86], [871, [89], [90] и статьях [6]-[10], [171, [18], [23, 
25, 26 . 3 5 . 371, W l , 1521, Щ-[7% [761, 1781 -[82], Г84 , 
85, [Н81, [911—94, I l 4 l ] - [ l i 4 [129. [131 ~ [133}, [[38], 
1421J.1471, [154. -[161], П63]- [165], [170], [ 1 7 4 - 1 7 6 , 
78—Г 81 [ 1 8 4 ] - - [ Ц [190], 191, [193]-[201]/[203], 2051, 

2 1 0 - 2 1 2 ] , 2151-12171, [L2l9]-[221], [223], [224], [226], [227J. 
Приведем здесь результаты, относящиеся преимущественно 
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к геометрии многогранников, инвариантных относительно G, и 
теории алгебр е°. 

1. Диэдральная группа [N] (т = 2) порождается отражениями 
относительно прямых, определяемых уравнениями x2 = 0>-
* 1 s m ^ - x 2 . ~ s ? L - - - 0 . При этом е ^ 1 = Р , К + 4 ) ' - - < 5 < Я 
[42], [48]. В. А. Терновский получил указанную формулу с ис­
пользованием комбинаторных тождеств (см. [45; § 1, п. 1]). 

Л. П. Банникова [3] установила необходимые и достаточ­
ные условия инвариантности кубической поверхности простран­
ства E3 относительно каждой из трупп [-V{le}3]; метод нахожде­
ния условий тот же, что и в работе [41]. К. Р. Сафиулина [109] 
рассмотрела образы окружности в гиперболической инверсии 
(аналогично можно изучить образы произвольной симметрич­
ной кривой). 

2. Д. Д. Токарев, А. Б. Семковский [120], Роос [206] пред­
ложили формулу объема m-симплекса непосредственно через 
коэффициенты уравнений т + 1 плоскостей, проходящих через 
его грани. Олговер, Шмидт [126] дали два простых метода вы­
числения объема ограниченного многогранника в Ет, имеюще­
го ориентированную границу с триангуляцией во множестве 
(т—1) -симплексов; в соответствующих формулах используются 
только координаты вершин многогранника. Винер [225], Таль-
бот [218] получили аналог теоремы Пифагора для т-симп-
лекса. 

Задача нахождения значений т , при которых существуют 
правильные m-симплексы с целочисленными вершинами, была 
решена Шенбергом в 1937 г. Этот результат представляет, в 
частности, интерес в связи с проблемой вписывания правиль­
ного /п-симплекса в m-куб [45, § 1, п. 3]. Макдональд [187] ре­
зультату Шенберга придает более компактную формулировку: 
такие m-симплексы существуют тогда и только тогда, когда 
т + 1 есть сумма квадратов Г 2, 4 или 8 нечетных чисел. 

А. С. Лейбин, A. M. Гурии [80] доказали, что в пространст­
ве Е4 не существует однородных звездчатых многогранников 
с группой А^ 

Группы и алгебры Ли типа Ат изучали Д. Н. Иванов [38], 
Гийоя Акихико [169], Бриттен [134] (в [134] рассматриваются 
•базисные циклы алгебр Ли Ат, Вт, Ст и Dm). При m{le}5 
В. А. Терновский [116], [119] нашел степени образующих ал­
гебр 0-*">: 2, 6 (т=2); 2, 4, 6 (т=-3); 2, 4, 6, 8, 10 (т-=4); 
2 , 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 30 (т-= 5)1 
• 3. Госслер Маркус [167] обсудил комбинаторную схему 
m-куба. Ричарде Уинстон [204] показал, что расстояние от диа­
гонали m-куба до (т—2) -грани, не проходящей ни через один 
из концов этой диагонали, равно —=. независимо от т. Сече-т 
ния т-куба изучали В. А. Давиденко [33] • и Билл Кейс [130]1 
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В [130] установлено, что (k— 1)-мерные сечения единичного 
-m-куба имеют объем, не превосходящий f2 (граница точная). 
Аналогичная задача для 6-мерных сечений при \<k<m— 1 
остается открытой. Подробные доказательства утверждений, 
анонсированных в заметке С. С. Рыщкова и Р. М. Эрдала 
[108], приведены в работах [208], [209]. Ими показано, что все 
4-мерные корневые фигуры аффинно эквивалентны выпуклым 
оболочкам некоторых подмножеств множества вершин 4-куба; 
при этом перечислены все 19 попарно аффинно неэквивалент­
ных невырожденных корневых фигур. 

Новое доказательство предположения Хейслейна об алгебраиче­

ской независимости многочленов {sum} (OVr, x)'!/, где VT — вершины 
r-=l 

да-куба, дано в [53]. Минимальное значение ту2, при котором 
IB'"^QB"\ paBHQ 12 [43]. В. A. Герновский [114] нашел степени 
2s (s ==13, 24, 27) образующих (не всех) алгебры 6s'1. 

Чой, Лэм, Резник [140] изучали геометрию инварианта 
а 2 А+Р 2 Х1Х) + If 2 х\х) х\ (*> ./> k = \, m) группы Вт. 

i 1Ф1 i<j<k 
Классическая и современная теория симметрических функций 
освещена в обзорной статье Картье [137]. 

4. Представления групп типа Dm рассматривал Суровский [217]. 
Taic как min{m.>3|/ "'-^е т}-=4 [43], то, как и в случае Вт 
возникает задача нахождения образующих алгебры 0D* (прежде 
всего). Ее решил В. A. Терновский [114]; систему образующих 
0°' составляют многочлены ef/ (s--=l, 3, 8, 10, 12). 

5. С точностью до сопряженности в аффинной группе Мар-
тинес Доминик [188] классифицировал квазикристаллографи-
ческие группы икосаэдрального типа. Госелс и Зейдель [166] 
рассматривали некоторые приложения теории инвариантов 
группы Я3. 

6. Фрейденталь [162] построил модель проективной плоскос­
ти над октавами (числами Кэли) и в рамках этой теории опи­
сал особую простую группу Ли Fi (а также G2 и Es). Характе­
ристические степени 2, 8, 12, 18, 24 алгебры в-г4 нашел 
В. A. Терновский (см. [45; § 1, п. 6]); доказательство ЭТОГО 
результата приведено в работе [112]. 

7. Элвис Лин [127] вычислил явно левые и двусторонние 
клетки Каждана-Люстига для группы Hi. 

Правильный 120-гранник может быть использован для по­
строения 4-мерного гиперболического многообразия (напри­
мер, Ф. Л. Дамиан [341)1 

8. Ко Ин-Гау, Патера, Руссо [182] вычислили коэффициен­
ты Клебша-Гордана тензорного произведения двух зкземпля-
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ров тождественного представления группы Ев в базисах весо­
вых векторов. 

Для получения образующих нечетных степеней 5 и 9 алгебры 
I Е ' может быть применен дифференциальный оператор 

-2^л^-^)-й--^_[^(^ •и,) dvpdvg 

где ир — Зх^ха — х3
а, -Op = x2+x2; индексы p, q, r циклически 

принимают значения 1, 2, 3, причем (ар) —(12), (34), (56) соответ­
ственно p - 1 , 2, 3 [45; § 2, п. 1]. В. А. Терновский [115] 
установил следующую особенность А: каждая из образующих 
четных степеней алгебр IЕ' И е£° не представима в виде А/ 
(инвариант f£lEe). 

9. Д. А. Гудков, Г. Ф. Ыебукина [27]—[30] продолжали изу­
чать кривые четвертого порядка с точками перегиба и бика-
сательными (группа автоморфизмов 28 бикасательных. такой 
кривой определяет Е7); в работах [31], [32] исследуются кривые 
с мнимыми особыми точками. Деризиотис [153] описал строе­
ние централизаторов полупростых элементов групп E^ и Es. 
В [51] рассмотрены связи между инвариантами групп Fit Ев и 
Е7. В. А. Терновский [118] использовал [51] для явного нахож­
дения линейных преобразований, произведение которых про­
извольный инвариант E8 отображает в некоторый инвариант E7. 

10. Капе [136] изложил алгоритм определения класса Вейля 
для алгебры E-, в котором веса рассматриваются в базисе корней 
подалгебры D&. В работе [49] приведено доказательство алгеб­
раической независимости многочленов ef'. (i—1, 8) с помощью 
найденных А. Островским представлений симметрической формы 
через степенные суммы. Новым способом (на основании [118]) 
этот результат получил В. А. Терновский [117]. Он же [113] уста­
новил одно свойство специальных базисных инвариантов степе­
ней 24 и 30 группы E-, полученных в [43; п. 3]. 

§ 2. ИНВАРИАНТЫ УНИТАРНЫХ ГРУПП, 
ПОРОЖДЕННЫХ ОТРАЖЕНИЯМИ 

Пусть в яг-мерном унитарном пространстве Um задана коор­
динатная система с началом О и ортонормированным базисом 
е, (г-=1, /и), вектор x — (x*); @ есть неприводимая конечная 
группа, порожденная отражениями относительно (т— 1)-мерных 
плоскостей. 
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В рабдтах [42], [45] на основе многочленов Погорелова Qg 
построена геометрическая теория инвариантов групп О в про­
странстве Ет. При это^м естественно возникают задачи, связанные 
с перенесением результатов этой теории на случай пространства 
Um. Одну из тайих задач поставил В. ф. Игнатенко (см. [64], 
[69]): применить в пространстве Um многочлены вида е£ для 
нахождения образующих алгебр /® инвариантов групп ©-^G. 
Другими словами—найти все образующие алгебр I® вида 

/ 2 ®Й-=2Й С Т ^ (I) 
"б© 

где о есть отражения относительно плоскостей симметрии, п — 
единичный вектор нормали (с началом О) одной из них; КОЛЛИ-
неарные векторы не различаются. Эту задачу решил О. И. Руд­
ницкий [96]—[106]; его результаты здесь будут приведены. 

Введем следующие обозначения: .V-, —число всех плоскостей, 
отражения порядка ее относительно которых принадлежат @; 
вдело всех отражений равно (о. — 1) Л^а; N = 2^Na, Н = 

— [| ® |, N а, • • •; «и • • -1 пт} (щ есть степени базисных инвариан­
тов @), Л1® = {ап\ об©}; С® —множество плоскостей симметрии, 
определяющих отражения порядка а (гсрождакшке элементы <3) 
Af, B^J G®~многочлены вида (1), построенные соответственно 
на рснове ©-инвариантных подмножеств Щ, % , @р (индекс Р 
зависит от @) множества плоскостей симметрии, т. е., например, 

\. Рассмотрим первоначально случай т = 2. Существуют три 
типа групп @: тетраэдральные — TN, октаэдральные— Оя, 
икосаэдральные— IN (Шепард и Тодд [214]). Имеют место 
такие два утверждения (Кокстер [160]): 

П р е д л о ж е н и е A. Если © есть группа симметрии пра­
вильного комплексного многоугольника Pi(q)pz, то © порожде­
на отражениями порядков pi и Рг относительно осей симмет­
рии с уравнениями Xisin cp+x-coscp = 0 и х 2 = 0 соответственно, 
где 

л я 2я 
cos — cos —- + cos -— 

с о з 2 Ф = Р ' и * п ' • 
sin —- sin — 

Pi Рг 

П р е д л о ж е н и е В. Пусть комплексное число G—CPS- + 

+ es ln-— и кватернион Р -=cos-~ + (ае + ре1 + fs2) sin -
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(a- + f,- + 42-=A, e2=e2=-e<- = — 1). Тогда преобразование 0хР 
(x—xi+ei^) задает на унитарной плоскости отражение поряд­
ка р относительно оси с уравнением (a+l)xi+j(Y+pe)x2-=0. 

Тетраэдральные группы 7,у состоят из групп симметрии 
правильных комплексных многоугольников 3(3)3, 3(4)3, 3(6)2 
(N = 4, 8, 10 соответственно) и группы 7м, порожденной тремя 
отражениями (Шепард и Тодд [214]). 

1.1. Согласно предложению А, множество Сз — {je2 = 0, 
]/2~Jc1 + x2=0}; Я г ^ { 2 4 , jV3 = iV = 4; 4, 6} (Кокстер [150], 
Шепард и Тодд [214]), M r . = {± ш<72, ±ш< ( ] / | ё ' + е - . ^ - ^ ] ] , 
h,t = \,2,Z\ со есть первообразный корень третьей степени из 
единицы. Базисные инварианты группы Т4 получил Пуанкаре [95]. 

Форма /4—0, поскольку ^со"1' —0- Инвариант /б — Jcf + JcE — 
/=1 

-5"|/2ejc?x.]. 
Здесь /в4 и инварианты всех других групп @ задаются с точ­

ностью до постоянного множителя. 
1.2. Множество Сз — {л--=0, .*i + l/T.*:2=0}; Нт' = 

= {72, Л/3-=Л^--=8; 6, 12} (Кйкстер [150], Шепард 
и Тодд [214]), Мт,~%иЪи где Щ = МТ' и -51 = { ± со'еь 

± а > ' ( ^ г ё 1 + (о"т/ |е>
2)}. При этом ДГ" = £['-=/£% -4Г2"-= 

= /fr-= 1 6JC|2 + 6 1 4 2 — ПО VTzxUl (8JC? — x2
c) — 1 8 4 8 ^ , £[2*= 

- = 6 1 ^ ! 2 + 1 6 x 2
2 - n 0 l / 2 e x i 4 ( 4 , - 8 ^ ) - 1 8 4 8 x ? ^ . Формы /6Г-

и /{г являются образующими алгебры 1Т°; в1$ = 77 (Д*)2 — ify. 
1.3. Группа Т10зТ4; С[" = {х2 = 0}, С-Г'1—{Mi + #2-*-2 = 0), 

где ось Сз '• определена нормированным уравнением, причем 
^ - — — ^ р - и Ъ2=УЩА (Кокстер [150]); Яг"--= 
=={48, 7V-=6, Л/з—4; 4, 12} (Шепард и Тодд [214]). Множество 
лгГ1--з.2и-32; 

«2-J. 

^ - { c o V ^ + i z J . ^ v J 

A-=-l-4, t = l ,2 ,3 и |i, v - 1 , 2 (ц=---.л>). 
Векторы «2 задают все 24 вершины многоугольника 3(6)2 

(Кокстер [150]). v 
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Инвариант Ц ,0 — A4'° = xi + 4 + 2y3l8JC?^, £4
г,°—0 (На 

основании 2 to<< — Oj, Ar2'»-V1
2 + x22-33xt4(xt + 4 ) , в& = 

« 5 1 / 3 ( x ! 4 ^ 2 ) - l S 4 e ( x i V 2 + x?4°)-1651/3 Ых\ + $4) + 
+-308exix2. Каждая из пар A410, В[210 и /Г10, /Га1 - АГ2

,,+-.В«г-
образует систему базисных инвариантов Т1о. 

Формулы x;--=—*2ел;1 + '9'1х2, х'^-~(iVxx + ft2.x2) опреде-: 

ляют унитарное преобразование, которое Мт< (п. T1) переводит 
в множество Mo - { ± со' ($^ + ±=1- (— \Ув&\ ± ш-e (о1е'ц+ 

+ i ^ ( - l ) % 7 v ) } , {mu},v = l, 2 (^v), t = 1/2,3; ср. c % TaK 

как Г4с:Т10, то Al"—образующая / г \ Форма /б— 
-= 2 (.x> no)6 = ^ix2(xt —^—образующая / г- и относитель-

ный инвариант Тл0. Далее, /6 ' и Ai2°~ система базисных инвари­
антов Га-

Другой способ нахождения базисных инвариантов групп сим­
метрии правильных комплексных многоугольников привел Кокстер 
[150] (см. также [183], [214]); системы базисных инвариантов 
групп Т4, Т8, Тю образуют, соответственно, следующие пары 
форм: Ф — Л1'°, / - / б 1 ; / , Ф3; Ф, Р-

1.4. Множество #Г'-=-{144, N2—6, N 3 - 8 ; 12, 12} (Шепард 
вТодд [214]); Cj" = C[" = {.?2=0), c I " = = ^ 2 x 1 - - ^ 8 ^ 1 x 2 = 0 J , 
i=-l ,4. Пусть st (!.-== 1,2,3) есть отражения относительно осей 
Cl'", Сзи соответственно. На основании _ предложений В 

ч (1 , Уз \ (1 , Va их можно записать так: гх(— я), l-j + '---5— six 1тг + "$>— X 

х ( w " ~ 7 T + w ) } (2"+"2~8)л("2 +"2~(уз=_:РГ~Й ;))' 
При этом s2, s3 порождают группу Т8, а любая из пар s2, s3 и 
•si. S3 -группу Т1о (Крове [152]). Множество Ж - -«-.IjaSaU&j, 
где % = <а'«2, SB3 = у ^ « 2 , S3 = |а>-в* ( ^ ± — - * Я ] } (£1 = 
-=..5,2--=0); запись, скажем, <o'2t2 означает, что Щ состоит из век­
торов St2, умноженных на со'. 

Имеют место следующие соотношения: В\^—Вп\ -А[/_ — 
-Aft0, е[2»==5У"3 (xi2 + 4 2 ) +1548{х\°х1 + х\х\°)-165)/3 X 
X ( x U + x i 4 ) ~ 308eje?*2.. /Гя-АГа4 + -ЗГг

,4 + СЙ4, Cia1-
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•-==10 V 3̂ ЛГ2
14—-ВГз". Любые две из форм Af2'\ 5Г2", С& яв­

ляются образующими алгебры ITli. 
Шепард и Тодд [214] нашли образующие 1Ти вида ф3, / 2 

(п. 1.3). 
Перейдем к рассмотрению октаэдральных групп Од-. Они со­

стоят из групп симметрии правильных комплексных многоуголь­
ников 4(3)4, 4(4)3, 4(6)2, 3(8)2 (N = 6, 14, 18, 20 соответственно) 
и групп Oi2, 02в, 0'w 0'2й, порожденных тремя отражениями 
(Шепард и Тодд [214]). 

1.5. На основании предложения А множество С?' = {x2 ==• О, 
.x1 + x- = 0}; tf°' = {96, N---JV4-=-.V-6;8, 12} (Шепард и Тодд 
\2Щ); М°° = и>'ц?»,^(е1±гЩ, h=TA и [х=1,2; л есть 
первообразный корень восьмой степени из единицы. 

Инварианты /в — xi + .x2+14xi.*:.. и /й—^Гг1—образующие 
алгебры 1°'. Кокстер [150] их нашел другим способом (его обо­
значения: w=i°; x-ji°2)-

1.6. Множество H0u--={48, 7V2--V=--12; 6, 8} (Шепард и Тодд 
[214]); C2>' = {p2xi + pisx2---0, Pixi —B2x2—0. xi —т№—0}, где 

1/2—1/2 1/2 +У2" --, , ., л n пЧ 
p1==-z—_j.—, pa==-z—2-1—. Пусть s( (t= 1,2,3) есть отраже­
ния относительно (соответственно) осей, составляющих С°12. Тогда 
каждая из пар s[, s'2 и s'v s'3 (пара s'2, Sg) порождает группу сим­
метрии правильного треугольника (шестиугольника) (Крове [152]). 

Унитарное преобразование -ф, определяемое формулами х[ — 
е — 1 — 

-= —--=-- (тх- + тх2) и х'2=-------- (tx 1 •— tx2)> переводит множество 
УИ°"в ±-гЖо°'*при t = 3, где ^ - = { а ^ , ш ' ( ^ + Щ — - ^ 1 
(jjig - > - > -. 

77~ (--1 ± £2) [. t есть первообразный корень 16-й степени из едини­
цы. Поэтому образующими алгебру I0" будут формы 1°1г = 
^x\+A-b[xUU-x\x\) и /^ -=-3(x?+^) + 28(jc^ + j c ^ ) -
— \Ax\x\. 

1.7. Группа Ои является группой симметрии многоугольника 
3(4)4, двойственного 4(4)3 (Кокстер [150]). Множество Н°1 -
— {288, N3 = 8, Л^—б; 12, 24} (Шепард и Тодд [214]); С?1 - С в " 
(п. 1.3), C4

o"=--C2
7,"=-{x2=0}; M°" = 9t4U»4, где 2Г4 = ш й л Л 

a54=Tis2ue3. 
Далее, Л?2'--=.В?2

,'==/,02-.=--/?2"; A?4''-1025(x24+-*l4) + 
•+ 10 626(jcfx< + ^x2

0°) + 735471 {xfx\ + x\xf) + 2704 Шх^х™, 
£2°4>< =-. 193(xi4+-*24)"- 147 246(xf^+xtx | 0 )+735471 ( x ! 6 4 + 
162 
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"""'xiJC26)~386308.>cj2A:1!
2. Базисными инвариантами являются /f2' 

и любая из форм Ли14, B°i\ 
1-8. Многоугольник 2 (6)4, двойственный 4(6)2, инвариантен 

относительно группы О18 (Кокстер [150]); C?la.-{p1x1 + p2x2.-0}, 
С41----С? ,- = {л2==0};Я°".---{192, .V2-12, N 4 - 6 ; 8, 24} (Шепард 
и Т О Д Д [214]). Множество М°" = % U §SS; % = ^M°'(1=1, 8) 
(п. 1.5) и %5 = i%-^(£ll±itev), V(p2^+e<Vv)}, /* = ~ 4 , Ц, v -
« 1 , 2 (\l=£v). 

Форма A°-°_j3^ = /°'.=-/?«, .А&'-=А&-, 824ia = 593(.)cf+ JC2
2
4) + 

+ 196 O98(.x20^ + xfjcf)~334 305(jc|6x8 + .xX6) + 2 704156x'2xi2. 
При этом /£" и любая из форм A?", .им'— образующие алгебры 
j " . Кокстер [150] привел образующие W и %2: 

W = I°", U 266х2 -19.603 (Я? ")3 - 9Б&а. 
1-9. Если s'̂  (^==1, 2, 3) —отражения относительно (соответ­

ственно) осей, составляющих множество C218.-={p2xi + pisx.r-=0, 
P1J-C1—р-2х2 —0, x! + sx2—=0}, то s|) S3 порождают группу сим­
метрии квадрата, а пары s[, s"2 и s"2, S3-—группы симметрии 
правильных треугольника и восьмиугольника (Крове [152]). Мно­
жество /.Л—{96, iV2-=-V=-18; 8, 12} (Шепард и Тодд [214]); 
i|)(yW°18)= ±т|Л1а-- (при ^=-=3)и(пг(р2^±рЯ), у = - (е- ± веА 

Формы / e ' W ? " и / i i 8 - ^ 2 + x2
2-10(xi°xi+x?x2°) + ' 

+ 15 (.x*x4 + x*x|) + Ь2х\х\ являются базисными инвариантами. 
1.10. Множество Я020--*{144, -V2-12, N3=8; 6,24} (Кокстер 

150], Шепард и Тодд [214]);_c£°==C?ie = {x2=^, Cg-° = 

.-.---{a-.Jct + O2-*:2---0}, где Oi — — y | - - . о 2 — У з + ^ 6 • Далее» 

Л1°а• == «G U 936; Яв =. (со' ( с г ^ ± а2еД -—•-=. ( p i ±Vv }. P -= 

^ ТЛз-у^б+уз + ̂ Гв JB._ji.iO» (П. 1>6)i В е к т о р ы sg6 опре-

деляют все 72 вершины многоугольника 3(8)2 (Кокстер [150]). 
Запишем в развернутом виде следующие инварианты: 

^ - - - -А?" - -^" - - - . / ? " , <- - -36627( j# + J # ) -
— 922 668 (х? x2+x2x22) + 3 760 086 (xfx2

4+ x?.*20) -
—10 633084 (x{8x6

2+ x*x\s)-27212 427 (x]6x» + x\xf) + 

U* 163. 

http://JB._ji.iO�


+ 33341 352 (xj4x'0 + jc}°44) +141 002420xj2xi2, 
В?Л° = 58 809 (x?4 + x?) -407 652 [xfx\ + x?x2

2
2) -[-

! + 9 523 794(^°л« + л}лМ) + 8932.28(-«184+^л28)-' 
• , —43 660233 (xiexs+xfx'6) +98 597 688(xi4x2- + x]-xi4) + 

4- l l0 870396xi2.xi2. 
Образующими алгебры /0г° являются 1°г° и В°1\ Форма 

S93A24 — 31 290 948 (/6°г°.I—1935?|°. 
1.1.1. Группа 02б порождается _такими отражениями о, (t = l, 

-,з): « ( ^ - - * > (1 1 + -а 8 ) - (1 + ^(^ + ^_ + 

+тт))' (W+TTTHW+уг) ; °! и ° " "•и "'•0i и °-
задают группы Оц, Ols, O2o соответственно (Крове [152]). 
Согласно _ предложению В, C22°-={p2xi—piex2 — 0}> Сз2 — 
= {^2^ + Л^2--0}, C?"-={jCi=-0}; Я 6 " =={576, .V2-12,iV3 — 8. 
jV4 = 6; 24, 24} (Шепард и Тодд [214]). Множество М°"= 

©7=-:/(D'TI- (рг-Зд•+ s'̂ p-lv), т)- -̂ —-(ê t ±i-Tv>J, h = l ,4 и |x,v = l , 2 
(H^v); (£ 3 - . . .=©--=-0 . 
' При этом -АЙ -Ам", B°V^B°2i\ C2°f = ££r, /2°Г-=л£г + 
+ VSM" + См". В качестве образующих алгебры / ° " можно взять 
любые две из форм A°|", B°Z\ С°$\ 

Шепард и Тодд [214] доказали, что образующие I0" пред-
ставимы в виде W3 и %2 (п. 1.5). 
' 1.12. Множество #°2 6 — {228, N2==T8, JV3--=8; 12, 24} 

(Шепард _иТодд [214]); С°м--ф2*1 + Р1-.*а--=0, x2=0}, ф « = 
- = { ^ + r i * r t = 0}{cdot} 

Пусть o't (if = 1,2,3) есть отражения относительно (соответ­
ственно) прямых, составляющих C2

26, C3
26. Тогда о[, о'2 порож­

дают группу симметрии правильного восьмиугольника, а о[, o's и 
02, Og- группы симметрии многоугольников 3(8)2 и 3(6)2 
(Крове [152]). C помощью преобразования гр (п. 1.6) множество 
М 26 можно представить как объединение 5t- = teft2t6, -558-=-8ЛЭ56 и 
е 8 = со' {ц (м°гв)\ ± цМо1' (t = 3)}. 

Имеем: Л°|6 == В°*=1°™ = /и?. G°2
2a—0 (так как 2П 1 2 —0 J. 
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A°2™~A$1\ C°f = ..9&-, 

£°f = 19 569 (xf+xf) -f 937 020 [xfx* + x\xf) + 

+ 5 791 170 (л.2°л:* + .*ЗД -f 17 632 07& (*»•.*§.+- x\x\s) -
- 1 103 2065 (л{в4 + д«.>:1в)+б8 64396O.(x1

1
4Jc'- + x1

1
0JC1*)-

- 8 3 828 836JC}242 : • 

593-9°*- = 1 025C°f - 48 674 808 (/ft)2-. • 

Образующими алгебры / 26 являются инварианты / ^ и A2f. 
Такцм образом, по формуле (1) можно построить Bce обра­

зующие алгебр fN (./V-£4,8), I°N и только образующие шестой 
степени алгебр 1Т\ 1Т" (О. И. Рудницкий [103]). 

Кокстер [150], Шепард и Тодд [214] получили образующие 
алгебр /®(@==Oi2, О20, 018, 02б) иным способом и в другой 
системе координат. 

Пусть теперь ® = IN. Эти группы состоят из групп симмет­
рии правильных комплексных многоугольников 5(3)5, 3(5)3, 
5(4)3, 5(6)2, 3(10)2 (N=-12, 20, 32, 42, 50 соответственно) и 
групп ho, /в2. порожденных тремя отражениями (Шепард и 
Тодд [214]). 

1.13. Многоугольник 5(3)5 имеет 120 вершин; Н ,г — 
=={600, Л/,,—N=-12; 20, 30} (Кокстер [150], Шепард и Тодд 

[214]), C^=-.{x2=0, *!*•, +t8;ca=0}, t x - j / " - ^ ^ - , t 2 _ 

у - ? + • (см. предложение А). Множество Mh' = { ± Ло86^ 
±nUtii+(--)VT-o't-^v}» .1*. v -1 ,2 (n-^v), k, г-ГГ5, ч0— 

первообразиый корень пятой степени из единицы. Поэтому 
/ 2 V - x 1 4 ^ 0 - 2 2 8 x 1 x B

2 ( ^ - ^ 0 ) + 494^W, 
I^^xf-\-xl0+522xUi{xf~xf)-10005x\^x\°^x\0). ! ' 

Указанные инварианты являются образующими алгебры I ". ( 
1.14. Множество # /г-={360, 7V3—-V--=20; 12, 30} (Шепард к 

ТОДД [214]); ci"~={x^0, iitxi + ^^—O}, где Ч\^^уТ* 

r i „ ^ . V _ t i . Все 120 вершин многоугольника 3(5)3 опреде-
ляются _векторами M7"0 =--{ ± со-.Й„ ± со* Сп-е'и + ( - l)via--*eyk 
+ «« К 5 ^ 3 е е ; + - - - # с о 4 у ) | , А, ̂ =-1,2,3 (Кокстер [ISO])! 
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Формы 1\2°, /.ад" — базисные инварианты. Они имеют следующий 
развернутый вид: 

/j> - х\2 + х\2 - 111/5" (х?х2 - *? *§) - 33x?x^, 
/й- = 8 (х?° + х3

2°) + 580 ]/5" (х?7х3
2 - х?х27) + 

-f3915(xr^ + x?^4)-f20010/5(xfx9
2 — x ^ , ) - -

— 190095(x!8x2
2 + x!2x28). 

1.15. Пусть о] (̂  — 1,2,3) есть отражения относительно 
(соответственно) прямых множества С2

а° — \ х, — 0, • ~"-х1-|-
. Уъ + Vb J , i 1/5—-1/5" + Кб + Vs"s 

(Кокстер [150]). Тогда любая из пар о\, о\ и о'р o"s 
[пара Oj, O3) порождает группу симметрии правильного пяти­
угольника (шестиугольника) (Крове [152]). Множество Н'" = 
= {240, AV--V-30 ; 12, 20} (Шепард и Тодд [214]); 

^ в" Д ± е«*72), в" (1% ± J j - e«7v)}, 

е " / т + 1
2 У ^ " 1 ) в ; hv--i,2 (м-̂ v), А.-Т74, р=-=±1. 

Инварианты /f|e, /20" образуют базис алгебры / / ' ° . При этом 

- 165 {xUt+xUt) +441/"5"х^, 
/ /

2e«=3(xf+xf) + 3 8 l / y ( x ! 8 4 + x 2 4 8 ) ~ 5 7 ( x ! 6 ^ + x?x1
2
6) + 

+456 УТ [xYx\ + xUl4) - 1482 ( x l 2 x | + х З Д - 988 J / T J C M . 

1.16. Группа /32 совпадает с группой симметрии многоуголь­
ника 3 (4) 5, двойственного 5 (4) 3; Сз" = {ax 1 + bx2=0), где 

а . | / __— , 6== у _ _ , и с- = 

-=С2
0«-={х2==0}; Н1" = {1800, N-=20, iVs=--12; 30, 60} (Ше­

пард и Тодд [214]). 
Пусть ортогональное преобразование б определяется формулами 

.#1==----Ьх^-\-ахъ xi-=--aXi + ftx2. Тогда М1" -= %UЯ-у» ^9= 
-ffi'M7" (*=1,2,3), а59==б(;И;"). Далее, /&•---.--&-•---/&'. 
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.A.s8 —/«! - , Б б о - б ( / ^ ) > /бо а-Або г + -5еГ. Инварианты li$\ / & ' 
п&рождают алгебру / / а а . 

1.17. Многоугольник 2 ( 6 ) 5 , двойственный 5(6)2 , инвариантен 
относительно группы /42; Сг" — {с хх + dx 2 —0}. где 

с ~ | / 2715 ' d " l / 271 ' и Cs ^ 
--=С^=-- { x 2 - 0 } ; / /<* —{1200, ЛГ2 = 30, JV5-=12; 20, 60} (Ше-
пард и Тодд [214]). Множество Л*/4----.а1оиЯ5,0; 5IlfJ = 6 u M / l -
(h = 1,4), .В1—6' (M / a o ) ; б' есть ортогональное преобразование, 
определяемое формулами х\ = —-dxi+cx 2 i x'2=cxi-\-dx2-

Справедливы такие соотношения: Ir
2^=^Ait' = lio', ЛиГ-— 

- / e V , . 5 e 8 - o ' ( / ^ ) . j ^ — AciT + BeS2. Формы /&•, ^ - о б р а ­
зующие алгебры 1и\ 

1.18. Множество с[ы = {gxi + gx% - 0), где <-• = 

- 2 J/ у~ ' •? - 2" | / y-f • и °з - С - -
=={л;2=0} (Кокстер [150]); Я / и = {720, JV~2 = 30, N 3 = 20; 12, 60} 
(Шепард и Тодд [214]), 

Есл.и ортогональное преобразование б" определяется формулами 
x[ = ~gxl + ex2, x'2 = eXi-{-gX2, то M' 5 - 9lu U-->u» гДе ^и = 
-=8"M / 2 ° (h — 174), © „ - - - б ' ^ м Н Форма /(r==A{|0-=-/i2 !-
"Аей—/вЗ°, B e 8 - o " ( / f e - ) . Инварианты / ( ? , -lo0 (а также / ( Г , 
/еб") являются образующими алгебры / / в 0 . 

1.19. Пусть о* (if — l , 2, 3) есть отражения относительно прямых 
множеств C2M=={dx1---cx2—0}i Сзог-={б.л:1 — arftx^O), Сви— 
— С?3" —{xj—О} соответственно (Кокстер [150], Шепард и Тодд 
[214]); коэффициенты a, b, с, d те же, что и в пп. 1.16, L 1 7 . 
Тогда пары о\ и о\, о\ и О3, о* и о* порождают группы /-2, Лг. 
/ а , (Крове [152]). Множество # /"-*.*{3600, ЛГ2-=30, JV3=--f20, 
ЛЛ-=-12; 60, 60} (Шепард и Тодд [214]). 

Возьмем преобразование ср: xj---•(»(.— d x . + сл;2), х'2= 
= (a(cx1-\-dx2) и Ф': xj = — Ьхх + ац^, x'2 = anlxi + bx2. 
Тбгда M / o a —SI12US5i2U©i2, где ^ - c o ' s ' - M ' 2 0 (А.-1Т4), » i 2 - = 
=-Ф(М / з 0 ) , б . - г - Ф Ч - 4 ' " ) ; ®--=®:ip=--®n---,0- И н в а Р и а Н Т A s " = 

•—/ей*. -5ба2—Ф(/бб°)5 сй-Ф'^во0); / й - л ' в ' + я ^ + с й - . 
Любые две из форм Лео*, В&\ Сгт порождают алгебру I1". 

Итак, для каждой икосаэдральной группы IN образующими 
алгебры l'N будут многочлены (1) соответствующих степеней щ 
и п2 (О. И. Рудницкий [104]). 
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. Кокстер [150], Шепард и Тодд [214] разработали другой 
метод нахождения базисных инвариантов групп IN\ в его основе 
лежит связь групп IN c группами коллинеаций комплексной 
проективной прямой и результаты Клейна [183] по теории инва­
риантов бинарных форм. В указанных работах получены следую­
щие образующие алгебр IN (N — 12, 32, 42, 62): H = l[h\ 
Г = /з62; Н\ Т; Н, Т2\ Н\ Т2. При этом 144 /fe2-= 
= 3 527 974 625 Г 2 + 7 889 871 631 Я3 (О. И. Рудницкий [104]). 

2. Пусть ® есть примитивная группа пространства Um (m = 
= 3,6). Существует только девять таких групп: ©i = W(/3(4)),. 
@2-=U7(iW3), ®3 = W(L3), ©4 = ^(/з(5))—rn = 3; @5-=lV(N4), @6 = 
=EW(Ni)l @7---№(L4)-m---4; ®t=W(KB)-m = U; ®9=W(K6)-~ 
—m = 6 (Шепард и.Тодд [214], Коэн [141]). 

2.1. Множество С®' = {хв = 0, х2 —-х3 = 0, .х:1 + x2 + а.лг3 = 0}, 
где а есть любой из корней, уравнения л;-—x + 2 = 0 —возьмем 
a = i (1_-/7~e); Я@1 = {336, Л7

2-=А/ = 21; 4, 6, 14} (Шепард и 
Тодд [214]). Плоскости симметрии определяются уравнениями 
Xi = 0, xi±xy==0 (i<j), xl±xJ±axl! = 0 (i, j , k = 1, 2, 3 
меняются циклически); ©-. содержит скалярное умножение на — 1 . 
Множество 7W — | ±е(, ±-(<3;±еу), ±-2{si±ej±ae,M. 

Формы /„,' являются базисными инвариантами (В. A. Тернов-
ский, см. [96]). Они имеют такой развернутый вид: 

/б®1=22^^+5«2(лИ+^^+20а2х№1' • 
/® I = 3 S 2 2 xj4 — 793«2 [xfx) + ^ 2 ) + 

+ 143(16-21Й) 2(-*.10xy
4+.4*7°) — 

— 143 (16 +95a) 2 [x*x) + x\ x) ) + 

+ 572(21 + 9a)2x]°x?xl + 

• + 4290 (-19+Й) 2 ( 4 ^ 4 + 4*5-*2) + 
Л + 8008 (13 — 1 la) 2 4*5 x\ + 20020 (5 + a) 2 4 4 x*; 

в инвариантах групп <Bh (h=lA) индексы . (i/) = (12), (31) ̂  
(23), a t,/, k = l, 2, 3— циклически. 
,- Спрингер [110] привел базисный инвариант четвертой степег 
ни в специальной системе координат. , 
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2.2. Правильный комплексный многогранник 3(24)3(18)2 имеет 
группу симметрии @2 (Шепард и Тодд [214]). Она содержит 
подгруппу скалярных умножений на 1, со, ю2 \ю = е- —перво­
образный корень третьей степени из единицы; C®- = {x2---x3 — 0}-
С®--{л:3--0) JCi+Xa + J-s-O}; tf®* = {1296, JV2=9, iV3 = 12; 
6, 12, 18}. Запишем уравнения всех плоскостей симметрии много­
гранника: Xi~(nkXj==0 {i<J); 

x, = 0, x1 + ffl-'x2+cu^3=-0 (i, J, k = \, 2, 3). (2) 
Множество M®- = «13 U«is,• где SC-S == | ± —^ Jet - а * е , ) \ 

{t = 1, 2, 3), »13 =-1 ± co'T», ± ^L (7, + CD-̂ 2 + m*S)j. 
Формы A®-. являются образующими алгебры 7®.-. При этом 

.А®, — в ® = = ^ x?-10 2 4*v , 

A®- — 2 xj2 - И0 2 Kx3
y + x?x9,) + 462 {sum} JCJJC» , 

в Ц - - -1093 {sum} jc}8 + 408 2 (*J8*5 + -4K1/5)+24310{sum} x»x* + 

+ 9282 2 (x ' 2 ^ + x ^ / ) + 1856402 x!2x,^ + 

+ 2 042 040 {sum} [х]х)х\ + x«x9
yx*) + 8 576 5 6 8 ^ ^ ; 

35( | a —-31A^ + 154(A6®2)a, 

1229.S.I- =-37629A®/ + 600236AfsAll - 1 905904 (A6®2)\ 
2.3. Группа @3с@2 есть группа симметрии правильного ком­

плексного многогранника 3(24)3(24)3 (Шепард и ТОДД [214]). 
Уравнения плоскостей симметрии имеют вид (2); С 3 ' — {л-г-0}и 
UCf3, H®' = {648, /V3=/V-=12; 6,9,12}, M®s=-§813. Так как 
/®'=--'.5®a ( s=3 , 6), то 7® -базисный инвариант; системе таких 
инвариантов принадлежат и формы /2-*. 

Спрингер [ПО] привел следующие базисные инварианты четных 
степеней: Р - - Л ® \ Р 1 2 = 2 ^ - + 4 2 ( ^ + ^ ) + 6 2 ^ + 
4-228{sum}^x3

y4- *°PMa l56P12—4/®8--9Pt 
2.4. Множество _C2®4={x1-=0, x. + (D-x2=0, ffl2rxi + r2A:2+ 

+ Ш.ХЗ — 0}, r - - - - ^ - ; Я®4—{2160, /V2-iV—45; 6, 12, 30} 
^Шепард и Тодд [214]); 
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ж®4 - {± <а%, % (±7, ± ч7] ± f7k), 

± M<(v
2-mg) й + ^ 4 

где *f есть любой корень уравнения х2 — х— 1=0 (выберем 
-. = ^ ~ 1 — г"1), индексы г, / , £ = 1,2,3 меняются циклически. 
Плоскости симметрии определяются уравнениями Xt=0, x ; ± 
±cu-x^-=0, х1±чх]±ч2хк = 0, xi±afxj±<u2'ixll=0, xt± 
+ (1 — со2-/) x, ± coxft = 0. 

Инварианты /„ * являются базисными. Приведем их развер­
нутый вид: 

- f 4 = 4 {sum} * ? - 3 (5+ I / I 58 ) со {sum} (jefjcy-b »x?x/) + 

+ 12(5 — "j/TSe) jciJcfjCa, 

/^4 = 148 {sum} *12 - 66 (5 + l/158) и 2 ( Л ? + cox?x!,0) + 

+ 165(-7 + 5]/1^8)co2{sum}(x^ + co2xt^) + 

+ 308 (7 + 3 /158) {sum} x]x) + 660 (19 + уТбв) {sum} x\x)x\ -

- 1 8 480co {sum} [xWjxl + cojcfxyxfc) - 4620 (3 + l/l5s) x\x\xt, 

/3^=24195204 {sum} xf-

- 3 603 975 (5 + VT5s) © {sum} [xfx) + cox?Jcf) + 

+ 9135 ( - 39 147+15 281 l/T5s) o>2 {sum} (xTtf+tfxjxf) + 

+13195 (461197 + 13 953/158) {sum} {x?x) + x]xJ)-

-130 065 (44 261 + 23105 l/15e) со {sum} [xfx) + ax\xj) + 

+10015 005 (821 +1745 ]/15е) со2 {sum} (xfx}°+ co-x]V/)'+ 

+ 5766215(21 871 + 45871/I5e) {sum} [xW?+x?xf) + 

+ 3 231 615 (32 539 +12 479 l/15e) со {sum} (*j V/+u>x\%6) + 

+109 620 (27 493 + 279 УТБв) {sum} х?х)х\ -

-791 700(31 441+53581/158) со {sum} [xfx*xl + vxUJxl) + 
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+ 60 090 030 (13 927 - 2991/158) 2 №?•*£ + xUfxl) + 

+101 970960(-1343 + 3421/158) со2 2 {xfx'jxl + ^xUfxt) — 

— 1 522 280 760 (243+ 130 V"15 e) « 2 {x\^x\ + <*х?х*х*) + 

+ 1 176 307 860 ( - 601 + 2021/15 e) ш2 2 № ' . M - f «2* W-**) + 

+ 775 587 600 (791 - 271/15 e) 2 x\*x)*xl + 

+18 209 100 (21 651-9911/15 e) 2 x?x)x\ — 

- 1 682 520 840 (233 +152 У16 г) со 2 [xfx)x\ + ®х\х™х*) + 

+ 3 805 701 900 ( - 91 + 248 УТЗ в) со2 2 [x?x)xi + afixU^xl) + 

+ 6 469 693 230 ( 547+ 1131/15 e) 2 {x]6x)°xt + x?x)5xt)-

- 2 3 526 157 200 (219 + 40 l/15s) oo 2 (х\*х?х1-\-<ах?х1*х1) + 

+ 3 551 988440 (2051 + 177 V 15 s) 2 хТх)4 + 
+ 116454 478 140 ( - 65+161/"15 в) со 2 {xTx^xt + a>xW*xl) — 

— 13 560 477 010 080CD- 2 (x! V / . 4 + а2*?х)*х1) + 
+ 214088 030 520 (17-211/15 e) 2 х?х)*хн + 

+ 83 181170 100 ( -141 + 1/Т5 e) 2 x\*x)x\ + 
+ 336 424 047 960 (29 -161/15 e) со 2 (Afxl + axfxfxl) -

— 3 700 664 527 560 ( - 1 3 + УТВ г) x\°x\0xl0. 
Рассмотрим теперь примитивные группы @ пространства U4. 
2.5. Множество С®5={xi—О, х2-{-х4= 0, х2—л:3==°. 

*- + « - + * - + <Ц*4-0>; Я® -{7680, ЛГ_ а-^-40; 4, 8, 12^20} 
(Коэн [141]); Ж®в=={б"е; ^ ( l + e ) ^ ± ^ ) ( i < / ) , ^ - ( e i ± e f t ± 

±&,±м'т)\ где ft, I, m =-=2, 3, 4 меняются циклически (i. j . h = 
-=T~4) Плоскости симметрии определяются уравнениями х г - 0 , 
JCi±JCy = 0 (*</) , A:1±xft±8x /±8x,„ = 0. Здесь тоже инвариан­
ты ifв являются базисными. При этом 
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+ 490 2 xU) - 420 2 x\x)x\ + 7560x?x2
2xf Д 

KJ Kb 

/^=-4672 x?~ 1122 2 Л 5 - 6435 2 ^xr-

- 1 5 7 0 8 2 ^ - 2 9 7 0 2 ^ ^ - 1 3 8 6 0 2 ^ ^ + 

+ 103 950 2 x^< + 2 4 9 4 8 0 2 Х\Х)Х1Х]~ 
i<j<lt j<k<l 

— 207 900 2x^.xlxf, 
$ 

/®5 = 130307 2 x f - 48 830 2xfx) — 1 225 785 2 x]6xj - " 

--9961320 2x?4x5-31870410 2 ^ ] 2 x 5 -
- 47 482 292 2 xfx)° - 29 070 2 xl*x)x\ -

KJ j<k 

— 581400 2 x]*x)xl — 3527 160 2 - K 1 2 ^ | -

- 83140202x]°x5xI + 26453700 2̂ ]2{cdot}«W-
j<k 

- 38 798 760 2 x}°x)x* +187 065 450 {sum} x]x)x\ — 

-116 396280 {sum} x^.xj>+10465200 {sum} x]4xU'2x2-
j<k j<k<i ' ' 

- 5 2 907400 {sum} x™x)x\x\ + m 377 680 {sum} x ^ x , 2 ^ -

-374 130 900 {sum} х\ху1х\ — ЬЪ\ 981 400 {sum} xx*x)x\x] -KJ ]<k 
IKI 
— 17459442002x^6^2+ 

+•9 777287520 {sum} ̂ *$л:«**+13094581 500 {sum} x*x*x*x*— 
i<]<k j<k<i 

- 8 147 739 600 {sum} x\x)xlx\; 
KJ 
k<i 

индексы i, j , k, /-=1,4' и различны. ' 
2.6. Множество C2

 e={xi = 0, x2—x3 = 0, x2 + x4=0, .x1 + 
(Si ' 

+ x 2 + x3 + x4 = 0, .x! + 8 x 2 + x 3 + 8x4 = 0}; H "=={64.61, 7V2 — 

-=ЛГ----60; 8,12, 20,24} (Коэн [141]); .М®°={г%, -^-(l — e)X 

172 



Х(еН-ере ;), V (е>1 ± е* + е17^ ± s?/m)J, где k, I, m = 2, 3, 4 
меняются циклически (<7 = 1,2; i, / , h, p=T74, i < /) . Уравнения 
Xi = 0, л:1 ± хк ± e,<iX[ ± г"хт=0 и 

x; + epx/=O (i<y) (З) 
задают все плоскости симметрии. Базисные инварианты /®6 имеют 
следующий развернутый вид: 

j®° = 2 х* +14 2 4*4
У + 1 6 8 П •*?. 

/®e — {sum}4- — 3 3 2 x ^ y
4 + 330 {sum} я}.*}**+ 792 2 -*^-Ф-«, 

/®* =-. 127 {sum} . x f - 2413 2 l̂6-*.) - 62 7 3 8 2 xfx8j + 
+ 34 580 2 х\*х)х* + 244 530 2 *?л* JC* + 

+ 13 680 2 ^"^4x2+12780768 2 ^5x 6
f t ^+ 

+ 912 912 2 * j ° 4 4 * ? + - 7 l l 7 1 0 ° 2 x\x)*kx\> 

/$----•3075 2 x? +31 878 2- :cf^ + 2 2 0 6 4 1 3 2 - c l ^ / + 

+ 81124682x!2*1
i
2 + 30107o2 *iSx)xi+ 

+ 7 827 820 2 ^ 2 - ^ ^ + 5 5 3 5 3 8 7 0 2 х*х*х1 + 

+ 70 840 2 xr^x2
fex?+-4451360 2 x | 4 ^ ^ ? + 

j<k<i * < ' 

+ 68 884 816 2 xl°.x№?+ 547 947 400 2 W + 
*<; ;<*<г 

+ 3874 770 900 2 x\x)x\x\+30137107 2 xfx)x\x)+ 
k<i 

+ 13 501423 936 П 4 
Группа ©б содержит импримитавную подгруппу @ (4,4,4), 

порожденную отражениями относительно плоскостей с уравнения­
ми (3). Базисными инвариантами этой подгруппы являются формы 
2 xj, 2 •хт*7> 2 х\х*х\, ххх%хгх^ Поэтому /п.в не содержат 

К] 1<1<Ь 
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одночленов вида x"'_p~'7x/xft, х1!~рх% где p, q — четные, но не 
делятся на 4 (/==-1, 4). 

2.7. Правильный комплексный многогранник 3(24)3(24)3(24)3 
инвариантен относительно группы <37 (Шепард и Тодд [214]), 
Множество С®"-={л:2=--0, х3=0, Xi+x2 + x;.==0, .*, —л,2—х,-= 
= 0}; Я®' = {216-6!, iV.~ — ^ = 4 0 ; 12, 18, 24, 30} (Коэн 
[141]); .M®'-=(со'йе,,-—.(et + oo^ + w^a), ——-(^-со^-со^) , 

-̂ (ем—соРез—(—1)-исо,7е.1)](/>, ?. t = 1,2- 3; fд. = 1,2; i=-= T~4). Плоскости 
симметрии определяются уравнениями x( --= 0, л:1 -|- co'-'xa + »-'.«3 — 0, 
Л Г 1 - Ш--А:2 — - ) ' ^ 4 = 0 . x l — Л з + » ' '^1 = (-'1 JC2 — СО-0JC3 —- COffJC., = 0. 

Инварианты /®' являются базисными; их развернутый вид: 

/®'= 2 x|2 + 22 ^ xGxc_|_2202 ( - 1 )" .*W. 

/^-2*Je--72^--ro .2(--i)p^-^-
-1870 2(™l)"x?x54-7854 2 *J*5*2, 

/®' -= 111 2 xf' + 506 2 x » +10 166 2 JcJ-Jc'- + 

+ 5060 2(-l)"x?^'8x3+206 448 2(--)"-*!"*?** + 

+1118 260 2 ( - \Тх\х™х\ +4 696 692 2 x™x)x\ + 

+ 12300860 2 (--)' '4*W> 

/a®7 = 584 2 *f -435 2 x?4*$ - 63 365 2 -*.8x}- -

- -43602 ( - l ) P x^ 2 /^-440 220 2 {-\fxfx)x\-
Kk 

-6970 150 2 ( - Ifx^***—25882 920 2 ( - l fx \ 5 x^x\ -

- 2 9 274 630 2 X1 8 ^JC8-284 382120 2 (— 1У\*|5.*5*2-

-688 163 930 2 x l 2 . ^ — 1 540403 150 2 ( - ^fx]x^x\. 
KJ i<A 
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Индексы i,j,k~ 1,4; число р —2, если t, }, fe принимают 
значения троек чисел (2,1,4), (4,1.2), (1,3,4), (4,3,1), (3,2,4), 
(4,2,3) или значения любой перестановки чисел 1,2,3. Далее, 
p—l, если i,j,k принимают значения оставшихся перестановок 
троек чисел (1,2,4), (1,4,3), (2,3,4). 

Другим способом базисные инварианты F„ группы @7 нашел 
Машке [189]. При это^ F12==/®', .Fje-/®', 4378FM.= - / ® - + 
+ 111F?2, 3355/?3o-/|'-684.F ia.F la (О. И. Рудницкий [99]). 

Таким образом, для каждой примитивной группы ® прост­
ранства Um (m = 3 или 4) образующие алгебр / ® могут быть 
построены по формуле (1) (О. И. Рудницкий [96], [99]). 

2.8. Множество С,®'=-{.*!--•(ux2==0, xi— x 2=0, x2 — x3=О» 
x 3 - x l - 0 , 2 ^ + /2"xr, = 0}, i = V l ; H®» = {72.6!, iV2-=-
---..#«46; 4, 6, 10, 12, 18} (Шепард и Тодд [214]); 
^®, Л ± ^ ( 4 - - ( о Ц ) , ± - ~ ( _ o ) f t ' e i + ]/"2"(o^>

5)j, i , ; = U 

(*<./). /г0, Л/, '-=-1. 2- 3,_/гг + 2А5=0(тоЙЗ). Уравнения 
Я, —о>Чх:-.--.0, 2с0*'-с- + ]/T©';--x5=--0 определяют все плоскости 
симметрии. Если степень nr ( K t ' < 5 ) базисного инварианта 
не делится на три, то 2 с о ' " Г = = : 0 - ПоэтомУ /4 — Ь—О-
Формы /g« ( s«3 , б, 9)—обррзующке алгебры /®8. При этом 

/ f f l i . -6 i2^ 2 +-w- 4 ^ w . 2^H 1 1 0 ^*-2 j c ?+ 
+ 880 ]/"Yx? У x? +18 942 2 4*5 + -848x6

5 2 .«1 + 
' *<-/ 

+ 4620 2-Ф-?-*2+36960.х«2 x ? x 5 + 9 2 4 0 l / 2 ^ 2 ^ + 

+ 92 400ILC? +184 800 V2x\ 2 *ч*)х1 + 
i<J<U 

+ /23 760x1 2 A "I" 2°7 900;c5 2 x№ + ! 66 32° V* Xl 2 *. + 
\ к./ 
+47 520x«) Шс, + (1247401^2 x5 2 * !+ 1 247400x^) П*?, 

/®. = 820 2 x?~- 6 Ч - - 2 2 3 176 2 x]5x3
y-204^2"^! 2 х1*~ 

— 1 3 0 5 6 y 2 ~ x J 5 2 ^ H 5 0 7 2 6 1 3 2 ^ r } - 1 8 5 6 4 ^ 2 X ^ 
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-148 512^2 2 х\ -13297 5702 x ^ - 97 2401/2~ x5-2 х\~ 

-46 410 2 х)^)х\- 92 820 VT x3 2 .х|2-*3. — 
j<k ' 

-297024042 2 х\х)-ЫЪЬ\Ъ 2 х\х)х1 -
i<f 

- 1 021 020 У2 х\ 2 x?x6
y ~ 4 0 8 4 0 8 0 xs 2 х\х) — 

— 8 168 160/2"х \2 •*?•*/-2144142 2 ЩАх\ — 
Kj<k 

17 153 136x6 2 х\х) — (l0 210 200{sum} x? + 42 882 840 2 х*х) + 
KJ ч К] 

+1715 313 600 К2"*! 2 x? + 6 8 6 1 2 5 4 4 0 0 ^ 6
5 ) П л ? -

-20420 400-J/2" 4 2 я?**-*!~"163 3 6 3 20° ^ л1 2 ^44 ~ 
' 1 < к i<j<k 

- 85 765 6801/2" 4 2 x°xs
yx| - 343 062 720x6 2 x?x3.x£ -

— (128 520x2
5 2 x|2 +1 175 040xi4+9 189 180x2 2 *!•*$ + 

+ 7 351 344 У2 x\ 2 x\ + 26 732 160 /iT-je» 2 x? + 
+ 31 505 760x2 2 ^x6

y + 63 011 520x8 2 xe + 
i<j 

+ 275 675 400x| 2 x1x)xl + 2 2 0 540 320 / 2 jc* 2 •*?•*!) + 

+ 551 350 800x8 2 4*5 + - 929 7 2 7 80° ^2"-<Б 2 4 4 4 ) n*< -
;<y i<]<tt I 

— 2412 159 750x2IIx|—(413 513 100x| 2 4 + 

+ 4 U 080 640xi° + 2 315 673 360x4 2 4 ^ + 

+ 1 323 241920 K 2 4 2 4 + 4 1 3 5 1 310l/2"xs 2 4*5 + 

+231 567 336 V~2~x5 2 4 4 4 + 2 5 0 6 1 4 ° ^--"*5 2 •*?) n 4 -
/</<* ' 

i, /,fe=-=l,4. 
Итак, формы /®8 являются образующими алгебры /®а только 

при s-^3, 6, 9 (О. И. Рудницкий [102]). 
Базисные инварианты <38 нашел Буркгард [135]. В приведен­

ном им инварианте 18-ой степени вместо коэффициентов 
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12, —36, 12,-27 при одночленах^ J y\y)ykym, $2tffiV*A 

УГ^УУУУЛУ'Ь УиЦ,УЧУ*У1у*т(.т=*Т'4) должны стоять 6 , - 18, - 1 2 
- 7 2 соответственно (О. И. Рудницкий [102]). 

ЕСЛИ 1аф<д0, то для построения отдельных образующих 1° 
использовались многочлены е£.° (группа GocC) [42]. О. И. Руд­
ницкий [105] применил этот способ и в случае @8, рассмотрев 
инварианты А-@ 8 . Образующие алгебры 1А> можно записать так: 

P2==2 2 ^ + ^ - 2 { s u m } x ^ - 2 l / 2 x 5 2 ^ . Pa-2*? + 2 1 / 2 
К] 

xl- —6 2 x ^ + 31/2x5 2 ^ + 6 x 1 2 ^ + 6 2 xtXjXlt-
l<j<k 

- 3 V"2xr, {sum} xtxJt Я.1 — 2 2 xj-xi-42 xUj-VSxs2 x ? -
KJ 

—2]/2x!2^+62^y+6xi2^+6xi2^i+ 
+ 12K2x 5 2 xi-xyxft-ellxi, P5-=2 2 x / + 2l/2"x5-

.•<:/<ft 

— 5 2 x'lXj + 4 j /2 x- 2 JC* - 2x4
5 2 xi + 2 2 •*?•*/ + xl 2 ' * - -

- 5 j /2 -"s 2 •*< + -6 2 xs
tXjXk — 2 K2"xs 2 x*xi— 

— 13 Vc2 xl 2 x /xy- 12 2 -*?*5**+ -5У"2x52 xWj-
t<] KJ i<J 

— 6 j c * 2 ^ ' ^ + 1 2 2 x?x7x/.*m+ 1 2 V"*e 2 x\x,Xk + 
]<ti<m ]<k 

+бля 2 -xixyx/<--"]/2xDnxnP6—i2x'--4x-~10.2^+ 

+ 202^~402^-2°V"2xl2Jcy + 5 ^ ^ 2 ^ + 
+ 20xJ, 2 x,xj-10 2 x?.^5xft-201/2 x3

5 2 *U,+ 

+30x:^ 2 •*?•*?+201/2 x5 2 •*-•*->**+30.2 •*№**>" -

- 3 0 |/2 x5 2 xUW-GOxl 2 x U ; x * - 3 6 0 ^ I I x;. 
/<y ./<•-

Тогда базисные инварианты @8 степеней 4 и 10 имеют сле­
дующий вид: 
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xi-2V2xsJlxl+l2llxt = j{Pl-2P.i), ^(4P2-23P2P4 + 
+ 7,2PlP6 + PlPt+ 30P2Pl-2PlP4- 14,4Р4-Эб) + 

+ c2 [0,5Pl+5PlP4+0,9P2
2PB—25,5PlP2+-D2-°3-D5 + 2ЯзР4 + 

+ ll,7P4P6-2Ps), c2-7--0. 
Вторая форма при <?i = —2«3~в, c2 — 3~6 совпадает с базисным 
инвариантом @8, полученным Буркгардом. 

2.9. Для группы Митчелла @9 множество С2 °=={xi—VC2=0, 
Х2 — Х3= 0 , x 3 —Л:4 = 0) Л Г 4 — x 5 — 0> x l — C0x2 — 0> ^4Xl — tyr 

/=-176; Я®9----{108-9!, yv2 — .V = l26; 6, 12, 18, 24, 30,42} (Ше-
пард и Тодд [214]). Множество М 9 состоит из единичных век. 
торов M®—{±^(et-«fivj), ± - ^ 2 м Й ^ } ' ^ . / ' = ~ 6 ( г ' < Л 
ko> "-'» t = 1,2,3, 2J ki-=0(mod3). Плоскости симметрии опреде­
ляются уравнениями х\ — coftoxy-= 0, ^afijc^O. КЬординаты век-
торов Л/о" удовлетворяют диофантову уравнению J '̂l2==2, где 
К\2—экстремальная действительная 12-мерная квадратичная фор­
ма (Кокстер и Тодд [151]). Форма /Ci2 определяет действитель­
ную решетку Л® (решетку Кокстер а —Тодда), которая задает 
наиплотнейшую (из известных) 12-мерную упаковку шаров. При 
этом Лб= {-— (xi, x2,.'.'.,xe)\xi6Z'[®], xi = .. .=x6(mode), 

^_ xt =э0 (mod 3)}, 6 = w — со2. Группа автоморфизмов Л? совпадает 
с <38; охватывающий радиус Л* равен 1/8/3 упаковочного радиу­
са. Если решетку Е6 и двойственную ей решетку Et вложить в 
Ue, то Л® будет Z [и] — оболочкой Е6 и 0Es. 

Конвей и Слоун [148] доказали (с помощью специальной про­
граммы для ЭВМ), что многочлены 7®° порождают алгебру 7 ' 
Новое доказательство этого утверждения, дал О. И. Рудницкий 
[101]. Инварианты I„t

a имеют следующий развернутый вид; 
76®-—{sum}^-i02xf4-i80n^i, 

. 7 ^ — 1 7 2 ^ 2 - - - 7 г б ; 2 ^ + з 2 з 4 2 ^ + . 
Kj 

+ 2310 ̂ Д * / ^ + 46200 2 xU*xlx*i + 
3<к '" Kj<fc<t' 

, +Ы 8802 *?••+ ЮЗ9.5Q2 *Uj) ILxt-\-935550IIx?, 
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/ 8 ' — 911 2 *!"- Н8 920 2 x!5x3 +3 378 648 2 x!2x° г-' 
- 8 873 150 V ̂  _ 92 820 2 л ^ л - - - 1 021 020 2 хЪс*х\ - , 

— 4 288284 2 Л'ЗД - 20 420 400 V x3
;x3,x?x3-

-85705 680 2А1Л*')А7.^-1715 313 600 2 ^х^х^-
{,<{ J<H<l<m 

- (257 040 2 xI'2 + 18 378 360 2 x̂ x3, + 63 011 520 2 х\х) + 
i<j . 

+ 551 300 800 2 x';xM +4 824 319 500 2 xfx^x^IIx,-
/<<• i<j<h<l ' I 

' 1 240 539 300 2 x« + 6 947 020 080 2 x\xf\ П x] -

-34 306272000Пx* (l,:j, k, I, m~ 17"б), 

/1» 61512x'f,-24897732x?!x?+1655867292xi8x6y-

- 1 608 393358 2 ^ 5 ^ + 3326787 919 2^ 2 М 2 + 
К] 

+ 4-,'2 y^^L^Yx^xY^xl^x^x^x^'X i 
i 

Xllxf ( 2 ^ — 8-2(7), '.[ 

/|0«-664 30l2Af---9 413 630 2xfx5 + 
+ 78 888 946 500 2 xfx) -1900 855 102 575 2 xfx) + 

+11491 489 873 500 2 я W - 2 0 608 991265 960 2 x!5x,,5-
- i<] 

-12 2 тп1^ 2 xr^xf^^,?' х , 
-.И» d^ n (3rfi + •?). • • . . 

х1Ь? (2di=-1o-^)-
Здесь d1 > . . . > d6>0; если в одночлене показатели переменные 

л:гил:, равны, то r<s для г, s = l, 6;при^=0 число d ^ ^ O . 
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Форма 

/ I s ==484 275 611 2 xf~ 1111 896 806 300 2 xf.r) + 

+ 508 081243 015 892 2 xf x,- —'43 186 905 879 296 725 2 xf *5 + 

+-1071 035 260 277 500 336 2 xf x}2 -

- 9 556 930 064 120 062 960 2 x f x}5+ 

+ 34 257377810346 518 10o2xfx1/ s-5213303 236 547 581 890X 
2 

x 2 •* w - ? 2 2 п^--? 2 xf'xr*xr°xf <x̂ xr« x 
= ' i 

Xllxf (2^-14-2^). 
Отдельные из указанных форм могут быть использованы для 

построения образующих соответствующих степеней алгебры / 
(О. И. Рудницкий [102]). 

3. В пространстве Um(m>A) есть три типа правильных 
многогранников: вещественный /га-симплекс, обобщенный /ге-крест 
Р*. и взаимный ему обобщенный от-куб у^5 Р^ и Ч%—веществен­
ные /re-крест и m-куб (Шепард [213]). Многогранники {% и -\п

т 
зададим, соответственно, такими вершинами (Кокстер [149]): 
(е*,о,.. . ,о), (о, ей , . . . . о) , . . . , (0, о , . . . , eft) и (ечеЧ ..., е Ч 
где в есть первообразный корень /г-ой степени из единицы, k, 
,ki = 1. ti ( i—1, m). Для некоторого делителя р числа п вершины 
Ч"» ПРИ 2 ^ ' ^ 0 (mod p)—их будет qnm~l (и—pq) —задают мно­
гогранник — Yп

т с импримитивной группой симметрии ©".lP— 
= G(n,p,m), т, и>1 (Шепард [213]); ®п

тЛ = Вп
т — группа сим­

метрии fm, ®n
m,n=Dn

maBn
ni. 

3.1. Множество C?M,p---{jCi.=-0}; С®"1'-3----!*.— 0x2 = O, 

Х1-хш=Ц, i = ~ i ~ T ; tf^'-={.7ft---./»!, iV a ^ O T ( m ~ 1 ) B , 
Ng=m;n,2n, — , (m — 1) n, mq) (Шепард и Тодд [214]). 

Группа ©m,p содержит отражения порядков q и 2 относительно 
плоскостей, соответственно, с уравнениями x. = 0 и 

xt — 0*x—0, i, j ==ТГт {i < j), k*=TTn.. (4) 
© I r {to} fl' {to} {to} i 

Поэтому M m ' ' - - - - W , r—iet-Q^eA i = l, п. Форь эмы 
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"—1 т 

/f-' — L-1 +ilJ 2x r+ .SS(~ l)°ftC^<S-ft)xf, (5) 
(=1 ft-=l i,j=\ 

где о — О и s=\,m — l, если n четно, о = 1 и s = 2,4, 6, . . . 
. . . , m - l - 6 , если n нечетно; 6 — 0(1) при нечетном (четном) т. 

®п 

Инварианты Ins
m,p четных степеней ns являются образующими 

алгебры / т,р при всех соответствующих значениях 5, если 
П-7--2- (t>\), и при s = l, т — 1, не удовлетворяющих условию-

•У ПИ 

т 1 V rnk 2Т 

й-=0 

если и = 2- (О. И. Рудницкий [98]). 
3.2. Так как Вп

п = &1',и то С * т ~ С ? ' \ С^^х^Хм^О}, 
i = 1T7T-l; МК~М®Ц ЯС=={^-т!, / / , - я , ( я 7 1 ) " 
Nn = tn; n,2n, ...,тп] (Шепард и Тодд [214]). Многочлены 

а» 
/ „ " имеют вид (5), если s==L m (п четно) или .5=2, 4, . . . 
. . . , от. —1+6 (п нечетно). Выделим 

/п-=22'-1-'-'(2-'~1--1-1) + р22^-' 2 (-1) tecos2 '*—, (б> 
»=1 2 

где р==0(1) при t = \ (>1). Инварианты fns
n четных степеней 

в" 
ns — образующие алгебры / т при всех соответствующих значе­
ниях s, если п =7-= 2', и при s = l ,m, не удовлетворяющих 
условию (6), если п=2-1 (О. И. Рудницкий [98]). 

3.3. Группа Dn
m содержит отражения второго порядка, отно­

сительно плоскостей, определяемых уравнениями (4)i. 

С ^ - с Г Ч H^^n^-mU N2~N = mim~l)n; п, 2а, . . . 

. . . , ( m - l ) n , от} (Шепард и ТОДД [214]); M D r n - ( — ^ ( ё ^ - ^ Щ . 
Л см. М т'р. Базис алгебры . / "' образуют степенные суммы 

{sum} xl> (у — 1, от — 1) и форма x1 . . . хт (Шепард и Тодд [214]).1 

Заменив в (5) первый коэффициент на т~ 1, получим много* 
о" члены /„J". Выделим такие соотношения: 
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ft*cos".**- I (7) 

A=o 
(8) 

Формы /,."' четных степеней ns являются образующими 
D 

•алгебры •/ '" при тех значениях s'—\, tn — \, которые не удовлет­
воряют условию (7), если п четно, и при s-=2, 4,...,n—1—б, 
не удовлетворяющих (8), если п нечетно (О. И. Рудницкий 
[98]). 

В случае n = 2 соотношения (6) и (7) получены в работе [43] 
КВт = В„„ D2m—.Dm). Идея доказательств результатов [98] 
пп. 3.1—3.3) та же, что и в [43]. 

§ 3. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ 
С БЕСКОНЕЧНЫМ МНОЖЕСТВОМ ПЛОСКОСТЕЙ КОСОЙ 

СИММЕТРИИ 

Пусть в пространстве Ет задана (т—1)-мерная нецилинд-
рическая алгебраическая поверхность Fn порядка п с беско­
нечным множеством В.. плоскостей косой (в частности, ортого­
нальной) симметрии. Направления симметрии плоскостей -В„ 
определяются векторами и образуют множество N^, ц-плос-
'кость П" — его линейная оболочка. В декартовых координатах 
x. ( i=l , т) зададим поверхность Fn уравнением 

п 

"2ф;Й = 0, (9) 
У--.0 

'. —> 
где cpj есть формы степеней J от координат вектора x = (Xi). 
Уравнение ср„=0 определяет асимптотический конус /<"„ поверх­
ности Fn с вершиной в начале координат О. Отражения относи­
тельно пло'скостей Вц порождают бесконечную группу Gu- Если 
она разлагается в произведение бесконечной группы G^ и неко­
торой конечной группы, та последняя исключается из рассмотре­
ния, т- е. считаем Gu=-GM. Пусть N^N* — бесконечная 
Оц(м)-орбита некоторого элемента K6ivy. Я,—-плоскость 
1&(хъ)сЗР(хг)эО, А~1 , %, г== 1, и- Плоскости В^ по направ­
лениям , N\ составляют множество В% и определяют группу 
О^сОц, Индексы с, s или t, поставленные при символах, скажем, 
Вц, JVu, 1.1м, Gu, ' означают: с—что направления симметрии 
являются неасимптотическими для E„; s и/t соответствуют двум 
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различным типам асимптотических направлений. Строение N % 
устанавливает 

Теорема 1. Линейная оболочка Пл множества N% поверх­
ности Fn является суммой таких 2-плоскостей Ii2

a (a — lTp), что 
каждая 2-плоскость, параллельная любой из 2-плоскостей П« 
и не лежащая на Fn, пересекает ее по вещественным и, может 
быть, мнимым коникам c общей симметрией (y них общие оси 
и соответствующие направления симметрии). 

Эта теорема получена в [39] [N%-=Ni). И [40] (N-.—N1). 
Независимо ее доказал A. Е. Залесский [36] (для конуса Кп), 
если G-, — приводимая неразложимая группа. Более точно, 
основной результат работы [36] заключается в следующем: при­
водимая неразложимая линейная группа характеристики 0, 
которая порождена псевдоотражениями, замкнута в топологии 
Зарисского и не содержит трансвекций, представима в виде 
произведения поэлементно перестановочных групп, каждая из 
которых содержится в подходящей ортогональной группе. Но­
вое доказательство теоремы 1 предложил A. И. Криворуцко 
[75], В [50] (см. также [46], [55]) идея доказательства теоремы 1, 
данного в [39], [40], перенесена на случай инвариантности отно­
сительно G-, m-мерной фигуры, которая компактна или при не­
счетном N.. неограничена и замкнута. 

1. Покажем строение множества В-.., содержащего парал­
лельные плоскости (пересекающиеся плоскости также могут 
входить в В-,); приведем общее уравнение поверхности Fn. 
Здесь под общим уравнением Fn подразумеваем ее общее ка-. 
ионическое уравнение. 

Теорема 2. Пусть множество В{ поверхности Fn содержит 
параллельные плоскости. Тогда поверхность Fn можно задать 
уравнением 

2-4/(-xv)(^^+---+a{lambda}-i4-i+c"c^_y==0- (10) 

где Aj(xy) есть многочлены от ху (f = h + 1 , т), n=2s. Плос­
кости симметрии поверхности Fn по направлениям векторов N{ 
являются диаметральными плоскостями квадрики с уравнением 
a 1 x ? + . . . + a b _ i * ^ 1 + c.Xfc.---0. 

Т е о р е м а 3. Если множество В», поверхности Fn содер­
жит параллельные плоскости с асимптотическими для нее на­
правлениями симметрии, то поверхность Fn можно задать урав­
нением вида (10) при 2s<n. Плоскости Вя не являются диа­
метральными ' плоскостями поверхности Fn (с учетом их 
вырождения). ; 
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Теоремы 2 и 3 установлены в работе [39]; подробные дока­
зательства приведены в [54]. Из этих теорем следует характери-. 
стический признак параболоида: если при Я = m неприводимая 
над полем комплексных чисел вещественная алгебраическая 
поверхность имеет параллельные плоскости, то она является 
параболоидом. 

Пусть векторы А/,ч задают неасимптотические направления 
для поверхности/7,, (Л/,ч-—N£). Выясним строение множеств _Л/£ 
и В»; между элементами JV£ и В°ч установим взаимно однознач­
ное соответствие (указанные множества определяют G£). 

Теорема 4- Если множество В{ поверхности Fn не содер­
жит параллельных плоскостей, то F„ определяется уравнением 

J / Т {lambda} \S~j 

2 AJ(XV) 2 -v$+2 2 £*(-*--)•** =°- (--> 
./=-.0 \p=*1 ft=l / 

где h=2s, все арфО, deg|/.(jcv)<1, 1 < t < ^ < m , 4 —Я+1,яг. 
Множество В{ состоит из диаметральных плоскостей квадрики 

х {lambda} 

с уравнением 2 архр + 2 2 Ь (-b)-*<• -"• °-

Из теоремы 4 следует характеристический признак цент­
ральной квадрики: если неприводимая над полем комплексных 
чисел вещественная алгебраическая поверхность, инвариантная 
относительно группы G% • и е имеет параллельных плоскостей 
симметрии, то она является центральной квадрикой. В случае 
мнимого асимптотического конуса (дополнительное условие) 
получаем признак эллипсоида. 

Вообще говоря, Не принадлежит такой Я'-плоскости 
Uc'(V>%), что любая IIV ||Пс' пересекает Fn no (X'— ̂ -квад­
рикам с общей симметрией. Для получения общего уравнения 
поверхности Fn достаточно рассмотреть П?°, где [х0 — тах{Я'}, 
\ла>1. Из теорем 2 и 4 находим, что некоторая [х'-плоскость 
Пс' (xr), /- = 1, |x'>[i, разлагается в прямую сумму [̂ -плоскостей 
Пд / (у - 0, ~ < Г -к- - 1 ) - линейных оболочек множеств N». с 
cNfr соответственно (числа Цу при / > 0 аналогичны ц0); 
N^ и Всц' определяют группу Qfc. При этом справедлива [40] 

Теорема 5. Общее уравнение поверхности Fn, инвариантной 
относительно группы Од-, можно записать так: 

F{fj,xv+i, ...,хт) = 0, у - - - . 0 ^ < [ - ^ ] - 1 , я = 25, (12) 
где квадратичные многочлены /0 (хи . . . , .xn0), / i (xn„+b .. • 
. . . , ЛГЦ.+Ц,), . . . , /-(xix'-ti +ь . . . , Хц>) содержат все указанные 

184 



в скобках переменные (и зависят еще от л й - + ь . . . , х т ) , F есть 
многочлен от всех своих аргументов, имеющий степень s отно­
сительно /,.; при заданном j ц7-плоскость ПД/ | |П^ пересекает Fn 
по (И-у — 1)-квадрикам с общей симметрией. Плоскости симметрии 
поверхности Fn по направлениям векторов №v,j являются диамет­
ральными плоскостями квадрик с уравнениями fj = 0; если р > 
> 0 , то эти квадрики—-цилиндры. 

И наоборот, если поверхность Fn задана уравнением вида 
(12), то она инвариантна относительно группы G v , диамет­

ральные плоскости вышеуказанных квадрик являются ПЛОСКО­
СТЯМИ симметрии Fn, принадлежащими ее множеству диамет­
ральных плоскостей. 

2. Пусть группа Gn=-G[i. Индекс t означает, что линейная 
оболочка произвольной Оц (и)-орбиты вектора u£N\i — скажем, 
Л-/1 — Удовлетворяет такому условию: ХОТЯ бы одна Х-плоскость 
не лежащая на Fn и параллельная П?, не пересекает Fn по 
(%—• 1)-квадрикам. Имеет место [40], [54] 

Г е о р е м а 6. Если поверхность Fп инвариантна относительно 
группы GL то число Х > 2 и уравнение Fn допускает вид 

..? 

{sum} A ; ( x v ) ( x - . . . x o ^ — o . 
где n>degA. i / + .A,(s—;')> Ч-=-.-\- + -> т- Множество В% соЬтоит 
из плоскостей симметрии поверхности с уравнением x- . . . х%= 
= с^0. 

Тетраэдральная поверхность с уравнением х^ ... хт=*с^О 
инвариантна относительно группы Dm—DmdOm. Из теоремы 6 
находим характеристический признак этой поверхности: если 
неприводимая над полем комплексных чисел вещественная 
алгебраическая поверхность инвариантна относительно группы 
G'm, то она является тетраэдральной поверхностью. Его форму­
лировка допускает замену 0*т на группу От, содержащую Dm 
как единственную неприводимую _ко1;1ечную группу симметрии. 

Пусть ц-плоскость 1~\У(хг), r = - l , и, разлагается в прямую 
сумму (^-плоскостей И^ (у = 0, p), которые являются линейными 
оболочками орбит Nl (Ио=^)- с помощью теоремы 6 устанав­
ливается, ЧТО ЧИСЛО p < — 1 и любая Цй-плоскость (0< к <р), 
не лежащая на поверхности Fn и параллельная П?А, пересекает 
Fn по вещественным и, может- быть, мнимым тетраэдральным 
(щ —^-поверхностям. При этом существенно используется Сле­
дующее: Плоскость симметрии я поверхности F„, скажем, по 
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направлению аеЛ.1 является компонентой сопряженной и диамет­
ральной квадрики поверхности, определяемой уравнением 
хх . . . хк = с; далее, координатную систему можно выбрать так, 
что произвольная я параллельна осям 0.л:-.+ь ..-,Охт. Итак, 
справедлива [40] 

Теорема 7. Общее уравнение поверхности Em инвариант­
ной относительно группы (Зд, можно записать так: 

F^ .xM-b ...,x„.) = 0, J-6Tp<[%]-h (13) 
где IQ = XI ... х^, Si = xn0-i-i . . . x^+v.,, . . . . SP = •«J.-Hp+i ••••*«, 
E есть многочлен от всех своих аргументов, его степень отно­
сительно t,j не превосходит Г— 1. Плоскости симметрии поверх­
ности Fn по направлениям векторов орбит N^ ЯВЛЯЮТСЯ ПЛОС­
КОСТЯМИ симметрии поверхностей с уравнениями £/==-£ соответ­
ственно. 

И наоборот, если поверхность Fn задана уравнением вида 
(13), то она инвариантна относительно группы G/. 

Теоремы 5 и 7 имеются в обзорной статье [42]; здесь они 
приведены для полноты изложения соответствующих резуль­
татов. 

3. Пусть направления симметрии являются асимптотически­
ми для поверхности En, причем линейная оболочка каждой 
Сц(и)-орбиты вектора «eN,. —например, ГГ—•удовлетворяет 
следующему условию: хотя бы одна ^-плоскость, не лежащая 
на E„ и параллельная П\ пересекает En по (?•—T)-квадрикам 
с общей симметрией. Выделим этот случай тем, что в соответ­
ствующих обозначениях п. 2 вместо t поставим индекс s. 
A. Е. Велесько [13] доказал существование групп G., с бесконеч­
но порожденными кольцами инвариантов. В основе его конст­
рукции лежит известный пример Нагаты линейной группы, 
кольцо инвариантов которой бесконечно порождено. Из теорем 
5 и 7 следует, что каждая такая СЙ является группой G/. 
Строение множества /V выясняет [40], [54] 

Теорема 8. Поверхность Fn без параллельных плоскостей 
симметрии, инвариантная относительно группы G{, определяется 
.уравнением вида (11), если 2s>tt>deg.A / + 2(.5—/), l < t < 
< / , < / » ; при этом В1 = Вх. 

Эта теорема аналогична теореме 4. Соответствующие по­
верхности существенно отличаются своими геометриями, хотя 
их уравнения и близки по форме. 

Положим £-.—~&*v.*Y+-,'-> * = 1 ' J " Тогда уравнение 
•у 
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2 --Л-Я.-+ 2 ( 2 ь*"*) ХУ+2 м*=о (Н) 
задает плоскость симметрии поверхности Fn, сопряженную вектору 
а — (щ). Плоскости множества Bl (теорема 8) проходят через 
одну точку, скажем, О (&*..= 0). Коэффициенты при ху в уравне­
нии (14) могут обращаться тождественно в нуль. Если это имеет 
место в случае ч = Чо> т о -'•.у, —0. Выберем оси координат так, 
что в (14) числа ftfcv —0, к1-=.\ + 1 , /» '</». Любая из плоскостей 
В{ содержит оси Охх+и . . . . Охта, где т0=% или т'>%,. При 
этом предполагается, что плоскости В1(т0 — х) — параллельны— 
и только; линейные формы |f t =.ift(.xY2), .y2=--m0+l, fn. 

Множество Nl (Ц>^) состоит из нескольких орбит; ц-
плоскость 11^ является суммой различных [х -̂плоскостей 
лч IV (У==0,</), 1̂ 0 — >". Имеет место [54] 

Лемма 1. Если \i>%, то тй=т' и (хг-плоскость 
П / (0 < г < q) параллельна (т' — т)-плоскости W"'~x (хх+и . . . ' , x m 0. 

Плоскости 5ц параллельны осям Ox p (p = !~r), которые за­
дают направления симметрии N'{. Tai< как векторы TLx~x(xh), 
/г-~т + 1. А,, не входят в N{, то возможен случай ПЛ~-пП£-"=---0. 

Поэтому щ не будет, вообще говоря, прямой суммой ГУ. 
Возьмем ^-плоскость И£'(.х:,), • i=-=a+T, a + [̂  < m' ( а > т , 

й-|-|11>М- Уравнение (9) поверхности F п (с учетом леммы 1) 
принимает ВИД 

s 
2 -ЗД*в)е----=о1 (15) 
у---о 

То 

где 0— 2 apx|+228 ' ( -^ ' ) -* / , •/i>deg-By+2(.s-A 50^O, 
р—л-ь- -

^ + l < t 0 < a + [i.i, i)-==i-7--i, "{ —c»+{mu}i+l> W. 
Пусть n innS—n. 8 ^ . - , ) , t w — a + l , e < . \ . Оси Охда не задают 

направления симметрии и, значит, степень xw в е равна единице. 
Из уравнений (11) и (15) находим A 0 i ; — -309^. Следовательно, 
многочлены Аа, Вй (как и lw, 6 J зависят только от переменных хг. 

Л е м м а 2. В случае 8 > а + 1 выполняются соотношения 
А0«-В0 и |»'.=-в«', где w'e{w}. 

Если каждая из V-плоскостей 1Г || П* (V > X) пересекает 
поверхность E„ по (^' — 1)-квадрикам с общей симметрией, то 
положим m,--fflax{V}. Введем аналогично число /n2-=max {{mu}j} 

для П*1 1 # ' ( н > щ ) . Будем считать К = пц и |ii=*jn.i.n?*, П Г 
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соответствуют множествам Ns
mi, Ns,„,. С использованием теоремы 8 

и леммы 2 устанавливается [54], [59] 
Теорема 9. Dim (И?1 nn? s )< 1. 
При доказательстве теоремы 9 выявлена 
Лемма 3. Если П.?' ПП^-иД то g e ^ 8 E и 

А0(Ху.) = А№, В0(Ху')=-А'0Ц. (16) 
Теперь уравнения (11) и (15) поверхности Fп запишем так: 

- г % х ls~J 

2-M-Xv) 2 -V2 + 2 2 i*(JCY.)JC* =0, (17) 
y=0 LP=I *=--
J Г To M-M-i—- "I.-""./ 

2 -3; (*v) {sum} %x* + 2 J e , (xy') x, - 0 , (18) 
y_o Lp-={lambda}+i . . - я , 

где Л0, Z?0 удовлетворяют условиям (16); f —h + 1, in, 1<т <;>.., 
Я, + 1<г 0 <?. +Hi — l, 4 — Ь + щ , т, ю = 1ф1 и -yj—m' + l, /га. 

Лемма 4. Уравнение поверхности Fn, инвариантной относи­
тельно группы G£ [ ГЦ"' П ПТЕ =--= 0, приводится к любому из видов 
(17) и (18). 

4. Перейдем к рассмотрению общей схемы строения |х-пло­
скости Г£ и множества В» (они определяют группу (_*>). 

Существует такой набор Цу-плоскостей П^(у'—0,^) — 
линейных оболочек Nfi. , — что 

П? = П?°+ . . . 4-П>, (19) 

причем каждая из [Лу - плоскостей II ; | IL^i (\i'j > |Лу) не пересе­
кает поверхность Fn по (цу — 1)-квадрикам с общей симметрией. 
Множества .5,1 состоят из диаметральных плоскостей цилиндров 
второго порядка, определяемых уравнением Fm —согласно тео­
реме 8. Плоскости В», пересекаются с любой из (Ху-плоскостей 
П^/ЦП^/ по ([л, — 1)-пЛоскостям, параллельным в 11*1 некоторым 
^-плоскостям Uy', 0<Y/-<(Xy— 1. Каждое из множеств {П^'Пгсу}, 
где %j — произвольный элемент 5.1 , содержит dy— [д.; — Yy линей­
но независимых (Цу— 1)-плоскостей; они являются диаметральными 
(\Xj —- 1)-плоскостями (Цу — 1)-поверхностей U^if]F„ и сопряжены 
направлениям симметрии с линейными оболочками 

nd/-=n^env/ . (20) 
Здесь плоскости В»., сопряженные векторам Ilrf', проходят' 

через Ш/. 
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Выделим следующее утверждение (как модификацию леммы 1). 
Лемма 5. Пусть /-плоскость IlJ (̂ -плоскость U$=£llf

s) 
есть линейная оболочка орбиты Ns

f(Ng) некоторого вектора 
uQNf (v£Ng) относительно группы G». Тогда плоскости В^ 
по направлениям Ns

f параллельны nf. 
Положим nv.-=nS-+ . . . -гП^-> (0<г<?). Лемма 5 показы­

вает, что плоскости множества В» параллельны ИГГ; прямые 
IT/Vnlr- не определяют направления симметрии, т.е. являются 
асимптотическими ДЛЯ ([л, — 1)-поверхности H*T\Fn. 

Линейные оболочки всех орбит (=£Ns
f) векторов ЛГд относи­

тельно G£ дают в сумме, скажем, v - плоскость IIV. Построим 
d-плоскость П-еЩ! аналогично П^'бП^. Согласно (20) и лем­
ме 5, в № можно выбрать оси координат Оха (a=T7d) так, 
что плоскости В*», по направлениям симметрии, определяемым 
прямыми IF, являются диаметральными плоскостями цилиндров 
с уравнениями 2 а « 4 = ^ Яа-у̂ О; все другие оси координат 

a 
лежат в IP и П̂ ОДО. Следовательно, имеет место 

Лемма 6. Dira(nv+№)----v + d. 
Из лемм 5 и 6 следует 
Лемма 7. В разложении (19) (х̂ -плоскости ITV определяют­

ся однозначно (с точностью до их нумерации). 
пусть пш*=1Г, ть ke{o,...,?}, / - = ^ ; пР*-п^пп°Ч 

рк>0. Зафиксируем П^, считая, например, ч0>ь> ••• >Ча-
TaR как iVrcifr (р<г<д), т о П"---1Г>пП\ vf<pr, и 1Т>-= 
== IVг Ф IIе г, v, == 43 г + С г. 

Лемма 8. Если П'.--.1Г-+ . . . + Й , « , то П^-П^П-П'-. 
Так как Пт* (0< k < q) пересекает, может быть, n V / ( / > k ) 

по прямым, то 6ft>0 есть размерность их множества Pk, не со­
держащего при k>0 прямых П*. В П у, ПС/(с0=--7о) поместим df, 
Cj осей координат; бу, J < q, из них принадлежат Р]. Переобозна-
чим эти оси через Oytl, i1=-1, ти и Ozt„ i2=l, т2, соответ­
ственно (другие—Охи, /3 = -. Щ\ mi + m2={mu}, ц + т 3 = т ) ; 

У ъ *•**• 

Ь<1и> 0<k<q, есть число всех осей координат в П , Т/=Т/ 
при / < 2 . Далее,. %к>0—число осей в iC", не принадлежащих 
{nY*nlIV/, J¥=k}\ d r =-d 0 + . . .+d r _1 , p r - ^ o + - - - + V i . «o= 
=60==-0. На основании теорем 3, 9 и лемм 1 — 8 справедлива 
[56], ]59] 
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Т е о р е м а 10. Поверхность F„, инвариантная относительно 
группы GjL определяется любым из следующих уравнений: 

ф ^ 2 ^ . ' 2^.p-/2a,+p-t-2iy.t2P/.+{tau}+ 
•1=0 \р=1 ' х-1 

+ 2ч;,~ш2~(/))' —О.' /---077. 
<х(Л / 

где £dj = mu ^ ^ y — p{le}w2.'индекс a(k), 0<k<q, принимает 
J J 

о*—7А —^* различных значений, принадлежащих {(3 + 1, . . . , m2}; 
многочлен /?/.,о содержит -sft-yio степень произведения ak линейных 
функций ИЗ {Яу,о(/)| j=fck}. При ЭТОМ 7 г П Л 0 С К 0 С Т и П ^ (/=~0>~Г, 
1 < г •< -7) определяют такое невырожденное аффинное преобразо­
вание А г, действующее вне П/ тождертвенио, что уравнение 
At (Fn) имеет вид 

-> 

<-0 
многочлен 

В указанных уравнениях «у,-,, а' —вещественные коэффициенты; 
мнргочлены Rj,{, R\tt и линейные функции lj,t, я/.а<л. l'r>x 
зависят только от переменных xt,. Плоскости мнджества 23£ состоят, 
из диаметральных плоскостей цилиндра с уравнением £г=-0. 

И наоборот, если поверхность Fn может быть задана каждым 
из уравнений <fy=0, то она инвариантна относительно группы О», 
соответствующей направлениям симметрии с линейной оболочкой П£. 

р 

Пусть ^ , , = . 2 *PA+t.aJ-«> гДе р=т3 = т — [х, ТГ=ТГТЙ» 
0 - 1 _ 

0<k<<-7. Если координаты ирД+~ вектора и||П/ соответствуют 
переменным 2pft+t) тр ему сопряжена плоскость симметрии поверх-

/> Yft 

НОСТИ F „ c Уравнением 2 £a.*a —О При ̂  -;РА+т,оирА,-1-т — Са. Тйк 
а—1 г-1 

как F„ отлична от цилиндра, то указанная система линейных 
уравнений относительно щк+% должна иметь только одно ненулевое 
решение. Поэтому р>Чь функции l'kiX содержат по крайней 
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мере -/ft .переменных с ненулевыми коэффициентами. Значит, 
имеет место 

Л е м м а 9. При любом к ранг матрицы ||йрА+т,«1| равен f4.' 
Из леммы 9 следует, что р>т.ах{ч,}. 
Л е м м а 10. Если riJnnV"0. /{in}W, то число р>2. 
В работе [59] дана идея разбиения (в первом приближении) 

множества всех групп ОД на попарно непересекающиеся подмно­
жества. Рассмотрим более подробно путь ее реализации. 

Обозначим через ah сигнатуру Квадратичной формы 

2 - V a . + p (теорема 10). Пусть dk,yk ( K d b Т*<-И-Й —1) есть 
р-=о " 
цилиндр с уравнением £ й =0. На основании леммы 9 цилиндр 
GrfA.vA

 в некоторой системе координат определяется уравнением 

Это- уравнение в (|л/. + чл)-плос1-Рст-- n/®n.VA(x-;) задает 
(l-ft+Tft- 1)-коиус, который не является (|АА + ч6—1)-цилиндром; 
наибольшая размерность образующей Сцк,ук равна /и. — И-'А — Та--' 
Поскольку каждому направлению симметрии u\\l\.s сопряжена 
только одна диаметральная ПЛОСКОСТЬ Са„,ук, с точностью до изо­
морфизма группа ОДд определяется однозначно цилиндром CdA>Vft-

Следрвателыю, при фиксированных d,v и Ч/. число попарно неизо-
морфных групп G»k равно dft (соответственно с..—О, dA—1). Если 
OJ, С---.5Д , то их изоморфизм задается невырожденным аффинным 
соответствием. 

Таким образом, естественно выделяются, скажем, типы Т/к,ук 

групп ОД • Группы каждого типа имеют числовые характеристики: 

ц < я г — 2 (лемма 10), [i f t>2 ( 2 1~7>.-Ч» Kd*<l~f t—Ь •-»*t 

от —{mu}>max{H/j—dft} (лемма 9). 
Пусть -ft;} содержит ровно .p 0 +l (0<А><<7) чисел max-ft.,}, 

равных некоторым уг (0<j'<q). Если в (19) ч 0 > . . . >ч«, то 
•Y0= . . . =-=*f-0. При p a > 1 перенумеруем ЛУ}' произвольным обра-. 
зом так, что 

d0 ==-...— da , > dm+1 =--...--= dat+o, > • . . 

•••^«^•••^V»^^0' (21 
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где aj — a .-f . . . +ос,. Каждый из типов Г J разобьем на мно­
жества Тй°^11¥о.у1 соответственно 7"2l,v»- Продолжив такое разбие­
ние, найдем множества 

o„. . - f f c [ l , . . . , (J o . + r . . crp o , сг0 о +1...(г9 

Т « | . . . а / + 1 (pc) — -rrf,,.--rfC(l,.--11io(-+1...rfp ( |, <-p0+l.{cdot}."-;Vo...Yp0 V? 

групп Gil, зависящие, в частности, от числа р-«1+ • • • + °-7+1 
и указанных его слагаемых. Изменив нумерацию, скажем, первых 
6.1-1-1 линейных оболочек, получим 

"о-'-а, da;+1---':fP»"/A,+l---d-7:V».-{cdot}Vp0 V 

Каждое из этих множеств принадлежит {ТЯ1...« (p0)}. Поэтому 
справедлива 

Л е м м а П. Независимо от нумерации Ч/'-ндаюкостей Ш / 
(У'—ОТА,) любые два из множеств ТЛ1...а,+ (Р0) не имеют общих 
элементов. 

Следовательно, выделены классы Fa....a /+ (p0) групп О^ 
Выполнение условия (21) в лемме 11 определяется построением 
этих классов. 

Если TfPc+i- • . . ==YPI (Po<cl)> Т0> МОЖНО считать, 

dp„+l:;= • • • -= dp. >dpi+l • — . . • - й?р,+Р,> ••• > d p ' + j — 

-=- . . . — dp^ + p m — dp,, 

гдер,..=.= р ,+ . . .+р, . При этом для множеств Тв|1#.в/+1> ^..p^.G-V А ) -

"«•.•Оа, с 'в '+Г--0 ' /» . 'о--«+1" , 0 'Р. ° ,8'+Г"С,. ,''СГ''-+1'"0'-7 
п-ч / t 

~ • " "'"•••''а, d^+l" - ' ' / 'o' r fP«H-l" , ' 'P1 - ,p' .f .r--- fp ."-p.+l------
Y«--V/7.,.V-oH-1...V-1 Y,- . 

имеет место утверждение, аналогичное лемме П. Значит» 
Т«,. .«ж,р,...р,+10-,о> А)-подклассы Т - , . . . ^ , (p0). Т а к Ж е прово­
дится дальнейшее разбиение этчх подклассов на множества в 
случае pt < q. 

Взаимное расположение Ш./ учитывается следующим образом. 
Пусть П^1+р----Пг-'+РП(Ш«+....+Пл '«-), p----1~J2. Так как 
нумерация nVa'+p несущественна, то положим 

« Ч - И — . . . = = « p , > - " p J + i - . . . =-"р1 + р , > . . . >v • , - - = . . . = = "-+1' 
==%;+Рг+1='Уа '+«'> 

192 



где PJ. —= Pi -+- • • • + p r . Если px = q (для упрощения обозначений) 
то подклассы разделяются на виды Г«1

1'...а''Д1
1.р1...р,+1 (/?0, ри с̂  + а-).' 

Аналогично используются 

1Га.-И.+т=П^а,+ а--Ип(ПГо + . . . -+1]>«), 

t = 1, а3 —и т. д. После такого рассмотрения ГГ", .'.., П>» и 
1IY.0.4- 1._..,, IF- учитываются первоначально х)Ро+0,-плоскости 
Пвр-+«--=П^-+«'---.1.Гр.+->П(П^+ . . . +№«.), со = Т7р^> 0 . ^ДалГ-
нейший ход рассуждений теперь ясен. 

Указанное разбиение всех групп GJ, на подмножества полезно 
для изучения GjL их инвариантов. По-видимому, оно может быть 
использовано, согласно теореме 10, и при рассмотрении задачи 
о классификации квадратичных форм, коэффициенты которых 
зависят от точки многообразия (И. М. Гельфанд, А. С. Мищен­
ко [20]). ,.;:••••••'••• 

5. T. Ю. Сысоева [111] нашла редуктивные алгебраические 
группы, порожденные отражениями. А. Е. Залесский [228] впер­
вые построил пример группы С?8 в пространстве E1J, алгебра 
инвариантов которой не является свободной (некоторые аргумен­
ты А. Вагнера [222] оказались неточными); по теоремам 5 и 7 
группа OB=OQ- Пространство инвариантов третьей степени ука­
занной GB определяется многочленами третьей степени от 
Xj ( / = i3==l, 2, 3) и формами / 1 = 2^1.x323 + 2x1x224 —xib/i+ 
+ 2-jcaJca»5— ХяУЬ f2 = 2xlx2Zi + 2x\2z2+2x2

2z5 — xly'2l — х2у% 
f3~-^2xixazx + 2xiXzz2—2xlxazz~-2xlZ4--x3y2

l + x2yl. ' В [58] 
[62] дано геометрическое описание группы G3 и приведено (на 
основании теоремы 10) уравнение поверхности E„, инвариантной 
относительно Gs. Пусть множество Р образуют все общие плос­
кости симметрии цилиндров, определяемых уравнениями /у.-=0. 
Если ~х •-= (ур zhXj), i = 175, — текущий вектор, то любая плос-, 
кость Р сопряжена "u= (fi, uh 0, 0, 0). Имеет место [62] 

Л е м м а 12. Множество Р состоит из диаметральных плоско­
стей цилиндров с уравнениями %x=.y\ — 2x2Z\ — 2xi22=0, |2— 
rs t / | - 2xuza - 2x224-= 0, я = 1з — 2*1.23.= #1 - 2x2.25 —2x^3-=0. 
ЭТИ плоскости сопряжены векторам и, параллельным ; соответст« 
венно 3-плоскостяй №(У\, zu z2), vx=£0, П3 (у2, z3, z4), "2.т--0,' 
и Н'ШГР^з.гб), «Og-jbO, . где И1 определяется уравнениями 
г . — г3 — 0, z2 = 0, z - 0 , . . . , x 3 — °- ш '••' 

По лемме 12 группа Gs принадлежит классу Тт,т (п. 4). 
Выделим аффинное преобразование <p:x->(у), Zi+Zz,z2,Zi,z5,xj). 
Из теоремы 10 и леммы 12 следует [62] 
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Теорема 11. Произвольная поверхность F,,, инвариантная 
•относительно группы Gg, определяется уравнением E( | ;.,xy)-=0 
(У .=•- 1, 2, 3), которое преобразованием Ф приводится к виду 
JF' (••'-, Ui> У2, zu z2, zit Xj)=0-, F и F' есть многочлены от ука­
занных в скобках переменных, 

И наоборот, если поверхность Fn может быть задана любым 
из уравнений E —0 и E'—0, то она инвариантна относительно 
группы OL 

Минимальная размерность пространства Ет, в котором суще­
ствует группа Оц c несвободной алгеброй инв&риантов, равна 
-зосьми (А. Б. Велесько [14], [15]). 

Рассмотрим цилиндры E/+ 1 порядка г + 1 с уравнениями 
г 

xi . . . xr2i; + ^_a0-.xi . . . xt ... хТу\ = с, r--=t2>\6, (22) 

где коэффициенты atJ (/ = 1,2,3) принадлежат алгебраически 
замкнутому полю К характеристики 0, при этом они алгебраи­
чески независимы над простым подполем поля К; xt означает 
•отсутствие xt. Цилиндры E/+ i имеют группу симметрии, кольцо 
инвариантов которой является бесконечно порожденным 
(А. Е. Велесько [13]). В основе конструкции работы [13] лежит 

известный пример Нагаты, дающий отрицательное решение 14-ой 
проблемы Гильберта (например, [83]). Из конструкции Р1агаты 
выводятся все известные контрпримеры; соответствующие группы 
вложены в GL2r (r = t2>16). Чудновский (см. [202]) утверждает, 
что f^t 10 достаточно. . 

Отметим, что отдельные вопросы теории бесконечных групп 
преобразований, их инвариантов (или связанные с ними) рас­
сматривались также в статьях [2], [4], [11], [12], [16], [22], [23], 
157], [72]-[74], (128], [131], [139], [168], [171Ы173], [177], 
|192], [207]. 

Пусть в (22) коэффициенты а^ вещественны и алгебраически 
независимы над полем рациональных чисел, FJ

r+iQE2r+3. Обозна­
чим через Q множество всех общих плоскостей симметрии цилинд­
ров Er+i 1 направления симметрии которых параллельны коорди­
натной (г+3)-плоскости переменных yh zt\ любая плоскость Q 
сопряжена u=(4)h Up 0, 0, 0). Косые отражения относительно пло­
скостей Q определяют группу Ог-. Строение множества Q пока­
зывает 

Лемма 13. Множество Q состоит из диаметральных пло. 
скостей цилиндров, определяемых уравнениями aiiyf-i-XiZj=Oi 

Эти ПЛОСКОСТИ сопряжены векторам «(•о^О), параллельным 
•2-плоскостям с уравнениями a^Zi — a^, ai3

zi---~n2{cdot}3» Ук=0 
,$ф/1=»\,г), x-=0 (1 = 1, г). 
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В 3-плоскости IP (Zj) некоторые прямые dt зададим' уравнения--
ми -21 = ргг2, zx =0.2- , где 

ЕСЛИ координатная система прямоугольна, то направление прямых 
определяют векторы / , = (р(о„ аи р,). 

Л е м м а 14. Любые три вектора системы p ; некомпланарны. 
Выберем на основании леммы 14 новую систему координат 

так, что векторы р , (/ = 1,2,3) будут задавать направления 
осей Oz'j-, оси Oyh Ox, остаются неизменными. Запиашм фор­
мулы преобразования координат в П3: 

3 3 3 
z 1 = 2 Pjajz'j> 2з = 2 ~уг), гъ = 2 Р;.2у• (23) 

У - 1 . / • = . 7 = 1 

Линейные оболочки П/ трех G-j,- (и)-орбит (всего их г) являют­
ся координатными. По лемме 13 и формулам (23) соответствую­
щие плоскости Q (i = 1,2, 3) принадлежат множеству диамет­
ральных плоскостей цилиндров с уравнениями 6у = с, где-
gi — anyf + Pia-.x^, h^a-myl + o^z'n, £3 = '%1.-Уз + Рз*з2:з- Сле­
довательно, поверхность Fn, инвариантная относительно группы 
G2-, определяется уравнением 

F&j, у*а, xt) = 0, а = * ~ ~ ; (24> 

F есть многочлен от указанных в скобках переменных. В (24) 
вместо | ] , например, можно поставить квадратичную форму 
а^у\-\-ахххг'у 

Найдем по формулам (23) координаты ар, вектора 
/?р ( 3 < р < г ) . Далее, перейдем к новой системе координат,. 
заменив Oz'3 осью Oz\ с базисным вектором pg (O2J—Oz"v. 
Oz'2 = Oz"2y, Л-. — преобразование координат. При этом z\ = z\-\-
-\-a$\z"v z^z\-\-a^z"z, г'ъ=а^г"^ на других переменных дей­
ствие Ар является тождественным. Возьмем формы Si —--j1i/i + 

з 
-\-pxoxxxz"v Ca—,fl22i/l+-'2--a{cdot}«J- Подвергнув ai^ + xp 2 op) пре­
образованию .Ар, выделим из полученной формы часть £p=-

з 
=*ap.2t/2 + 2 apyOyjcp̂ g. Диаметральные плоскости цилиндров 

с уравнениями £-, =- с (X ••= 1, 2, Р), сопряженные и \| Щ, принад-
1з* -9--



•лежат Q. Многочлен 
Ae{F)=F3(h,yl,Xl), p-^Y-зГ^; (25) 

смысл F и F p одинаков. Таким образом, имеет место [60] 
Т е о р е м а 12. Уравнение поверхности F т инвариантной 

относительно группы СИЛ> можно представить в виде (24), где 
для многочлена F справедлива формула (25). И наоборот, если 
поверхность F„ определяется уравнением (24) при условии (25), 
то она инвариантна относительно Qlr. 

6. Взаимное расположение I I v * ( l < k < ^ ) и TLy°-\- ... +Ш*-1 
может быть достаточно произвольным [61]. Ситуации такого рода 
рассмотрены в статье И. М. Гельфанда, В. А. Пономарева [21]. 
Из теоремы 10 следует простой и эффективный метод построения 
поверхности F,., с группой G1I, не допускающей расширения. 
Он дает принципиальную. возможность выделить при каждом q 
и все ограничен ля, налагаемые на расположение nv* и HVo —|— . . . 
_...+1lY*->. Рассмотрим случай <~--=2.. Соответствующее ограни­
чение устанавливает [65] 

Т е о р е м а 13. Если три линейные оболочки П^0, П^Р, П"".' 
( 0 < а , р1, , < ? ; И-а > ^р > И-v) пересекаются по прямой I, то 
/—11^'П(ПД~,+ 11Ди). 
, В работе [63] получена 

Т е о р е м а 14. Пусть "fy-плоскости П7/ (/=--0, 1,2) Не пере­
секаются по одной прямой. Тогда взаимное расположение 1Р'-' 
может быть произвольным, 

При доказательстве теоремы 14 приведены уравнения спе­
циальных поверхностей Flt, инвариантных относительно G£; вы­
делены также множества В» плоскостей симметрии F„. 

Остановимся подробно (в качестве иллюстрации) на случае, 
когда любые две из Ilv/ пересекаются только в начале коорди­
нат О. Положим ч0--=?.-, Tfi=7=|A, y--=v (?»>(x>v); П'-^П^ФП11, 
П° = HvППг, 0 < r o < v , t—v--.-". Возьмем поверхность Fn с урав­
нением 

./?h/? + 2 b&i | + S Ы+_^^+сг) + Г (f/!+2x^+»-+H==c' 
\ / -1 / \ o-1 / \ ft-1 / 

где неопределенные многочлены R, S,T и линейные функции £(, 
£a, х* зависят от переменных .#*„ i3 = 1, p > 2 (лемма 10). 
. Проведем в Иг (г — 1)-плоскоеш Па (К о < р) через IP и оси 
Ozv+u • • • > Ozx+a, . . . . 02vn* (0«fc+* означает отсутствие Ozk+a 
-аким образом, что ни однаиз осей Ozt (t— 1, -и) не принадле-
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жит пересечению всех П„. Запишем уравнения П0: 
V 

•2{lambda}+4 = 2 a<"~V сг=ТПГ. (27) 
. = 1 

Согласно выбору Пс, чдао 2 а а < > ° 
при любом t. Так как 

_ а 
II» П---•_(£ то 

rang||a<-,|| = 'o. (28) 
Если t ) < ^ , то считаем, что Ozt принадлежат П^ФП-1; снова 

в П> проведем (г—1)-плоскости ffE через П-1 и оси Oz0+1, . . . 
. . . , Ozv+e, .. .,Ozx+m (Ke<-iv — '0). Они определяются уравне­
ниями 

V 

г-+в = 2 ^ 2 „ е= 1, % — -в. (29) 
' = 1 

Здесь уже возможен случай 2&е<'—0, 1 < * '< "• Пересечение 
е 

Я0 и Пе есть П- с уравнениями (27) и (29) в ПГ. 
Перейдем в Пг к новой системе координат: 

(за) 

2{lambda}+o-=2̂ +0+ _2-i a<3tz't-

Найдем R, S, Г и £г, £а» при которых (26), с учетом (30), 
принимает вид 

Z{lambda}+o + 

+Т(^+2ос;2;+_х^+.г+П=с. (зь 
\ < -1 . 'ft=l • : / 

На основании (26), (30) и (31) положим 
, . .{lambda}-» \ • •• и . , ••• • •••.'• 

8 - 1 ' 0=1 

где число р =?--0. будем находить %'t: по формулам (32), считая 
заданными Сет. Согласно (28), мнргочлены %'t линейвд независимы-
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Если г»<Х, то при любых числах btt линейные функции .-, тоже 
можно выбрать линейно независимыми; многочлен r = R+p_1S. 
Плоскости симметрии полученной F„ являются диаметральны­
ми плоскостями квадрик, определяемых, согласно теореме 10,. 
уравнениями (26) и формулами (32). 
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