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П. Освальд 

О СРЕДНИХ МАРЦИНКЕВИЧА ДВОЙНЫХ ИНТЕГРАЛОВ ФУРЬЕ 
В Н р ( р ^ 1 ) 

Пусть RN — АЛмерное евклидово пространство Через 
S'=S'(RN) обозначим пространство обобщенных функций медленного 
роста*. Классы Харди HP=HP(RN) при р < 1 введены в работе [1]. 
Одно из эквивалентных определений, данных в [1], гласит: распределе­
ние f(x)^S'(RN) принадлежит HP(RN), если существует гармониче­
ская в RM+i = / ) : х е RNy t^R1, tyO} функция, для которой 
f{x) = lim u(x,t) (сходимость в S') и 

и+ (х) = sup | и (*, t) | e = L p = L p (RN). 
t>o 

При этом HP(RN) с квазинормой ||/[| f N =\\и+\\ N является ква* 
H p ( R ) L p ( R ) 

зибанаховым пространством. В настоящее время для изучения свойств 
классов HP(RN) и различных их обобщений имеется ряд мощных ме­
тодов (см. работы [1—6] и указанную в них литературу). Особенно 
удачными, на наш взгляд, оказались атомарные представления в клас­
сах Харди при р < 1 . В настоящей заметке эта техника применяется 
к исследованию суммируемости интегралов Фурье методами типа Мар-
цинкевича. 

Пусть |я|оо = тах|я&|; через \х\ обозначим обычную евклидову 
норму для х= (хи xN)^RN. Тогда функции 

Mef (х) = (2n)-» j exp (- e I у I.,) J (у) e^dy (1> 
RN 

и 

Mlf(x) = (2я) -" J (1 -(в\у\„у)*+ J(y)e*>dy (2> 

назовем соответственно средними Марцинкевича — Абеля и сред­
ними Марцинкевича — Рисса порядка 6 > 0 (всюду е > 0 , JV>2). В силу 
того что для f(x)^Hp(RN), р < 1 , преобразование Фурье J (у) является 
непрерывной функцией, удовлетворяющей неравенству [1] 

\7(У)\<С\у Г / ^ I / Ц ^ А Г , , У е RN; (3) 

средние (1), (2) определены, как обычные функции, и являются 
непрерывными и ограниченными на всем RN и для любого е > 0 . Отме-

* Не ограничивая общности, приводим все рассуждения для вещественнознач-
ного случая. 
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тим, что для двойных рядов Фурье функций из ЬР(Т2), р > 1 , соответ­
ствующие средние (2) при 6 = 1 введены Марцинкевичем [7]. В настоя­
щее время известен ряд исследований, посвященных свойствам сходи­
мости и приближения средних типа (1), (2) для кратных рядов 
(интегралов) Фурье в классах С и L p , р>1 (см., например, [7—11]). 
Что касается классов Харди при р < 1 , то нам известна лишь рабо­
та [12], в которой приводятся оценки приближения средними Марцин­
кевича — Чезаро степенного ряда для аналитических функций в поли* 
диске. В частности, из результатов [12] вытекает Яр-сходимость соот­
ветствующих средних (2) для функций из класса Харди в полидиске, 
когда 6>N(\lp—1) и p>(N—\)JN. 

Приведем наши результаты, связанные со сходимостью средних 
(1), (2) почти всюду и по квазинорме в HP{R2). Пусть 

MJ(х) = sup\Mef (х) I, M*f (x) = sup IMlf (x) |, x<= R\ 
8>0 8>0 

суть соответствующие максимальные функции. 
Т е о р е м а 1. Пусть f(x)^Hp(R2), где 1 / 2 < р < 1 . Тогда для почти 

всех x^R2 имеет место Af*/(x)<oo. Более точно, 

mes {х G E R*: MJ (х) >t}< Ct~^ (||/||я 1 / 2 да,)1/*, t > 0, (4> 

при р = 1/2 (слабая (# i / 2 , L\/2) -оценка) и 

\\MJ\Vpm<Cp\\f\\»PW) (5> 
при 1 /2<р<1 (сильная (HPf Lp)-оценка). 

Утверждения (4), (5) окончательны в том смысле, что при р < 1 / 2 
слабая ( Я р , Lp) -оценка уже неверна, а при р = 1/2 неверна сильная 
(Я1/2, L1/2)-оценка. Из теоремы 1 вытекают следствия. 

С л е д с т в и е 1. Если f(x)^Hp(R2), 1 / 2 < р < 1 , то для почти всех 
x^R2 существует 

\imM4(x)=fo(x)(=Lp(R2). (6) 
8-^0 

С л е д с т в и е 2. Если f(x)^Hp(R2), 1 / 2 < р < 1 , то справедливо 
равенство 

lim | | / - а д ™ = 0. (7). 
е->0 И 

С другой стороны, при 0 < р < 1 / 2 существует функция f(x)^Hp(R2), 
для которой Mtf(x)diHp(R2) при всех е > 0 . Точнее, 

W l y *•)==<», е > 0 . (8> 

Т е о р е м а 2. Пусть f(x)s=Hp(R2). Если 6 > б 0 ( р ) =2(1/р— 1) и 
1 / 2 < р < 1 , то 

| |^/|к рда)<Ср, б1|/|я рда). (9) 

При 1 / 2 < р < 1 , б = б 0 (р) и при р=1 /2 , б > 2 справедливо неравен­
ство 

rnes{х е- R2: M*f(x) >t}< CPt61-"(||/Ця^, t > 0. (10) 

Справедливы также соответствующие следствия о сходимости сред­
них (2) почти всюду и по квазинорме в HP(R2). Наиболее интересным 
отрицательным фактом является отсутствие слабой (Я р , Ьр) -оценки 
(10) при р = 1 / 2 и 6 = 2. 
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Необходимо сравнить приведенные утверждения с результатами 
недавней работы [13], касающимися средних Рисса — Бохнера 

Slf(x) = {2n)-» J (1-(е\у\)%](у)е*Ус1у, е > 0 , (11) 

для f(x)^Hp(RN), 0 < р < 1 . В [13] доказано, что соответствующая мак­
симальная функция S*6f(x) допускает слабую (Я р , Ьр) -оценку при 
Ь = Ь'0(р) = Я (1/р — 1) + и сильную (Я р , Ьр) -оценку при 

5>6о'(р) ( 0 < р < 1 ; цоследний результат отмечен и в [14]). Таким об­
разом, при N=2 и р > 1 / 2 критический показатель бо(р) для средних 
Марцинкевича — Рисса меньше до'(р) для средних Рисса — Бохнера 
в то время, как при р < 1 / 2 средние (2) по сравнению со средними (И) 
резко портятся. Последнее замечание справедливо и относительно сред­
них Абеля — Пуассона 

SJ (х) = (2n)-N J ехр ( - е | у |) / (у) e**dy, г > О, 
RN 

и средних (1), так как в силу результатов [1] 
S.f(х) = и+(х) для f(x)^Hp(RN) и любых 0 < р < 1 . 

Вероятно, это связано с недостаточной гладкостью мультипликаторов 
Фурье, порождающих средние (1), (2), вдоль линий \у\\ = \у2\, то есть 
с наличием угловых точек у квадрата. 

Ввиду ограниченности объема мы остановимся лишь на существен­
ных моментах доказательства теоремы 1 и ее следствий, подробные же 
дбказательства теоремы 2 предполагаем опубликовать в другой статье. 

В доказательствах мы используем атомарные представления 
в HP(RN)7 которые первоначально введены в [15] для N=1 и развиты 
затем в работах [16, 3, 4] и других. Пусть 0 < р < 1 и s>-[N ^ - — l j j j — 

натуральное число. Функция a(x)^Loo(RN) называется (р, оо , s)-ато­
мом (с центром в Xo<^RN), если для некоторого шара 

I = {x<=R": \х—х0\<г}, г > 0 , 
выполнены соотношения 

suppa(#)c: / , 

i ° h „ w » , < ^ > ' . ( 1 2 ) 

J axx?dx==Q для всех мультииндексов a c | a | < s . 
R N 

Имеет место 
П р е д л о ж е н и е 1. (см. [4]). Пусть 0 < р < 1 , s^>[N(lJp— 1)]. 

(а) Для любой f(x)^Hp(RN) существует атомарное представление 

/(*) = L М / ( * ) (сходимость в Hp(RN))9 (13) 

где uf(x) суть (р, со, s)-атомы, а Я/ — вещественные числа, причем 
Л | Я; \р < ею. Более того, имеет место 

(Е^ / Г ) 1 / р < С р , 5 | | / | | я ( ^ г (14) 
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(б) Если f{x)(=S'(RN) представлена в виде (13), причем сходимость 
ряда требуется лишь в S\ и ai(x)i Я/ удовлетворяют указанным свой-
ствам, то f(x)^Hp(RN) и 

i/iu^<cp(Eu/ip) i /p. 
Р J>I 

Предложение 1 позволяет стандартным путем вывести теорему 1 
из следующего утверждения. 

Л е м м а 1. Для любого (р, со, 2)-атома а{х), р>1 /2 , имеем 
mes{xtER2:M*a(x)>t}<Ct-1/2, t>0, р=1/2 , (15) 

\\M.a\\Lpm<Cr 1 / 2 < р < 1 . (16) 

В самом деле, пусть сначала 1 / 2 < р < 1 , и предположим, что (16) 
уже доказано. Для f(x)^Hp(R2) найдем согласно предложению 1(a) 
атомарное представление (13) с 5 = 2. В силу очевидного неравенства 
(вытекающего непосредственно из (1), (3) и (13)) 

MJ (*)< 2 I 1 М*а> (*) > х ^ Я 2 , (17) 

получим с помощью (16) и (14) 

что доказывает (5). 
Оценка (4) для случая р = 1 / 2 извлекается аналогичным путем из 

предложения 1(a), (15) и (17), если учесть 
П р е д л о ж е н и е 2 (см. [13]). Пусть 0 < р < 1 и fj(x) — измеримые 

функции, удовлетворяющие неравенству 
mes{x(=RN:\f}{x)\>t}<Ct-»t / > 0 , / > 1 . 

Тогда 

У>1 />1 
если 

Е\с,\р<оо. 

Итак, докажем лемму 1. Пусть Л/= 2. Простое вычисление убеж­
дает, что тогда ядра средних (1) имеют вид 

Кг (х)= J ехр ( - е | у и) er**y dy = 8е 2 (е 2 + (^ + х 2 ) 2 ) - 1 (е 2 + ( * Г - J C ^ 2 ) - 1 . 

я 2 

(18) 
Для упрощения выкладок всюду обозначим: 

u{=xi+x2i и2=Х\~х2у vi = yi+y2, v2 = y{—y2 

И f(Xi,X2)=f(Ui9U2). 
Тогда, в частности, 

Мва (х) г Жа (а) = — 1 /2 (2я)- 2 j а (u)tfe (а — v) dv. (19) 
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< 

Займемся оценкой величины |Af ea(«) | . Без ограничения общности 
считаем х0=0, то есть I={x<=R2: \х\ <г}. Легко заметить, что 
2 _ 1/Ра(ы) является (р, оо , 2)-атомом относительно новых координат и 
с suppa(u)czr={u(=R2:\u\<r'=y2-r}. Фиксируем произвольное ш = # 2 , 
и пусть P3(v) — полином Тейлора степени 2 для Кс{и—v) относительно 
точки а 0 = 0. Тогда (см. (12)) 

I Ш(и) | = ^ | J" а (v) Щ, (и -v)-P2 (v)) dv 
г 

< С1 a \ L m m J |fo (u v) Р 2 (о) I < СГ-УРГ* sup _ I D»tfe (») I, 

где 

i д ч ь w i - я - £ к и i < g ( e + K , ; ; t + I M ) , + ^ - , ) . 
|al=3 

в чем можно убедиться путем непосредственного дифференцирования 
функции (18). Таким образом, если обозначим w _ = m i n ( | t t i | , \ и 2 \ ) и 
и+=[и\ж, то при 8 > г будем иметь 

| Ш7а (и) | < С Г 5 ~ 2 / Р е 2 (е + w + )" 2 ( 8 + a . ) - 5 . 

Следовательно, 

supM e a(и) < C r 5 - 2 / P ( sup (82ы+ w_) + sup е- 3 (e + н + ) - 2 ) < 
8>r г<е<и_ 8>тах(г,ы_) 

< Cr5-2/p I " + 2 a - 3 > M - > r 1 < (r + a+)~ 2 (r + a . ) - 3 . (20) 
I (0+ + r)- 2 r- 3 , a . < r J 

Если 8 < / * ( , то различаем два случая. При u_>3r получаем, как 
выше, 

| Жа (и) | < СГ*-ЯР e*u+uZ5 < С Г 5 ~ 2 / Р И + 2 И ! 3 , 

а при w_<3r рассуждаем так (см. (12), (18), (19)): 

\М^(и)\<С\\а\\Ьжт§ \Ke(u-v)\dv< 
г 

оо u++V2~-r 

J 8 2 + / 2 J _ 8 2 + / 2 \ I + / » ^ 

Из двух этих оценок вытекает * 

sup\Mea(u)\<Cr*-4p(r + u+)-*(r+ и-)- 3 , (21) 

то есть в силу (20), (21) установлено неравенство 

М, а (и) < Сг*-2/Р ( Г + W + ) - 2 ( R + W _ ) - 3 J Ц Е (22) 

Из (22) путем непосредственного подсчета выводим справедли­
вость соотношений (15) при р = 1/2 и (16) при 1/2<р<1. Детали опу­
скаем. Лемма 1, а вместе с ней теорема 1 доказаны. 

Следствие 1, касающееся сходимости почти всюду средних (1) , 
получим стандартным путем из наличия слабой (или даже сильной) 
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(Hp, Lp)-оценки для M*f(x) при 1/2<P<-1> если учтем равномерную 
сходимость средних Mtf(x) к f(x) при е->0, когда f(x) принадлежит 
классу Co°°(R2) гладких финитных функций, и плотность множества 

я р(/г 2)п.Со-(/г 2) в HP(R2). 
Положительное утверждение следствия 2 вытекает из неравенст­

ва (5) следующим образом. Пусть f(x)^Hp(R2), р>1/2; тогда соглас­
но (5) имеем 

s u p | | A l e / | | L m < C J | / L ( ^ ) . 
8>0 Р И 9 

Но это соотношение остается в силе также с заменой Lp-квазинормы 
Яр-квазинормой. В самом деле, использовав оригинальное определение 
классов HP(RN) с помощью свойств семейств сопряженных гармониче­
ских функций (или эквивалентным образом с помощью преобразований 
Рисса для f(x); см. [1] или [17]) и перестановочность Мг и преобразо­
ваний Рисса Rj, получим: 

sup || Mef \\Нрт < % sup (I Mef \ \ L m +1 RxMzf \ \ L m + 1R2MJ \ \ L m } < 
8>0 и 8>0 

< Cp{\f\\Hpm + + \Ш\\нрт) < Cp \\fhpm 

для всех f(x)^C0

oo{R2)(]Hp(R2), 1 / 2 < р < 1 . Для произвольных f{x)^ 
&HP(R2) путем предельного перехода устанавливается эта же оценка. 
Но отсюда непосредственно следует (7). 

Для доказательства отрицательных утверждений положим 

as{x)^'as{u1,u,)=cs\^ N ~ > 1 , ( 2 3 ) 

где Ps+i(t) — полином Лежандра порядка s+l и s > 0 . Ясно, что при 
подходящем выборе постоянной cs>0 функция as(x) является 
(р, оо , 5)-атомом в # 2 с * 0 = 0, г = 1 и р > 2 . Согласно (18), (19) 

( s + 3 ) 
и м е е м 

J eH-CBi -Oi )* J e « + ( « r - o * ) » s K V x 2 ) 

с некоторой постоянной C ^ O . Но 

Б (и а ) = arctan " 2 + 1 — arctan " 2 — 1 x e u ^ 2 , I " 2 1 ^ m a x (e , ] / T ) 
8 8 

(здесь Ж означает порядковое равенство). Для порядковой оценки 
А(щ) применяем формулу Родрига 

P,+i (0 = ( ( - 2)s+1 (s + l) I)"1 (l - *»)'+\ - 1 < * < 1; 

разложение 

е а + ( и 1 - 0 2 ( /г=0 

| M L | > 2 m a x ( е , У2.), 
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и интегрирование по частям: 

1 

X j (1 е ( M l - О-»"3 Л X иГ~\ \ih\> Ce,s. 
—1 

Итак, доказана 
Л е м м а 2. Для функций as(x), определенных равенством (23), 

имеет место порядковое соотношение (с постоянными, зависящими от s 
и е): 

Meas (и) Xе2иг*-%~2, Ш>Ы> Ce.s, е > 0, s > 0. (24) 

Заметим также, что из (24) непосредственно следует, что 
mes{xeER2:\ М#Й (х) | > t} > C e > s ^ 1 / 2 , 0 < * < * в в 8 . (25) 

В силу предложения 1(6) функция as{x), являясь (р, оо , 5)-атомом, 
2 

принадлежит HP(R2) для всех р > . Таким образом, выбрав на-
( s + 3 ) 

туральное число s>2 достаточно большим, получим с помощью (24), 
(25) все утверждения о неусиляемости оценок теоремы 1 (леммы 1) 
и следствия 2 (см. (8)) . 

З а м е ч а н и е 1. Доказательство теоремы 2 проводится по этой 
же схеме. Основная техническая сложность состоит в точном вычисле­
нии асимптотики ядра Ке б(*) средних (2) и его производных. Приве­
дем без доказательства оценки, которые достаточны для получения 
теоремы 2. При N=2 ядро /Се (и) можно писать в виде 

Kt(u)=Gl(u) + Hi(u), 

причем для | щ | > | и2 \ >0 имеем 

IЙ (и) | < Сбе* (е + | и, | ) - i ( 8 + 1 ^ 1 - 1 ^ I)'1 ( 8 + | и2 !)-•, 

I D"G2 (и) | < C 6 8^-3 (г + \иг I)-1
 (е + | \ \ - \и2I)"1(е+\и2 |)-*, 

8 , б > 0 . 
| Яе(и) | < С б 8 2 (г+\иг | ) - а ( 8 + |и 21)- 2, 

| D*H* (U) | < С б 8 2 ( 8 + | Щ I)"2
 ( 8 + | Щ I)-6. 

З а м е ч а н и е 2. Имеют место все соотношения, аналогичные 
(4) —(7) и (9), (10), для случая суммирования средними Марцинке­
вича—Абеля и Марцинкевича — Рисса рядов Фурье от функций 
f(х)еЯр(Г2), 0 < р < 1 . Для этого следует использовать формулу сум­
мирования Пуассона [18] и соответствующие атомарные представления 
для Яр (Г 2 ) , что позволит получить оценки для случая Т2 из утверж­
дений, сформулированных выше для непериодического случая R2. 

Обобщения для случая N>2 нам представляются также реальны­
ми, однако при этом возникают определенные технические сложности 
в получении точных оценок для ядер и их производных. 
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П. Л. Ульянов 

ОБ ЕДИНСТВЕННОСТИ РЯДОВ ПО СИСТЕМЕ ХААРА 
С МОНОТОННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

§ 1. Введение. В связи с исследованиями по теории рядов возни­
кает следующая общая задача. Пусть дано некоторое свойство Л, ха­
рактеризующее поведение последовательности {am}m=i» и пусть на 
множестве F определена система функций { / m } m = r Положим: 

£ = { * : * € = f , 0 = £ a w / m ( 0 ) , 
m = l 

то есть Е является множеством всех точек, в которых ряд 

£ amL(t), teF, 

сходится к нулю. Каковы свойства множества £ и их взаимосвязь 
с {ат} и {/ т}? 

еа 


