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ВВЕДЕНИЕ 

Понятие полосы, введенное Бляшке в 1930 году, начиная с: 
50-х годов, привлекло Внимание ряда геометров. В первую оче­
редь, здесь следует отметить работу В. В. Вагнера [4], где дано-
значительное обобщение этого понятия и получено много резуль­
татов по теории многомерных гиперполос. Именно после работы 
[4] пробудился интерес к изучению геометрии полос (в основ­
ном, многомерных) и ее приложений. При этом следует заме­
тить, что преимущественная роль в изучении геометрии много­
мерных полос принадлежит отечественным исследователям. 
Отметим также, что в последние годы .применение сильного 
инвариантного аналитического метода Г. Ф. Лаптева [20] диф­
ференциально-геометрических исследований погруженных много­
образий, опирающегося на исчисление внешних дифференциаль­
ных форм и на теорию представлений конечных групп Ли,. 
позволило получить ряд глубоких результатов в теории много­
мерных полос. 

В настоящей работе, наряду с обзором наиболее существен­
ных, с нашей точки зрения, результатов по теории полос, полу­
чен ряд новых результатов по проективной теории регулярных 
гиперполос HmczPn. Отметим, что в отличие от большинства 
других работ по этой тематике, выполненных методами теизор-
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ного анализа, результаты автора получены (в минимально ка­
нонизированном репере 1-го порядка) систематическим приме­
нением инвариантного метода продолжении и охватов 1. Ф. Лап­
тева, что позволило получить дифференциально-геометрические 
•факты, связанные с дифференциальными окрестностями высоких 
порядков; результаты § 3 получены с применением теории СВЯЗ-
ностей в расслоенных пространствах в форме, данной I . Ф. Лап­
тевым [20], [21], [29]. Следует заметить также, что ряд 
полученных нами .результатов справедлив (при некоторых 
предположениях) и для регулярных гиперполос Нт, погружен­
ных в пространство проективной связности Рп,п. 

На протяжении всего изложения индексы пробегают ...-..— - -• - с л е " 
.дующие значения: 

/• K.L=Tn: и. v. ш=-т + 1. п—У,_ а, р, у---*и + 1, »; 
i,j,k,l,s,t=*l,m;l,i,k**0,m. 

§ 1. ПОЛОСА И ЕЕ ОБОБЩЕНИЯ 

1. Полоса и ее обобщения. Понятие полосы в трехмерном 
•евклидовом пространстве Е3 ввел Бляшке [7l], [72]; полосой 
-он называет кривую линию в E3> оснащенную полем касатель­
ных плоскостей. Задание ПОЛЯ касательных плоскостей линии 
•r(t) в Eg равносильно заданию поля нормального вектора 
аг(t) полосы вдоль r(.*):a3.dr==0. Поэтому «полосу можно 
представить себе в виде узкой ленты, тянущейся вдоль линии 
г (?•) и поворачивающейся так, чтобы все время оставаться 

перпендикулярной к вектору a3(t)» [72]£ В указанных работах 
Бляшке [71], [72] находятся различные интегральные и диф­
ференциальные инварианты полосы, изучаются специальные ви--

ды полос (коническая, асимптотическая, плоская, геодезичес­
кая полосы и полоса кривизны), а также рассматриваются 
деформация и изгибание полосы. 

Некоторые вопросы теории полосы в трехмерном проектив-
л о м пространстве Ps излагаются в монографии Боля [73]. 
Вопросы зквиаффинной теории полосы (построение канониче­
ского репера полосы и его геометрическая характеристика, не­
которые классы полос) в трехмерном пространстве рассматри­
ваются Л. И. Магазинниковым [23]. 

^Хошек [78],. Гиринг [77], Вундерлих [83] продолжают даль­
нейшее изучение геометрии полос в евклидовом пространстве 
£s; в частности, в работе [83] доказано, что только винтовые 
.линии .и кривые постоянной полной кривизны (yk2 + K2=-const) 
характеризуются тем, что поверхности главных нормалей их об-

..ладают соприкасающейся стрикционной полосой. 
Вопросы геометрии полос в трехмерных неевклидовых прост­

ранствах нашли свое отражение в работах Г. Н. Гаюбова [11], 
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Нендль [82], Франка [76]: в [11] выводятся формулы Френе и 
деривационные формулы полосы в пространстве Лобачевского; 
в [82] к полосе в пространстве Мёбиуса инвариантным образом 
присоединяются семейства окружностей и сфер и с ПОМОЩЬЮ 
ДИКЛИД Дюпена дается характеристика некоторых инвариантов 
полос; В [76] строится дифференциальная геометрия полос в 
лространственной геометрии Лагерра и рассматриваются по­
верхностные полосы на цикл ид ах Дюпена. 

Обобщая введенное Бляшке понятие полосы, В. В. Вагнер 
;[4] m-мерной гиперполосой Нт в n-мерном центроаффинном 
пространстве An называет поверхность Vm, оснащенную полем 
касательных гиперплоскостей (полем главных касательных ги­
перплоскостей); при этом поверхность Vm для гиперполосы Нт 
называется базисной. Если характеристические плоскости се­
мейства главных касательных гиперплоскостей не содержат 
направлений, касательных к базисной поверхности гиперполосы, 
то гиперполоса называется регулярной; условием ее регуляр­
ности является невырожденность главного фундаментального 
тензора Ацп 1-го порядка гиперполосы Нт. 

В первой части указанной работы В. В. Вагнер изучает гео­
метрию регулярной m-мерной гиперполосы HmczAn, а во второй 
ее части рассматривает теорию поля локальных регулярных 
гиперполос в дифференциально-геометрическом пространстве 
Хп и ее различные приложения. 

М. М- Похила [45], [46] рассматривает обобщенные много­
мерные полосы; обобщенной rn-мерной полосой он называет 
m-мерную поверхность Vm проективного (аффинного, евклидо­
в а , . . . ) пространства Рп, на которой задано поле геометричес­
кого объекта Я, определяющего в текущей точке поверхности 
г-мерную плоскость (Я), / n < r < n — 1 , проходящую через каса­
тельную плоскость поверхности. 

А. В. Столяров [49] вводит в рассмотрение и изучает гео­
метрию регулярного гиперполосного распределения ЖаРп. 
Гиперполосным распределением автор называет дифференци­
руемое многообразие, представляющее собой пару распределе­
ний 1-го рода, состоящую из базисного распределения ШсРп 
/n-мерных линейных элементов ( т < п — 1 ) и оснащающего рас­
пределения гиперплоскостных элементов с отношением инци­
дентности их соответствующих элементов в общем центре.;Урав­
нение гиперполосного распределения ЖаРп в точечном репере 
1-го порядка {Ao.Aj} имеет вид: 
• • ' ш" = = Л" со^ сот' = А " шк 

•<яп = А п ш%, wl — NlrW%. 
v va 0 ' v vl< О 

Заметим, что голономное распределение 2*eczPn представля­
ет собой (п—т)-параметрическое семейство гиперполос Нт{subset} 
{subset}-0.,';'уравнение гиперполосы в репере 1-го порядка имеет вид 
(1), где (Во11-- 0. 

27 



Фундаментальный объект порядка s распределения Ж 
содержит фундаментальный подобъект {Л" , Л£. .8, . . . .-Л"/,, „у \ 
В силу этого, в той части геометрии регулярного (|Л™.[ =?—0)" 
распределения Жс.Рп, которая определяется фундаментальны­
ми подобъектами (с привлечением объектов {Л*., Л .̂}, {Nl

vj})r 
имеется аналогия с геометрией регулярных гиперполос ИтаРп\. 
но геометрия распределений Ж богаче геометрии гиперполос, 
ибо содержит построения, не имеющие смысла для последних. 

2. Поля фундаментальных геометрических объектов регуляр­
ного гиперполосного распределения. В работе [49] автором в 
репере 1-го порядка построены поля фундаментальных геомет­
рических объектов гиперполосного распределения и объектов,. 
ими охваченных, до 3-го порядка включительно; приведем 
охваты необходимых нам для дальнейшего изложения компонент 
геометрических объектов распределения ЖаРп. 

Компоненты главного фундаментального тензора Aijn (вооб­
ще говоря, несимметрического) 1-го порядка распределения 
•Жс.°п удовлетворяют уравнениям 

dA«. + A» (соО + ш«)-л»,ш*—А;;/и* = Л«,Х; (2) 
этим тензором охватывается симметрический тензор 
ап __1 (A''j-\-A'jt); отметим, что в случае гиперполосы НтаРа 

имеет место Af. — a'*.. В силу регулярности распределения 
ЖсРп, тензор невырожден: |Л?.|----0, а следовательно, сущест­
вует взаимный тензор 1-го порядка Ai]*:Ai

l'tAfl]=Ak
n
iAn.lt = b1.; в 

общем случае невырожденным является также и симметричес­
кий тензор afj-.a^a't.^Vj. 

Каждая из систем величии 

есть квазитензор, соответственно, первого и второго поряд­
ков, а системы величин 

def def 
C1J=A1J-W?P Ь& = Щка*>-а%ау (4> 

— тензоры соответствующих порядков; имеем также следующие 
тензоры 2-го порядка: 

/J def ,lj „а и def ,1 ,к их> def ,ij v 
0vk — Onvajk, Oav — 0„kDvi, Onu — bnuCl] 

r>n def 1 /VmU I Znwb \ 1 ~„... ..... (5> 

где ЬТ — тензор, взаимный тензору bv
nu. Система величин 

{by, B"v}, где bv= — (BaVa',ll-\-azl), образует геометрический 
объект 2-го порядка распределения ЖсРп. 
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Квазинормали 2-го порядка 
Л ^ Л З Д * , Ьк

йЛейиа%, (6) 
где а^у = —(A«y-+A?ft;), в случае распределения Жс.Рп, вооб­
ще говоря, различны; в случае гиперполосы НтаРп эти квази­
нормали совпадают. Заметим, что Ak и Ък удовлетворяют 
дифференциальным уравнениям 

dAk + Лйо>8 — Л/о{, + (та + 2) {4 - Л>,{) = AiK^, ? 

dbk-\-bkul — bfi + (т + 2) (со?,-aJUX) =- <->ur°-o"-
В дифференциальной окрестности 3-го порядка определяются 

величины 

•отметим, что система величин {Sn, Ьи bv, a'lj, В',11г} есть геомет­
рический объект 3-го порядка регулярного гиперполосного рас­
пределения ЖаРп. 

В случае гиперполосного распределения ЖсРп с симметри­
ческим тензором A," (A";--= a'lj) имеем тензоры 2-го порядка 

.0?у*^(/я + 2)А?;*-А?уЛй„ Bu^AZAl'DbtDl», (9) 
причем симметрический тензор BtJ невырожден: 5-ft-3A — 8' 

В случае симметрического тензора Aijn последовательно опре­
деляются величины 3-го порядка 

det Л Л.Л; Тп^'ц 
Ап~А{1 Ч — ^V m+2 m 

^B4.yiAWA /y.02,< + (OT + 2) (Kk-V-пь), (Ю) 

m + 2 
где 

^ л й = АПЛВ DustCijCLx» [biili—D/tijbnvttn (11) 

и компоненты квазинормали Д, входят в дифференциальное 
уравнение отличного от нуля относительного инварианта 2-го 
порядка Д.: 

Д, = AijAs
n

tAilD'UD'jll, d In Д. + «>g - ш« = 5 / с 4 . 
Отметим, что поле каждого из квазитензоров W„\ En* опре­

деляет инвариантное поле нормали первого рода распределения 
ЖаРп\ эти нормали в каждой точке Ao содержат характеристи­
ку nn-jn-i текущего элемента оснащающего распределения и 
называются, соответственно, первой директрисой Вильчинского 
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и первой нормалью Фубини гиперполосного распределения.. 
Заметим также, что все построенные поля геометрических 

объектов имеют место также и на регулярной гиперполосе 
HmczPn. Из геометрических объектов распределения 2ёаРп, 
не имеющих места на регулярной гиперполосе Нт, здесь приве­
дем (при ЛГ1-я"-=0) поля квазитензоров Мп\ М^ 2-го порядка 

M»-= -|л^(—^-+л?„+лМ), 
\ . Г + 2 , ' (12> 

которые определяют оснащение (в смысле A. П. Нордена [24]) 
Михэйлеску распределения ЖаРп. 

§ 2. ОБЗОР РАБОТ ПО ГЕОМЕТРИИ МНОГОМЕРНЫХ ПОЛОС 

1. Инвариантные оснащения полос. Как и в теории поверх­
ностей Vm> задача внутреннего инвариантного оснащения (в 
смысле A. П. Нордена [24] или в смысле Э. Картана [75]) стоя­
ла как одна из проблем дифференциальной геометрии многомер­
ных полос (в частности, гиперполос), погруженных в различные-
пространства; поэтому усилия ряда геометров были направле­
ны «а решение этой задачи. 

В. В. Вагнер [4] изучает собственные регулярные гиперпо­
лосы Нт в центроаффинном пространстве An: главные касатель­
ные гиперплоскости гиперполосы не проходят через центр про­
странства. Здесь в качестве оснащающей нормали (первого ро­
да) в каждой точке гиперполосы Нт берется (п—т) -мерная 
ПЛОСКОСТЬ Nn-m, содержащая {п—т—1) -мерную характеристи­
ку Пп_т_1 главной касательной гиперплоскости и центр про­
странства Ап\ имеет место и двойственное построение (нормаль 
2-го рода). 

П. М. Олоничев [25] показывает, что геометрическим ме­
стом центров базисных квадрик найденного им однопараметри-
ческого семейства соприкасающихся гиперполос для данной ре­
гулярной гиперполосы Нт, вложенной в аффинное пространства 
An, в каждой ее точке будет прямая, которая названа аффин­
ной нормалью; эта нормаль инвариантно ассоциирована с гипер­
полосой Нт относительно аффинных преобразований и является 
аналогом известной аффинной нормали Бляшке. Плоскость 
Nn-m, натянутая на аффинную нормаль и характеристику 
Iln-m-i, и является инвариантной нормалью (1-го рода) гиперпо-
лосы. Здесь по двойственности получена также центрально-про­
ективная •.нормаль (нормаль 2-го рода) гиперполосы. 

А. В.'Чакмазян в статьях [61], [63], [66] находит условия,, 
при которых естественная нормализация поверхности V2 евкли­
дова пространства Eit дополненной до гиперполосы Я2, являет­
ся двойственной [56] (т. е. нормальная ПЛОСКОСТЬ N2 В каждой 
точке поверхности V^czE^ содержит характеристику главной ка-

30 



сательной гиперплоскости; такая гиперполоса Я2 автором! 
обозначается через D2); а именно, условием, при котором гипер­
полоса Я 2 с £ 4 является полосой D-, является выполнение, одно­
го из следующих требований: 1) нормальные плоскости, базис­
ной поверхности V2 допускают огибающую; 2) ее гауссово кру­
чение равно _нулю;_3) чтобы тензоры aij, Ъц были кодацциевы, 
где Vji'i = aijm-\-bijh, т, п — единичные взаимно-перпендикуляр-
ные нормальные векторы базисной поверхности V2; 4) чтобы по­
верхность V2 допускала поле особых нормалей в смысле 
В. Т. Базылева [2]. В [67] A. В. Чакмазян находит это условие 
для гиперполосы НтсЕп при любом я < я — 1 : естественная 
нормализация базисной поверхности VmczEn является двойст­
венной тогда и только тогда, когда поверхность Vm несет орто­
гональную сопряженную сеть. Отметим, ЧТО в [62] им найдено 
аналогичное условие для гиперполосы Я2, вложенной в про­
странство ПОСТОЯННОЙ кривизны /С. (проективное пространство 
РА С заданным абсолютом Qs); здесь же отмечено, что если ги-
перполосэ #n_2C=-"\n допускает естественную двойственную нор- • 
мализацию, то она допускает оо1 таких нормализации. 

В. И. Шуликовский [70] получил инвариантную двойствен­
ную нормализацию двумерной регулярной гиперполосы H2<ziPn„ 
сеть которой не содержит геодезических семейств (тензором се­
ти является главный фундаментальный тензор 1-го порядка 
Ац11 гиперполосы Н2<^Рп). В. В. Гольдберг и A. В. Чакмазян 
[12] поверхность V2— Pi дополняют до гиперполосы Н2, кото­
рая полем осевых плоскостей поверхности V2 нормализуется 
двойственным образом; приводится пример такой поверхности 
V2{subset}P4-

Ю. И. Попов [35] методом составного многообразия: 
В. В. Вагнера построил трехпараметрическое семейство инва­
риантных двойственных нормализации регулярной гиперполосы 
HmczPn. В работе [32] им рассматриваются некоторые специ­
альные оснащения (нормализации) регулярных гиперполое 
HmczPn: аффинное, центральное, вынужденное осевое, три-. 
пиальное оснащения; найдены условия, при которых гиперполо­
са Нт допускает такие оснащения. 

М. A. Василии [6] в 3-й дифференциальной окрестности эле­
мента 'регулярной гиперполосы #n_2{subset}Pn построил ее инвари­
антную двойственную нормализацию и в 4-й дифференциаль­
ной окрестности — инвариантное оснащение в смысле Э. Карта-
иа; в работе [8] им получены аналогичные результаты для ре­
гулярной гипершолосы Я т {subset} Pn при любом Кт<п—1. В [7] 
показано, что построение инвариантного оснащения квадратич­
ной гиперполосы,Hn-2czPn тесно связано c инвариантным осна­
щением гиперповерхности конформного пространства Cn-i,. 
построенным М. A. Акивисом в работе [1]. 

Б. И. Терентьева [55] построила инвариантную двойствен­
ную нормализацию регулярной гиперполосы Hn-2czPn, исполь-
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зуя ассоциированную с данной гиперполосой вырожденную ги­
перповерхность Vn-i"-- ранга л—-2 и связанную [33] с Яп_2 
•гиперполосу Яп_2; дается геометрическая характеристика полу­
ченной нормализации. 

А. В. Столяров [47] в 3-й дифференциальной окрестности 
элемента регулярной гиперполосы HmczPn с существенным ис­
пользованием подобъекта {Л/j , A!)kn , A/jAs} её фундаменталь­
ного объекта 3-го порядка в репере 1-го порядка получил {infty}1 

инвариантных двойственных нормализации, взаимных относи­
тельно поля инвариантных соприкасающихся гиперквадрик 
Q,-_ь пучок инвариантных нормалей первого рода имеет вид: 

jV„_m(,) = [П,,_,п_ь Ап+{т -Fl
n.-(--1) Wl

a) At + alAv\. 
В частности, при т = 0 имеем нормализацию Вильчинского, а 
при т = 1 — нормализацию Фубини гиперполосы Нт. 

Мы утверждаем, что в 3-й дифференциальной окрестности 
строится также {infty}1 инвариантных оснащений регулярной гипер-
полосы HmczPn в смысле Э. Картана [75]; а именно, эти осна­
щения определяются полями объектов {чп\ vn°, an1'}, {v»0}, где 

^ = \ П + , . ( ^ г - 1 . П ) , vS=-a°D , 

"« "2 [ и (/и+27 _ а ° а " + 1 .^ТТ + Л ' ^ л J V"J' 

{Г,., а„, а,", А,,, Л"/} — геометрический объект 3-го порядка п-шер-
полосы, -—инвариантный параметр. 

В [52] A. В. Столяровым показано, что сеть, заданная на ре­
гулярной гиперполосе НтаРп и сопряженная относительно ее 
главного фундаментального тензора Aijn, порождает инвариант­
ные поля геометрических образов — поля (п—т)-мерных и 
(т—1)-мерных ее гармонических плоскостей; этим самым ре­
шен вопрос инвариантной двойственной нормализации регуляр­
ной гиперполосы НтсРп, индуцируемой рассматриваемой 
сетью, при любом т\ п—1>ш>2; такое оснащение гиперполо­
сы является геометрически легко обозримым. В работе найдено 
также условие взаимности двойственной нормализации регуляр­
ной гиперполосы НтаРп полями гармонических плоскостей се­
ти 2сгЯ т , сопряженной относительно фундаментального тензо­
ра Л./1. 

Ю. И. Попов в серии работ (см. [34], [36], [39]—[421, [44l) 
изучает вырожденные гиперполосы Я-,-" ранга г проективного 
пространства Рп (семейство главных касательных гиперплос­
костей зависит от г существенных параметров, r < m ) . В част­
ности, в [34] установлен тензорный признак специального клас­
са развертывающихся гиперполос и построены различные внут­
ренние нормализации для вырожденных гиперполос с использо­
ванием производных тензора Л*/1 до 4-го порядка включительно; 
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в работе [36] при построении инвариантного А-оснащения (нор­
мализации) М-конических 'развертывающихся гиперполос [34] 

т 
ранга г= - используются производные тензора Aij" не выше 
-3-го порядка; в [40] рассматриваются специальные нормализа­
ции гиперполосы B2

iczPn: ^-оснащение, полувнутреннее осна­
щение. 

Вырожденная гиперполоса Hm
rczPn называется нераспадаю­

щейся (распадающейся), если характеристика Пи-,—1 данной 
гиперполосы не распадается (распадается) на две ПЛОСКОСТИ 
П- и П„_т_1 (П-ПП„_т_1 = 0 ) , являющиеся плоскими образую­
щими. тангенциально вырожденных поверхностей, соответствен­
но, Vr

m и Vn-a-i. В работе [42] Ю. И. Попов строит внутренние 
инвариантные оснащения (в смысле А. П. Нордена и Э. Карта-
на) нераспадающейся гиперполосы Нт

г, а в [44] он (совместно 
с Т. И. Мишениной) решает аналогичную задачу для распадаю­
щейся гиперполосы Ял-2. 

Е. Т. Ивлев [18] геометрически строит инвариантную нор­
мализацию гиперполосы Нт, погруженной в пространство про­
ективной связности Рп,п\ в работе [19] им построено другое 
поле нормалей первого рода (отличное от [18]) гиперполосы 

М. М. Похила [46] построил пучок инвариантных нормалей 
первого рода, пучок инвариантных нормалей второго рода и оо1 

оснащений (в смысле Э. Картана) базисной поверхности Vm 
обобщенной [45] m-мерной полосы в Рп. 

А. В. Столяров [49] показал, что в разных дифференциаль- * 
ных окрестностях следующие характерные поля нормалей Vn*, vi° 
внутренним образом определяют инвариантную двойственную 
нормализацию регулярного гиперполосного распределения 
ZeczPn: 

1) в 1-й дифференциальной окрестности — поля нормалей 
Г i Г . 0 . 4-"п > --"г ) 

2) в 3-й дифференциальной окрестности —• поля первого ана­
лога нормалей Фубини Ф,гг',. Oi°; 

3) в случае симметрического тензора Кцп: 
.. а) во 2-й дифференциальной окрестности — поля нормалей 
Михэйлеску Мп\ Mi0 (см. (12));, 

б) в 3-й дифференциальной окрестности — поля нормалей 
Вильчинского Wn\ Wia; 

в) в 3-й дифференциальной окрестности — поля второго ана­
лога нормалей Фубини .Fn\ Ei0. На взаимных распределениях 
%6czPn с симметрическим тензором Ацп и на голономных рас­
пределениях Ж (а следовательно, и на регулярных гиперполосах 
HmczPn) обе нормализации Фубини совпадают. 

Показано [49], что в каждом центре распределения 2t6czPn 
построенные автором инвариантные оснащающие (в смысле 
Э. Картана) ПЛОСКОСТИ Л/,г_.п_1^) (плоскости Кенигса) всех 
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нормалей первого рода N„_TO(v) принадлежат одной связке, 
(п—т—2)-мерная вершина которой лежит в характеристике 
tln-m-i', плоскости Кёнигса всех инвариантных нормалей 
Nn-m(v), связанных с данным центром распределения S^czPn, 
лежат на одной гиперквадрике Боля, которая является вырож­
денной (в отличие от гиперквадрики Боля на распределении. 
гиперплоскостных элементов [28]).. 

Ю. Г. Лумисте и А. В. Чакмазян [22] рассматривают /?г-мер-
ное дифференцируемое многообразие Мт, погруженное в «-мер­
ное односЕязное риманово пространство Vn

c постоянной кривиз­
ны с. Здесь показано, что подмногообразие MmaVn

c допускает 
ненулевое параллельное нормальное векторное поле | ' тогда и 
только тогда, когда Мт двойственно нормализуемо; при этом 
характеристика главной касательной гиперплоскости П-- гипер­
полосы определяется ортогональным дополнением вектора g-. в 
векторном пространстве NxMm нормального расслоения NMm. 

2. Исследования по геометрии гиперполос в однородных про­
странствах. Согласно работе В. В. Вагнера [4], m-мерной цент­
ральной, гиперполосой второго порядка называется гиперполо­
са, у которой базисной поверхностью является m-мерная квад­
рика с центром, совпадающим с центром центроаффиниого-
пространства Ап, и главные касательные гиперплоскости кото­
рой параллельны одному и тому же (п—т—1)-направлению; 
в работе для данной гиперполосы HmczAn найдено поле от-мер-
ных инвариантных соприкасающихся центральных гиперполос 
второго порядка. Здесь изучаются также некоторые специаль­
ные виды регулярных гиперполос HmczAn: гиперполосы с цент­
рально-плоской базисной поверхностью, гиперполосы с собствен­
но плоской базисной поверхностью, а также образы, двойствен­
ные этим гиперполосам; находится условие инцидентности 
гиперполосы Нт невырожденной гиперквадрике с центром в 
центре An, а также получено условие, при котором данная регу­
лярная гиперполоса HmczAn является центральной гиперполо-
сой 2-го порядка. 

Диссертация И. С. Тарасова [54] посвящена построению' 
теории регулярной несобственной гиперполосы Нт в центрально-
аффинном пространстве Ап: все главные касательные гипер­
плоскости гиперполосы проходят через центр пространства An;. 
в первой главе указанной работы строится теория регулярной 
несобственной гиперполосы с собственной базисной поверх­
ностью (несобственная гиперполоса 1-го рода), а во второй гла­
ве— с несобственной (несобственная гиперполоса 2-го рода)_ 

В работе С. М. Чащечникова [68] строится (с использовани­
ем результатов [54]) теория поля локальных несобственных 
гиперполос (как первого, так и второго рода) в дифференциаль­
но-геометрическом пространстве Xn (в Хп задано поле локаль­
ных m-мерных несобственных гиперполос первого (второго) ро­
да, если в каждом An> ассоциированном с соответствующей; 
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точкой Xn, задана несобственная m-мерная гиперполоса первого 
(второго) рода). 

A. В. Чакмазян [57], [59] —[61], [64] изучает некоторые 
вопросы геометрии регулярной гиперполосы Я2, являющейся 
полосой Д- и вложенной в евклидово пространство E4. B част­
ности, в работе [57] показано, что если главная сеть (общая 
биссекторная сеть тензоров hii и ftii) «a D2{subset}Et чебышевская, 
то она является сетью переноса на поверхности, образованной 
движением одной кривой по другой, расположенных в двух 
вполне ортогональных плоскостях. Автором найден [60] аналог 
формулы Эйлера для полосы D2crE4, изучаются главные сечения 
и асимптотические линии на гиперполосе. В работе [64] выяс­
няется, что для D2{subset}E4 эллипс индикатрисы кривизны вырож­
дается в отрезок прямой; в случае, когда эта прямая проходит 
через точку AGD2, базисная поверхность V2 лежит в Ез- Нако­
нец, в работе [63] автор показывает, что нормальные плоскос­
ти гиперполосы D-ncrEsm допускают огибающую поверхность, 
которая им названа эволютной поверхностью. 

Гиперполоса НтаРп называется конической, если ее гипер­
поверхность Vn-\m (огибающая семейства главных касательных 
гиперплоскостей) является гиперконусом, вершиной которого 
служит неподвижная плоскость Пга_,п-2; гиперполоса называется 
плоской, если ее базисная поверхность Vm лежит в неподвижной 
плоскости Пто+1. М. A. Василяном [8] найдены инвариантные 
аналитические условия вырождения регулярной гиперполосы 
HmczPn ( 2<m<n—1) в коническую или плоскую. 

Регулярная гиперполоса HmczPn называется квадратичной. 
[8], если ее базисная поверхность Vm лежит на невырожденной 
неподвижной гиперквадрике Q,2,_-, причем семейством главных 
касательных гиперплоскостей гиперполосы служит семейство 
касательных плоскостей гиперквадрики Qn-i2 в точках A06Vm; 
в [8] показано, что элементы построенного ее автором инвари­
антного репера для квадратичной гиперполосы являются поляр­
но сопряженными относительно Q2„_t • Но следует заметить, что 
в работе [8] (а также в [7]) ее автором условие квадратич­
ное™ гиперполосы НтаРп не найдено; ниже будет приведено 
это условие, найденное нами в [48]. 

В [33] Ю. И. Поповым в проективном пространстве Рп ис­
следуются регулярные гиперполосы с общим оснащением (нор­
мализацией), в частности, с совпадающими и несовпадающими 
характеристическими плоскостями. В [38] им найдены условия 
погружения базисной поверхности Vm регулярной гиперполосы 
НтаРп в пространство Рп' , п'<.п; при этом гиперполоса пред­
полагается нормализованной. Ю. И. ПОПОВ в работах [40], [42], 
[44] изучает некоторые вопросы геометрии вырожденных ги­
перполос Hm

rczРп ранга г. В частности, в [42] в 3-й дифферен­
циальной окрестности получено поле двупараметрической связки 
внутренне присоединенных к вырожденной нераспадающейся 
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гиперполосе Hm
rczPn инвариантных соприкасающихся гипер­

квадрик. 
Согласно [15] (см. также [80]),'(да—1)-мерной полосой Нт_х 

в n-мерном эквиаффинном (соответственно, в римановом}''Про­
странстве называется, (да—1)-мерная поверхность Vm_i. в каж­
дой точке которой заданы га —да линейно независимых векторов 
па так, что (/г —да)-мерная плоскость Bn_m=[na] не имеет 
общих направлений с касательной (да—1)-плоскостыо: поверх­
ности Vm_\. Говорят,_что оснащенная да-поверхность Vm:{r(ul), 
na(ttf)}, 'где г == г {и1) — уравнение да-поверхности Vm, 
a {lie, (и1)} — реперы в оснащающих (п — да)-плоскостях Nn_m, 
проходит через полосу Нт_и если все точки базисной поверх­
ности Ут_г принадлежат Vm и в каждой точке Nn_m=Bn_m. 
Натуральными уравнениями оснащенной да-поверхности V m 
называются такие соотношения между инвариантами оснащен­
ной Vm и специальными параметрами на ней, которые опреде­
ляют единственную оснащенную да-поверхность, проходящую 
через заданную полосу Нт_х. 

В работе Лейхтвейсса [80] доказано, что через заданную 
.аналитическую (да— 1) -мерную полосу #m_. в римановом п-про-
странстве проходит единственная аналитическая m-мерная по­
верхность. с заданным полем вектора средней кривизны [53]. 
Б. A. Иванов [14] доказал, что через данную полосу #m_i п-мер-
ного эквиаффинного пространства проходит единственная по­
верхность Vm с натуральным уравнением Я = ср(р-), где Н — 
•средняя кривизна, а ср — (произвольная функция; этот вопрос в 
иной формулировке рассматривался Лейхтвейссом [81]. 
,, Теорема о натуральных уравнениях т-поверхности евклидо­
ва пространства En доказана Лейхтвейссом [81]. Основная 
теорема о натуральных уравнениях специально оснащенной 
да-поверхности n-мерного эквиаффинного пространства доказана 
Б. A. Ивановым [15]; в [17] им эта теорема формулируется 
ДЛЯ двух конкретных специальных, типов оснащения (нулевого 
и нормального); в [16] рассматриваются аналогичные вопросы 
в евклидовом пространстве E1 при /и =2. К указанным выше ра­
ботам Б. A. Иванова тесно примыкает статья A. В. Бритова 
[3]; здесь рассматривается двумерная поверхность V2 в аффин­
ном пространстве A,., инвариантно оснащенная плоскостями 
Бурстина—Майера [74], отнесенная к полугеодезической систе­
ме координат и оснащающие векторы которой ковариантно 
постоянны вдоль геодезических линий. 

A. В. Столяров [47] с помощью построенной им последова­
тельности полей фундаментальных геометрических объектов до­
казал, что фундаментальный геометрический объект 4-го поряд­
ка регулярной гиперполосы НтаРп (2<да<я—1) является 
полным, т. .е. при задании этого объекта типерполоса Нт опре­
деляется,в пространстве Рп с точностью до проективного преоб-
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разопаиня пространства; здесь же в третьей дифференциальной 
окрестности элемента гиперполосы найдено поле двупараметри-
ческой связки инвариантных соприкасающихся гиперквадрик; 
при пулевых параметрах а\ и а2 связки имеем поле инвариант­
ных соприкасающихся гиперквадрик, уравнения которых в то­
чечном репере 1-го порядка записываются в виде 

Л»-л'л-+ ~kxlx*+B$T>x»x"+2bvx*'xn±Sn (xn?=2x°xn.. (13) 
Шшдепо [48] инвариантное аналитическое условие квадра­

тичное™ регулярной гиперполосы HmczPn, а именно, условием 
ее квадратичное™ является одновременное обращение в нуль 
трех -епзоров —Dijftn (тензор Дарбу гиперполосы), Dvi

k, Duvh
n; 

при этом базисная поверхность Vm гиперполосы лежит на не­
подвижной гиперквадрике (13). Согласно этому, касание 3-го 
порядка (т. е. равенство нулю тензора Дарбу Diife") соприкасаю­
щихся гиперквадрик (13) с гиперполосой Нт<=Рп не служит до­
статочным условием ее квадратичное™ (для этого требуется 
касание порядка выше третьего). 

В случае регулярного гиперполосного распределения ЖаР^, 
/«-мерных линейных элементов нами иайдеиы [49] три поля 
инвариантных соприкасающихся гиперквадрик и, соответствен­
но, три поля тензора Дарбу (точнее было бы говорить о мно­
жестве таких полей, но, имея в виду однотипный закон охвата 
коэффициентов гиперквадрик и тензоров Дарбу, мы будем го­
ворить о трех полях соприкасающихся гиперквадрик и тензоров 
Дарбу). Например, соприкасающиеся гиперквадрики 3-го поля 
имеют уравнение: 

a'ljXUJ + --—f-2 xlxn -\-Blvx'lxv+2bvxvxn + S,t (x"f = 2x°xn. (14) 

В случае Antf — 0, найден геометрический смысл тензоров 
Дарбу. Отметим, что для регулярной гиперполосы HmczPn из 
ЭТИХ трех полей инвариантных соприкасающихся гиперквадрик 
и трех полей тензоров Дарбу имеет место лишь по одному полю: 
иоле гиперквадрик (13) и поле тензора Dij,.-.'1 (см. (9)). 

§ 3. ЛИНЕЙНЫЕ СВЯЗНОСТИ НА ОСНАЩЕННЫХ 
РЕГУЛЯРНЫХ ГИПЕРПОЛОСАХ 

1. Двойственные аффинные связности на нормализованной 
регулярной гиперполосе. Предположим, что регулярное гиперпо-
лосиое распределение ЖаРп оснащено в смысле А. П. Норде-
на [24] двойственным образом полями квазитензоров v-Л vi°: 

dvj —vjoi/ + v X + ^ — v?Wr (15) 

Система форм {Sj|, где 
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1 
. - • = • • •V_ U); n O » 

h =mlj -Ч ш " - 8 ; - K - W - j v ^ s : - (16) 

удовлетворяет структурным уравнениям Картана—Лаптева 
[20], [29]: 

^--=6fA0l+ir^<A<, (17) 
i 

а следовательно, определяет пространство Ап,т с линейной 
связностью V; эту связность назовем первой • линейной связ­
ностью аффинного типа, индуцируемой двойственной нормали­
зацией 1 с Р „ . 

Согласно [21], другая линейная связность аффинного типа 
V, индуцируемая нормализацией распределения ЖаРп, опре­
деляется системой форм ду, где 

К^Т + ТТк<-
Требование того, чтобы формы G.-- удовлетворяли структурным 
уравнениям Картана— Лаптева, в силу (1), (16), (17), равносиль­
но выполнению следующей системы дифференциальных уравне­
ний: 

аЧк - vkwK + тоА = r W -
^Г^ + Г к ш о - Г И ~ Г > У + Г ^ = Г у / Х . : 

^в+г^«8-г}х--г^-1-г*.<о; = г ^ х , (18) 

Следующие охваты удовлетворяют уравнениям (18): 
Я ^ - 0 , ' (191) 

def 

-^A-Jy^ + AVi + ^ A ^ A f A + A y V ? + A?,A^v^„ (192) 

+ЦКК+А%<+А№1А!Л+ 
+ --A» (A»pA5o+A^v0+A^ + A» A^vj), (193) 

def 

/•//. __д<-'(А'г 4-Л-'Л'г A" a0 -4- A" A" v- -1-
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+A;;v?v*) + (A']/, + vO)vi + 8J(A;„ + vS)vj--. 
— ,-A« (AfpAJ, +А»Ло+А«АА^*) v ^ -

- - 2 A » ( A ^ A ^ 4 - A ^ o + 7 ^ v H ^ A ^ ^ ) a - (194) 

здесь т1 и т2 — инвариантные параметры. Следовательно, спра­
ведлива 

Теорема . Двойственная нормализация регулярного гипер-
-полосного распределения m-мерных линейных элементов 
ЖаРп, кроме первого пространства Ап>т с линейной связ-
ностью аффинного типа V, индуцирует двупараметрическое 
семейство вторых пространств А,.т с линейной связностью 
.аффинного типа V; при каждом фиксированном -1 и т2 тензор 

1 2 
деформации связностей V и V имеет строение (19г„4), причем 
каждая из систем величин Н]^ Н% является подтензором 
тензора деформации. 

Рассмотрим гиперполосное распределение ЖаРп с симмет­
рическим тензором Aij™. Пусть для такого распределения при 
некоторой его двойственной нормализации, взаимной относи­
тельно поля инвариантных соприкасающихся гиперквадрик 
(14), подтензор Hjh{ при т1=—1 равен нулю; следовательно, 
имеют место равенства: 

&г = (ОТ + 2)(̂  — А ^ ) ; (20) 

А" Л" (V Апч3) Л-'-Л" Ла Лл Л" (ч°-4-Ап vs,,--=0. 
Из этих равенств находим: 

л» —i Л" И Л" Ла Л" .№-4-A" v-', = 0-

свертывая последние соотношения с А//г, с учетом (3), (6) 
-получим 

Aя av I Л/г I «О _|_ Л га у ? = О . 

Последние равенства с учетом (12), (20) говорят о том, что 
"V-Mn\ vi°=Afi°. Доказана 

Теорема. Если для некоторой двойственной нормализации 
регулярного распределения <9&{subset}Pn с симметрическим тензором 
Aijn, взаимной относительно поля инвариантных соприкасаю­
щихся гиперквадрик (14), подтензор Htf тензора деформации 
при т 1 - — 1 обращается в нуль, то данная нормализация являет­
ся нормализацией Михэйлеску. 
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В случае регулярной гиперполосы HmdPn первая и вторая 
1 2 

связности' V и V определяются, соответственно, системами 
форм (см. (16) и охват (192) без коэффициентов при -.1) 

% = <> -H^-v>y--J(o.g---vJ.i.*) + vy0; (21) 

- Ч (.5 - Л", О - AJ.% W - -WI < (22> 
1 2 

При этом соответствующие пространства Am,m и Ап,т являют­
ся пространствами аффинной связности без кручения; тензоры 
кривизны этих пространств имеют следующие строения: 

г1 = 2(AV Nl v- Л" 8--v° _Uv° 8- — 

~ ^-V-7-» + W*,,--}. - W u )5 (23> 

An AltAv N'1 — Аг/-№ Лл 8-A» v* 

Согласно [51], преобразование форм со* по закону 
(1)/2 _ _ ,.,Я _ _ О (I)» =— (I)"' = О (1)" — Ш™ = 0 щ- Cj4 
и0 0 — ' 0 — 0 — U ' v— v— ' О ш0> 

^=-coJ-8j(coO + < ) + A ^ X ' (25> 

шО=ш0, <й?=А"шй, ш'=-.—А.""ш° (0»==—-ш"; п. я ' / /Л л ' л Ля Л' » W 

< - = — A"cu f t , ш- -=—-A'*a)f , ш"-'—— (0°, ш°.=-<о-' (*> 
•! /Л к ' -г/ « /г' л г/ ' г> га w 

является почти инволютивным (инволютивность нарушается 
лишь по отношению к формам (26 — *)). Заметим, ЧТО формы 
ш-р определяют иифинитезималы-юе перемещение тангенциаль­
ного репера {-,--} пространства Рп, присоединенного к элемент 
гиперполосы //m:d-;-- — --f-%) Г д е 

.^о-^о^.-.А,^], ^-—[AHi.-.-Vi], 
^--=2^Ио-4-..--4;-Ив---;+г--.---я-1], 

•W — И о - ^ 1 • • • -А»Ая+1 • • • -4-,_1-4я-^г/+1 • • • - ^ n - l ] . 
Согласно (25), имеем 

А?;=--А?у. (26> 
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Из уравнений (2) в силу ш^ — 0, с учетом (25), (26) находим 
dAij-^-Aij (ш0-+ш„) —АШ№}—Ак^1 =Ailkm, 

где 
А&*-.Л&*. (27> 

ЕсЛи обозначить 
vJ,=--A?v0*, ^ - = Л ^ , (28). 

то система уравнений (15), в силу (25) — (27), ш« = 0 равносиль­
на системе 

j~l I —ft г ~ I ~п I г — I k d V „ + V„ ША — V„ Ш„ + СО,- — V„ftCOo, 
_ 0 —0—А —о—0 | —0 —0 к 

(til — V/e<->( + V.Ш0 + СО* = ViftCD0 , 

где 4lnk= — AnVsk, v?i=AMit. ' Следовательно, поля объектов' 
{Vn}, {v?} определяют нормализацию двойственного образа ре­
гулярной гиперполосы НтсРп. 

Формы аффинной СВЯЗНОСТИ V через формы связности V,» 
в силу (22), (25) —(28), выражаются следующим образом: 

U 2. . 
0 о — ' - о — ю о , 

1 2 
следовательно, формы аффинных связностей V и V преобра­
зуются друг в друга по инволютивному закону, в силу чего 

1 2 
пространства аффинной связности 'Ат,т и Ат,т являются: 
двойственными [51]. Доказана 

Т е о р е м а . При двойственной нормализации регулярной ги­
перполосы HmczPn индуцируются два двойственные пространст­
ва аффинной СВЯЗНОСТИ без кручения (двойственность относи­
тельно преобразования по закону (25)); связности этих про­
странств определяются системами форм (21), (22) и тензоры. 
кривизны их имеют, соответственно, строения (23), (24). 

1 . . 2 
Связности V и V сопряжены [24] относительно главного-

фундаментального тензора Л?у гиперполосы НтсРт ибо 
справедливо 

dA'[]-A?fy-AZik=Ab(4-unn-v%o-4Ws); . (29). 
этот результат отмечен ранее А. В. Чакмазяном в работе [56]. 

Аффинная связность V- средняя по отношению к у н W 
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определяется системой форм { < 0^—1 ( ё ^ ) 1 Согласно (29), 
имеем: 

о следовательно, средняя связность v является вейлевой. 
def 

Форма 0=u)O---jj — N°cog_у*ш« является полным дифферен-
Диалом тогда и только тогда, когда кососимметрический тензор 
у1И]~"^п1^1и обращается в нуль: 

^ - v ^ A ^ — O. (30) 
Следовательно, (30) есть условие эквиаффинности связности 
V, т. е. условие ее римановости. 

Двойственные аффинные связности V и V на регулярной 
гиперполосе частично изучались различными авторами. Так, 
например, В. В. Вагнер [4] находит две инвариантные аффинные 
связности V и V без кручения, индуцируемые центроаффинным 
оснащением регулярной гиперполосы НтсАп\ здесь показано, 
что средняя аффинная связность V является римановой связ­
ностью с метрическим тензором А";. П. М. Олоничев [25] также 
находит две симметрические аффинные связности, индуцируемые 
построенной им инвариантной нормализацией регулярной гипер­
полосы НтсАп. С. М. Чашечников [68] изучает инвариантные 
аффинные связности в составном многообразии, соответствую­
щем полю локальных несобственных гиперполос первого 
.(второго) рода. 

Некоторые вопросы геометрии двойственных аффинных связ-
1 2 

ностей V и V, индуцируемых двойственной нормализацией 
регулярной (вырожденной) гиперполосы HmczPn, изучаются 
в работах Ю. И. Попова [32], [38], [40], [43], М. А. Василяна 
|10],.А. В. Столярова [48], [52]. В частности, в [48] нами получены 

. следующие результаты: 
1 . 2 

а) Аффинные связности V и V на двойственно : нормализо­
ванной регулярной гиперполосе НтсРп совпадают тогда 
и только тогда, когда данная нормализация является взаимной 
относительно поля соприкасающихся гиперквадрик (13) и гипер­
квадрики этого поля с данной гиперполосой имеют касание 3-го 
порядка; при этом соответствующая связность является рима-
НОВОЙ. 

1 2 
б) Аффинные связности V и V, индуцируемые взаимной 

двойственной нормализацией регулярной гиперполосы HmdPni 
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могут быть эквйаффинными лишь одновременно; аналитическим 
условием их эквиаффинности является соотношение (30). 

1 2 
в) Двойственные аффинные связности V и V, индуцируемые 

нормализацией Фубини (Fl
n, F°t) регулярной гиперполосы 

НтаРю — эквиаффинны, а их средняя геометрия—-риманова 
с метрическим тензором Л",-. 

г) Если при некоторой взаимной двойственной нормализации 
^гулярной гиперполосы НтсРп тензоры Риччи двойственных 

1 2 

.аффинных связностей V и V совпадают, то данная нормали­
зация является нормализацией Вильчинского (W^, W°i)-

2. Двойственные проективные СВЯЗНОСТИ на оснащенной 
регулярной гиперполосе. Предположим, что регулярная гипер-
полоса НтсРп оснащена в смысле Э. Картана [75] полем 
плоскостей Nn_m^{Au)ss{Kn, Nv], где 

Кп - К + v°Ao + ч'„А, + a%Avt 
-V, = v«A0 + Ao, 

(31) 

причем 
^ « + ^ " Ч Ш / " + < = ^Шо> 

^ o + v ^ ^ - ^ ) + v>o + a ^ o + m O - v O ^ , ' ' (32) 

dv° + v°w° — v°u>K + со0 — v°, со*. 
v * v 0 и v > v « i О 

Заметим, что прямая hss[A0K„] инвариантна относительно пре­
образований стационарной подгруппы элемента гиперполосы Нт. 

1— 
Нами показано, что система форм {«р}, где 

1 1 1 

1 . (33 ) 
о)°--=и>° (Ап ч° Л" rrvvV-\-\? v0VoA 

удовлетворяет структурным уравнениям Картана — Лаптева 
120], [29] 

D^~«iA*l + ̂ kl(^/\<> . ' - (34) 
а следовательно, определяет первое пространство ^проективной 
связности Рт,т; в структурных уравнениях (34) компоненты 
тензора кривизны-кручения пространства Pm , m имеют следую­
щие строения: ' ' 
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••,••: RL=O, is,,--o, 

-A^aZvl+A^M+A^NM, (35) 

—AnsvM t]an + (v„A; [ - + 4vAt [ s — an^vAi[S) At\ i v,.]. 
Нетрудно показать, что условием неподвижности оснащаю­

щей плоскости -/V,._„,_i (Ao) является выполнение системы 
^lk-4{A%vl+A),A)^{<A%al-alk)^ = Q, (36.) 

v% + <k-A%vtt+NUaen=0, (362> 
v^ = 0, (363> 

v%+.Vj 4 =0. (364> 
Пересечение -¥„_,,г_1 (A0) ППп--„-1 (A0) есть (п—т—2) -мер­

ная плоскость [Nu], которую назовем осью оснащающей плоско­
сти N,-_m_i(A0){cdot} Одновременное выполнение равенств (36 з,4) 
есть условие неподвижности оси [Nv]. 

Равенства (362) выражают собой условие, при котором инва­
риантная точка Кп смещается внутри нормали первого рода 
Nn_m(Ao)s=[A0KnNv], определяемой квазитензором у„}; одно­
временное выполнение равенств (З61.2) есть условие, при кото­
ром смещение точки Кп не выходит за пределы оснащающей 
плоскости Nn-m-\ (Ao). 

Из (36*) с учетом (3) находим 
v„ = —-a-,, Nl

v/l = avb/l. (37T 

В случае неподвижности оснащающей плоскости /V„_m_i (-Ao) 
1 у 

в силу (35) — (37), имеем fij-si = 0. Обратно, если ось [Nv] осна-
1 т-

щающей плоскости неподвижна и /?£,== О, то из . (35), (363>4) 
(37) следует (36i,2). Таким образом, справедлива 

Т е о р е м а . При оснащении в смысле Э. Картана регулярной 
гиперполосы НтаРп связкой плоскостей Nn-m-i (A0) с непод-

1 
вижиой осью [Nv] индуцируемое пространство Рт,т вырож­
дается в /n-мерное проективное пространство тогда и только 
тогда, когда связка оснащающих плоскостей Nn-m-i (Ao) вы­
рождается в одну неподвижную плоскость; при этом неподвиж­
ная оснащающая плоскость является плоскостью Кёнигса нор­
мали первого рода Nn_,ro(A0). 

Последнее предложение этой теоремы непосредственно сле­
дует из (362), (37): 
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. £=~ЬЬ-А?М)-а°Л. (38) 
Согласно [21], другое пространство проективной связности 

Рт.т определяется системой форм Ы L получающихся преобра­
зованием , 

2— 1 ' 2 — 

<4----ш(+п4ш*; 
требование того, что эта система удовлетворяет структурным 
уравнениям Картана —Лаптева 

^ 1 - 2 ш | д 2
ш 1 + 1 ^ Л ^ , (39) 

2 2 
при Щ/г—ПОА = 0 равносильно следующей системе дифферен­
циальных уравнений: 

2 2 2 2 2 ° 

Уравнениям (40) удовлетворяют следующие охваты: 

2 
Следовательно, пространство проективной связности Рт,т оп­
ределяется системой форм 

2i i 20 0 
.0)0== Щ, Щ — Щ, 

Ш 1 = ^ ^ А » Й Л ' (41) 

Ш, _- ы). + _____ ^ _ _ _ Л„ A;DWi + De<ftV„ j UX, , 
2 — 

причем компоненты тензора кривизны-кручения Rjst этого про­
странства в структурных уравнениях (39) имеют следующие 
строения: 

•:.&•<-0, # L - 0 ; (421) 

Д/,/=2 от 
- j {2b!Av

nsN!
lv]t] -H'AnsAt-AlM • 

+ 1 tfL-AiyvY-,m -Ai'AffcA^iV^i,, + 
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т 
1 

1-^^{опщМ\Л-оп
щЛм^) (422> 

llsf 

1 ( И + 2 ) 
2 

Rist = -^-^2\Rut — Rnt)J-Ri 
2 [A*%UD?IU - v£ (AjA^A,, + A^A/Vfl)! + 

, / и + 2 [ v ^ A ^ ^ - A , ^ 

.—D'u[S4\n\t\ — A1,!'v-X^^-A^-] — 2v,' (АГйЛГ̂ Л/)̂ /] + А«ЛфЛ/^|^) + 

Отметим, что совокупность величин Rjst есть подтензор тен-
2 

зора кривизны-кручения пространства Рт,т. 
Покажем, что преобразование JK форм проективной связно-

сти по закону (41) является инволютивным, т. е. ./7 —/-1 . 
Уравнения (2), в силу cog—О, (33), (41) можно переписать 

в виде 

dKj+A'u Й + ш2)-А?Л-А2;ш,А«.А?;^, 

rfAfy+A^ {i+^-Af^j-Alji^lbs^, 
где 

A?/e=A?;, + ( A f ^ + AfrA?,) v*, 
2 1 2 
А"; - =- А"; - — ——Г E>"./j. 

(43> 

Согласно (6), (43) компоненты объектов квазинормалей 
1 clef I 2 def , . 2 

As=Al!A"jSl, As—A,iA'ljs имеют следующие строения: 
' A--A, + 2A?ftv*, А,=А-. (44). 

В силу (9), (43), (44), тензоры 

Ь?/—(/тг+2)Л?, -А« Д } +2A«yA»,vJ - . 
- ^ № ^ + А « А Л ? > * , 

2 dof 2 2 

-fy* = (^ + 2 ) A ^ - A ^ A A ) + 2 A f y A ^ -
-"(A«Ay,+A»ftA»)v'B. 

имеют вид: 
1 2 1 

^ijk *^t]k> ^ijk —г,/* • v-ч-" 
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В силу соотношений (44), (45), преобразование (41) форм 
проективной связности перепишется в виде: 

2 1 2 1 
Ш0 - - - Ч ' Ш0 - = - - 0 ' 

1 1 
со? = а > Р ' d^^ '^H-^ )^^ 

Соотношения (46), согласно (44), (45), и доказывают йнволю-
тивность преобразования 1К. Имея в виду эту инволютивность, 

1 2 

мы говорим, что пространства Рт,т и Pm „, являются двойст­
венными [51] относительно ./#•. Доказана 

Теорема. Оснащение в смысле Э. Картаиа регулярной 
гиперполосы Hm<zP„, кроме первого пространства проективной 
связности Рт,т, индуцирует второе пространство проективной; 
связности Рт т, определяемое (m+1)2 пфаффовыми формами 
2-т- 1 2 

сор (см. (41)), причем пространства Рт,т и Рт.т являются 
двойственными относительно инволютивного преобразования Jpr 
форм связности по закону (41); компоненты тензора кривизны-
кручения пространства Рт,т имеют строения (42i_3). 

. Из (41) непосредственно вытекает 
Следствие . Условием совпадения связностей пространств. 

Рщ,т й Рт,т является обращение в нуль тензора Дарбу 
регулярной гиперполосы НтсРп, т. е. касание 3-го порядка 
соприкасающихся гиперквадрик (13) с данной гиперполосой. 

Предположим, что в случае неподвижности оси [Nv] осна­
щающей ПЛОСКОСТИ Nn_m_i (A0) подтензор /?/-* тензора кривиз-

2 2 . 
ны-кручения пространства Рт,т обращается в нуль: R{st — 0. 
Свертывая равенства (422) по /, t, с учетом (3), (4), (8), (35),, 
(37) имеем: 

•—-— Aikl „ — mavCiu -—-т—( А** - —q— J -

- -ШТ2- V"D*« + A^J - A->«* + ( /»-!) (Afftv° -(-AJiaJeS) + 
+ (AM* -A?,A?A) v£v* = 0; (47> 

свертывая последние соотношения с тензором An
ih, получим 

(38),, то есть оснащающая плоскость Nn_m_i(A0) является плос­
костью Кенигса. 

Свертывая (47) с тензором А", с учетом (38) находим: 
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,,.«-AM»!. - si W+<4«°) - - .лМй -
- ^ ^ » - ^ А " № ' ( 4 8 ) 

где величины ЛгА имеют строение (10). 
Если при наших предположениях смещение инвариантной 

точки Кёнигса Кп не выходит за пределы нормали первого рода 
[A0KnNv], то из (362), (48) с учетом (37) имеем: 

Л-А = _ (яг + 2) alrfk — ч№*ш', 
величины Wnk (ем. (10)) теперь с учетом (4), (9). (И) примут 
mRWnk=-v%Bsll, откуда, в силу (10), непосредственно сле­
дует Чп = №п. Доказана 

Т е о р е м а . Если подтензор RL тензора кривизны-кручения 
пространства Рт.т, индуцируемого оснащением регулярной 
гиперполосы Hm<zPn полем плоскостей Nn_m-i=[KnNv] c не­
подвижной осью [Nv], обращается в нуль, причем иифинитези-
мальное смещение оснащающей плоскости Nn_m^ (А) не выходит 
за пределы нормали первого рода, то нормалью первого рода 
служит первая директриса Вильчинского и оснащающая плос­
кость N,._m_i является плоскостью Кенигса этой директрисы. 

§ 4. ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ РЕГУЛЯРНЫХ ГИПЕРПОЛОС 

В. В. Вагнером во второй части работы [4] построена общая 
теория поля локальных собственных гиперполос в дифференци­
ально-геометрическом пространстве Хп и рассмотрены ее прило­
жения: 

а) к сингулярной задаче вариационного исчисления на без­
условный экстремум, 

б) к вариационной задаче Лагранжа, 
в) к метрической неголономной геометрии Vn

m в Хп, 
г) к динамике склерономных механических систем с неголо-

НОМНЫМИ нелинейными связями. 
Вопросы приложения теории поля локальных гиперполос в 

геометризацию динамики систем с неголономньши связями рас­
сматривает А. В. Гохман [13]. 

Согласно работе Н. М. Остиану [27], с распределением ЯЯс~Рп 
ш-мерных линейных элементов (т<_п—1) во второй диффе­
ренциальной окрестности внутренним образом ассоциируется 
гиперполосное распределение ШаРщ для которого исходное 
распределение Ш является базисным (относительно репера 0-го 
порядка уравнение гиперплоскости оснащающего распределения 
имеет вид саха = 0). Нами доказано [49], что гиперполосное рас­
пределение Ж регулярно тогда и только тогда, когда тензор 
саАца 2-го порядка невырожден. Следовательно, в случае 
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tdet I c0AijaI {ne}0 теорию регулярного гиперполосного распределе­
ния ЖсРп, построенную автором в работе [49], можно прило­
жить к изучению геометрии распределения $Я m-мерныХ;линей­
ных элементов. В частности, это позволяет: 

а) построить новые внутренним образом определенные инва­
риантные нормализации распределения Ш (нормализации Фуби-
ни, Вильчинского, Михэйлеску и т. д.), а также новые оснаще-
ния в смысле Э. Картана; 

б) найти новые поля инвариантных соприкасающихся гипер­
квадрик распределения Ш; 

в) найти ряд линейных связностей (аффинного и проективно­
го типов), внутренним образом определяемых самим распреде­
лением Ж, и т. д. Все это приводит к обогащению теории распре­
делений rn-мерных линейных элементов в Рп новыми геометри­
ческими фактами. 

С поверхностью VmczPn ( 2 < m < n — 1 ) , согласно работе 
Н. M. Остиану [26], в 3-й дифференциальной окрестности внут­
ренним образом ассоциируется гиперполоса Нт; условием ее 
регулярности является невырожденность симметрического тен­
зора 3-го порядка bj\.ija (см. [50])..Это обстоятельство позволи­
ло автору, в частности, установить [50] верхнюю границу поряд­
ка полного внутреннего фундаментального объекта поверхности 
VmczPn) а именно: порядок полного внутреннего фундаменталь­
ного объекта поверхности VmczPn ( 2 < m < n — 1 ) не превосхо­
дит шести; не исключено, что эта граница допускает понижение 
на единицу. 

Для регулярной гиперполосы HmczPn, инвариантно при­
соединенной к поверхности Vm ( 2 < r n < n — 1 ) , справедливы ре­
зультаты, полученные нами в работах [47], [48], [50], [52], а 
также в §3 настоящей работы; здесь мы перечислим основные 
из них (применительно к поверхности VmaPn). 

1) В дифференциальной окрестности 5-го порядка точки 
A06VTO. имеем поле инвариантных соприкасающихся гиперквад­
рик (см. (13)) гиперполосы Нт (а следовательно, ее базисной 
поверхности Vm), относительно которых касательная плоскость 
Пт(Ао) и характеристика nn-m-i (Ло) полярно сопряжены. 

2) Используя инвариантное условие квадрэтичности гипер-
полосы НтсРп (см. [48]), нетрудно найти критерий принад­
лежности поверхности VmczPn неподвижной квадрике. 

3) В дифференциальной окрестности пятого порядка в каж­
дой точке AoGVm имеем пучок инвариантных нормалей первого 
рода поверхности VmczPn; из этого пучка инвариантных (п—т)-
мерных нормалей выделяются, в частности, нормаль Фубини, 
директриса ВИЛЬЧИНСКОГО И Т .Д . 

4) Инвариантное присоединение регулярной гиперполосы Нт 
к-УтЩРп позволяет рассмотреть на поверхности Vm две двойст­
венные аффинные связности без кручения, индуцируемые двой­
ственной нормализацией Нт, а также две двойственные „проек-
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тивные связности без кручения, индуцируемые оснащением Нт 
в смысле Э. Картана-

5) Инвариантное присоединение регулярной гиперполосы к 
поверхности VmczPn позволяет изучать двойственную геомет­
рию сетей (см. [52]) на рассматриваемой поверхности; в част­
ности, это приводит к построению инвариантной нормализации 
Vm с помощью полей гармонических плоскостей сети 2с:Vm,. 
сопряженной относительно тензора ЬаЛ.ца. 
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