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Тензор кривизны выбираем в виде 

р _ 1 / d2glk d2gn (Pgjk , &gji \ ( r a v b v a v b . 

2 \дх'дх1 dxidxk дх1дх1 дх1дхк/ 

Известно [2], что полный набор тождеств для первых ковариантных 
производных тензора кривизны имеет вид: 

3 ) # a « [ P T , o l — о, 

в) Ra [эТ5], i ^ 
; 0 . 

Задача нахождения полного ряда тождеств для вторых кова­
риантных производных тензора кривизны ставится следующим обра­
зом. Пусть нами получена формула (А), связывающая вторые ко ва­
риантные производные тензора кривизны с расширениями метриче­
ского тензора. Известно, что расширения метрического тензора обла­
дают определенным набором тождеств (Б) и только этим набором. 
Этот набор тождеств для расширений метрического тензора назы­
вается полным. С помощью этого ряда тождеств (Б) мы можем 
разрешить формулу (А) относительно расширений метрического тен­
зора (А')- Набор тождеств (В) для тензора кривизны будет пол­
ным, если из формулы (А') с помощью тождеств (В) мы получим 
формулу (А) и все тождества (Б). 

Нетрудно показать, что вторые расширения тензора кривизны 
можно выразить через расширения метрического тензора по формуле 

•^RijkU mp " elk, jimp ~~~ ёи, kjmp Sjk, limp ejl,lkmp 

+ члены, зависящие от расширений gik более низкого порядка. Но 
второе расширение тензора кривизны связано со второй ковариант-
ной производной по формуле: R m щ р = Rmu т р - R m А)тр — 

1 

~" Щы A-lmp " Almp — Rbjkl Ab

imp, где Al

m = — ga (gaJi ki+gak. jr-gik, ад-

Таким образом, НуЫ.т.р выражается через расширения метрического 
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тензора по формуле (А): 

(A) 2/? / У Ы т > р = g}̂  g",7, kjmp ' Sjk, limp " Г " fiy7, iAmp "T" 

+ квадратичные члены от расширения gik более низкого порядка. 
При этом i>ik. j l m p обладает следующим полным набором тождеств: 
1 • Ытр Sjl, Ытр Sij.lkmp Sij.lmkp •••» 

(Б) 2° Р(gla< Ш е ) = 0, где Р означает циклирование п о д , Ь, с. d, е; 
3.° S' (ga% Cllf,i) = 0, где 5 ' означает сумму членов, полученную 

заменой первой пары индексов любой парой из а, Ь, с, d, е. 
Заметим, что (Б) (3°) следует из (Б) ( Г , 2° ) . 
Можно показать, что gij,kimp выражается по формуле (А') через 

'^ifkl, т, р' 

5л,7, Ытр " 3/?/уи, , п, р + £>Rjjimi "Pi ft + $Rijmp, k, I "T" ^Ripj/! l m + 
(A') + 6/? / TTM, у, p + 4#/;MA /, ft + 2 /? W M | y> ft + 
4- сумма квадратичных членов от Rjjkl. 

Именно, выбирая среди компонент вторых производных тензора 
кривизны девять компонент, упорядоченных по следующей схеме: 
(ijkl), {ijbtn), (tpjk), (ikpm), (ikml), (ilkm), (ilmp), (iplm), и добавляя 
к этой системе тождество (Б) (3°) , получаем десять неоднородных 
уравнений для десяти неизвестных gla^ bcde. Определитель системы 
не равен нулю, поэтому система имеет единственное решение. Реше­
ние е ть (А') . Непосредственной проверкой показываем, что ряд 
тождеств для Rijkli rn_ р: 

I- ]Ы\, т.р ~ О' 
г> D — П 

т\.р 

( B ) 3 . Rijkl, т, р~ Rjlkl. т, pi 
ijlk, т, р " Rijkl, т, р> 4. Ri} 

5» # , . v w . *, i - Я , . , м и . ; . k = S К*..*...* (тождество Риччи) 
I . . . 4 

является полным, ибо из (А') и (В) следует (А) и (Б). Из тожде­
ств (В) видно, что в полный ряд входят только тождества, являю­
щиеся дифференциальными следствиями тензора кривизны, его пер­
вой производной и тождества Риччи. 

Автор благодарен проф. А. 3. Петрову за предложенную тему 
и членам его семинара за благожелательное обсуждение результа­
тов. 
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