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НЕКОТОРЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ 

КОМПЛЕКСНОГО РОСТКА К УРАВНЕНИЯМ 
С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ 

С Ю. Доброхотов, В' П. Маслов 

ВВЕДЕНИЕ 

Настоящая статья посвящена асимптотическому методу 
решения дифференциальных уравнений, в том числе и нели­
нейных, с малым параметром при старших производных. 
Хорошо известно, что для широкого класса линейных урав­
нений такого типа проблема отыскания асимптотического ре­
шения сводится к уравнениям в частных производных пер­
вого порядка — уравнениям Гамильтона—Якоби и переноса 
(метод ВКБ). При этом решения первого уравнения — ве­
щественные. В ряде случаев, однако (например, в случае гар­
монического осциллятора), решения аналогичного уравне­
ния— комплексные. Конструкция решения таких уравнений 
(теория комплексного ростка) и приводится в настоящей 
статье. 

Известно, что вещественным решениям классического 
уравнения Гамильтона—Якоби соответствуют геометрические 
объекты — лагранжевы многообразия в фазовом пространст­
ве. Оказывается, что в случае комплексных решений возни­
кают новые геометрические объекты — лагранжевы многооб­
разия с комплексным ростком. . 

Предлагаемая в первых четырех параграфах этой 
статьи теория комплексного ростка впервые была изложена 
в главе VI книги «Операторные методы» [9]. Настоящее 
изложение этой теории отличается от гл. VI указанной книги 
«следующим: во-первых, существенным улучшением некото-
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рых оценок* (это улучшение принадлежит Г. A. Варопае-
вой). Во-вторых, нам понадобится лишь 'некоторый частный 
случай теории комплексного ростка (ввиду отсутствия в рас­
сматриваемых примерах комплексной фокальной точки), а 
его изложение значительно проще общей теории комплекс­
ного ростка. В остальных параграфах приводятся примеры 
применения теории к линейным (§ 5) и нелинейным (§§ 6, 7) 
уравнениям. 

В работе приняты следующие обозначения: 

(аА (ЬЛ 
1. Через • < а, Ъ > , а— ••• , #•-= ••• I, обозначается ве-

\ a>nj \ U 
щественное скалярное произведение; 

п 

(a, b) = _«Л. 
2. Через ^, <p(x) gC1 (Дп), обозначается градиент ср: 

3. Через -----£-, <?(х, y)6C2(JRnXJRm), обозначается матри­
ца с элементами: 

/ ааФ \ _ -3-ф 
\дхду It, j dxidyf 

л . а (х) — I • • • 
\-7« (х) 

матоица 

4. Через fx, q(x) — \ ••• J , -̂  (x) 6G1 (/?m) обозначается: 

dxj' 
1Ё1\ . 
\dxli, j 

5. Через 'С обозначается матрица, транспонированная к 
матрице С; через С-—матрица с элементами, комплексно. 
сопряженными к элементам С. 

6. Через '-—•- <р, 1—{1ъ . . . , i„), |/| = _ Ь{ обозначается про-

изводная —- —-г. 
дх\% ... дх'п . 

1 п 

* Все оценки вида 0D(hz^e), 0D(h}~e) и т. д. заменяются на оценки 
О с (А3'2), 0D(h) и т. д. (см. [9J). 
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§ 1. УРАВНЕНИЯ ГАИИЛЬТОНА-ЯКОБИ 
И ПЕРЕНОСА С ДИССИПАЦИЕЙ 

Прежде всего мы покажем на простом примере как из-
конструкции асимптотического решения возникают'-уравнения; 
Гамильтона—Якоби и переноса. Рассмотрим уравнение 

•*Й+*! 2 ««w-Sk.--. а-чф 

i . 7 = l 
dxidxj' (1.1). 

где аи=*ап, а/у (jc) бС00. А-»-0 и функция ш при а.-=0 удов­
летворяет условию 

ty(x,0) = eiS°{x)/hHx), 

По известному методу ВКБ его ; решение ищется в виде-
(1.2> 

(1.3) 

IS/li ty = eia'n4{t, x, h), 
N 

y'(t, A% A) = {sum}<pfe(t, x)hk, 
ft—О 

где S (x), 9fe (я) —подлежащие определению бесконечно-
дифференцируемые функции. 

Подставляя функцию Ъ в уравнение (1.1), полупим 
• is 
„ft! 

1,3 

dS Эф dS , — dS dS \ ,h /<Эф _•_<• — „ dS ду . 

m + 2-»*/ ш, dx-jf -th [si+2£ ач щ щ+ г.; 

+ {sum}fl dS 
l) dxtdxj r-rl + A-S--*. d2cp = 0 (1.4) 

W - • - ' / ! . / " a*'a*-"-
Представим затем функцию <p(x, h) в виде ряда (1.3> 

и приравняем выражения при различных степенях А к О. 
В результате получим рекуррентную, систему уравнений в; 
частных производных первого порядка: 

St+Z^Wx-idxj) u ' 

oft 

i,3 

dS д 

Э-Фй-I \ • 
dxidxjj' 

(1.5 > 

(1.6> 

"--^В^-''-^ (1.7> 
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Из первого уравнения этой системы определяется функ­
ция S, а из последующих —функции срА (множитель els,h в 
случае, когда 5 — вещественная функция, следует сократить, 
однако когда S — комплексная функция, • этот множитель 
играет важную роль). 

Уравнение (1.5) называется уравнением Гамильтона— 
Якоби, а уравнения (1.6), (1.7) — переноса ((1.7)—с пра­
вой частью). Оператор, заключенный в квадратные скобки, 
будем называть оператором переноса. 

Если функции 5 и щ, k—0, 1 , . . . ,.V удовлетворяют уравне­
ниям (1.5) — (1.7), то очевидно функция \[i является решением 
уравнения (1.1) с правой частью вида hNR(x, h), где 
R (х, К) — полином N-степени по h с гладкими коэффициен­
тами (зависящими от производных функций 5 и ер/..). Таким 
образом, если найдем решение уравнений (1.5) — (1.7), то тем 
самым «почти» решим уравнение (1.1) при h-Ю. Функции, 
удовлетворяющие исходному уравнению с точностью до 
0(hN), N>0, будем называть (формальными) асимптотиче­
скими решениями. 

В случае, если S — вещественная функция, то решение 
уравнения Гамильтона—Якоби сводится, как известно, при 
отсутствии фокальной точки, к решению системы обыкновен­
ных дифференциальных уравнений — системы Гамильтона 
(см.§ 2). 

Предположим теперь, что функция S (х, t) — комплексная 
с неотрицательной мнимой частью. Тогда очевидно, что 
решение вида (1.2) в' области 1 т 5 > 0 * д л я <.p/,6GK> имеет по­
рядок О (А00). Поскольку мы находим решение, удовлетво­
ряющее исходному уравнению лишь с точностью до О (hN), 
то и уравнение Гамильтона—-Якоби, и уравнение переноса 
есть смысл решать в некоторой окрестности нулей функ­
ции lm 5. 

Заметим теперь, что если в" случае с вещественной 
функцией S, произведение e's//lcp, где <р —любая гладкая 
функция, имеет такой же порядок по h, как и ср, то в слу­
чае, когда S — комплексная функция, это не так. Например, 
x2e~x^h — 0{h). Обобщение этого соотношения следует из 
неравенства Гординга. 

Лемма \Л (неравенство Гординга). Пусть F(х)£С2(/•?"), 
E > 0 , тогда для любого i 

§\<2cF(x), 
где с = const. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 

0 < F ( x 1 , . . . , x ; J ) + ^ - + 2 - s u p ^ 
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Поскольку условием неотрицательности квадратного 
трехчлена является неположительность его дискриминанта.. 
то 

dF 
дхц <2sup 

ft, .*• 

d*F 
0х» 

F(x). 

-Лемма доказана. 
С л е д с т в и е . Пусть FQCN, F>0 И PN(|£, х) — одно-

dF . 
родный по —- полином степени iV с коэффициентами, глад­
ко зависящими от х. Тогда . 

{^lPN)e-^-0{hN^% \1\<N. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы очевидно следует 

оценка 

**Р<&°* ' (1.8) 
где ск—некоторые константы. 

Отсюда и из очевидной оценки 
т а х Л - ' ' л ) = 0(А/У 

получим утверждение следствия. 
Введем следующее обозначение. 
Пусть f(x)>0,f(x) и g(х)—гладкие функции. Будем 

писать g=Of(ha), если 
'Ж? «|*- ,<Jr>/*—0<А—•"-») 

при а —|/|/2>0, причем О-—оценка локально равномерная по 
XyU -Q£tg-e~nx)l'1—гладкая, ограниченная функция при 

A{to}0 и а — | / | / 2 < 0 . 
Нетрудно убедиться в том, что эти соотношения экви­

валентны неравенству' 

Й-Wwi —Щ 
где ^ — некоторая константа, a—-fi|/2>0. Аналогично опреде­
ляется Of(ha). 

Поскольку мы ищем асимптотическое решение, то в слу­
чае-, когда 5 — комплексная функция, достаточно решать 
уравнения Гамильтона — Якоби с точностью до oims(fi) и 
переноса —с точностью uO'Oims(A1'2)(i6(Q..-rj). 
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Оказывается, что c помощью таких решений можно по­
строить асимптотическое решение исходной задачи с ТОЧ­
НОСТЬЮ до 0(hN), где JV —любое положительное число. 
(См. [9]). 

Обозначим 
Н(х, p) = *EaiJplpJ, S—ReS, . S2 —-п™-

Функцию Я (л:, p) назовем функцией Гамильтона, отвечаю­
щей задаче, (Ы). Уравнения (1.5) и (1.6) имеют вид 

-t(l,H,p(l.x)S>=o52(A)1 .1.9) 
•Эф , , и Эф . „ ' dS, djp 
дГ + • < " Р дх ' + 1{ ПРР дх ' дх ' + 

Соотношение' (1.9) мы будем называть ' уравнением 
Гамильтона —Якоби с диссипацией. В ряде' задач (с «пог­
лощением») функция Гамильтона имеет вид Ж = Н-\-1Н, где 
H(p,x,t), Я(р, х, t) — гладкие вещественные функции 
/7<0. В этом более общем случае аналогично возникает 
соотношение ' 

-^^^f&^Ot' i 2 ^^^" '6(0'п (1Л1) 
О п р е д е л е н и е . Соотношение (Г 11) будем называт ' 

уравнением Гамильтона —Якоби с диссипацией, отвечающим 
гамильтониану Ж (р, х, t). 

Уравнение переноса, отвечающее Ж (р, х, t), приведено 
в §4. 

Формулы, позволяющие находить решения уравнений Га­
мильтона—Якоби и переноса с диссипацией, приводятся в 
§§ 2—4. На эвристических соображениях, при помощи.кото­
рых они получены, мы останавливаться не будем, а прямым 

.дифференцированием покажем, что предъявляемые функции 
удовлетворяют соответствующим.уравнениям. , / 

З а м е ч а н и е . В случае, если о—вещественная функция, 
Ф (•*) для ограниченности функции~Ta~eiS\h, <рбС°*, а>0 , при h->0 

необходимым условием является выполнение равенства 
а=0; в комплексном же случае это условие заменяется на 
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соотношение . <р (-x) = Oims (ha), a>0 . Это дает нам возмож­
ность включить в разложение (1.3) отрицательные .степени 
параметра h; т. е. функцию ср искать в виде 

*==*** 2 rf, ' • • - • • . . (1:12) 
..А-=т-П 

где <рй —подлежащие определению (-•'---функции, удовлетво­
ряющие условию (p̂ --=Oims(A-<A+K>) при k<0; - iV, и.>0—-не­
которые целые числа, а •/ принимает значения 0 или 1/2. 

Тогда нетрудно показать, что функции -РА+Я удовлетво­
ряют рекуррентной системе уравнений 

где тс —оператор переноса (см. §4), т .е . уравнениям перено-1 

са. Решения вида (1.12) мы .будем называть полиномиальны­
ми (см. § 5). 

§ 2. ЛАгРАНЖЕВО МНОГООБРАЗИЕ 
с КОМПЛЕКСНЫМ ростком 

Основные определения и .формулировки теорем. 
Рассмотрим 2/г-мерное евклидово пространство с коорди­

натами /?. , . . . , рп, qu.. ., qn. Это пространство будем, назы­
вать фазовым пространством. 

О п р е д е л е н и е . Лагранжевым многообразием называет­
ся «-мерное подмногообразие Л" в фазовом пространстве, 
удовлетворяющее условию 

i*»v*-£.(&;%-&&)--. 
У, k*-= 1, . . . , п, где а-,..., ап — локальные координаты и-
Ап. Выражение [р, q]Jh называется скобками Лаграйжа дл-
вектор-функций р(а) и q(a). Предположим дополнительно 
что §paq=0 по любому замкнутому пути на Л". Тогда а, 
Л" существует функция s, удовлетворяющая уравнению 
ds=pdq. Функцию s будем называть s-действием на Л". 

Пусть на лагранжевом многообразии Л" задана неотри­
цательная С^-функция D(a), называемая Диссипацией. Мно­
жество ее нулей обозначим через Т. Везде ниже, мы будем 
предполагать, что множество Г компактно. 

О п р е д е л е н и е . Комплексным ростком гп
х называется 

пара (w (а), г (а)) гладких /г-мерных комплексных'вёктор-функ-
ций ка А" такая^ что, выполнены q#ej"yto^iie условия 

( аксиомы комплексного ростка): 
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1. г(а)—Q0(AV2), w(a,)=0D(h112); 

2 . d e t ^ t - - r*0 ' . da. 
3. существует гладкая функция E(a) на Л", называемая 

потенциалом, такая, что 

dE= (w, dq > — <г , dp > +———!-=———_+ (f, do. > , 

где f=0D(ft). 
Мы будем считать, что задано лагранжево многообразие 

с комплексным ростком.(или короче —росток) (Л", г"), если 
заданы все четыре объекта: Л", rn, D, Е. 

З а м е ч а н и е 1. Из невырожденности на Г матрицы 
д (в + 2) 
• V ' следует, что 

/Ня + г) \ 

\ да J 
З а м е ч а н и е 2. Если на Л" существует s-действие, то 

существование потенциала эквивалентно существованию на 
Л" функции №(а), удовлетворяющей соотношению 

dW =•</>+w t A (q+z))+ <Q 0 (A), d a > . 
Кроме того, из существования на Л" потенциала следует 

.равенство 
[p + w>q + z)jk=:0Dihl/% (2.1) 

j;k==i,...,,n.. 
Пусть Н(р, q, i)6C°°(R2rt+1) — вещественная функция. 

Обозначим через p(a, t), q(a, t) решение системы Гамильтона 

— —.-.-•Я.-, ——Hp. (2-2У 

удовлетворяющее начальным условиям 
. p(ct,Q)=p0(a), q{a, 0) = qQ(a); (p0(a), ^(a))6A«-. 

Нетрудно показать, .что для любого фиксированного i 
уравнения p-=p(a,•'i), q — q (a, t) «определяют лагранжево 
многообразие, которое мы обозначим через Л*. 

Пусть p{pu,qQ,t), q(pa,q0, t) —решения системы (2.2), 
удовлетворяющие начальным условиям 

P{Pa,go^)^p0, q(pQ,q0,0) = q0. 
Обозначим через g?w отображение . ,. 
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Будем называть gl
H каноническим преобразованием фазо­

вого пространства, отвечающим функции Н. 
Нетрудно показать, что если s0 —s-действие. на лагран-

жевом многообразии Ло, то функция 
t 

S{a, t)-= 50 (а)-+-^ ( < /? (а , - : ) , ЛГр (/7 (а,-х), ^ (а , -с),.х) > — 
0 (2.3) 

— H(p(<x,i),q(a,z),n:))dx 
является s-действием на Л?. 

Везде ниже мы будем считать, что s-действия на семей­
стве {Л?}, t6[0, T] согласованы посредством формулы (2.3). 

Пусть ^(p,q,t)^=H(p,q,t) + iB(p,qit)) где Н и Н— 
вещественные С^-функции. 

Сопоставим функции Ш следующее преобразование про­
странства R2nXC2n, зависящее от параметра t 

(p0,qu,w0lzQ)^-{p,q,w,z), 
где (p,q) = gt

H(pQ,q0), a w = w(p0,q0,w0,z0,t) И z = z(p0,qa< 
^0' ZQ> i) Удовлетворяют системе комплексного ростка: 

^^lHp + &epqz-{-&eppw, (2.4) 

-»1*-о----о/ г|<-о-='го. 
где у функций Н„, Нр, ВСрр и т. д. опущены аргумен­
ты p(a,t), q(a,t),i. Отображение (p0,q0,w0,zQ)~>(w,z) 
обозначим через dg* ~ и будем писать. 

(w,z) = dt
H+iff(wQ,zu): 

Опр еде лени>е. Преобразование (g#, dg^fe) будем 
называть комплексным каноническим преобразованием, от­
вечающим комплексной функции Гамильтона Ж и обозна­
чать D1^. 

Пусть F (p, q, <w, z, ^ — некоторая функция, тогда под 

выражением \ Ed- мы убудем понимать интеграл 

t • ' < 

\jF(p(a,x),q(a,x),w(a.,%),z(a,'z),'z)dt. 

• Аналогично мы будем понимать .выражения -— или F. 
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. Т е о р е м а 2.1. Пусть (Ло,го)— росток с диссипацией 
D0 и потенциалом E0, Ж—Н-\-Ш — комплексная функция 
Гамильтона, H < 0 . 

Зададим на A't=g'nAS диссипацию D(a,t) с помощью 
формулы^ i 

t 

D(a,t) = D6(o.)-\Hdt. (2.5) 
о 

Пусть при /6[0, Т\ якобиан 
/ ( a , ^ d e t a < g ( a ' ^ + i ! ( o t , Q ) , - (2.6) 

где д{а, 0 — §"я(̂ 0(а))> г(а> 0 = ^я+ш(го(а))> 
(p0, ?0)ел», к,8o)er0

B , 
отличен, от нуля на Г..-множестве нулей функции D(a,t). 
Тогда для любого t6[0, Т] г? = ^я+гяГ1? е с т ь комплексный 
росток на Л"; функция 

E(a, t) = E0(*)-i \ (я+————4-~—-) dx 
о 

язляется потенциалом на Af, а совокупность Л?, rn
t, D, Е 

является лагранжевым многообразием с комплексным ростком. 
(Доказательство см. на стр. 157). 

При рассмотрении семейства лагранжевых многообразий 
Л" с комплексным ростком г?, получающихся из (Ag, r(j) 
при комплексном каноническом преобразовании D^-, мы всегда 
будем предполагать, что диссипация £>(a, t) и потенциал 
E(a,t) на Л" связаны с диссипацией L>0(a) и потенциалом 
E0(a) на А£ формулами (2.5) и (2.6). 

Определение . Комплексное каноническое преобразо­
вание Di% ростка (А#, г£) будем называть диссипативным 
на отрезке ^б[0, Т], если для любого Z-G[0, Т] выполнены 
условия: 1. Я < 0 , • 

Точки, в которых J (a, t)=0, будем называть комплексными 
фокальными точками. 

Всюду ниже будем рассматривать лишь диссипативные 
преобразования. 

Перейдем теперь к определению важной квадратичной 
формы — (--действия и определим фазу ростка. . 
150 ' 



Определение . Назовем ^-действием ростка функцию 
ц («) = !'< г, .ЙСГ^-г), 

где ' 
г _д (q + z)j о _ д (р + w)'i 

Фазой комплексного ростка будем называть функцию 
Ф ( а ) = - | . < ш , 2 > + ^ + s + E . 

Ниже докажем, что если множество Г,, проектируется 
диффеоморфно на д-плоскость, то функция Ф(а(х, t), t), где 
a = a(x,i) — решение уравнения q(a, t)=x, является «почти» 
решением уравнения Гамильтона —Якоби с диссипацией. 
Там же, где множество Г; не проектируется диффеоморфно 
на -у-плоскость, т. е. в окрестности точек, где det -p=0, 
мы «перестроим» решение, т. е. функцию Ф. При этом будем 
опираться на следующий простой факт. 

Лемма 2.1. В окрестности любой точки а°сГ найдутся 
такие функции "f/(a), равные либо Imz^ либо Re г,, либо 
нулю, что ' 

(Доказательство см. на стр. 158). 
Из леммы 2.1 вытекает 

С л е д с т в и е . Существует такая окрестность щ точки 
а0, в которой отображение 

irY:a-->9(a) + T(a) 
является диффеоморфизмом на некоторую область в Rn. 

О п р е д е л е н и е . Пару (и-,,, ъу) назовем т-картой ростка 
•(Л", rn)\ iiy — ̂ -областью и TCY — -f-диффеоморфизмом. Любую 
совокупность т-карт, покрывающую Г, назовем ~;-атласом. 
Неособой областью, (картой) будем называть т-область 
(карту) такую, что 7=0. Очевидно существует конечное 
покрытие множества Г -f-картами. 

О п р е д е л е н и е . В т-карте назовем т-перестройкой ф 
функцию • 

Ф^(а)-=Ф(а)+ (./г + та-ЖГ-г.т > (а) + — < Ъ ^ Г ) (*)• 

Смысл этого определения становится ясным'из следую­
щей леммы. 

Лемма 2.2. (О независимости определения Ф̂  от выбо­
ра т-атласа). Пусть (Kv, ~v) и (к-т,--) —две т-карты, тогда 
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на области определения отображения -..""---с- справедливо 
соотношение 

ф " = фУс-с-'о-Е,. + Од (Л3/2)., 

3 а м е ч а Н и е. КОМПОЗИЦИЯ W-1OI-- заведомо определена 
на пересечении множеств #Yn«rr, а отображение i._1c-c-
есть замена координат на uyf]a-. Действительно, пусть 
точка а,°виуГ\а^ и пусть координаты, на иу~а, а на и-—а. 
Тогда очевидно. -c-lon-:a{to}o, т. е. координаты а выра­
жаются через координаты о как решения уравнения 

Ч («(<-)) + Т (а (а)) — У (-) + Т (-)• 
В частности, если ~"=0—неособая карта, то мы переходим 
из неособой области и0, т. е. области, диффеоморфно про­
ектирующейся на -^-плоскость, в область щ с помощью 
Замены независимых переменных, определяемых уравнением 

?(а(о)) = #(<-) + Т(0). ' 
Перейдем теперь к основному определению этого параграфа. 
. О п р е д е л е н и е . Пусть .A", rn, D, Е — лагранжево мно­

гообразие с комплексным ростком и пусть Фч — фаза, под­
чиненная. атласу т на нем. 

Пусть выполнено следующее соотношение (неравенство. 
диссипативности): 
В каждой т-области существуют такие гладкие функции 

ev(a)>0 и cv(a)>0, 
ч т о . . 1 • 

lm4-V(a) + cV(a)L)3/2(a)>ev(a)£)(a) , я&ь,: 

Тогда совокупность А", г™, D, Е будем называть дисси-
пативным ростком и обозначать [А", тп]. 

О п р е д е л е н и е . В т-карте энтропией ростка будем на­
зывать функцию . ' 

S°y (a) = Im ©v (a) + cv (a) D3/2 (a). 

Заметим, что неравенство диссипативности можно запи­
сать в виде 

г 

Т е о р е м а 2.2. При диссипативном преобразовании D^g-
ростка (Ао'Го) свойство диссипативности.инвариантно. При 
этом ev и cv- в неравенстве диссипативности можно выбрать 
гладко зависящими от а и t. (Доказательство см. на 
стр. 161). 

Пусть <-7 (.x.) —разбиение единицы в .х-плоскости по т-диф-f 
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феоморфизму (и/,-у,.т<>7)-карт, ростка [А?, г?]. Пусть ач (х, t)=-
= i"-i (.х), т. е. av (л, t) —решение уравнений 

.Х = .7(<-, t) + -r(o, t), aBUt.v 

напомним, что det—$1 i=® при <"6и*,Д Обозначим 

Sl(x,i) = ^ey (Х)К&ФУ (^(x,t),t), (2.7) 
v 

S2 (x. О = 2 е] (х) <?ч (av (л, t), t). (2.8) 
v . 

Справедливо следующее утверждение. 
Т е о р е м а 2.3. Пусть Dffl — диссипативное преобразо­

вание диссипативного ростка^ [Ао, г'о] при t6[0,r], отвечаю­
щее функции Ж (p,q, t). Тогда функции Sx(x,t) и S2(.x,t)., 
определенные формулами (2.7) .и (2.8) и отвечающие ростку 
[Л", г"] при ^6(0, Г], удовлетворяют уравнению Гамильто­
на—Якоби с диссипацией (1.11) с функцией Гамильтона Ш 
(Доказательство см. на стр. 164). 

Предположим теперь, что нам нужно найти функцию 
S (x, t), удовлетворяющую уравнению Гамильтона-— Якоби 
с диссипацией и начальному условию 

S(.x,,0) = S10(.s) + tS2o(x), 
S10> '->2oGG - •-•'20 {ge}". 

Покажем, как с помощью теорем 2.2 и 2.3 построить 
такое решение. Очевидно для этого достаточно построить 
начальный диссшттив'ный росток так, чтобы фаза на нем 
удовлетворяла условию 

... Q ' V ^ - S j o W + iSaoC*). . (2.9) 
Для построения такого ростка воспользуемся формулой 

(см. лемму 3.4) 
Ф°а (а) - % (p + w - ВС-Ч) (а) + 0D (h), 

(Отсюда, в частности, следует, что начальный комплекс­
ный росток То определяется начальной функцией S10 -\- iS2o 
не однозначно). 

Выберем росток (Ао, т") следующим образом. Положим 

•7о = a. Pa^ST^)' 

г0-=О, -w0== J-^-(a), 
; D6 = S2Q(a), E—S20(a). 
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Тогда очевидно qa —-единичная матрица и множество Г0 
целиком покрывается неособой картой. 

Легко убедиться, что построенный таким образом объект 
является диссипативным ростком. Кроме того, очевидно имеет 
место и равенство (2.9). Применяя теперь теоремы 2.2 и 2.3, 
получаем решение поставленной задачи. 

Рассмотрим в фазовом пространстве ^п+г переменных 
(q, t р, po) многообразие 

A"+I-={A?Ut, р0(а, *)), 
где 

А." „ ' ДЛ 

А, (а, 1) = Н(р(а, t), q(a, t), t), t 6(0, Г). 

Непосредственным дифференцированием нетрудно убе-
.литься, что Лл+1 —лагранжево многообразие в фазовом 
пространстве /?гя+2. 

Также легко проверить, что 

/ ^ - ( r7U*o. ^o). ' 
где 

г - 0 , да0= - i - ( < w, нр > + < z, # „ > + 2H) , 

является комплексным ростком на Л""1'1. 
Отсюда из теорем 2.1 и 2.2 следует, что совокупность 

АпП, гпП, D, Е, где D и Е определены в теореме 2.1, яв­
ляется диссипативным ростком в С2'-+2. Из теоремы 2.3 
следует, что функции 51 и S2, определенные через дейст-
вительную часть фазы и энтропию диссипативного ростка 
|A"+1, r'l+1] при tQ (0, Г], являются решением уравнения 
Гамильтона — Якоби с диссипацией. 

Заметим, что в уравнение (1.11) производная входит ли­
нейно, т. е. гамильтониан разрешен относительно одной ' из 
производных. В ряде задач, однако, это условие не выпол­
няется. 

Решать задачи такого типа (без выделения какой-либо 
производной) позволяет следующее обобщение определений 

. и теорем, сформулированных выше. 
О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что диссипатнвный 

росток Л", rn, D, Е инвариантен относительно комплексного 
канонического диссипативного преобразования D'^, от ве 
чающего функции Гамильтона Ш(р, q)=H-\-iH, если: 

1. H(p,q)\An = 0D(hWy, . 
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2. функции г и w удовлетворяют с ТОЧНОСТЬЮ до Ооф) 
системе комплексного ростка с функцией Гамильтона 

3. выполняется равенство: 
#.= *#+ < Жд, г > + < #. . w ) \xn=0D(h); 

4. для производной вдоль траекторий гамильтониана 
Н от Е выполняется соотношение 

AE dt c ^=-iH^i<H"?)%{H'"w) + 0o(ft-l-). 

Рассмотрим в 2«.-мерном фазовом пространстве п — 1-
мерное подмногообразие An~1 = {pQ, q0}, трансверсальное 
траекториям гамильтониана Н(р, q) и удовлетворяющее 
условию [p0(a), <70(a)Lj==0- Пусть на А"-1 заданы функции 
w0, г0, D0, Е0, удовлетворяющие аксиомам 1,3 комплексного 
ростка. Обозначим rn~l = {wu(a), г0(а)}. 

Совокупность А"-1, г"-1, DQ, E0'будем называть А"'1-
многообразием с комплексным ростком. 

Определим на А"-1 матрицы В и С формулами: 

•-9 = ( - t f ? ( p 0 , *>. " - -Й-" 1 ) С = (Нр(р0, <70), - ^ - ) . 
Пусть detC=7--0. Тогда на А"-1 можно построить [•.-дей­

ствие и фазу ростка. 
Справедлива следующая 
Т е о р е м а 2.4 (В. Г. Данилов). Пусть построенное вы­

ше многообразие А"-1 с комплексным ростком является 
диссипативным, т. е. на А"-1 выполняется неравенство дис-
сипативности, и пусть выполняются соотношения 

•Н(р, «7)L«-*-Ofl.(A-.-); [q,' p]tJ = 0De{h),, 

Я|А«-. = (*Я + ( Ж „ г ) + ( Ж Р , « ) ) ^ = ODM 
где 

M=H(p,q) + LH(p,q), # < 0 . 
Тогда совокупность (A", rn, Е, D), где 

An = (q(a,t),p(a,t)) = g'H(q0,p0), 

. r'l=dgt
H+l~H{w0,z0), 

D=D — jjtfd-. 
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• t 

. E = E 0 — ^ ( H + < ^ 2 > + < ^ ' " > )d - -
0 

при условии / = d e t (<7,-----|—--̂ V =/=0 (Г-множество нулей 
г 

функции D) является диссипативным ростком, инвариантным 
относительно комплексного канонического диссипативного-
преобразования Л ^ . 

Теорема 2.4 < позволяет получить решение уравнения? 
Гамильтона — Якоби с диссипацией 

- ? < ! ' • «»>(1'.-«)1Ь -»»•(*) (--10> 
без разрешения его относительно какой-либо производной 

Эх ' 
Теорема 2.5. Пусть [Л™, гп\ — росток, инвариантный 

относительно диссипативного преобразования D^-, отвечаю­
щего функции Гамильтона Ж(р,д), тогда решением уравне­
ния. (2.10) являются функции S1 (.£) и S2(-x). определенные 
равенствами (2.7) и (2.8) и отвечающие ростку [Л", гл]. 
(Зависимость от t в формулах (2.7) и (2.8) опускается). 

§ 3. ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ 
ГАМИЛЬТОНА-ЯКОБИ С ДИССИПАЦИЕЙ 

Прежде чем приступить к доказательству теоремы 2.1,. 
докажем следующую лемму. 

Лемма 3.1. Пусть и {у) — комплексная гладкая я-мер-
иая' вектор-функция, при г/6[0, a], удовлетворяющая нера­
венству: • • 

| |<c i (N+/ iCy)+K/2(y) |a(y)D. . . ' (ЗД> 
г д е / 1 , / 2 > 0 и сх = const. 

Тогда при 0<z /<a справедлива оценка 

|«(У)\ <02 (\и (0)\ + \ (/1 (I) + h (•)) dA с,=const. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Интегрируя неравенство (3.1) и 
используя неравенство 2a6<a-+£2 , получим 

|« (У)1.'< сз ^1» (°)l+J(l« (6)1 -Ь/i (S)+/2 (0)-6J . ' • (3.2) 

<56 



Вводя обозначения 

, -'<0)4»(O)|+W> + /-(9)-«-
o 

def у? 

О 

перепишем неравенство (3.2) в виде 
\u.(y)\<c,F(y) + c(IF)(y). 

Из этого неравенства получим 
\и (У)\ < caF (у) + с* (IF)(y) + с\ </-|«|) у. 

Продолжая этот процесс через N шагов, получим нера­
венство i 

N 

iKK^^^^+^/^H. 
Л.--1 

•Очевидно для любой vQC 

iMW-i^ym-srw. (3.3) 
Поэтому, в силу монотонности F (у), справедлива оценка 

Отсюда и из (3.3) следует неравенствоЯ 

|"(у)|<2^(-^-^^)+-м-:!м^^-
л=1 у ' а 

Устремляя теперь /V к бесконечности, получим утвержде­
ние леммы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.1.' Для доказатель; 
ства нам'нужно проверить выполнение на отрезке 0 < ^ < Т 
аксиом комплексного ростка для Л?, rl, D, Е. 

Проверим выполнение аксиомы 1. Функции w (a, t); г (а, t) 
являются решениями уравнений комплексного р'остка 

ш=— Hq + 0(w,z), w{a,0) = w0(a), 
г—Hp + О (w, г), г (а, 0)—г:0 (а). 

Согласно лемме Гордиига, 
' • |Я?|<с1|Я|1'2,|Яр|<с1|//|1/2, где C1----const. 
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Отсюда и из леммы 3.1, получаем следующую цепочку не­
равенств 

\w (a, t)| + |г (а, t)| < с- (\w0\ + |г0| + jj IH|1/2d- I < 

< с з № / 2 ( а ) + у / Г ^ ( - Я ) ^ ) < 

<с4у IDQ-\HCIX)=C4D, 
о / 

где с2> czi й4—некоторые константы. 
Для проверки выполнения условия аксиомы 3 рассмотрим 

разность 
йЫдЕ I. 

'aj С' ") "=55} ~ ( < Ш' ?«./ > - < 2 ' -Ч-> -

— Y < 2>Ш«/ > + 2" < Ш>г«/ >•)• 
В результате несложных вычислений найдем, что 

t 

dj (t,.a) —§ ( < --\ aijw > + '< о'. aa/z > + 
0 (3.4> 

+ .<г,а3/г> )dT+/ ;(a) , 
где axj, a2j, a3;-'—матричиозначные гладкие функции и 
//(а)-— функция из определения E0(a) (см. аксиому 3). По­
скольку D — неубывающая функция, то из равенства (ЗА} 
немедленно получим, что 

d/(^,a)<cZ), с = const, 
и теорема доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2.L Пусть ранг матрицы 
/=----• в точке а-.'равен k,k<n. He уменьшая общности,. 
будем считать, что первые k строк матрицы / линейно не­
зависимы. Рассмотрим матрицы 

,d(q + Rzz)\ 
А—1 да • 

\ да, 
/д (q + Rez) д Imz 

да да 
dim г . •-).(?+Re г) J' 

• \ да да 
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Легко видеть, что матрица Т и матрица — д
+ вырожде­

ны и не вырождены одновременно, откуда следует что 
rank А = п. ВьГберем теперь из матрицы А п — А строк так,, 
чтобы, добавляя их к k линейно-независимым строкам мат­
рицы •—, получить матрицу с рангом п. Обозначим выбран­
ные строки через Ai.,./ —k + ,1, ...,/.., и полученную таким 
образом матрицу через М:. 

dji 
да. 

М = 

Положим 
[0, / < k; 

Т.-= Rez/ ; , />k, lj<n; ~ 
[Imzij, j>k, lj>n. 

Тогда матрицу М можно представить в виде: 
(0,/<k; 

М^д{с,+
д1-6\ где 8,= \qtj-q,, }>k, / ; .<л;' 

1 — qs,i>k,lj>n. 
• Легко видеть, что М, и g вырождены и невырож­

дены одновременно, поскольку 8у суть линейная комбинация 
первых к строк матрицы М. Лемма доказана. 

Прежде чем приступить к. доказательству леммы 2.2, 
докажем еще несколько вспомогательных утверждений;.. 
которые понадобятся нам в дальнейшем. • 
• Лемма 3.2. Обозначим %=ВС~Х и e = uS — cS, тогда 

|е-- |« .Ох, (А112), 
т. е. матрица % «почти» симметрична. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 
[p + ш, ? + г], —0Д(/г1/2)> 

с другой стороны, очевидно " .• 

[p + w, .«7 + г]-/-=3 {BklCk]-BkjC^. 
* • 

Умножая последнее равенство на CTiCJm и суммируя по i 
и I, получаем равенство 
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из которого и вытекает утверждение леммы. 
Лемма 3.3. Справедливы следующие соотношения 

Ф£ — '(.7«+тЛ0> + ч) + Оо(Л). (3.5) 
&^-Ж{р, q + Ъ * ) - <ЖР(Р> <7 + Т. * ) . " > -

-4<Ч, -«рР(Р. <7 + Т, * Ы + <#Р(/>. ?. -0 + Т> />+V> + * 
+ <Яр, 0о(Л))+0д(/г3/2), : (3.6) 

где ч\ = т—-$(z —т). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что по построению 

~= (qa, р). С помощью леммы 3.2 получим следующие 
равенства: 

N = 4 < г, »га > + 1 < га, <Sz > + 1 < г, *«? > =--
= <г, Яга>+0о(Л), 

Ea— < tn, <7a > — .< г, /;a > + 1 < w, za > -

- 2"<г, wa> +Oo(h), 

<-да, г.> a = < ro«, « > + < ®, s« >, < p + w—Щ т > {alpha}= 
— < pa+wa-*.ea, т > + < р + да-*г, fa > +O0(h), 

-j<T, *T >«---< T,'*T«>+Oo(A). 
Отсюда, воспользовавшись формулами 

B=pa-\-wa, 
получим соотношение (3.5). Формула (3.6) доказывается 
аналогичным образом с использованием систем Гамильтона 
и комплексного ростка. 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2.2. Как уже говорилось, 
при переходе из карты (щ, т) в карту (и-,~ч)(щГ\и-^0) 
мы переходим от координат - в карте («v, 7) к координатам 
а в карте (и-, т) по формуле c — a(a), где о(а)-решение 
уравнения 

-7(a) + T(-)--"?(«) + T(-.).' (3.7) 
. Разложим решение уравнения (3.7), т. е. функцию a (a) в 

ряд по формуле Тейлора по степеням т 
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о(а) = а+о(-)+о(2) + г, 
где 

О^ (*)---(9-а + Та)"1 (Т (« ) -Т (--)). 

/•=О0(/г3/2) 

(напомним, что det да фО* ъ£Щ) и. выразим функцию 
Фу (а) в координатах а. Получим соотношение 

<3>Y (о) -= Ф7 (а) + < ф7, 0(1) > + < ф-v, 

о(-) > + <в(», ©ve 0(1) > + 0.0 (Л3/-). 
Воспользовавшись результатами предыдущей леммы после 
несложных вычислений, приходим к равенству 

Ф7 (о) = ф7~(а) + 0D (A3'2). 
Лемма доказана. 

С л е д с т в и е . Неравенство диссипативности сохраняет­
ся фи переходе из области щ в область и-. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно достаточно показать, 
что на щ Г) и- выполняется неравенство 

Cl£)(o)<D(«)<c2D(a), 

где с1, с2 — некоторые константы. Но эти неравенства явля­
ются элементарным следствием разложения (3.7) и оценки 

|Da;|<c}/_». 
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.2. Для достаточно 

малого t очевидно, что для всех точек aQiiy якобиан 
det д^ • при диссипативном преобразовании не обращается 
в ноль. Таким образом, мы можем написать для достаточно 
малого t 

(и.,)* =(«)$.. (3.8) 
Из леммы 2.1 следует, что любой отрезок времени [О, Г] 

может быть разбит на такое конечное число отрезков 
(О,. tlt ...,tk, Т], что для каждого t{ можно выбрать такое 
разбиение (A?, rfj на области иу, чтобы для каждой -.--облас-
ти выполнялось условие (3,8) при ^<.^-<^+i. Но в силу тео­
ремы 2.1 и леммы 2.2 переход от разбиения на т-карты 
(А"Р г?;) к переходу на разбиения (Л?.+1, rti+l) сохраняет 
все величины на (Л?р г".). Поэтому, если доказать утверж-
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дение теоремы 2.2 для малого отрезка времени -1, то из. 
этого доказательства' немедленно последует утверждение 
теоремы 2.2. 

ДЛЯ доказательства воспользуемся соотношениями (3.6) 
и (3.7) леммы 3.3. 

Введем векторное поле 

£-аг+<-?1. ЯрР(Р.'?+т, ^ ( •?а+т«)- 1 ^>-
- 4 < ъ > HPP(Р>-ч+ъ-У(<7«+Та)-1

 ш> + 
+ <Hp(p , <7 + Т, t)-Hp{p, q, t), '(<7а + Та)-1^-> _ 

-<т. Ч?+т)-1^>—^-<(^+ъ)-1(§-+т),£>, 
где g=?0D(A1/2), т.--Re (да —8(2 — 7)), ~]2 = Im(ffi/ — ̂ (г—-f)).. 

Заметим, что на Г., производные -ji и -п совпадают, поэтому 
поле —- существует в некоторой окрестности Г,. Обозначим! 

CTJV-—Re ®v . 

Из соотношений (3.5) и (3.6) следует, что функция Ф% удов­
летворяет уравнению 

| Ф|= -И- <Йр, ъ > - " s 

- i - <-!!. Hpp7Jl> — < Я р , т> + 0.-> (Л3'2), 

где у fl,Hp,Hpp опущены аргументы p, <7 + Т, *• и Т-0D(h).. 
Обозначим правую ч_аЬть 'Ьтог.о уравнения через О. Раскла­
дывая функции Н, Нр и Йрр в ряд Тейлора в точке p==p + 
-Н1 + <р и учитывая, что т . , -0 О (h1/2), получим 

,G-----tf(p + % + tpi q + bt) + 0D(fi3*). 
Таким образом, функция G «почти» положительна, т. е.. 

найдется такая постоянная М, что 
def 

G—G + MD3/2>0. 
Рассмотрим уравнение: 

^ = 0, , ф^.о-во.Оо-фо, (3.9) 

где DQ—диссипация на (Ag, rg) и е0-• константа из неравен­
ства диссипативности. 
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Заметим, что вдоль траекторий поля ------функция <[.. не 
убывает. 

Далее имеем равенства 

- = - - _ _ < ( 9 а + Та) i ( ( p + T ) . _ _ > _ 

— - Я — <(?в+т«Г1«Р, ^ > - < Т , --ва + ТаГ-д-^. (3.10) 
: T--=M#p + 0.->(А-/-), (3.11) 

где у функций Н; Нр опущены аргументы р, q, t и Ж — 
-=0,1. Из неравенства Гординга следует оценка 

3D 
•Эй; 

<Cj}^.D, с--—const. 

• Раскладывая функцию Н в ряд Тейлора в точке р — 
—-p + ^i + g". •?-=<7 + Ти используя неравенство Гординга, не­
равенство 2abKa2±b2, получаем из (ЗЛО) и (3.11) оценку 

\§\<Cz(-H(p-,~q,t) + D)<c,(Ol + D), 
где с2, с3 — некоторые константы. Отсюда, с помощью лем­
мы 3.1, учитывая (3.9), получаем 

где с4= const. 
Поскольку ф —неубывающая функция и %•= e0D0, спра­

ведливо неравенство 
0<сбф, с6 — const. (3.12) 

Докажем теперь существование обратной оценки. Ана­
логично предыдущему получим 

< -fftf, q, t) + c6(D-U(p, q, t)-H)< 
< Cl{D-H{p, q, t) + V = c7(§ + D + <!}), 

где. с6, с7-некоторые константы. 
Применяя к первому и последнему, членам этого тнера-

венства лемму 3.1 и учитывая неубывание D вдоль траек­
торий поля ---̂  получаем оценку 

Ф<с80, с8 = const. (ЗЛЗ) 
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Неравенства (3.12) и (3.13) позволяют нам завершить 
доказательство теоремы. 

Действительно 
|-(-Ф2 + ф)==Оо(/г3'2),' 

(-Ф2 + ф)|г=0—0. 
Отсюда получим 

о о 

где с9, с10, сп, сп — некоторые константы. 
Теорема доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.3. Мы докажем 

здесь несколько более слабое утверждение, по сравнению 
с утверждением теоремы. Именно, покажем, что после под­
становки в уравнение (1.5) функции S1(x,t) и .S\-, (.я, г.) из 
(2.7) и (2.8) в правой части получается функция R(x, x) та­
кая, ЧТО 

t 

5i?(x,T)dx = 05a(A3'2)-
О 

Результат, сформулированный в теореме, получается при 
более детальных исследованиях. 

Очевидно для доказательства теоремы достаточно по­
казать, что в (иу, -(-)-карте уравнению Гамильтона —Якоби с 
диссипацией (1.5) удовлетворяют функции 

Sy(.x,t) = Reci>v(a(x,t). 0. 
SI (x, 0 —Im®v(a(x, г), .f) + r(a(x, г.), t), 

где a(x, t) — решение уравнений 
?(«. *) + "((--> »•) — •* 

(напомним, что deta(t?^v)-^0,a6H7) и г (a,'0-Ob(A3'2). 
Согласно равенствам (3.5) и (3.6) леммы 3.4 имеем: 

~5(%Mpp(p,x:t)yi> + <tf p(p,M) + T>/?+?.> -
- - </7+7j+/,Hp .( .o,^t) + T> +Oro(A3,2) = 

-*t(p,xtt)- ( ^ p ( p , x , t ) , ^ > -
- - ^ < ^ P P ( > . . M h > - <f,f*P{p<g,t) + i)+oD{ksl2), 

5 1 - - ^ а + ТссГ1Фа — ( Р + ^ ) + / , где /?-=/?(-, t)\ X=q(a,t) + 
+ T(a,t)\ f^OD{h),-n = w-~cS(z—0. 
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Подставляя теперь вычисленные выражения для S? и 
SX в левую часть уравнения (1.11) и раскладывая функции 
Ж, Жр и Жрр в ряд Тейлора в точке /?-=/? (а, г.), после не­
сложных вычислений получим 

г^м_+_а._«г_1..._ _ .. ' 
ах 

R(Sy)- dt •-I "-GP *»'] + - < М ^ , * , * ) . " £ >~ 
1 Щ 7"! 3 S 2 , . дг , . , тт , • дг _ i < aF' 5 i fppl^ 1"* '^"5 > =- ' "»+ ' •< Я Р + Т , - 5 > + 

+ < Hp,/2 > , + GD (A3,2) = i ( J + < ^ а + Та):1!- Й" ) ) + 

+ <HP , /2> +OD(AdM)> (3-14) 
где f2 = 0D(h). 

С помощью равенства :[ = MHp-\-0D (Л1/2), M—0,1, пре­
образуем правую часть (3.14) к виду 

dr R(S^i% + <Яр , /з> +Од(/г812), / 3 — 0о(/г). (3.15) 
Отсюда следует оценка 

t t t 

$#(Sv)d"- < J Jdx + J < Яр,/з > d" +0D(hm)< 
0 0 0 

< r + ф \ V7fdx.+ Од (h3'2) •= Од (h3/2), c- = const. 
0 

Для, завершения доказательства остается заметить, что 
в силу неравенства диссипативности Oa(h3,2)<Os (h3'2).. 

З а м е ч а н и е . Анализируя доказательства теорем 2.1, 
2.2, 2.3, нетрудно убедиться в том, что если Н=0, то оцен­
ка (3.15) выполняется и без интегрирования, т. e. R(Sy) = 
-Os.(h3/2). 

Доказательства теорем 2.4 и 2.5 мы опускаем, поскольку 
они аналогичны доказательствам теорем 2.1, 2.2 и 2.3. 

§ 4. УРАВНЕНИЕ ПЕРЕНОСА 

В этом параграфе будет построено решение уравнения 
переноса 

п 
, 1 V т (^ „ Л d^Si + iS,) 

- f 2 Zi^PiPj \дх~' Х> *) dxidxi "T 

=F (x , i ) + 0Sl(hp+I/'2), 

•G(JC, t ) cp = 

(4.1) 
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где S-(x,!.), S2'(.«i.t)—• решения диссипативного уравнения 
Гамильтона — Якоби, отвечающего функции Гамильтона 
3i(p,q,t); G(x,t) и F — некоторые гладкие функции, причем 
F==Os.(hp), a f- — N/2, N — некоторое неотрицательное це­
лое число. Оператор, заключенный в квадратные скобки, 
будем называть оператором переноса. 

Везде ниже мы будем пользоваться обозначениями, вве­
денными в предыдущих параграфах. 

Введем ряд вспомогательных объектов. 
Определение . Пусть D(x)>0, DQC00. Будем гово­

рить, что оператор L:C°°-> С00 принадлежит классу £2а*, 
если для любой С°°-функции ср, <? — 0D(hy), Lf = 0D (ha+Y~p) 
при 7>1-. и Lcp==0D(Aa) при 7<Р-

Примером оператора из класса SSaiN^ является диффе­
ренциальный оператор 

N , , • 

— dWI 

|v|-0 ax 

где 
Pv = 0D(ha). . 

Пусть [Л",/•"]—диссипативный росток. Определим в 
картах следующие операторы 

N 

1. Ч- 2(-1Г\>|-г. ^ 
М=-0 0% 

где 
Р='С-'(г-т); 

N 

IVHO 
2- * & - SiW-^ivi. (4.3) 

где 

• Лемм-а 4Л. Справедливо соотношение 
IN 

LNRN = \+^Tk, .(4.4) 

где ТАе^й+1 &_ при k</Y, Тйб^А+i Tv+i при k>N. 
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Таким образом, оператор /?v. является «почти» обратным 

'К £](.., т. е. если ?=-0D(Aa), а <----, то 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Во избежание громоздкости в вы­
числениях докажем равенство (4.4) для одномерного случая 
в иеособой карте (т. е. ~(=0) и при N = 2. Доказательство 
в особых картах (у -{ne} 0) сводится к неособому случаю, если 
•обозначить (7 — <7+Т> г1=г—т.' 

Имеем 

. +^(С-1г)^%а^+1(С-1г)%^)^4+2тй, 
еде Tk удовлетворяют утверждениям леммы. 

Преобразуем выражение, стоящее при производной 
--—, учитывая, что С —д-Н-га, 

Аналогично получим, что коэффициент при — также 
равен 0 и лемма доказана. 

Пусть [Ajf, rj']= Dl#g\hl, rg] —диссипативный росток; 
•e^x) — разбиение единицы в х-гоюскости по т-диффеоморфизму 
<иу, т-у)-карт на [А?, г?], и °](х)=к-1(х), т.. е. a](x) — реше­
ние уравнений х = q (о, t) + у (a, t). 

Справедлива следующая 
Теорема 4.1. Решение уравнения (4.1) имеет вид ' 

t ; 
<р (.X, t) = 2 Щ{Х) 1 / 7 1 — exp \ 1Г (p (a. т), д (а, -с), -) d- X 

V 

Х ^ 
- * 

х exp {--^Wdt1 jnd. + cp0(a) 

(а,")Х 

a=-V(j:)' 
(4.5) 
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где ./=det. t9 ъ/ ¥°0> arg К-/— непрерывная фу нк-
ция, i->arg'K./(a, 0)>0, ср0—некоторая С°°-функция, 
•Ро=-Ов(АР), ЛГ = 2Р, 

W(p,g,t) = i 2 MptijiPiq.V-Gfat). (4.6) 

Доказательству теоремы предпошлем леммы: 
Лемма 4.2. В -(-карте якобиан J (a, t) удовлетворяет 

соотношению 

йТ = 2 (MPiPj(P, q, tf{fx0^ +Mpi<,,(P,q,t)J) + 0D (AV-). (4.7) 
! ' • / 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
По правилу дифференцирования определителей имеем 

dJ 
dt~ 

<5 (?• + Zi) 
5GCt 

•5 (?i + z,) 

•5 (<7л + z„) 
da,. 

3 (?n + z,.) 
+ 

•Зад da„ 

-"(gi+Zi) d (Яп -I- гя) 
За! ' ' ' да,! 

d(<7. H-z,) д(Чп±1п) 
да„ дап 

(4.8) 

В силу систем Гамильтона и комплексного ростка 

d (qi + zt) d(pit + Wk) <Э (<7/г + Zft) 

k к 

Подставляя это выражение в (4.8), получим равенство 

щ J = 2 (#„ ,й(-5С-5)« + %Р1 и) J + ОМЛ1/-). 

d2(S, + fS») 
dxtdxj воспользуемся форму-Для вычисления матрицы 

лой (3.6) 

dJ^pl = '(q + 1)-^l^OD(h)^p + w-^(z-1) + 0D(h), 
из которой следует 

32(S, + iS2) 
dxidxj = ' ( ^ + Т а Г 1 ( ^ + ^ а - Ч г - Т ) ^ ) + 0о(А1/2) = 

= '(? + Т ) Л ' С ~ '(2 -T)a) -9C-i + O.D(h1/2) --9C-1 +0D(h1/-). 
•Лемма доказана. 
168 



Лемма 4.3. Пусть ср0еС°", тогда функция х = -•/•/% (4 
удовлетворяет соотношению 

g+<itfp(p,?. t) + 
+ Жрр{р, q,t){w~4{z-Т), {qa + Та)-1^X > = 

—HP2'PVP + SPV?, (4-9) 

где Руб-gy-fi v+1, -Р.у6̂ у+2 у+1 при v<JV — 1 , PN£S5N N+U 
2 ' 2 2 ' 2 " 2 ' '2 '' 

PNGSSN+I .v+i. 
2 ' 2 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Во избежание громоздкости в вы­
числениях проведем доказательство для одномерного слу­
чая в неособой карте (т=0). Доказательство в особой 
карте сводится к доказательству в неособой, если обо­
значить <7i = .7 + Т» 31 —г —т. Обозначим через JQV оператор-
< Шр(р\ q, t) + £Vpp{p, q, 0 (*»—•» (г —т), foa + Ta)"1-^- > • 

Подставим функцию х в левую часть соотношения (4.9).. 
Согласно определению оператора LN имеем: 

J V . - 1 

=-s(-1r^S^ 
-,=0 

W - l ., -V 

dt —, ' ( v - i ) . r rd<^ 

vl p v dav+1 

c i - ^ - p i 1 - ^ — v + r + ^ -J JVIP aa
w+1-

Отсюда получим равенство 

_ i 3 V + 1 

+ (i#p + ^pp(«,—S2-)<7a (l-Pa)]—--i<Po+ 

+ ( - l ) w i i H p ^ ^ T ? 0 + P.v<Po. 

г д е PNQSSN+I N+I 
2 ' 2 
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Вычислим выражение, заключенное в квадратных скоб­
ках. Используя системы Гамильтона и комплексного ростка, 
иолучим 

р + (.-#„ + жрр (w — »г) qul (1 - h)) — 

= iHpqt{C-%z^OD(hll\ 
•Отсюда следует равенство 

v-0 v-0 

•где /-v65?{cdot}v+t v+ь ^бЯч+р -Ч-I при v<7V- 1, 
2 * 2 2 ' 2 

PN&£>N+\ УУ-Н PNQ$BN_ лг-и. 
2 ' 2 ) 2 ' 2 

.Лемма доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 4.1. Для доказатель­

ства очевидно нужно показать, во-первых, что функция, 
стоящая под знаком суммы в равенстве (4.5), удовлетворяет 
уравнению (4.1) в соответствующей "[-карте и, во-вторых, 
что иа пересечении областей иУГ\и- эти функции совпа­
дают с точностью до OD (/г13"1"1/2). Доказательство второго 
утверждения проводится элементарно с использованием 
разложения в ряд Тейлора, поэтому приводить его здесь 
•мы не будем. Обратимся к доказательству первого утверж­
дения. 

Подставим функцию 
def def . (i \ 

f(^) = TnM)L|(,r—==exp(jW,j 

!>в уравнение переноса. Раскладывая функции Жр, Жрр в ряд 
Тейлора в точке //-=------•----р(a, t), q = q(a,t), учитывая со­
отношения 

d д г, д д ,. ._1 д 
ж—Ж'Т'Яр-дГ' ~ш~ W+T/B •—--

•с помощью лемм 4.2 и 4.3 получим следующую цепочку 
^равенств: 
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-¥-+<*,(•£, *.) +«,„ (-£-, *»)•&- -g-:> + 

+ 41|*«.-(-%.-.')--^--'.--' 

• • - / • = - -

• +«OD(Ae+1/2)-=-^^(exp^d-J+ • 

+ G ( e x p " $ ¥ d - j — ^ S ^ / U x p J w d O j x 

I Rl \Yj^)\exp \ (-W) dx\ F ldx-b «p0 

—L- exp (J 4№ ] L& RlFV"3 exp J ( - V ) dx 

+ 

+ 
•ч- У L o 

• + {Йр,ОоЩ) +Оо(А1>+-12).--
= F + < / / p , 0 D ( h p ) > +Од(Ар+1/2). (4.10) 

Покажем теперь,.что функция (Hp,0D(№)y вносит в ' 
решение вклад порядка 0_->(/гр+'''2). Это немедленно следует 
из только что полученной формулы, если учесть, во-пер­
вых, что в силу неравенства Гординга и неубывания дисси­
пации D вдоль траектории поля -----, справедлива оценка 

$#.v()/7(exp(—S^ 
и, во-вторых, что в силу лемм 4.1 и 4.3 функция 
< Нр, OD (hP)) в последнем равенстве из цепочки (4.10) пред­

став има в виде . 
N 

<#р,2<2^>. ' 
•V---0 

где операторы Q4e.S?v+i v+i при v<-/V — 1, Q.v6^jy лг+i 
2 ' 2 ,2 ' -~ 2 

Переходя'от оценки Од(Ар) к оценке 0Si,(hP), получаем 
доказательство теоремы. 
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З а м е ч а н и е 1. Пусть в уравнении (4.1) G==G- + -̂ --> 
где 01 ,г —С^-функции и г удовлетворяет условию 

t 

5r(T)d- = 0o(h3/2). 
о 

Тогда легко видеть, что формулу (4.5) можно применить 
и в этом случае, при этом «добавка» -— изменяет решение 
на величину 

9 — - - ^ — - , т. е. ее ,l=0(hP+v-). 
Это обстоятельство позволяет доказать, что выражение 
R(S4) (см. формулу .3.15) вносит в решение исходного 
уравнения вклад порядка О (Л3/2). 

З а м е ч а н и е 2. Уравнением переноса, соответствую­
щим гамильтониану Ж(х,р), неразрешенному относительно. 
производной, будем называть уравнение: 

+ C(x)cp=E(x) + 0.5!(hp+1'2), 
где S j^ .SaW - решения диссипативного уравнения Гамиль­
тона—-Якоб и с функцией Гамильтона ffl(p,q), неразрешен-
ного относительно какой-либо производной ——---,—• 
F = Ost(№) (см. теоремы 2.4 и 2.5). Его решение также 
дается формулой (4.6) с той лишь разницей, что у функций 
F и ¥ опускается входящая явно зависимость от t, а одним 
из параметров а становится переменная L Доказательство 
этого утверждения мы здесь опускаем, поскольку оно 
полностью аналогично доказательству теоремы 4.1. 

§ 5. СОБСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА, 
СОСРЕДОТОЧЕННЫЕ В ОКРЕСТНОСТИ ЗАМКНУТОЙ ТРАЕКТОРИИ 

В этом параграфе мы проиллюстрируем развитую в пре­
дыдущих параграфах теорию комплексного ростка на при­
мере уже решенной ранее [1] задачи построения асимпто­
тики собственных функций оператора 

я 

ЪшМх)щу (5Л> 
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где аи(х) 6G°°(R")> a-ji — а*/, ||<*;/|1 > 0 при больших собственных 
числах. При этом потребуем, чтобы у функции Гамильтона 

HO> ?)=--§• 2 a,i№)PiPi — A 

-существовала периодическая замкнутая траектория с пе­
риодом Т, т. е. чтобы у системы Гамильтона 

<7—Нр, 
P=-Hq (5.2) 

существовало такое нетривиальное решение Q (t), P (t), что 
выполняются равенства 

Q(t + T)=Q(t), P ( t + r ) = P(0 , Я((Э,Р) = 0. (5.3) 
Кроме того, мы потребуем, чтобы эта траектория была 
устойчива в первом приближении. 

Определение . Замкнутая траектория Q (t), P (t) систе­
мы (5.2) называется . устойчивой в первом приближении, 
«ели система в вариациях 

•ay—— (Я ? р ^+Я ? ? г) , (6.4) 
z=Hppw + HpQz, 

где у функций Ндр, Hqq, Нрр, Hpq опущены аргументы 
P{t), Q(t), не имеет неограниченных решений при 
ie( — oo, {infty}). 

Заметим, что система (5.4) —линейная с периодическими. 
коэффициентами. 

1. Вспомогательные построения. Прежде чем приступить 
к построению асимптотики собственных функций оператора 
A, приведем некоторые известные факты из теории устойчи­
вости замкнутых траекторий гамильтоновых систем и теории 
обыкновенных линейных уравнений с периодическими коэф­
фициентами: 

а) Пусть G(t)—матричное решение системы в вариа­
циях (5.4), тогда существует такая постоянная (невырожден­
ная) матрица U, что 

Q(t + r) = Q(t)U. 
Матрица U называется основной для решения Q (t). Если 
О1(0—-какое-либо другое решение системы (5.4) и U1 — его 
основная матрица, то существует невырожденная постоян­
ная матрица Р такая, что Ul = P~1UP. 

б) Решение g (t) = (WS.M системы (5.4) называется реше­
нием Флоке, если для любого t выполняется равенство 

. g(t + T) = \g(t), 
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где X—-константе, называемая мультипликатором системы 
(5.4). Очевидно мультипликаторы и только они являются 
собственными числами основной матрицы U. Заметим, что 
одним из решений Флоке системы (5.4) является вектор 
Гр\ с мультипликатором \ = \. 

в) Для любого матричного решения' О (<?) системы (5.4) 
справедливо соотношение ' . 

detG — const. 

г) Пусть Г1), И2) — решения системы (S.4), тогда спра­
ведливо равенство • • 

< 21,.да- > — <г2, та»! > = const. (5.5) 
д) Для устойчивости в первом приближении замкнутой 

траектории Q(t), P(t) необходимо и достаточно, чтобы все 
мультипликаторы системы (5.4) равнялись по модулю, еди­
нице и чтобы основная матрица приводилась к диагональ­
ному виду. Последнее эквивалентно утверждению, ЧТО фун­
даментальную систему решений системы в вариациях (5.4) 
МОЖНО составить из решений Флоке. 

Дальнейшие сведения относятся к устойчивым в первом: 
приближении траекториям системы (5.2). 

е) Фундаментальную систему решений системы (5.4) 
МОЖНО составить из решений Флоке (ШМ с мультипликато­
рами Х;, £----1,. . . , 2л, таким образом, что будут выполняться 
соотношения: 

< г-, Wj > — < г., wt > =lbu+a, 

h+n = h,. j =-= 1 -'•. • ,n, /=i 2n, (5.6')j 

« j + / . = ^ % » = % , k = 2,...,n. 
При этом справедливы равенства 
< Q,zi > - '< Q, щ) = ( P, гг) = < P, г- > = 0 , г = 2 , . . . , п. (5.7) 

ж) Пусть Г1), 2 = 1 , . . . , 2/г, -решения Флоке системы 
(5.4), выбранные указанным в пункте е) образом. Введем 
следующие матрицы 

Z = (4 г2 г„), W = (P, % . . . , wn), (5.8) 
Z —(г2 , . . . , г„), 1*71.—(да-,..., wn). (5.9> 
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Соотношения (5.6) тогда можно переписать в виде 
Z\Wx-W\Zx^iE, (5.10> 

Z * F - P Z = (J .У, (5.1 1). 
%V71---'W'1Z1-=0, 

где E-—единичная матрица размерности (/г—1) Х(« —1). 
Из соотношений (5.10) и (5.7) нетрудно получить (см. [1]),. 

что для любого t 
detZ(0¥=0. 

Приступим к построению собственных функций опера­
тора А. 

Мы,построим функции, сосредоточенные в окрестности 
замкнутой траектории Q(t), удовлетворяющие уравнению 

h2 2 щ Ъ,щ й + |-Ш-=0(/г3/2), ' (5.12> 
l,J—l 

'где [л>0 — дискретный параметр, допустимые значения ко­
торого имеют вид (5.44). 

2. Вывод уравнений Гамильтона—Якоби и переноса.. 
Аналогично § 1 будем искать решения уравнения (5.12). 
в виде 

tS{JC) 

й=е h у(х, /-), (5.13). 
м 

<?(х, /г)-Ли _ , **-#(•*), (5.14> 

где S(x), чр̂  (л) —подлежащие определению О-функции,. 
•удовлетворяющие условиям 

lmS>.0, •?« = Oims(h-(ft+x)) при k < 0 , 
М, N—-некоторые положительные целые числа, а к при"' 
нимает значения 0 или 1/2. 

1 Подставляя функцию Ъ в уравнение (5.12), получим 

••' +2ef^-)}^"1=-o(h3/2}. ;(5.i5> 
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Отсюда, учитывая, что —|-—Osa(A""(A+x)"V2), k<0. анало­
гично § 1 получим, что для того чтобы функция и удов­
летворяла исходному уравнению, достаточно, чтобы функции 
5 и ср£ удовлетворяли соотношениям 

2м*>^^-|»=о*<*П (5Л6) 

9 У Д JS_J__ i_V a
 d*s | у (Эаи dS \ __ г jLaU dxt dx, ^jUaH dxidx, ^jfd\dXj dxjI^-N — 

i,J ' i,l ' 1,1 

=±dst(b{N-x+m)> (5--7) 
„V" dS д v i d*S . V" дац dS \ K _ 

. --'2«*/^+0-.(л-(*+м,+П (5--8) 
где /fe = -7V + 1,.. .,0; 5--=1ш5, Очевидно эти уравнения 
являются соответственно уравнениями Гамильтона —Якоби 
и переноса с диссипацией, отвечающими функции Гамиль­
тона 

3g(p, q)=HM(p, q)=-l^-lyiali{q)plp]-^ 

/множитель ------- введен для удобства в дальнейших вычис­
лениях). 

Для отыскания решений этих уравнений воспользуемся 
теоремами 2.4, 2.5 и 4.1. Ясно, что поскольку уравнение (5.16) 
содержит параметр ц,, то и решения уравнений (5.16) — (5.18) 
также зависят от этого параметра. Поэтому в данном случае 
мы будем рассматривать семейства зависящих от параметра 
лагранжевых многообразий с комплексным ростком, s-
действий и т. д. Для сокращения, однако, будем называть 
эти объекты по-прежнему лагранжевым многообразием с 
комплексным ростом, s-действием и т.. д. 

Отметим, что если Q(i!f), Я (г!) —замкнутая устойчивая в 
первом__приближении траектория функции Гамильтона Н, то 
Q(t)Y\xP(t) является замкнутой устойчивой в первом при­
ближении траекторией функции Гамильтона Я ( й ) . 

Для того чтобы воспользоваться теоремой 2.4, предва­
рительно построим многообразие А"-1, комплексный росток 
г""1 и фазу на Лге_1. 

3. Построение многообразия Л"-1 и комплексного ростка 
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/ « 2 \ . 

Пусть а =-- ... — п.—1-мерный вектор в пространстве 

Определим диссипацию 
D0= { а, а) — а2. 

Естественным (ортогональным к траекториям Q, У^Р) 
п—1 -мерным многообразием (р0(а.), ~Яо(а)} (с координатами 
а), удовлетворяющим условию 

lA>. 9oh=0 
и содержащим точку Q(0), У"рР(0), является многообразие, 
определяемое уравнениями 

~Ро (<*) = Vi{P (0) + (W, (0) + W1 (0)) a), 
-7a(a) = Q(0) + (Z1(0)+J1(0))a, 

где матрицы Zx it) и W'-(2.) определены в (5.9). 
Заметим, однако, что на многообразии (д0(а.), р0(а,)} не 

выполняется соотношение (см. теорему 2.4) 
tfaV /0 = ODo(h3/2). (5.19) 

Положим 
<7о(сО-М*) + Р(<~)> (5.20) 
т->о(а)=Я W + г(а)-. (5.21) 

где р(а), г (а) — С°°-ф'ункции,. выбранные таким образом, что­
бы p0(a), <70(a) удовлетворяли соотношению (5.19). 

Подставляя pQ, д0 в соотношение (5.19) и разрешая его 
относительно р (ос) и г (а) методом теории возмущений, по­
лучим 

р (а) =— 0, 

• г (а )=--4<? 0 -С (0 ) ,Я^(9о-0 (0 ) )>-
- < Ро-УЦ РФ), HM(q0-Q(f))) > -

. - j < Л - > ^ P (°)> Hpp (Ро - P (0)) > = 0Do (A), (5.22) 
где_ у функций Н*$\ Н$, Н$ опущены аргументы Q(0), 
Yv- P (0). Прямым дифференцированием нетрудно проверить, 
что скобки Лагранжа [p0(a), q0(a)]tl равны нулю. 

Таким образом. An_I == {p0 (a), qQ(a)} — n — 1-мерное много­
образие, удовлетворяющее условиям теоремы 2.4. 

Множеством Г0 является точка 
Q(o), У£рщ: 

12-7299 177 



Аналогично, естественным ростком г"-3 = {да- (а), г0 (а)} на 
An,"1 являются вектор-функции " 

z0(a)=—Z1(0)a. ( " 
В силу определения матриц Wx (t) и Z- (t) выполняется со­
отношение 

def . . 

R\xn-i={{Hf\zQ) + (Hf\w0))\^ = ODa(h)' 
Вычислим функции s0(a) — s-действие и E0 (а) —потенциал 

на Л"""1. Согласно определению, s0 и Е0 являются решениями 
уравнений 

ds0=p0dqQ, (5.24) 
dE0 = j( и)0, dq0) — < z0, dp0 > '+ 

< w 0 , dz0 > < z„, dw0 > (f,da), (5.25) 

где f = ODa(h), / — некоторая функция. 
Не приводя вычислений, • связанных . с интегрированием 

уравнений (5.24) и (5.25), прямым дифференцированием 
покажем, что их решениями соответственно являются функ­
ции 

So-i(Po-VpP(0),qo~-Q(0)), (5.26) 

Eo = j( < Щ, с/р—Q(0)) - < zQ, ft-^P (0))). (5.27) 
Имеем 

dE0=j(< q0 — Q(0)\ dw0 ) + < w0, dq0 > — 

- ( p0-V$P(0),dz0 )~(z0, dp, > ) = 
- : < W o , ^ 0 > _ < e o , r f / > 0 > + — — ^ - i i ^ + ^ . . 

где 
g < Mo.rfgo ) + <Z 0 , r f " 0 > < Wo, dZp ) L < 2 - . rf8!)„ > , 

A > - : 2 — : 2~~ "i 2 f 

+ т. <Vo-Q(0). «4-> - 4 < Po-VJP (0), dz0 >, =-

==-1. <20,d(p0-f-te)0)) + j<?0—Q(0),dw0> -

- т < Po~VJP Ф), dz0)-±{ w0, d(qQ + z0) > 

178 



Воспользовавшись равенствами (5.20) —(5.23), получим 

^ — - ^ - ( ( - ^ 1 2 1 - ^ 2 1 - ^ ^ + 

+ zWi + Z\WX + *ZiW 1) а, da > ', 
что равно нулю в силу равенств 

ZXwx~W\Zx = iE, . ; •' 

(см. 5.10). , 
Аналогично, используя равенства (5.7) и (5.10), нетрудно 

показать, что dsQ = ptfdq0. Итак, нами доказана 
Лемма' 5.1. Совокупность {q0,p0}, {z0;w0}, DQ и Е0 

является Л^-мчогообразием с комплексным ростком. При 
этом 5-действие на Л"-1 определяется равенством (5.26). 

4. Доказательство неравенства диссипативности и 
вычисление фазы ростка. Вычислим матрицы В0 и С0 (см. 
теорему (2.4). Имеем ' ' " 

-'с-

(5.28) 
[С0=(яр,-1---^)|лЛ_1=(д(о),г1(о))=г(о), (б.29> 

где матрицы. W и Z определены в (5.8) и (5.9). 
В силу пункта 1,ж) detC0=i--0. Обозначим 

*0=В0Со' = VJW (0) Z-1 (0). 
Отсюда, согласно определению фазы ростка, с помощью 
равенств (5.7), получим 

Ф0(«) = *о(«) + - г < г0, W(0)Z~i(0)z0 ) - 1 < щ>, г0 > + E 0 = 

= So(a) + E0 + l < q0~Q(0)-Z1(0)«, \(q0~Q(0)-Z- (0)a)-

-Z1(0)a,%0(qQ-Q(0)-p0+yjP(0)))==s0(a)+Ea + 

+ 1 < ^ 0 - Q ( 0 ) , * 0(?o-Q(0))>—j<^ 0-Q(0) . 

/>o-"KF-0 (0) > + у < Q (0) - .70, w0 > + 1 ' < г0, /г0 -

• —К?-°(0) > = | < .70(a)-Q(0), %0(q0(*)-Q(P)) >. (5.30) 
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Используя эту формулу, равенства (5.7) и определение 
функции Ф.1 в т-карте, получим 

Ф-" (•-) - j < Qo (°) + Т (-0 - Q (0), с о̂ (<7о («-) + Т (-) - Q (0)) > . 
Покажем теперь, что на Л"""1 выполняется неравенство дис-' 
сипативности. Предположим, для простоты, что ч—О. Для 
доказательства воспользуемся формулой (5.11): 

z*w-w*z=(Q J) 
(E —единичная матрица размерности (га — 1) х (/г — 1)). Умно­
жая это равенство слева на (Z*)"1 и справа на Z-1, получим 

rz~i -(z*yw*=i (z'r-^z-1, 

• Отсюда, используя равенства (5.7), получаем: 

im®0(a) = --J--<?0-Q(0), > 0 - * 3 ) ( ? о - Э Д ) . > = 2( 

_ / У 7 * / = i<(Z*(0)r-(?0-Q(0), £^(0)(?0-<2(0))> = 

== 1 < (Z(0)P(Zl(0) +Z1 (0))a, Z-40)(Z. (0) + Zi(0))а > > 
>е < а, а > , 

где s—некоторая константа. 
Тем самым доказана 
Лемма 5.2. Построенный в пункте 3 росток является 

диссипативным, причем в ..-/-карте фаза ростка имээг в и п.: 

«5v(-)=-j.<-7o(°)+T(<')-Q(o), V?(°)+r(-0-Q(o))>. 
Пусть q(a,t), р (a, .•.)—-решение системы Гамильтона 

p = -Hf\ 
q=Hf, K ' 

удовлетворяющее при t — Q) условиям 
q(oL,0) = q0(a), p(z,0)=:p0(a). (5.310 

И пусть -z(a.t), w(a, ^—-решение • системы комплексного 
ростка 

• « - ^ « Р — * " " ' (5.32) 
z = Hppw + HpQz, 

где у Ндр, Hqq и т. д., опущены аргументы 
q{a,t), p(a,t), 
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удовлетворяющее при t = 0 условию: 
г(а,0)=г0(а), да(а,0) = яу0-(а). 

Для.того, чтобы было возможно применить теорему 2.4, нам 
осталось проверить, что " 

Л е м м а 5.3. Якобиан J отличен от нуля. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу того, что //===0, D(a,t) = 

= D0(a); следовательно Гt = (g(0,t), р(0, t)). 
Докажем сначала, что решение системы (5.31), удовлет­

воряющее начальным условиям (5.31') с точностью д о 
O.D(h), совпадает с функциями 

р (a, t) = VV(P V) + <Wi V) +~'i (0)«), 
q (a, t) = Q(t) + . (^(0+^(0 ) -• 

Это утверждение следует из разложения функций Jt~TQ 
и Н„ в точке Я(.̂ ) и Q(t) и последующего применения лем­
мы 3.1. 

Кроме того очевидно что, с точностью до Од(А), систе­
ме ростка (5.32) удовлетворяют функции 

4»(a,*)=----i^i(t)a, 
2(a,t)=-—Z1(t)a. 

Следовательно, в силу 1, эк), 
J (t) =-= det (0 (i), Zt (t)) = del Z (0 Ф 0. 

Таким образом все условия теоремы 2.4 выполнены, ч т о 
дает нам возможность доказать следующую лемму. 

Л е м м а 5.4. В области одкозканкой разрешимости урав­
нений 

' • £ (a, i ) + - (а, *)•—•.*•• • .. ( 5 . 3 3 ) 

решение^уравнения (5.17) имеет вид 

5 ( . ^ ) - = 2 e Y W ( > / ^ + < -t-Q(t),«(if)(JC—Q(0) > \t-nx), (5.34) 

где % \t)-=*y~^W (t) ZH (t), t (x) — решение уравнения (5.33), 
a e'v (x) — разбиение единима в я-плоскости по ^-диффеомор­

физму -(-карт. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего,, аналогично (5.27) 

и (5.28), имеем ••.,. 
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Вычислим s(a,t). С точностью до константы имеем 
s (а, 0 -=-J pdq =^ р (а, t) dq (а, t) |,=co.lst + J /^tfi — Jpd^|^consH-

+ 5 ^ d / — 5/- |̂(-=const + Kl-^+ < P, P > . р(а, t) = 3D(A). 
Далее, аналогично (5.30), получим' 
• ®(a,t)-=s(a,t) + t i (a , t ) -- i - '( z(a,t),w(a,t) ) + E ( M ) = 

- - -^ Jp^ l^coas t + K t " t + E 0 + < -°-P > + 

+ - <.7(a,t)--Q(<),*(i)(.7(-.,'0--Q ( - ) )>-• 

—Y<q(*,t)-QV),P{*,t)-y$P(t)> + 

+ —<z(M),/>(a,t)-KjTP(t)> --•<«»(-- , 0 , « ( « , 0 -

-Q(*))-> —KM+Y<^(a10-Q(0^)(?(a,0--Q(- ;))> + <-°.P> 

(здесь ^ (a, г!)— (..-действие!). Отсюда, аналогично предыду­
щему. 

®v(o,0--if + — <9,('.°) + T.(«-.0-Q(0. 
ff (t)(q(t, a) + T(a, t ) - Q (/)) > + { P, p > . (5.З5) 

Из последнего равенства и теоремы 2.5 следует утвержде­
ние теоремы. 

Определение . Будем' • говорить, ЧТО функция g(u,t) 
на ростке (Л", г") является квазипериодической функцией с 
параметром м, если из равенства 

q(«ut) + 4(*ut)-q(«2,t + T)+~((a2,t + T) (5.36) 
следует равенство ' . 

gKt + T)=e^g(aut)-\-0D(h^). (5.37) 
Параметр ш определен таким образом no moi(2--:fe) 

k -целое. 
Замечание. Равенство (5.36) означает, что многооб­

разие А" не проектируется при отображении П-Y (см. § 2) 
взаимно однозначно на x-плоскость. В рассматриваемом 
случае это имеет место, поскольку, например, при а=-0 

y(0,0 — Q(t)—Q(t + r) = ^(0,/ + r). 
Отображение nY индуцирует отображение (nv)* фактор-

пространства (по mod0D (А1/2)) функций, заданных на .«-пло­
скости, в факторпространство (по mod 0D (h1/2)) функций на 
многообразии А". В, силу неоднозначности прэгкция (itv)" 
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•отображение ((№)*)-1 не определено на всех функциях на Л". 
Однако мы можем определить это отображение на квази-
периодических функциях с параметром ш = 2тгй, k = 0, + 1,. . . 

Отметим, что функция е у , где 
•Ф(а, t) определена формулой (5.35), является квазипериоди-
ческой с параметром ш — — ^ . 

5. Уравнение переноса. Для построения решений уравне­
ний (5.17) и (5.18) воспользуемся теоремой 4.1. 

Очевидно функция Ч?, определенная равенством (4.6), 
равна нулю, поэтому решения уравнений - (5.17) и (5.18) 
имеют вид 

?-п(*)=~Шп(*, t) а=а(х). 
t=t(x) ' 

S «V(?(«, Q + T(«, *)) Lb-!*W» "Щ\ ; (5.38) 
w v ' ' l v " VTTt\ \a-a{x)'> v 

E T Y 

e%(a,0 + T(«. t)) -iH^LX 
I — ' » - / „ YJ{t) 

X \ Rtvu+wVJ CO £V+-*>2 ач(Ш X (5.39) 
0 i,J 

/ X ^ ( a , ^ + T ^ 

где фЮ(а)==Од(А-<*+*>); k=-n, ..., - 1 , 0 ; a(x), if(x)-
решения уравнений (5.33); операторы L/(a, t) и R](a., t) опре­
делены равенствами' (4.2) и (4.3); еч{х) — разбиение едини­
цы в x-плоскости по т диффеоморфизму т-карт. 

Покажем, что функции ср(̂ >(а) можно выбрать таким 
-образом, что функции q# будут квазипериодическими с 
•одним и тем же параметром ш. 

Предварительно докажем лемму. 
Лемма 5.5. Пусть ? (t) 6G OR1) и существуют такие 

-постоянные Т и Х-И-l, что 
Т(*+Г) .= >..?(*). (5-40) 

Тогда существует единственная константа с такая, что 

J cp(t)d-+c—X(U(-)d-+c I. (5.41) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя равенство (5.40), по­

лучим 
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t+T Г / 
\ 9 (•-) d t + с = \ tp (-) dx + >. j cp (-) d - + c. 
о о о 

Отсюда следует, что для выполнения равенства (5.41) не­
обходимо и достаточно, чтобы 

т 

о 
Лемма доказана. 

Определим функции - <р(т'(а) равенством 

m=(m2, . . . , /гел). 
Пусть Хг —мультипликаторы системы (5.4), определенные 

в пункте 1, е). Напомним, что {Хг[ •=---= 1. Предположим, что 
X , - £ V i , / — 1,2,'...•Я, /г + 2 ' •••'>2л-' 

Обозначим 
р-.—= argX., 0<argX,<2n. 

Заметим, что 
ft + P/--^*, f. 7=2, 3, . . . . л / 

Лемма 5.6. Каждой функции -рО-1 отвечает единствен­
ный набор квазипериодических функций "у* , k==—N,—VV + 
+ 1, . . . , 0 ; \m\=2(N-\-y) с .параметром 

п 

•->--=-2 &(-f+>»<). 

удовлетворяющий системе (5.18) — (5.19). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для простоты в вычислениях про­

ведем доказательство в неособой карте. 
Прежде всего заметим, что справедливо соотношение'; 

l°]m](a, t)<?W(a) = e~<C~l*'^\№(a.), (6.42) 

где оператор -— действует на функцию <р-'п>(а). 
Выражая z (a, t) в правой части этого равенства ш> 

формуле (см. лемму 5,3) 
- г ( О , t) = q(a, t)-Q(t)-Zt{t)a,, 

получим 
Lm(*, tWmW=4W\<^lG(*it)-Q{t))). (5.43) 
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Отсюда и из равенства 
C(t + T)=Z(t + T)=Z(t)U, 

'1- 0̂  

где X,. —мультипликаторы, отвечающие решениям Флоке 
z2(t).. .zn(t), легко, получить, что условие <7(а, t) = 
= q(a.b t-\-T) влечет равенство 

Следовательно, если в формуле (5.38) положить <р* = 
=ср(т)(а), то для $Ln справедливо равенство 

- И 2й г (1[2+т г ) ) 

(Здесь мы воспользовались еще равенством / ( t + Г ) — 
W (OdetU ) . 
Далее, согласно формуле (5.39), имеем 

ч 
?*п+1 (а> *•) = -,/"-— £\т\-2 

I т-0 

VTW)' \RW-SX 
.$ 

xK7F)-^-—W3(«^)^+1 

+ ?Г"+1) (а)] + 0 o (k---+3/2+x) = 
г-/ 

5 ( < G _ 1 W (<7(<*>0~QW)—, x-lm|-2 

A(0C-i(-)((?(a,-)~Q(-))^>Cp(m)(a))d- + 

-fCp-n+1(a)] + GD(h-',+3'2+''), 
где Л-||агу(<Э(^))|| и оператор -— действует в последнем 
равенстве на функцию -pC"-1 (a). (Здесь мы воспользовались 
равенством (5.42) и определением матрицы С). Отсюда,, как 
легко видеть, следует, что выражение, заключенное в 
квадратные скобки, является суммой вида 

2rf«Wg^'P(-,(«)+«pr+,(«), 
где 
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и /и {t + T) = e~l (P.+Py)/,, (О- Положим 

где b'tj выбраны из условия 
du (t + Т) + bt, = <H <P/+P;> (du (t) + &„) 

(см. лемму 5.4). Отсюда аналогично предыдущему получим 
что из условия q (ai,t) = q{a.2,t-\-T) следует 

-г 2 р ; (jr-i-mA 
y*n+i(t + T,a2)=e <=~ cp_x„+1(t,ai). (5.44) 

Выбирая фуикции.<ркй>(а),А— —и + 2, . . . , 0 , аналогичным обра­
зом получим равенства (5.44) для функций cpl/. (a, 0. Лемма 
доказана. . 
Пусть функция S (x) определяется по формуле (5.34), а 
fiW (a), f-N+i (а),..., ?о (а) —• квазипериодические функции с 
параметром 

= S(-r+m<)P" 
построенные в лемме 5.6 и отвечающие <р("г) (а). 

Теорема 5.3. Пусть выполнено условие (квантования) 

Kti --f-f2-cft+S(-5- + /n') Р/) + 0(/г)- (5.45) 

k = / + /1, Z, ij —целые числа, не зависящие от h, 

a—a r.v)' 
t-t (x) 

(5.46) 

Z--7--0. Тогда функция 
о 

ft-.-// 
где a(x), t(x) —решение уравнений 

~<7(a,0 + 1f(M)—•*-
является решением уравнения (5.12). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать, что функция 
-I 

ехр -|г2-*(?(М) + 7(М)).Ф*(М) 2 Л*?Й(«,О 
k—N 

является квазипериодической с параметром co=2itk. Послед­
нее же следует из лемм 5.4 и 5.6 и равенства (5.44). 
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. З а м е ч а н и е . Приведенная здесь схема построения собст­
венных функций оператора А может быть перенесена на 
случай, когда множеством Ft является многообразие размер­
ности т, т<.п. 

§ 6. НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ-
УСЛОВНЫЕ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ 

Возможность применения теории комплексного ростка к 
некоторому классу нелинейных уравнений мы продемонстри-, 
руем на нескольких примерах. . 

В этом параграфе излагается способ построения (услов­
ных) асимптотических решений уравнения 

( •п и \ 

t - j — 1 i-—1 J 

+ a(x)u-2b(x)u?=0. (6.1) 
где atj, bt, a, b~- некоторые вещественные С°°-функции, 

а{х)фО, 6(x)=?--0. 
« В § 1 был рассмотрен пример линейного уравнения, 
асимптотическое решение которого представлялось в виде 
см. (1.2) и (1.3)) 

~h^elsik^{x,h) = els^'^ih^k{x), (6.2) 
•> . ft—0 ' 

где S и -рй —некоторые О-функции, а S принимает вещест­
венные значения. 

В качестве асимптотических решений, обобщающих (6.2) 
на случай нелинейных уравнений, в работах [4,7,13] исполь­
зовались функции вида 

iSixY \ ——-u = y\~\1,x,h)=e h УС-, х , h) ̂ o , 
N • 

у(х,х, к) = {sum} hkyk (-, x), (6.3) 
й=-0 

где (в= — f-—, а УкЬчХ), S (x)—-подлежащие определению 
О-функции, причем y(t,x) 21--периодичнЬ1 по -с, 5 принимает 
вещественные значения. 

Метод построения асимптотических решений вида (6.3) в 
применении к обыкновенным уравнениям с малым парамет­
ром изложен в [4], а в применении к уравнениям с частными 
производными — в. [13, 11, 6, 10]. 
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В несколько измененном виде мы применим этот метод 
для построения асимптотических решений вида (6.3) уравне­
ния (6.1), для случая, когда S — комплексная функция с 
неотрицательной МНИМОЙ частью, 

Изложение этого метода в упрощенном виде и без строгих 
доказательств приведено в пункте 1 этого параграфа. В пунк­
те 2 показано, что соответствующие функции, полученные в 
пункте 1, являются в некотором смысле решениями рассмат­
риваемого нелинейного уравнения. 

1. Построение формального асимптотического ряда, 
удовлетворяющего уравнению (6.1). Обозначим через 
To,h пространство функций y(t,x,h), xgC1, x£Rn,hG(0,\], 
удовлетворяющих условию 

1. у(х,х, К) — мероморфная по т функция, причем ее по­
люса лежат на вещественной оси; 

2. В области регулярности по ~ у (~, х, К) — бесконечно-
дифференцируемая по х и,/г функция; 

3. Для любого мультииндекса а = (а0, ах,. .., а,,) 
dwy(x, х, h) 

dta°dxai~.dxa,n 
2-с-периодические функции по х 

-.-«со дта°дх*к..дхап
 l a ^ h 

где ч^хЛ^С^^Хф,!]), 
|Xa(x, / t ) |< const. 

Если функция у не зависит от h, то индекс h у Тр.л бу­
дем опускать. 

Условие 4 будем называть условием положительночас-
тотности. Очевидно, если а0=£0, то 7«(xih) — 0. 

Примером функции из класса То является-функция 
а (х) 

(COS Х ) " ' 

где a{x)$C. 
Будем искать решение уравнения (6.1) в виде 

1Ф (л-,л)£ 

и(х)==е h y(t,x,h), (6.4) 
N 

y=>^hkyk^, x), (6.5) 
*-о 

где m=-i^, 0 = S(x) + 7zC(x), a y„eT0; S.GeC00-подле­
жащие определению комплекснозначные функции, In}S>0. 
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Параметр -х в конце вычислений следует положить ,рав> 
ным константе. Подставляя и в уравнение (6.1), получим 

1Фа> 
„ h V dS dS ~9 , , X" / n dS дС - , , 

, r,- as .э - , . a2s - , . v и до . - \ , 

Представляя у в виде ряда (6.5) и приравнивая к нулю-
выражения при различных степенях _ h, получим рекуррент­
ную систему обыкновенных (по т) уравнений для определе­
ния функций Ун 

2 (Я (х; д£)+Щ yo + a(x)y0-2b(x) y% = 0 , (6.6) 

2 (Я {х, а£) + *Щ y't + ia-MylWyi-JPi, (6.7). 
i = l , 2 , , ..-' 

где у=% Н(х, p) = U 2 ai}(x)PiPi~~a(x)p a Fi—ФУНК" 
as acfx ,-. 

ции от у0, . ..,уг_-, —г., —- и их производных. В частности,, 

л—-(2<яр(1ь 4 Й>"^+2<ЯР(& 4 

Рассмотрим уравнение (6.6). Функция 7о С*) и з условия! 
положительночастотности очевидно равна либо 

а) Т-—0, . (6-9) 
либо 

6)To--±"j/¥- < 6 Л 0 > 
Умножая уравнение (6.6) на у0 и интегрируя по -., получим: 

2 (Н(х, *L)+*.}y* + ayl-by<=E, , (6.11)= 
где E=E( .x, ^—-постоянная интегрирования. Из условия1 

положительночастотности функции у0 и равенств (6.9) и« 
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1 fl-
(6.10) следует, что в случае a)E=-0HB случае б) Е=——• 
Отсюда после интегрирования уравнения (6.11) получаем, 
что в случае а) 

».-±l/f ' cos со (т + а) ' 

где ш(х)=Л/—,—-g— > а = a(x, ^—постоянная инте-

грирования, которую очевидно можно положить равной О 
.(включить в С (х)) и в случае б) у0 = ± I у ^ tgЮ д • 

У Н(х, ¥ ) + 2 

В дальнейшем мы рассмотрим' лишь случай а). Случай б) 
рассматривается аналогично. 

Требование 2тс-периодичности функции ^.эквивалентное 
равенству .ев2 = 1, приводит к уравнению Гамильтона —Якоби 
ДЛЯ функции 5 

Я ^ § ) - 0 . (6.12) 

Обратимся к уравнению (6.7) для случая -t — L 
Обозначим через L оператор 

L = 2.(H + |-).-^ + a-6^(-). 
Заметим, что периодическим решением однородного 

уравнения 
LZ.---.0 (6.13) 

является функция Z1-=£••-. 
Для отыскания • функции у\ воспользуемся следующими 

известными формулами. Пусть г2 —второе линейно незави­
симое решение уравнения (6.13), а г3—решение уравнения 

L z 3 - F . 
Тогд.а г2 и г3 имеют вид 

г2=:г:1 f ТТЛ ^ - ' 

1]ш[^Ы^^Г 
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С помощью этих формул, учитывая равенство (6.8), получим 
t s i n T ,. i 1 „ _ _ • ( 6 Л 4 ) 
coss т ' cos х 

1 1 
— — COS", 

' SHlt 
cos-т 

+(s^g/!+2(HP(, ,^^/|> + 

+*l( x sin т . 

d*S 
dxidx 

1 

/
j x \ sin т 
6 J 6 

cos-1 ' ' cos т 
1 \ , sin x -3-COS--j + C2; 

• cos- x 
(6.15) 

где сг(х) и ^(.f) — постоянные интегрирования. Условие 
(/-6T0, эквивалентное в данном случае условию обращения в 
ноль коэффициентов при • s

ga и е1х в выражении (6.15), вле­
чет уравнения для определения функций С(х) и су (х): 

2<Hpkg),§))=Cl, 

2*/&У| + 2<Яр(дС.й).£уГ^> + ' Злу 

— д-5 

+2а-/-,*«в*/ 
г./ 

(6.16) 

Yj = icv 

Исключая из этой системы уравнений функцию с1, получим 
уравнение для определения функции С (х) 

' / ! <.*>•(*.£).&> -<{<'•-,№ i V l > + 
'+il/T2-..-&+WT2-.'>|)---. <6-17> 

- . 1 , 1 . - I ' 

Заменой С— — П ri.pl/ — это уравнение приводится к 
уравнению переноса, отвечающему функции Гамильтона 

. „ /' dS \ dcp . . 1 /'•.— 3-S 
{пр.\х, — j , — > + Y ( 2 j a ^ H ^ 

Пусть функция С(х) является решением уравнения (6.17), а 
сх имеет вид (6.16), тогда 
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COST 

Отметим, что постоянная интегрирования c2(x) осталась 
неопределенной в ЭТОМ приближении. 

Аналогичным образом строятся функции ^ ( - , х). При этом! 
уравнение для остающейся неопределенной в i-том приближении 
ПОСТОЯННОЙ интегрирования вытекает из условия yi+i (т, л:)бТ0. 
Легко видеть, что с ПОМОЩЬЮ указанной процедуры можно 
построить ряд 

<=о v ' • 

формально удовлетворяющий уравнению 

' 'A8(2ei/^+26/4)2+eW5-2*<*)«8--
= hN+lF(~ + c,x,h), (6.20л> 

где E(—-)-c, х, А] —полином'по h степени N с коэффициен­
тами из класса Т0, TV —любое целое число. . 

Построение асимптотического решения вида (6.4) — (6.5) 
исходного уравнения сводится таким образом к построению 
решений уравнений Гамильтона-—Якоби и переноса. 

З а м е ч а н и е 1. Для практических вычислений вместо 
функций -/? (~, x)QT0 удобно рассматривать функции 

clef > 
&(ъ,х)^$(?+и,х), ' 

где е>0 , e-s-0. 
Регуляризованные таким образом функции не имеют 

особенностей на действительной оси, и следовательно, пред-
ставимы в виде рядов Фурье. При этом условие положитель-
ночастотности функции JR&T0 эквивалентно условию, что 
/?-(-•, х) прецставима в виде ! 

Яв = %гп(е,х)е>"\ 
"=-

где rA(e, x) —коэффициенты Фурье функции ^ е или 
л 
J'.*?-"e'*-d---=.0, k = 1 , 2 

.—л 
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Пусть F* v. у\ — регуляризованные функции ..",.('-, x) и г/,(-, x). 
Легко видеть, что . 

ОО 

где срА—коэффициенты Фурье функции F\. Отсюда получим, 
что 2те-периодичное решение уравнения 

• 2 ( H ( x , g ) + ia)yf+a(x)(l-6(f /oT)f/?—F? (6.21) 
имеет вид 

ft-i 

где -oft-коэффициенты Фурье функции у\. Умножив урав­
нение (6.22) .на е~н и проинтегрировав результат умноже­
ния по .-с от-те до те (учитывая, что 1/cos2(t-]-«$)=-= 
=-4e2i't—2в -|-...), получим 

rt 

—я 

Таким образом условие положительночастотности функции 
ух эквивалентно условию 

J « - ^ = 0. (6.23) 
—я 

Нетрудно убедиться, что (6.22) суть уравнение (6.17). 
Аналогично, условие положительночастотности функции 

ук (или уравнение для остающейся неопределенной в k — 1 
приближении постоянной интегрирования) имеет вид 

л 
\ EIe-'-dT=0. (6.23) 
—я 

З а м е ч а н и е ^ . 
Поскольку из двух линейно независимых решений одно­

родного уравнения 
Lz=0 

периодично только одно (см. 6.14), то, как известно, для 
существования 2тс-периодичного решения у уравнения (6.21) 
•с правой частью Ft необходимо и достаточно, чтобы 
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\ E?f/0-d--0. (6.24) 
—п 

Легко видеть, что равенство (6.24) справедливо, если 
yo>---, #/-i6T0. Таким образом 2т--периодичность функции у, 
следует из соотношений ортогональности (6.23) для 
k-=0,. . . , г —1 . 

2. Условные асимптотические решения. При построении 
асимптотического ряда (6.20), удовлетворяющего уравнению 
(6.20'), мы предполагали, во-первых, что функция С не 
зависит от параметра h (см. (6.4)—(6.5)), и во-вторых, что 
решения уравнений Гамильтона —Якоби и переноса найдены 
точно. Кроме того, мы неявно предполагали, что функции 
^(•-—+ С(х), х) (см. (6.20)) ограничены при всех xg/?n. Для 
выполнения последнего условия очевидно необходимо и 
достаточно чтобы 

2& -\- С (х) Ф | - + *к, к == 0, ± 1, ... ,лб/?". (6.24"> 

Основываясь на том факте, что функции: yt (т, х) (см. 
(6.5)) являются функциями от ен и х (например, #<•—. 

~"У I" ̂ x~=V 7Т J*+1 )' а н а л о г и ч н о §5> обобщим асим­
птотические решения вида (6.4) —(6.5) на случай, когда 

С = С(х, h) = — tinср(х, /г), 

ср(л,/г)—Аи _ <p*(x)A<\ 

где tp (̂x) = 0im5(A~(ft+K)) — некоторые (подлежащие опреде­
лению) функции, и будем решать уравнения Гамильтона— 
Якоби и переноса приближенно. 

Ясно, что при этом необходимо соответствующим образом 
изменить формулы для функций у((х, т). В частности, в 
выражение для 'ух следует включить члены, содержащие. 
, дгС , дС дС 
л-5—з— и h dxidxj dxi dxj' 

Мы покажем, что построенные в пункте 1 функции вида 
(6.4) —(6.5) с соответствующими поправками, являются в 
некотором смысле решениями исходного уравнения, причем 
условие (6.24.) для таких решений не выполнено. 

Введем следующее определение. Пусть Ф (х, h) — 5 (х) — 
-Ип<р(х. h), где <f{x,'ti)eC°°(fyX{0,\]), S(x)eC°°—неко­
торые функции. 
И пусть 
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K fix (<P(*. ft))"1 

где y;6To, л, Q/~полиномы некоторой степени от -, Ф(Л:' ^ 
а|с" cp(x, h) и —--- cp(x, h), a N и .¥1 —некоторые целые числа. 
ох 

Обозначим через 9 множество полюсов функций 
yt, i = l, . . . ,-V. 

Рассмотрим семейство зависящих от параметра t функ­
ций 

1ф (X, А)со 

щХ) (х, h)==e h z/(-, х, h). 
Будем писать щХ)—Ох(ка), если для любой ограниченной.. 
на ( —oo-j оо)С°° функции ф(~-) такой, что 

supp^(x)nQ-=0, 
и для любого числа Т выполняется соотношение 

2Ф (х, h) - I Re Ф (х. К) « 1 

(e h y{*,x,h))e h b(^T = 0(ha), 
причем оценка О —равномерная по x. 

О п р е д е л е н и е . Семейства функций их(х, h), удовлет­
воряющие уравнению (6.1) с точностью до 0х (ha), где а — 
некоторое положительное число, будем называть семейст­
вами условных асимптотических решений этого уравнения; 
или, короче, условными асимптотическими решениями. 

Справедливо следующее утверждение. 
Пусть функции S(x)eC°° (/?"), 

, cp(x, л)ес~(/?<-х(Р, 1]) 
таковы, что: 

1. ImS>0; 
о . • • • . 

2. <?(x,h)=hH 2 «рЭДА*. 

где tp£(x) = Oims(h~("+x)) — некоторые С°°-функции, % прини­
мает значения либо 0, либо 1/2; 

3. справедливы соотношения 

| § | в | / Е ; Е ) - в ( * ) - - / 1 . (6.25) 
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(6.27) 

где # = K-C2ia,iJ{x)pipj — а(х)), а функции /• и /2 удов-
.летворяют условию 

- I m . " 

/1 = 0[m.5(h3/2), he н ==0(Л1/2). 
Обозначим 

С (л:, Л) = - i in (<p (л:. А) "|/~Щ), 
d>=5(x) + AC(x, A); ReS=Slt ImS=S-. 

!Пусть, далее, 

М-*.- ) -=] /"гг^ 

. Уг(х, ,, h) —-{[ l / " f (2 < Я р ( | , 4 | > + 
. ..Vi дС дС\ . , -iclf 1 , .s im.\ 

. З Г ^ 2 C O S - T / J ^ V /г J ' - f i cos-xj-

Теорема 6.1. Пусть D—некоторая область ./•.>" и Г -
множество нулей функции 52; и пусть Df\ Г — компактное 
множество. Тогда в области D функция 

2Ф ... 

u.=eh<u(y0-\-hyx) 
является решением уравнения 

h2{2a'idlkj + 2b' Ej)5 + «-2ft«»-0-(*W), (6.28) OX] 

причем 
j .52 

he h y1 = Oi(h1/2). (6.29) 
Доказательство . Сначала докажем оценку (6.29). 
Заметим, что множеством полюсов функций у0 ц ух явля­

ется множество точек 
S-{|+-k, k=0, i l,...}. 
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Пусть ф(t) — ограниченная на (—- ОО, оо) С°°-функция, удовлет­
воряющая условию 

supp<|>(-.)nQ-=0-
Рассмотрим выражение 

rf(-,*,A)_/!(2<tf,(!,x), £>-+ 

i.-l 

Используя (6.27), преобразуем d к виду 

Отсюда получим 

dxj 
:+Ле-

згт 

О + О ,2(-,.--

гФш • f Re Фи 

h|e h d(~, x , h)e h <|>(т) [-._,-• -=. 
= 4 | (2М<Я Р , 4 ( с р ( Л , / г ) 1 / ^ ) > e _ a ^ ~ X 

. x ? . y " A в - т г _ Д2 2 a / ; A I i _ ^ t _ _ x 
SJC; 

dxj 
31 ReS 

h 
X 

* ( • . - ) 
/ _2_Гш_Ф\2 d " 

3ImS 

<c 0nstA<H p ,^(cp] /"^)>X 
t—T 

Xe h + n ЬаЧ dxt дх, е 

3-IraSI 

+ 

+ h /2e А = 0(№). 

Аналогично оценивается выражение 

1| / 
2 cos 
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Далее 
i<D ~ i Re Фи 

К«т,(--т)л^ет~-"•<->) х—т 

2т/-е-
11~ефа> 

•Юр 
— Im Фш 

( l + e
2 K ) -

/ 1 

Ф(-) < 
т=Г 

=ot). 
Подставляя функцию 

- I m 5 (.г) I 
< const /2e Л 

* Тем самым оценка (6.29) доказана. 
Докажем • равенство (6.28). 

й=е Л (f/o+^i) в Уравнение (6.1), в результате не­
сложных вычислений получим 

/Фш 
h*(Y.a, и-

i 

-2bh\yuy\ + hy*)-VV-Z < Hp. ^ ) Л + 

+ А22 < Яр ) 4 }i/1+h2 2 ^ ^ - / 1 + 

+ A ' 2 ^ > + A 8 5 N K ; £ A + 

+ 2A3ai/II a^t + А 3 ^ - ^ j y1 + 

+ h'a4 З Ж ^ + A0i) + Л8 2 ^ 33?, (-'o + hyJ + 

. г 
Оценивая теперь правую часть ЭТОГО равенства аналогич­

но тому, как это было, сделано при доказательстве соотно­
шения (6.29) .и учитывая при этом, что /1 = Orms(h3/2){cdot}> 
получаем доказательство теоремы. 

З а м е ч а н и е 1. Пусть функция и = 0х(1) — условное 
асимптотическое решение уравнения (6.1). Главным членом 
условного асимптотического решения будем называть функ­
цию и0 = Ох(\), удовлетворяющую условию 

и0 — и=Ох(ка), а>0 . 
Таким образом в теореме 6.1 доказано, что главным 

членом условного асимптотического решения и является 
функция 
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= - / . _ 
Г а I Ф (x, h) соЧ~т—+Tj 

Замечание 2. В том случае, когда выполняется нера-. 
венство 

> const > О inf I е h +1 
х 

очевидно оценки Ot.(h1/2) и 0х (№2) в равенствах (6.28) и 
(6.29) можно заменить на оценки 0{hl/2) и 0(Л3/2). 

Замечание 3. Пусть F(x, и)£С°° (R"xC) — функция, 
удовлетворяющая условию F'a(x, и0)>0, где «0— решение 
уравнения E(x,rf0)---=0. 

Развитую в этом параграфе схему построения условных 
асимптотических решений можно перенести на уравнения 
вида . 

где аИ(х), &г(л-)еС°°. 
При этом' для ряда задач, например, когда E-—sinu, 

условные решения удается выразить через элементарные 
функции. 

§ 7. НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ. 
ПРИМЕРЫ. 

Применим теперь изложенный в предыдущем параграфе 
способ построения условных асимптотических решений к кон­
кретным задачам. 

1. Рассмотрим уравнение 
h2Dw+«-2«3=0, ! (7.1) 

где •-=-.-----—-------, X&R'. Согласно теореме 6.1 для того, 
чтобы построить условное асимптотическое решение вида 

1 •-%!, (7.2). 
•cos (т + с+Т) 

где hy — ОТ(/г1/2), удовлетворяющее уравнению (7.1) с точ­
ностью до 0х (А3/2) необходимо решить уравнения 

(#-^—ё-с-)»+-¥-------(*"-- т 
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Обозначим Я ± = ±У1-\-р2, 
Si = Re.S, S2-=lnlS. 

Извлекая из (7.3) корень, приходим к эквивалентному (7.3) 
уравнению 

ds j-H±( a s - , i J W ± / dS> \ a s -

~ 1 Г Я ^ (-§-) = ° ^ 3 / 2 ) . (7.5) 

Таким образом, здесь Ж=Н± и # = 0 . Поделим, далее, 
уравнение (7.4) на •----, учитывая при этом, что -—+ 7/± — 

= Os\h2 ) , в результате, как легко видеть, придем к урав­
нению, эквивалентному (7.4), 

Разберем в качестве примера случай, когда 5 £и *<р |удов-
летворяют при £=.0 условиям: " •• • 

S|/-o-=-f-; =р|/=о = 5С — const, 

а Ж=Н¥ (случай с Н~ рассматривается аналогично). 
Для решения уравнений (7.5) и (7.6) воспользуемся тео­

ремами 2.3 и 4.1, предварительно построив начальный 
росток, отвечающий функции S0 — —. 
Зададим начальное лагранжево многообразие 

Ао— {<7о=-а. 0̂ = °}. «6#1. 
Согласно определеншо ."-действие на Ло имеет вид (с точ­
ностью до аддитивной константы): ' 

s0=O. 
Введем диссипацию D0=.a2 (множество Г-таким образом 

является точкой #0 — 0, Р0^=0). Далее • введем росток 
г1 = {г0=0, 10о = ш] и потенциал £-=-—. 

-•• Очевидно все аксиомы комплексного ростка для совокуп­
ности (Ло, го, £>-> ---"о) выполнены. Согласно определению фазы, 
имеем • 

Ф(«)— -£--. ' (7-7) 

Очевидно 
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, Ф(а)|-„(а)=* — -7р. 

Из равенства (7.7) следует диссипативность ростка (Ло, го). 
Функции Гамильтона Н+ отвечают следующие системь-
Гамильтона—Якоби и комплексного ростка: 

(p=--0, р(0) = 0, • • • • • < • 

w = 0; w(0) — ia, 
2 = - - .д; 2(0) = 0. 

Решая эти уравнения, получаем 

w = ia; z = iaf. 
Отсюда, согласно определению, 

s = — t; (w,z.) = — аН\ р =——----•; E _ E — — - , 
/ = ( ? + г ) а — 1 + ^ 0 ; ^ = l j 

и, следовательно, фаза на Л] (см. § 2) имеет вид 

Таким образом, из теоремы 2.3 следует 
S==— "+2(1+*- ) '+ 2(1-И2)" ^ 

Обратимся теперь к уравнению переноса (7.6). Согласно 
формуле (4.6), имеем: 

Применяя теперь теорему 6.1, получим следующее 
утверждение. 

Теорема 7.1. Функция . 
Й 0 - _ _ _ • 

cos ^ +C + XJ 
где S определяется формулой (7.8), а 

c==-nivwn} x==const' 
является главным членом условного асимптотического ре­
шения, удовлетворяющего уравнению (7.1) с ТОЧНОСТЬЮ до 
O^A3'2). 
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З а м е ч а ние. Легко видеть, что при |х |<-

-f 
h 

ел<р + 1|>С1, 
где с,—const, с!>0, и следовательно, функция v = и|Т=0 
удовлетворяет уравнению (7Л) с точностью до О (А3'2), при­
чем (см. теорему 6.1) 

V-
COS (М •0(h). 

Элементарные выкладки показывают, что функция 
имеет ряд. чередующихся по t максимумов и ми-

COS (iM 
вблизи точек 1-- nh к, нимумов, которые расположены .^„..„.v iUiV... — 2 

&=--0, ± 1 , . . . (четным А.отвечают минимумы, а нечетным—-
максимумы). При этом, чем меньше |k|, тем большее значение 
принимает 

1 " max 
Ш.О.Л. Го . * 

Приведем сравнение асимптотического решения уравне­
ния (7.1), полученного по форлуле (7.10), с точным реше­
нием этого уравнения, полученным на ЭВМ. 

При численном эксперименте были '«построены решения 
уравнения (7.1), удовлетворяющие в момент времени tQ 
условиям 

и{х, *„)« 
COS (М i-i, 

1 
и (х, -̂ о)—а7 /s 

' С05[р'+С 
t~ta 

где S(х, 0 и С(х, t) имеют вид (7.8) и (7.10). Параметр h 
был выбран равным 0,1, а параметрам tQ и х (см. (7.10)) 
присваивались значения a) i 0 = —-1, х —0»5 и б) .-о—--0,5, 
Х = 1. Уравнение (7.1) аппроксимировалось разностным 
уравнением 

"• ' в • я г.9 л-И п • n—l I , . т 2 / « т \ 8 _ _ 0 й2- •л- • " ? • 

/ ^=0 ,01 ; ^=0 ,001 . 
• В случае а) точное и асимптотическое решения практи­

чески совпали (при максимальном значении и = 1,4 разность 
между точным и приближенным решениями не превосходила 
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0,05). Графики функций max Ы и mm |Й|, отвечаю 
Г . - _ 1 . » Х / . 1 ' Г - .£. „ , I, I1 ' [x~hx,x+hr] 

nhk 
lx-hr,x+hj 

щие точкам t 0 = — 1 и tk=-~-, k=0, ±\,...,±5, изобра­
жены на рис. Г (Значения функций, отвечающие временам 

nhk , nhk i •. И t = совпадают 1. 

-,«-< 

i---Zwh 

•а-ь-в-ь-г о г к в -8 «г -w-e-ff-w 0 2 4 68 «. -ffl-e-e-v-г o z V6 8 w 

-i=- • ? - . . - i'-jth. 

•«1Ч'-б-«-г о г 4 б и w -w-г-в-ь-г о г 4 в а п -м-м-г о г 4 в в « 

•fr»ff 

l t 

Л Я / / 
. -1° // 

4// 
W/ 

1 A . ' I , _ 

ivw. 1 . i . 

-да-г-б-«-г J г и ли 
Рис. 1 

На рис. 2 изображены графики функций max \и\ и 
[х-1гх, x+hx] 

min |и| в моменты времени t = tn,...,tn для точного 
[ *—hx, x+hx] u 

решения, отвечающего случаю б), а на рис. 3—для соответ­
ствующего решения, полученного по асимптотическим фор­
мулам. Как видно из графиков решения как точное, так и 
асимптотическое, в точке t = — --— резко возрастают. Счет 

•на ЭВМ был прекращен в точке ' t = —0,1 53 ~ — -—•+0,04, 
когда максимум точного решения достиг величины 8.10s. 

2. «Собственные» решения нелинейного уравнения, сосре­
доточенные в окрестности замкнутой траектории. 

Рассмотрим уравнение 

л^2 ^~Щ~ ач щ й+(Ч«-2и3)—0, (7.12) 
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где Я//бС°°, аи—а,ц, ||a,y||>0, |x>0—некоторый параметр. 
Предположим, что у системы Гамильтона p=—Hq,q — Hp, 
где Н = 2-—£-£—•---, существуют замкнутые устойчивые в 

• t.i г 

первом приближении траектории (см. § 5) с периодом Т. 
Пусть и —функция, определенная равенством (5.45). Ис­

пользуя результаты § 5, теорему 6.1 и формулу ——-•== 

— зТ"-, получаем следующее утверждение. 
• 1 +• 6 

Теорема 7.2. Пусть выполнено условие квантования 
.(5.44), тогда функция й0(А', /г, -:)-==-—=г—-—, где х—произ-

1 -f- м а е ЗС 
вольная вещественная константа, является главным членом 
условного асимптотического решения, удовлетворяющего 
уравнению (7.12) с точностью до 0х (h312). 

Замечание . Если выполнено условие тах |хи |< 
А' 

< const < 1 , то оценки 0х (hm) и 0х (/г3/2) можно заменить на 
•оценки О (/г1'2) и 0(Л3/2). 

Так же, как и в предыдущем примере, в тех точках х, 
где %и(х, h)=±it функция uQ(x, h, 0) обращается в бес-
конечность. Отметим, что этот эффект чисто нелинейного 
характера. 

3. Покажем на примере уравнения * 
/г2Д« + й-~2е|и|-«=-=0, (7.13) 

<Эг З 8 д* ' 
•где Д=—,т-| к--! --• и е—-положительный параметр, что 

дх\ дл-2 .Зл-д 
пользоваться методом § 6 следует осторожно: ряд (6. 20) 
может не быть асимптотическим решением. 

Будем .искать его решение в виде 
( — i®£ \ 

й = \ е " е " Z/(~, л)/*-г.г . (7.14) 
•У=Уо(*> aO + tyiO-t •*)+•••> (7.I5) 

Ф1 (x, h) = S- (x) +ЛС.. (x)+A-C{1) (л) + . . . , 
Ф2{х, h) = iS2(jc) + thC2(x), 

.где ш-= —-I - j - т0 —некоторая константа, и г/,-(л;, *{cdot})6To5 
Si.S2> Ci,.C26GM—подлежащие определению функции, удов­
летворяющие условиям 

L S-, S2, Gi> G2 принимают вещественные значения; 
2. S2>0; 
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*<-> ..(О 1фг(И 1 . . . • 

3. в * у1х^ = е " t / .U 0 . . (7.16) 
Подставляя ив уравнение (7.13), разделяя действительную 
и мнимые части и учитывая при этом (7.16) , аналогично,§6, 
получаем' •. 

< 
ЭФ- ЭФ 
дх 

(7.17) 
дх'^У ^ дх \ дх 

+ i АФ2у) + Л2Д# + у — 2s г/3 -=0, 
с , ЭФ, ЭФ, • . „ . , , ЭФ, д . i . / А ж п 

Эх ' Эх Эх ' дх 

Выражая функции Ф1 и Ф2 через Su S2, Cu C2l представляя 
функцию у в виде ряда (7.15) и приравнивая выражения при 
различных степенях h к нулю, получим аналогично § 6 
систему уравнений для определения уь 

< Ч^' " Г > *- + (1- < t ' Й >>о-2.*'-0; (7.18) 
2< 9S- Э (tS2) 

<Эх' Эх 

a ( is2) a_(£_s,) 
Эх 

> У о = О , 

as, as t 

(7.19) 

•6*Уо)У1 

— /о , д {IS,) д ( t Q •; , о , 9S t ЭС, 
= — (2 < — г - > —л-г- > #0 + -- \ лТ"» йТ > ^о "Г Эх ' дх 

+ •* < -TiT^. ,Т7 > Уо-^2у0), 

дх ' Эх 
a ( is„) a 

Эх ' Эх (7.20) 

0 , ds, о (и , ) . • /о . 'as, эрг.,) s i 9 / д О'3-) ac> s ^ ) , _ 

Аналогично пункту 1 §'6, условие #06T0 влечет уравнение 
Э5, as, 

при этом 

Обозначим 

Э (tSa) д (tS2) 
дх ' дх <• я , i л-- ' ^ s Эх ' Эх ' ' 

Уй - ± / . 
as- as, 

1— <эх ' Эх > 1 
cost 

• » _ - / - - - < & £ > . • 

(7.22) 

(7.23) 

(7.23') 
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Из (7.16) и (7.20) следует 

2 < %\ Ц^ > - 0 . (7.24> 
Складывая теперь (7.24) с уравнением (7.20) и обозначая 
Я==----2—, приходим к уравнению Гамильтона—Якоби для 
функции S — S. + i S2 

" © + ' < &"- ( i ! ) > - i < § • " Л > --• ("-и) 
Обратимся теперь к уравнениям (7.20) и (7.21). Аналогично 
§ 6 из условия г/1еТ0 следует уравнение, связывающее 
функции 51 и С1 

~ 2 i < " | г ' ЯГ* > - - ( ^ 2 ) j ? = - 0 . (7.26) 
Далее, из уравнения (7.21), учитывая (7.24), получим 

J l < I F ' ~ ~ F " > + < ~ a F " ' I F > j / ? - - B , ( J . 
2 < - ^ - , • ^ - ^ > + A S 1 / ? - 0 . (7.27) 

Складывая уравнения (7.26) и (7.27), получаем уравнение 
для определения функции G.+iC2 

г < _ ., _ . ) ^ _ 

_ 2 f< l - ^_ i , ' -g -> -М^. -НЗД-О. (7.28) 
Заменой С-•+ iC2= —-iIn{ЛА уравнение (7.25) сводится к 
уравнению переноса 

<•*»(£)-£>+Т--•---• (7--9> 
Нетрудно показать, что если выполнены соотношения (7.25) 
и (7.28), то выполнены соотношения (7.22), (7.24), (7.26) и 
(7.27). 

Таким образом, как и в § 6, мы пришли к уравнениям 
Гамильтона—-Якоби и переноса. Аналогично предыдущему, 
будем решать эти уравнения с точностью до 0$,(А-./2) и 
Ost(h1/2) соответственно. 

Рассмотрим пример, когда функция S удовлетворяет при 
•xi=0 условию: 

SU-o---»-!--' (7.30) 
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где Y"-s-T1 + '-T2 — некоторое комплексное число, т2>0, а 
г2=--л'2 4-.хз. Для построения решения задачи (7.25), (7.30) 
воспользуемся теоремами (2.4) и (2.5). 

Предварительно построим многообразие Л2 с комплекс­
ным ростком, отвечающее начальным условиям (7.30). 

Зададим многообразие 

Введем на Л2 диссипацию 
Г) „2 | 2 

•комплексный росток 
г- = (гО—0, г ° - 0 , zg—0;-»? —0, о^ —т<-2. ̂ ---Т-з}. 

и потенциал 

/ - о _ ___ . 

Нетрудно убедиться, что совокупность (Л?, г2. D01 E0) 
является Л2-многообразием с компл-̂ ссным ростком. 

В результате элементарных вычислений найдем, что фа­
за на А2 имеет вид: 

_r{cdot}y(ttg + q g ) 

V Q _ , 

Отсюда следует, что на А2 выполнено неравенство дисси-
пативности и 

Ф0 (а) !«=.--= S(x)U=o 
Системы Гамильтона и комплексного ростка, отве­

чающие функции Гамильтона Н, имеют вид: 
? = А q(0) = q°, i=w, г(О)==г°, 

p=-0, p(0)=p0, да —0, да (О) — -»'-. 
Решая эти системы, получим 

qx = t, 21=0, jt> — 1, оуг—=0, 
•72 —«2, z2=*[a2t, p2=0, ш2=та2, 
Уз—«31 гз—Таз*» p3=0> % — Таз> 

/О 0-\ /1 0\ 
5 = т ; С=, 1+ T t , / = (1+Tt)2-^0. 

\0 т/ \0 1+т - / • 
•Очевидно все условия теоремы (2.4) выполнены. Применяя 
теперь эту теорему и теорему (2.5), получаем следующее 
утверждение. 
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Л емм а 7Л. На любом конечном отрезке X.<xi<Xn. 
функция 

SW-*+T*&*> < 7 - 3 1 > 
удовлетворяет уравнению (7.25) с точностью до 0Sl(/г3/-), 

Вычислим теперь функцию А(х), определенную равенст­
вом (7.23'). Имеем 

*-/1<1-(-7-,- =.У-±^+Оф)-
i --"У-" / 7 чо\ 

~П+Т*.12 / - ; • I'•<---> 
Таким образом, для того чтобы выполнялось соотноше­

ние (7.16), необходимо положить в формуле (7.14) 

Обратимся к уравнению переноса (7.29). В качестве 
примера рассмотрим случай когда 

ml — iXjEX П Т.П 
?k.=o — — 2 — ' (/.«-о> 

где х > 0—некоторый параметр. 
Л е м м а 7.2. На любом конечном отрезке X1<.x1<X^ 

уравнению (7.29) и начальным условиям (7.33), с точностью» 

до 0зг{№), удовлетворяет функция > 
i Im у 

; ~ 2 (\+yXl) ' 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 4.1, имеем 

Imyx *<*H^?<M)|!-f 
a.—.v. 

t Im -у х 1 I -"• yx 
• 2 (l + vO« STii. 2 (1+Y*,) ' la,-.*-, 

Лемма доказана. Отсюда получим 

Cx + iC2= - 2 a r g ( l - | - . T x 1 ) - n n p ^ L l l + T*!!). 

Из этого равенства и леммы 7.1 следует теорема. 
Т е о р е м а 7.3. Пусть X-= V"-X I- + 7 xi|/2r, х > ° — 

параметр. Не существует функции их (x,h) = 0 [h "\ 
такой, чтб на любом конечном отрезке X1<{cdot}xi<X> функ­
ция 
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—(mS (x) 
t ' Re Я (.0 „ . h 

u - ~ ^ e ~ ^ ~ X * . ^ и - + M*.-*), (7-34) 

где 5 имеет вид (7.31), с точностью до О (h3/2) -удов­
летворяла бы уравнению (7.13), xg{j:|xr2exp( — ImS/h)-?--1}. 

Доказательство этого утверждения проводится прямым 
дифференцированием • и основано на том, что функции вида 
h2(C2x)'2'y, h2Ay в (7.17) имеют порядок О (h). 

З а м е ч а н и е . Отметим, что в линейном случае (s = 0) 
выражение 7.34 (его первое слагаемое) — асимптотическое 
решение, удовлетворяющее (7.13) с ТОЧНОСТЬЮ до 0(.h-/2). 

В заключение авторы выражают .глубокую признатель-
ность А. Г. Прудковскому, который провел все . вычисления 
на машине, и В. Г. Данилову за ценные замечания по реше­
нию разобранных здесь задач. 
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УДК 519.56:51.0! 
10. И. Ma и и и, Проблема континуума. «Современные проблемы мате. 

матики». (Итоги науки и техники) 1974 г., 5, 5—72, библ. G 
Изложены результаты геделя и Коэна о независимости гипотезы конти­

нуума от аксиомы теории множеств- Изложение ориентировано на математи­
ков, не специализирующихся по логике и аксиоматической теории множеств-
Все необходимые сведения из логики приведены в тексте статьи. Метаязык 
не формализован и изложение ведется на содержательном уровне. 

УДК 517.52/.56 
П. К. С у е т и и, Ряды по многочленам Фабера и некоторые их обобще­

ния. «Современные проблемы математики». (Итоги науки и техники) 1974 г., 
5, 7:1-МО, библ. 57 

!г 
Рассматриваются асимптотические свойства многочленов Фабера в различ­

ных частях плоскости в зависимости от граничных свойств весовой функции 
и от степени гладкости границы области. Подробно излагаются условия пред­
ставления аналитических функций рядами Фабера внутри области и в зам­
кнутой области, а также условия сходимости общих рядов по многочленам 
Фабера. Приводятся некоторые результаты по проблеме С. М. Никольского 
в комплексной области, полученные с помощью просуммированных рядов Фа­
бера. Описываются различные обобщения многочленов Фабера: многочлены 
Фабера—-Уолта, рациональные функции Фабера—Джрбашяна, базисные систе­
мы Фабера—-Ерохина. отмечается применение многочленов Фабера в теории 
однолистных функций. 

УДК (517.946+517.934) :Б17.Б5 
С. Ю. Д о б р о х о т о в , В. П. М а с л о в, Некоторые приложения тео­

рии комплексного ростка к уравнениям с малым параметром. «Современные 
проблемы математики». (Итоги науки и техники) 1974 г., В, 141—211, библ. 13 

Излагается метод отыскания асимптотических решений некоторого ^класса 
дифференциальных уравнений в частных производных, в том числе и нелиней­
ных. Применение метода демонстрируется на ряде конкретных математических 
а Физических задач. 

Зак. 7299 
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