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Р. И. ГРИГОРЧУК 

В f l j Филлилс доказал, что для любого простого р существует континуум 

неизоморфных 2-порожденных ^ - г р у п п . Хнккин и Филлилс [ 2 J доказали существо— 

вание континуума неизоморфных 2-порожденных групп периода р для всех дос­

таточно больших простых р . В \S\ доказано существование континуума 2-порож-

денных периодических групп с одинаковым множеством порядкоь ..-смешив и том 

свойством, что любая собственная подгруппа имеет простой порядок. Джине |~4j до­

казал следующую теорему: если F и G — нетривиальные коночные г доты, однов­

ременно не изоморфные группе , и Й" — множество простыл чисел, делящих 

1^||£г| > Т о свободное произведение £~# Q- обладает флмор-грунлой, кото­

рая является 4i -группой и имеет континуум" ненэоморфных фнинтн* !гскснмируо— 

мых фактор-групп. Наконец, в работе £sj доказано, что суи.-.-ствуег ым iин--; м 

2-ло рожденных финитно—аппроксимируемых 2 -грулп проможу>< чзн; роста и методы 

этой работы легко позволяют доказать (см. ниже лемму 2 ) , чго кинткнуум финит­

но—аппроксимируемых р —групп промежуточного роста, построенный в £ в ] , также 

содержит континуум нензоморфных групп. Однако групп-!, построенные ь \_Ъ , вД, 

обладают тем свойством, что каждая их истинная фактор-группа конечна. В настоя­

щей работе будет доказана следующая 

Т Е О Р Е М А . Д л я к а ж д о г о п р о с т о г о ч и с л а р с у щ е с ­

т в у е т ф и н и т н о - а п п р о к с и м и р у е м а я к о н е ч н о — п о ­

р о ж д е н н а я - ^ - г р у п п а п р о м е ж у т о ч н о г о р о с т а , 

и м е ю щ а я к о н т и н у у м н е и э о м о р ф н ы х ф и н и т н о — а п ­

п р о к с и м и р у е м ы х ф а к т о р - г р у п п . 

Напомним [5} , что группой промежуточного роста называется конечьо-лорожден-

ная группа (г , функция роста £ (П) = : б{ф) 5 IV} ) которой не эквива­

лентна никакой степенной функции /1^ и показательной функции 2 * . Так как все 
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рассматриваемые группы являются бесконечными конечно—порожденными периоди­

ческими, то отпадает необходимость в опенке функций роста снизу, ибо, в силу 

результата Громова Н , группа степенного роста содержит нильпотентную подгруп­

пу конечного индекса. Отметим также, что недоказательность роста группы Q 

как установил Л\илнор [ в ] , равносильна равенству 

(1) 

(предел справа существует в силу полумультипликативности функции роста группы 

(г = Щп+т)*/(п)у(т) ). 

§ 1. Конструкция 

Пусть р - простое число, Q =• ̂ 0, / , . . -у/^} ~ пространство бесконеч­

ных последовательностей и) — tl)^ СО^... (jO^ . . . символов алфавита / , . , . , 

tO '. £2 —*~£2 - преобразование сдвига влево в пространстве £3 '. (iStOj^ ~ U^^f 
С помощью последовательности (J) £ £^ определим два бесконечных слова i 

Б алфавите \ f /" f / 7 ^ , . . , П^*~ (при этом символы Т и / 7 будем отож­

дествлять): 

P-z р-г р-г 

р-г р-г р-г 

где 

4 , - \ 
/ j если 

О 4 если 
^п,=Р> 

и). а 

и)л, если 

/ ^ если (j)^ = pt 

Пара (ы) л , « ? л ) пробегает значения ( / , / ) , . . . , ( / , / ? - / ) , (<?, / ) , 

когда символ Ц/^ пробегает значения ^7 , причем множество пар 

Х - {(АОА 0,,..,{^р~0,(0, /Я составлено таким образом, что для любого 
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элемента £ ) £ * ( £, - порождающий элемент г р у п ­

пы Ж'р ) существует е/^гпствешшя пара (/С,£)€ X , определяющая эпиморфизм 

frfiX-'Zp—Zp, <fKfU,0-&K, • при «старом 

Группа г р ip-fifjji^ij)) t ' определяется [i j как г р у п ­

па преобразовании интервала _Z~~ /J , порожденная преобразованиями (2) , 

: где <2 - циклическая перестановка р —х долен интервала Т , а пре ­

образование Oqj > iCyjJ определяется с помощью слова (J^ , ( V ^ ) следующим 

образом. Интервал X долится на р ровных частей, над первыми р~i из к о ­

торых пишем первые p-~i символа (д. стрелки | ) слова (J^ f ( J . Затем 

оставшийся некадписанш. м интервал долим на р равных частей, над пзрвыми 

р ~ 1 из которых пи: ем p~i снмьелл с ы н а (Jyj , ( Уц) / расположенных 

между первой и второй стрелками г и г. д. Том самым интервал Т разобьется 

в объединение счетного числа лоД! и;ерналог-, действие над каждым из которых о п ­

ределим соответствующим символ,..* • с~-.<иа (J^ , ( V^>J Uipn - ' Т о м символы Т 

и / 7 обозначак'Т тождественное- .:; еч'."-рачивлнпе, символ / 7 ' обозначает £ -чо 

степень циклической перестановки р— \ долен интервала, над Ki торым он написан). 

Очевидно, в IX, \ выполнены соегнс>. .ония Q = п — С « ш / . й , и C i ком— 

мутируют между собой, по}»ждая гр\:;иу rp (rftftCyj ) , изоморфную группе 

Zip* Zp. Обозначим иетривн :льиые Атомен-; . гру::пм
 гу(^^,С^ ) буквами 

^ ' ^ • ' " ' ^ ц ) " Рассмотрим в качеси.о u c i e s u . порождающих элементов ; ; 

пы Gd систему ^={а,с1...,(2л; 4?«^t...,^4»} - ь е л и ^ е ^ , 
то через д(^) будет o6o3iia4ari.cn дл.ша .'МО' о м а ^ относи .илыю системы г.с— 

рождающих /4^ 

Пусть j - бесконечная последовательность натура.. . ччоея, J_0 >РА 

обозначает слово 0 / 2 . . . р . Обозначим через 2 ^ ̂  у '•.ь.-леэство г т о с л ^ 

довательностой , имеющих вид 

где /? £ > К-/,2,... , а через 2 i -. - множестьо 

последовательностей U)€.£2 , о :...:\ ! ,д 

http://o6o3iia4ari.cn
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где 2^ {0J,'.-,P}> 1=^2,. . Пусть О-ф^У/М^ , где £ ' ¬ 

свободная группа с ^¥р—2 образующими Qf,Q^y.. ., @p-i > • . 

причем эти образующие переходят в соответствующие элементы (2,(2, } 

П С П > при каноническом гомоморфизме. Положим 

{ г , , . - , ^ х З о ) е 2 1^ гкЗ i V - ^ x J 
1«, г х З 

Обозначим образы порождающих Qf tCl^ > •' ' >Op,^,S1C,,..1Cii в группах , 

/г , при факторизации соответственно К 

(эти системы порождающих будем называть каноническими). Мы утверждаем, что 

существует (быстро растущая) последовательность натуральных чисел 12̂  J — i 

— Zf, %2 , • • • » < 2у, ." такая, что группа ^"Ji^ j является ^ - г р у п п о й , допус­

кающей гомоморфизмы на <2-* 0 неизоморфных групп и имеющей промежуточный 

рост. 

§ 2. Доказательство теоремы 

Обозначим через множество последовательностей C0£jiP таких, что 

в и) каждый символ алфавита \0,f4 •••>̂ 3 входит бесконечное число раз. В 

Q>J доказано, что если и) € , то &^ — бесконечная р -группа. При этом 

верно следующее. Группа (j^ содержит подгруппу H^q индекса р ( 

состоит из элементов, переводящих р —е доли интервала \0iTj в себя) , порож­

денную элемеятами &^S^CL^у CL^C^CL^ , ^^J^P~^ I причем h 
изоморфна подгруппе группы * • • • х в с и л > ' отображения 
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( а щ

щ 4 , . . . , и с € ( ( в ) ) , е с ш j=o(modp\ 
( 4 ) 

Пусть {2vl " произвольная последовательность натуральных чисел, 

Л Е М М А 1. Е с л и С^^&ф . Й ? б 2 г ? т, и > т 0 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Можно считать, что запись ^ начитается с символа 

£2 .̂ , С^О > а заканчивается символом из множества { ^ j , ^ > > • • •»С^ц)) 

Пусть ^ ( Й ^ Ь . . . , у(£ч ) . Тогда элементы ^ , ^ . . . 7 / ? - / 

(принадлежащие группе ) являются циклическими сдвигами друг друга и , 

как показано в Qe] , имеют длину . При этом если в записи ^ содержит­

ся символ из множества » • • • » ^(j)S ' д л я К О Т ° Р О Г О 

то . . 

ГО 
элементом 

d{$^<dl$), C=0,f,...,p-L Проводя затем аналогичное рассуждение с 

^ и действуя таким же образом и далее 2(рН)/1 раз, мы придем 

к единичному элементу, ибо среди первых 2,(р\ символов последовательности 

(j) € 2 1 каждый символ множества 7̂t / , . . . встречается по мен i и 

мере Ц раз 

С Л Е Д С Т В И Е 1. Г р у п п а т я в л я е т с я б е с к о н е ч -

н о й ^ - г р у п п о й . 

Л Е М М А 2 . Д л я к а ж д о й п о с л е д о в а т е л ь н о с т и бс)^.^2^ 
с у щ е с т в у е т н е б о л е е с ч е т н о г о ч и с л а п о с л е д о -

I ч о .1 1 1 fj€. &п т а к и х , ч т о (j , -= . 

тс 

й £7£ 4е/^ т а к и х , ч т о (j ^ ~z СГ g 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Покажем вначале, что если (/) ф. ^ ,U),£ 6 420 . 

существует слово W (Qf,67^^ б/) такое, что ^(Q,,..у&^~^•) 

^ , . . . , ( 3 ^ ) = / в Gfi . но \l(CLt...,ufi , tfg,...,^)^ / в ^ . Отсюда 

будет следовать утверждение леммы, ибо если для некоторой п о с л е д о в а т е л ь н о с т и ^ 

суиюствует более чем счетное множество последовательностей £ , для которых 

Q , то найдутся две последовательности £ ^ % такие, что 
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Q = (х^ при отображении CL —*-0,...,0-^ *Q , $ *-S^,,..Cl * 
*• CLjt • Противоречие, 

Случай p^~2 полностью рассмотрен в Сб] . Поэтому будем считать, что 

Р~%.2> • Для каждого символа С из множества {О^ /, • • • tP^ фиксируем элемент 

fitii G i 4 « > » - " » Q w } т а к о й ' ч т о J) tfi,u>}~* (где ^(ijy™-
морфизм, стоящий в левой части равенства ( 2 ) ) , Если последовательность начина¬ 

ется с символа С > т о 

и поэтому fefiyji) —/ в группе (х^ . Если же и)0фо , то 

где /(.ФО и {CLl£ ц) I ^^ в &"ц) ' Таким образом, если две лоспедова- г 

тельности gf отличаются первым символом, т. е. ^ ф , то ffifg 

— / » £ ^ , в то время как (&fg ^ ^ В " 

Предположим, что fa - * Я т , , н о f/г ^ <г • П о с т Р ° -

им слово , которое определяет элемент группы ^ , 

переводящий каждый р -адический интервал ранга П, отрезка {jP, f\ в себя, при­

чем сужение этого элемента на интервал (0,Р ) действует подобно элементу 

Ctr п 1 1*1 л > а сужения этого элемента на остальные /X -одические интер— 

валы ранга ГЬ определяют элементы порядка -5̂ ^ • С этой целью рассмотрим 

последовательность слов V V ^ , V v J - ^ , ..*Wf, Wff > где VV*/C^g a б*р ' 

a получается из W,- f / , L=il4, /l~2„ . .,0 ?o помощью подстановок 

если fl^ p , и с помощью подстановок 

- в противном случае. Мы утверждаем, что слово удовлетворяет необходи­

мым условиям. Действительно, из формул ( 3 ) , ( 4 ) ясно, что сужение элемента 

группы (j' , определяемого словом VV0 на интервал [Q, р~^) , действу­

ет подобно элементу CL/g ,6 £ группы (x^Clg . Сумма показателен сто— 
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пеней при символах CL, предшествующих любому вхождению любого по символов ^ 1 

О-; > C-i C-j а слово VV; , равна либо -J , либо О , a cvm>:3 

показателей степеней при символах Q, , нродпествумщих вхождению символа 

fу §6£ ^ в с л " т °ЛЬКо не совладает с одним из символом dfeig 

Cglp 1. в слове равна - 1. Поэтому если 

7 0 ^0 ^ l ' p a ^ I W 0 C K I 1 Р а ы к > слову W / , а в каждое из слов , • • ч ^ . / аход::! 

'ОЛЬ КС либо символ £ , либо символы , 6 , т . е. каждое из слов 

, является либо с 1 еленыс элемента *£2. , ли Сю o.t ка "i >t»* т 

элемент группм гр , С ) » поэтому имеет порядок (здесь существен 

но то, что />*3). а1логи!но, если ф ty)* ( Y » Vff.jfi). ™ W„ 

графически равно слову , VV^' , , . . , / , определяет элемент од­

ной из групп
 rP(.QJ)irp(,Ctg2p fCgZg) 1 1 т е л : самым имеет порядок и т . д . 

Поэтому слово Uq удовлетворяет всем необходимым условиям. Ввиду совладения 

у последовательностей П и начальных отрезков длины /Z мы получаем, 

что ^tl0[a,...^'fJr..M = / в ^ , в то время как [ V l £ 

СЛЕДСТВИЕ 2 . Г р \ п п а ^ " г » г о б л а д а е т к о н т и н у у м о м 
н о и з о м о р ф н ы > ф а к т о р — г р у п п . 

Под окрестное!'ью радиуса fb единичного элемента в группе сГ будем пони­

мать множество | ^ ; d{^)Sfl^ • 

Л Е М М А .1. Е с л и в ы п о л н е н о н е р а в е н с т в о 

/ с + г , + . . . + %къ fyzZn, ( 5 ) 

т о г р а ф ы К э л п Го\ г р у п п Q{„ 1 • G~in » 1 > " о с т р о — 

о н н i; е п о к а н о н и ч е с к и м с и с т е м а м о б р а з у ю щ и х 

э л е м е н т о в , и з о м о р ф н ы н о к р е с т н о с т я х р а д и у с а 

ГЬ е д и н и ч н о г о э л е м е н т а . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Строение графа Кэли грцшы & в окрестности рад1гуса 

/I единичного элемента полностью определяется множеством слов длины £.2/1 , 

определяющих единичный элемент в G" . Докажем поэтому, что при выполнении 

условия ( 5 ) множества слов в алфавитах {,^2/, • • . , Qо_/ > ̂ > • • • \ ^ } * 

{df,...,Clp.f , 0%,..jU J длины £ 2-fl , определяющих единичные элементы со— 
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ответственно в группах Q\п -> , 0" t _ п 1 • совпадают. С этой 

целью опишем алгоритмы, решающие проблему равенства с л о е в группах (j-t , 

В грутше G-^— rp(Q,...,(2 , OyjjC^,.. ) для решения пробле ­

мы равенства слов можно применить алгоритм Ct ^ с оракулом и) , состоя­

щий в следующем. Приводим слово W (Й1 fl^, к в и д > 

.*at,*~'*Q,<"C , где ^ , . . , , « V / ^ - а * обозначает 

элементы множества , ^ л ) • • •> ̂ ц)} ' О ч о в , 1 Д н о , что процедура приведения 

эффективна. Пусть ^ сумма показателей степеней у вхождении символа Q 

в слово W , Если 
, если же 

~0(lTlOdp), то W€/7^j и W = / в ( Z ^ тогда и только тогда, когда 

W ^ ^ W ) * / ) , где y . w - результат приведения слова ) / / ! , 

а отображение (jj^^ полностью определяется первой буквой последовательности 

U) , то для распознавания истинности равенства W ^ / в G~ф необходимо 

знать не более первых символов последовательности . Если 

у двух последовательностей ^ к % начальные отрезки длины [ j ^ j ^ 2 

совладают, то совладают и множества слов , определяющих единичный элемент и 

имеющих длину • 

Равенство W ( f f , , . . - ) U ^ . ^ 5 ) . . . , ^ ) = / l' ^{7 } эквивалентно 

системе равенств ^/(Q1,.. , , . . . , = / в £ ^ } , где о) про­

бегает множество f 7 ! причем проверка этой бесконечной системы равенств 

l**J p-j р V 
эквивалентна проверке конечного числа равенств W ^2 , ^ > » . * * > ^ а > " п i 

где , а через . обозначено конечное множество последоЕа-

тельное те и вида 

[0:/?]...gfffy,...^^^/)]^fr:/7]...[fr/>]0Г<7:/)]..:0?-^]0..., 

X однозначно определяется неравенствами 
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эквива— Точно так же равенство V/(ffft. ..,&p_f,0,...,u ) — / в ^ { 2 , , . . . , гк} 
лентно системе равенств \ ^ (Q,,. .гС1^7 6^ % ) ~ ^ в » г д е ^ 

пробегает множество 2 / . , п . Если < ? ( W ) s # Z и выполнено условие 

I " / , • . • 1 * д е 3 
( 5 ) , то ввиду того, что множества начальных кусков длины \w^^2fl\ у последо­

вательностей из 2 f <у 7 и S I г ff 1 совпадают, равенства 

Q-. выполняются либо не вьшолняются одновременно. 
[ 7 , , , . . , %к) 

Лемма доказана. 

Обозначим через , (Я) , it - 7 {ft) функции роста групп 

(jttt 7 i G i n 1 1 • построенные по каноническим системам обра¬ 

зующих. 

СЛЕДСТВИЕ 3. Е с л и и м е е т м е с т о ( 5 ) , т о 

/ { а д
 i C )

 = ^ г , 3 « ' ; 

д л я с~/^2г..., я. 

Л Е М М А 4. Г р у п п а Gin о 1 с о д е р ж и т п о д г р у п -
I 7 / » ' . • » ' < J 

п у к о н е ч н о г о и н д е к с а / А _ _ •> ! к о т о р а я и з о -
V*f»• ••> ь/сJ 

м о р ф н а п о д г р у п п е г р у п п ы 

г/К х х 

г д е ( ? , + • • • + ^ ) 0 + / ) . а ^ * = 0 ? : / г ] 0 ? : / г ] . " & ! / г 1 ' - - • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим группу £t _ а 1 как группу преобразо-

к \Zt **J 
ваний множества " r M v ? , ..,р] X (Д / ] = {/ л } » ^ , f • норож-

денную преобразованиями f.,.^Q,^^ р f ,,, f6* , при этом преобразование 

q{ ,.,р-/ , действует на каждом и н т е р в а л е ^ - как преобра¬ 

зование Q , 0 # действуют на ± _ _ соответственно как 

преобразования Ом, ...рл) I • • Ч ^ ^ , . . ' где через ^ ' * 

обозначена последовательность 
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Очевидно, что группа G~i„ п •> изоморфна группе , 

Сражения а? -~af,ap_f —*арч,o-+ov..,ol-+d'. Разобь в силу отос 

каждый из интервалов Х„ Л на ^ - а д и ч е с к и о интервалы ранга и 

получившееся в результате разбиение множества Y обозначим через А . Пусть 

/ / . , - подгруппа в G"\n _ •) , состоящая из элементов, переводя-

ших интервалы разбиения в себя. Аналогично через /7^ обозначим под­

группу группы G", состоящую из элементов, переводящих ^?-адические ин­

тервалы ранга ^ отрезка \0,{\ в себя. Фактор-группа Qi ~ \l^!n f 1 

изоморфна некоторой группе подстановок конечного множества из (р+/) Р э л е ­

ментов и тем самым [/г, , • / / , _ „ I ^ О О Сужение преобразо-

ван и я Q £ ПI п •> . представленного словом VV {Qi.y,,.Cl ,t>}„nCl I на любой 

интервал , подобно элементу W ( i<2, , . , , < 2 , ' ' ' * 

'"'^ V f ' f ^ ) 1 P J T l n b l '(j)tfi'"2K^ ' п р и ч е м э т о т элемент принадлежит группе 

/ / ^ * ' . Но группа / / ^ „ \ изоморфно подгруппе труп-

, а ? * ' , а > * 

v 

(это получается ^ кратным применением вложения /т^ *~̂ <5и) * ^би) ^' 
что доказывает лемму. 

Запершим доказательство теоремы. В силу замечания, сделанного во введении, 

а также следствий 1, 2 , нам осталось построить последовательность натуральных 

чисел таким образом, чтобы имело место равенство ( l ) . Пусть 2̂— / . По л е м ­

ме 4 группа (т^Ч j содержит подгруппу конечного индекса / / ^ j , которая 

изоморфна некоторой подгруппе группы 

w ^ * 

Так как функция роста 'j прямого произведения двух групп но превосходит 

произведения (т . е . / ~^ J^. У, ) и имеет место оценка 

) / г ^ 2 Д в С . где о С < / 1см. [ 5 , G] ) , то группа Нi„ \ имеет 

нипоказательный рост , а значит, п группа | j 3 имеет недоказательный 

рост £ 5 ] , Пусть - натуральное число такое, что 
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Подберем число £ таким образом, чтобы выполнялось неравенство 

Группа G" In 7 1 содержит подгруппу конечного индекса / Л -, , ко¬ 

торая изоморфна подгруппе группы 

Г Р пР 
е а ) * о ) * 

г 
Следовательно, группа £ , имеет непоказательный рост и тем самым су-

щестьует натуральное число такое, что 

( е ) 

Вообще, пусть мы уже выбрали числа Ъ^.. , , Ъ^ . Подберем Пк таким обра­

зом; чтобы имело место неравенство 

Л, , , < * ) « ( ' * « - ) * , 1 0 ) 

после чего подберем таким образом, чтобы имело место неравенство 

Продолжая действовать таким же образом далее, мы построим некоторую последо­

вательность . Утверждается, что группа 0"\„ •> имеет недоказательный 

рост. Действительно, в силу неравенств ( 7 ) - ( 1 1 ) и следствия 3 имеем 

Теорема доказана. 
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