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В статье рассматривается начально-краевая задача для системы гравитационно-
гироскопических волн в приближении Буссинеска — интегро-дифференциальной си-
стемы уравнений в частных производных. Cуществование единственного решения
такой задачи установлено с использованием методов теории вырожденных эволюци-
онных уравнений в банаховых пространствах.
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Введение
Рассмотрим начально-краевую задачу

vn(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ), (1)

v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω, (2)

для системы уравнений

vt(x, t) = [v(x, t), ω]− r(x, t) +N2

t∫
0

v3(x, s)e3ds, (x, t) ∈ Ω× [0, T ), (3)

∇ · v(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ), (4)

описывающей в приближении Буссинеска малые колебания равномерно вра-
щающейся относительно вертикальной оси Ox3 в поле силы тяжести идеаль-
ной несжимаемой жидкости. Она называется также системой гравитационно-
гироскопических волн в приближении Буссинеска [1, c. 186]. Здесь Ω ⊂ R3 — огра-
ниченная область с границей ∂Ω класса C∞, вектор v = (v1, v2, v3) — скорость
частиц жидкости, r — градиент динамического давления P , т. е. r = (r1, r2.r3) =
(Px1 , Px2 , Px3), e3 = (0, 0, 1), ω — удвоенная угловая скорость, [·, ω] — векторное про-
изведение на вектор ω = ωe3 = (0, 0, ω) ∈ R3, v3e3 = (0, 0, v3), n = (n1, n2, n3) —
вектор внешней нормали к границе области ∂Ω, 〈·, ·〉R3 — скалярное произведение
в R3, vn = 〈v, n〉R3 , N2 — частота Вяйселя — Брента, ∇ · v — дивергенция вектор-
функции v. Неизвестными являются вектор-функции v и r.

Работа выполнена при поддержке Лаборатории квантовой топологии Челябинского государ-
ственного университета (грант правительства РФ №14.Z50.31.0020).
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Система уравнений является неразрешимой относительно производной по вре-
мени (иначе говоря, вырожденной эволюционной системой), так как не содержит
производных по t от некоторых неизвестных функций — от функций r1, r2, r3.
При этом она содержит интегральный оператор Вольтерра, другими словами, яв-
ляется системой уравнений с памятью. Исследованию вырожденных эволюцион-
ных систем с памятью посвящён ряд работ М. В. Фалалеева и С. С. Орлова [2–5], а
также работ авторов данной статьи и О. А. Стахеевой [6–9]. В перечисленных рабо-
тах рассматриваются начальные задачи или задачи с заданной предысторией для
дифференциальных уравнений в абстрактных банаховых пространствах с опера-
торными коэффициентами, с вырожденным оператором при старшей производной.
Полученные для таких задач теоремы об однозначной разрешимости используются
при рассмотрении начально-краевых задач для уравнений или систем уравнений в
частных производных с интегральным оператором памяти, не разрешимых относи-
тельно производной по времени. Отметим также работы, посвящённые однозначной
разрешимости вырожденных эволюционных уравнений с другими интегральными
операторами — уравнений с запаздыванием [10–12], нагруженных уравнений [13;
14], уравнений с дробной производной Герасимова — Капуто [15–17].

Основная идея данной работы — редуцировать задачу (1)–(4) к задаче для вы-
рожденного эволюционного уравнения с памятью в банаховом пространстве и с
помощью абстрактных результатов, полученных ранее в [8], получить теорему об
однозначной разрешимости задачи (1)–(4). Первый параграф содержит необходи-
мые сведения из работы [8], а во втором осуществлена указанная редукция и дока-
зана соответствующая теорема.

1. Вырожденное эволюционное уравнение с памятью
Для банаховых пространств U, V через L(U;V) обозначим банахово простран-

ство линейных непрерывных операторов, действующих из U в V. Множество ли-
нейных замкнутых операторов с областями определения, плотными в пространстве
U, действующих в V, будем обозначать через Cl(U;V). Если V = U, то соответству-
ющие обозначения сократятся до L(U) и Cl(U).

Через DM обозначается область определения оператораM ∈ Cl(U;V). Снабжён-
ное нормой графика ‖ · ‖DM = ‖ · ‖U + ‖M · ‖V, это множество является банаховым
пространством в силу замкнутости оператора M .

Обозначим также R+ = {x ∈ R : x > 0}, R+ = {0} ∪ R+, R− = {x ∈ R : x < 0},
R− = {0} ∪ R−.

Пусть L ∈ L(U;V), M ∈ Cl(U;V). Обозначим ρL(M) = {µ ∈ C : (µL −M)−1 ∈
L(V;U)}. Следуя [18, с. 89], операторM будем называть (L, σ)-ограниченным, если
множество σL(M) = C \ ρL(M) ограничено в C. При условии (L, σ)-ограниченности
оператора M обозначим γ = {µ ∈ C : |µ| = r > a}, где a > 0 таково, что σL(M) ⊂
Br(0) = {µ ∈ C : |µ| ≤ a}. Рассмотрим интегралы

P =
1

2πi

∫
γ

RL
µ(M)dµ ∈ L(U), Q =

1

2πi

∫
γ

LLµ(M)dµ ∈ L(V) .

Нетрудно убедиться, что P и Q являются пpоектоpами. Положим U0 = kerP , V0 =
kerQ, U1 = imP , V1 = imQ. Обозначим чеpез Lk (Mk) сужение опеpатоpа L (M) на
Uk (DMk

= DM ∩ Uk), k = 0, 1.

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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Теорема 1. [18, с. 90, 91]. Пусть опеpатоp M (L, σ)-огpаничен. Тогда
(i) M1 ∈ L

(
U1;V1

)
, M0 ∈ Cl

(
U0;V0

)
, Lk ∈ L

(
Uk;Vk

)
, k = 0, 1;

(ii) существуют опеpатоpы M−1
0 ∈ L

(
V0;U0

)
, L−1

1 ∈ L
(
V1;U1

)
.

Обозначим N0 = {0} ∪ N, H = M−1
0 L0. При p ∈ N0 опеpатоp M называется

(L, p)-ограниченным, если он (L, σ)-ограничен, Hp 6= O, Hp+1 = O.
Обозначим также R(R+;U) — множество функций h : R+ → U, для которых

несобственный интеграл Римана
∫ +∞

0
‖h(t)‖Udt сходится, C0(R−;U) — банахово про-

странство непрерывных и ограниченных на R− функций, удовлетворяющих равен-
ству u(0) = 0 с нормой ‖u‖C0(R+;U) = sup

t≤0
‖u(t)‖U.

Пусть K : R+ → L(U;V). Для уравнения с интегральным оператором памяти

d

dt
Lu(t) = Mu(t) +

t∫
−∞

K(t− s)u(s)ds+ f(t), t ∈ [0, T ), (5)

при выполнении ограничения U0 ⊂ kerK(s), s ≥ 0, имеет смысл рассматривать
модифицированное условие заданной истории системы (5)

P (u(t)− u−(t)) = 0, t ≤ 0, (6)

когда задана лишь история проекции состояния системы на подпространство U1.
Решением задачи (5), (6) на промежутке [0, T ) будем называть функцию u ∈
C([0, T );DM) ∩ C((−∞, T );U), для которой выполняется (6), Lu ∈ C1([0, T );V) и
при каждом t ∈ [0, T ) справедливо равенство (5).

Теорема 2. [8]. Пусть p ∈ N0, оператор M (L, p)-ограничен, u− ∈ C(R−;U), Pu− ∈
C0(R−;U) ∩R(R−;U), K ∈ C(R+;L(U;V)) ∩R(R+;L(U;V)), QK′ ∈ R(R+;L(U;V)),
U0 ⊂ kerK(s) при s ≥ 0, HkM−1

0 (I−Q)K ∈ Ck(R+;L(U)), HkM−1
0 (I−Q)K(l)(0) = 0,

l = 0, 1, . . . , k − 1, HkM−1
0 (I − Q)K(n) ∈ R(R+;L(U)), n = 0, 1, . . . , k, k = 0, 1, . . . , p,

f ∈ C([0, T );V), HkM−1
0 (I − Q)f ∈ Ck([0, T );U), k = 0, 1, . . . , p. Тогда существует

единственное решение задачи (5), (6) на промежутке [0, T ).

Замечание 1. Очевидно, что уравнение (5) можно переписать в виде

d

dt
Lu(t) = Mu(t) +

t∫
0

K(t− s)u(s)ds+ g(t), t ∈ [0, T ), (7)

где

g(t) = f(t) +

0∫
−∞

K(t− s)u−(s)ds,

и рассматривать для уравнения (7) уже просто задачу Коши u(0) = u0 или задачу
P (u(0)− u0) = 0.

2. Система гравитационно-гироскопических волн
в приближении Буссинеска
Обозначим L = {v ∈ (C∞0 (Ω))3 : ∇ · v = 0}. Замыкание линеала L по нор-

ме пространства L2 = (L2(Ω))3 обозначим через Hσ. Пусть Hπ — оpтогональное
дополнение к Hσ, Π : L2 → Hπ — оpтопpоектоp вдоль Hσ.

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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Следуя подходу, применённому в работе [19] к системе уравнений Соболева,
которая от данной системы отличается лишь отсутствием интегрального слагаемо-
го, используем обобщённую постановку начально-краевой задачи (1)–(4), заменив
уравнение несжимаемости (4) и граничное условие (1) на уравнение

Πv(·, t) = 0, t ∈ [0, T ). (8)

После замены w(t, x) = v(t, x) − v0(x), считая, что v0 ∈ Hσ, получим начально-
краевую задачу

w(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ Ω× R−, (9)

wt(x, t) = [w(x, t), ω]− r(x, t) +N2

t∫
0

w3(x, s)e3ds+

+ [v0(x), ω] +N2tv03(x)e3, (x, t) ∈ Ω× [0, T ), (10)

Πw(·, t) = 0, t ∈ [0, T ). (11)

При этом считается, что предыстория, определяемая условием (9), тождественно
нулевая, поскольку она никак не влияет на состояние системы при t > 0.

Формулой Ĝ : z → [z, ω], ω = (0, 0, ω), зададим линейный непрерывный оператор
Ĝ : L2 → L2, Ĝσ = Ĝ|Hσ . Обозначим Σ = I − Π, P3 ∈ L(L2) — проектор вектор-
функций на ось Ox3, т. е. P3z = 〈z, e3〉R3 = (0, 0, z3), если z = (z1, z2, z3). Положим

U = V = Hσ ×Hπ, (12)

тогда векторы имеют вид u = (w, r) ∈ U, f = (g, h) = (Σf,Πf) ∈ V. При этом
использовано то, что в силу (11) w(·, t) = 0 ∈ Hσ, а градиент давления r(·, t) =
∇P (·, t) ∈ ∇H1(Ω) = Hπ для всех t ∈ [0, T ).

Систему (10), (11) можно задать в виде (5) с помощью операторов

L =

(
I O
O O

)
,M =

(
ΣĜσ O
ΠĜσ −I

)
,K(t) =

(
Σk(t)P3 O
Πk(t)P3 O

)
∈ L(U), (13)

где

k(t) =


N2, t ∈ [0, T ),
N2(1− (t− T )), t ∈ [T, T + 1),
0, t ≥ T + 1,

и функции f(t) = [v0(x), ω] +N2tv03(x)e3.
Лемма [20]. Пусть заданы пространства (12) и операторы (13). Тогда оператор
M (L, 0)-ограничен, при этом проекторы имеют вид

P =

(
I O

ΠĜσ O

)
, Q =

(
I O
O O

)
.

Из вида проектора P и операторов K(t) следует, что (9) для данной задачи
имеет вид условия (6), и U0 ⊂ kerK(t) при всех t ≥ 0. При этом по построению
функции k(t), не влияющему на задачу (9)–(11) при конечном T > 0, получаем
интегрируемость по Риману оператор-функций K и K′ (там, где эта производная
существует — везде, кроме точек t = T и t = T + 1) на положительной полуоси R+.
Из теоремы 2 следует разрешимость задачи (9)–(11), а значит, и задачи (2), (3), (8).

Теорема 3. Пусть v0 ∈ Hσ, T > 0 конечно. Тогда существует единственное
решение задачи (2), (3), (8).

Замечание 2. В случае ω = 0 получается система внутренних волн в приближении
Буссинеска [1, c. 186], для которой теорема 3 также верна.

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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ON UNIQUE SOLVABILITY OF THE SYSTEM
OF GRAVITATIONAL-GYROSCOPIC WAVES
IN THE BOUSSINESQ APPROXIMATION
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Initial boundary value problem is studied for the system of gravitational-gyroscopic waves
in the Boussinesq approximation, i. e. for the integro-differential system of equations with
partial derivatives. The existence of a unique solution is proved for the problem by the
methods of the theory of degenerate evolution equations in Banach spaces.

Keywords: system of gravitational-gyroscopic waves, system of internal waves, Boussinesq
approximation, initial boundary value problem, degenerate evolution equation, equation with memory.
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