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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

1978 МАТЕМАТИКА № 2 (189) 

УДК 513.88 

В. П. Одинец 
О ЕДИНСТВЕННОСТИ МИНИМАЛЬНЫХ ПРОЕКЦИЙ 

В работе [1] была доказана единственность минимальной проек­
ции с неединичной нормой на равномерно выпуклое коразмерности 1 
подпространство банахова пространства произвольной (конечной или 
бесконечной) размерности. Осталось невыясненным: существенна ли 
всегда равномерная выпуклость подпространства (при выполнении, 
разумеется, прочих условий). В настоящей заметке будет доказана 
единственность минимальной проекции с неединичной нормой про­
извольного трехмерного банахова пространства на его двумерное 
подпространство, а также будут даны приложения этого результата. 
Обозначения и основные определения в работе следуют [1]. 

Банахово пространство над полем R вещественных чисел обо­
значим через В, а его дополняемое подпространство — через D. 
(Если не оговорено специально, dim В = 3, dim D = 2). Пусть р — ве­
личина нормы минимальной проекции из В на D (подпространство 
будем называть тогда /^-правильным). Множество всех минимальных 
проекций из В на D обозначим через W (В, D). Если множество 
W (В, D) состоит лишь из одного элемента, то будем говорить, что 
пара (В, D) обладает свойством (у) единственности. Пусть S={x£B: 
:||л|| = 1}, Sm={y^B*:\\y\\ = \), (J(6, р) = [х£В:]х\ <р), где 6-ну-
левой элемент в В. Для элемента J C ^ 5 \ [ 6 ] пусть А(х) = {/^SB*: 
:f(x) = lx\\}. Если P£W(B, D), то пусть critP= [z£S:\\P(z)\\ = р]. 

Л е м м а 1. Пусть D есть р-правильное (р>1) подпространство 
пространства В и P£W(B, D). Тогда множество P(critP) содер­
жит не менее б точек. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное. В силу компакт­
ности единичного шара в В (dim 5 = 3), очевидно, Р (crit P) =^=-0. 

1) Пусть лишь х, (—Ar)£P(critP). Возьмем точку z^P~x(x)(]S. 
Легко видеть, что проекция PX:B—>D, аннулирующаяся на прямой, 
параллельной отрезку с концами z и {х — tx), где t достаточно малое 
положительное число, будет иметь норму \Рх\<р, т. е. получим 
противоречие. 

2) Пусть P(critP) содержит лишь точки х, у, —х, —у. Возьмем 
в 5 точки Zi£P_ 1(*)» 2 2 ^ P _ 1 ( y ) . Очевидно, что из 4-х точек; zx, z2, 
(~zi)i (~г2), какие-то две (либо zx, г2, либо zx, (—z2)) находятся 
с одной стороны от подпространства D. Без нарушения общности 
пусть это будут zx и г2. Тогда, как нетрудно показать, проекция 
Pi'.B—>D, аннулирующаяся на прямой, параллельной отрезку с кон­
цами zt и х ~ t(x + у), где t достаточно малое положительное число, 
будет иметь норму ||Pi| |</>, т. е. получим противоречие. 

Элементарными рассуждениями проверяется следующая 
Л е м м а 2. Пусть р — граница центрально-симметричной пло­

ской выпуклой ограниченной фигуры F и М\, Мг, М3 — точки на у, 
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такие, кто: а) они лежат по одну сторону от некоторого диаметра 
фигуры F; б) тояка М2 находится внутри наименьшей дуги в \±, 
соединяющей точки Мх и Мъ; в) не существует параллельных (или 
совпадающих) прямолинейных отрезков, содержащихся в \х и содер­
жащих одновременно точки Мх и Мъ. Тогда для любого направ­
ления (в плоскости фигуры F) и произвольных сдвигов точек Мх и Мъ 
в этом направлении, а точки М2 в противоположном,—хоть одна 
из трех сдвинутых точек выйдет за пределы фигуры, F. 

Т е о р е м а 1. Пусть D есть р-правильное (р > 1) подпростран­
ство пространства В (dim 5 = 3). Тогда минимальная проекция из 
В на D единственна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р£W(В, D). В силу леммы 1 мно­
жество P(critP) содержит не менее 6 точек. Подпространство D 
разделяет пространство В на два полупространства. Будем помечать 
все точки в P(critP) либо индексом ( + ), либо .(—), в зависимости 
от того, является ли точка образом точки (или точек) из одного 
полупространства или из другого. В силу того, что ||Р||> 1, каждая 
точка в P(critP) может получить лишь один индекс. 

Допустим, что существует некоторый диаметр /Тшара U(Q,p)[)D, 
такой, что точки с индексом ( + ) расположены по одну его сторону. 
Аналогично доказательству п. 2) леммы 1 (взяв в качестве х я у 
концы наименьшей дуги, содержащейся в границе шара U(Q, p)f\D, 
и содержащей все точки с индексом (+)), можно показать, что проек­
ция Р не минимальная, вопреки условию. 

Допустим теперь, что существует диаметр К шара U(B, p)[\D 
и точки z+, г~, г+£ Р (crit P), лежащие по одну его сторону, такие, 
что z~ находится внутри наименьшей дуги границы [л. шара U(Q, p)[\D, 
соединяющей точки z[+i и z(

3
+K Заметим, что точки г^+) и z3

+~> не 
могут принадлежать двум параллельным отрезкам, возможно содер­
жащимся в границе \х (и тем более принадлежать одному прямоли­
нейному отрезку границы [х). Действительно, предположим против­
ное. Тогда, очевидно, точка (—zt) имеет индекс (—), и, кроме того, 
существует прямолинейный отрезок границы (i, содержащий точки 
(z[~i), г3

+> (соответственно, z[+\ z3~~>). Последнее, как нетрудно пока­
зать, влечет равенство | |Р||= 1, вопреки условию теоремы. Таким 
образом, три точки z\+\ z2~i и г̂+> удовлетворяют условиям леммы 2. 
Если бы проекция Р была бы не единственная с нормой, равной р, 
то легко видеть, что сушествовало бы направление (в подпростран­
стве D) такое, что сдвиги точек :г<+) и z3

+) в этом направлении, 
а точки z'~l в противоположном, не выводили бы эти точки за пре­
делы шара U(Q,p)()D, вопреки лемме 2. 

С л е д с т в и е 1. Пусть Р — минимальная проекция простран­
ства В (dim5=3), на D, и\Р\\ > 1. Тогда множество М= И ЩУ)\В) 

убР(сМР) 
тотально на D. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно рассмотреть множество М^М, 
где Мх = (A (z{+i) | D) (J (A (z3

+) )\D), а г<+> и г|+> определены в ходе 
доказательства теоремы 1, и учесть, что z[+) и z3

+~> не могут при­
надлежать одной опорной гиперплоскости к шару U (%, p)[\D. 

З а м е ч а н и е , а) Следствие 1 можно было получить, не опи­
раясь на доказательство теоремы 1, а используя теорему 5 из [2]. 
б) Автору неизвестно, будет ли единственна минимальная проекция 
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произвольного «-мерного банахова пространства на его /^-правильное 
(/? > 1) не строго выпуклое коразмерности 1 подпространство. Отме­
тим лишь, что можно показать, что проекция пространства с(п) (га>3) 
на подпространство D = [е2 + ех; е2 + еь;...; е2 + еп] единственна, 
где {е^ — канонический базис в с(га). 

С л е д с т в и е 2. Пусть В = Н®ХХ) (4 < dim В < оо), где X — 
произвольное банахово пространство, Н — трехмерное содержащее 
рх-правильное ( /> i> l ) подпространство D (1 < р < со). Тогда су­
ществует единственная минимальная проекция пространства В 
на D. 

Доказательство следует непосредственно из теоремы 2 [1], тео­
ремы 1, следствия 1 данной работы и примеров 1.1 и 4.1 [3]. 

П р и м е р 1. Пусть В = с0, a D — двумерное подпространство, 
единичный шар которого имеет 6 одномерных граней, и такое, что 
существуют натуральные числа i, j , k (i=£j, ]фк, k^=i), и Dcr[e,-, e}, ek]. 
Тогда пара (с0, D) обладает свойством (fp), где р>\. Доказатель­
ство вытекает из следствия 2 и результата В. И. Гурария (см., напр., 
предложение 3.1 [4]). 

П р и м е р 2. Пусть В — гладкое (4 < dim В < со) банахово про­
странство, a D — его трехмерное 1-правильное подпространство. 
Пусть Х—произвольное двумерное подпространство в D. Тогда 
пара (В, X) обладает свойством (^), где р>1. Доказательство 
вытекает из следствия 2.2 [4], когда X есть 1-правильное подпро­
странство в D, и из теоремы 3.1 [1], теоремы 1 и следствия 1 — 
в остальных случаях. 

Автор благодарит Ю. Д. Бураго и В. Н. Судакова за полезные 
замечания при обсуждении настоящей заметки. 
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' ' Для любых h^H и х£Х имеем ||А + * p = | | A p + \\xf, если 1 < / > < < » , и 
А + х\\ = max {|| А | , \\х\\}, если р=<х>. 


