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ГЛОБАЛЬНАЯ УПРАВЛЯЕМОСТЬ 
И СТАБИЛИЗАЦИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

СВ. Емельянов, СК. Коровин, СВ. Никитин 

Математическое моделирование является одним из наиболее эффективных спосо
бов изучения систем. Современная математическая теория моделирования обшир
на и хорошо развита. В данной работе речь идет о том ее аспекте, который ближе 
всего примыкает к проблемам математической теории систем и математической 
теории управления и стабилизации. Естественно, что наиболее важными направления
ми при этом становятся анализ управляемости и стабилизируемости, идентифика
ция параметров, исследование наблюдаемости и построение наблюдателей состояния, 
теория реализаций, синтез систем с заданным видом и степенью инвариантности, 
теория оптимального управления. Каждому из перечисленных направлений посвяще
но значительное число публикаций теоретического и прикладного характера. Имеется 
ряд книг [10, 13, 14, 28, 35, 37-42,44,48, 78, 93, 102, 116], а также обзоры и работы 
обзорного характера [3, 9, 12, 21, 23, 30, 31, 63, 64, 68-71, 94, 103, 111, 112, 114, 
123, 131], которые описывают современное состояние дел в той или иной области 
упомянутых теорий. Например, в обзорах [3, 9, 12, 21, 23, 63, 64, 68,94,, 111, 112, 
117, 131] и книгах [77, 92, 101, 115] рассматриваются геометрические и алгебраи
ческие методы анализа нелинейных систем, работы [10, 38—40, 53, 55—57, 73, 
123—125] содержат результаты исследований систем с распределенными параметра
ми; в [38,69—71, 103—105,115,121] представлены результаты по системам с сингу
лярными возмущениями, методы анализа стабилизируемости и способы синтеза 
стабилизирующих обратных связей можно найти в работах [28—37, 44, 49, 52, 60, 
61,65,97,109,117,126]. 

Тема данной статьи ограничена описанием некоторых геометрических мето
дов анализа глобальной управляемости и стабилизируемости нелинейных систем. 
Эти свойства играют центральную роль при построении программного управления, 
а также при синтезе алгоритмов стабилизации, занимающих важное место в приклад
ной автоматике, в частности при решении проблем робототехники [73, 76, 136], 
биотехнологии, атомной энергетики и т.д. Например, в [74] построен регулятор, 
локализующий фронт пламени в заданной пространственной области посредством 
манипулирования подачей топлива. 

Выделенные вопросы органически связаны не только по существу, но и по 
форме, так как методам их исследования можно придать единообразную форму, 
если обратиться к геометрическим и топологическим методам анализа. Последнее 
обусловливает особенность и определенное своеобразие данной работы. 

В первой части работы описаны методы анализа глобальной управляемости. 
Изложение ведется с использованием формализма топологической теории слоений 
и аппроксимативных групп, что позволяет с единых позиций рассмотреть большинст
во результатов, полученных в этой области. С помощью нелинейного аналога инва
риантов Кронеккера обобщены результаты Куниты на некоммутативный случай. 
Особое внимание уделено гиперпространственным системам. 

Во второй части статьи описаны методы анализа стабилизируемости и синтеза 
стабилизирующей обратной связи для нелинейных систем. С помощью формулы 
вариации хронологической экспоненты построена теория глобальной стабилизации 
в локально устойчивом положении равновесия на R". Наиболее эффективно получен
ные результаты применены к билинейным системам. При некоторых требованиях к 
характеристикам Кронеккера предложенный способ стабилизации распространяется 
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на системы с распределенными параметрами. В качестве следствия из общего резуль
тата сформулировано достаточное условие стабилизируемости нелинейной системы с 
отклоняющимся аргументом. 

Глобальная управляемость 

Основные понятия и обозначения. В этом разделе описываются методы анализа 
управляемости системы оу: 

х = f (х,и), 

здесь х G М — гладкое связное многообразие, M G С°°, и — управление, т.е. функция 
времени из некоторого множества допустимых управлений со значениями в VC R m . 
Предполагается, что для любого фиксированного и EVf(x, и) —полное векторное 
поле на М и при / > .1 f(x, и) Е С1,0 (М X V, ТМ) — множество функций, действую
щих из М X V в ТМ — касательное расслоение над М со слоем ТХМ; каждая функция 
непрерывна по и при любом фиксированном х и непрерывно-дифференцируема по х 
до порядка / включительно при любом фиксированном и Е V. Для пары векторных 
полей X, Y G С1(М, ТМ) (/ > 1) определен коммутатор [X, Y] Е С1 1 (М, 7 W ) , 

ЪУ ЪХ 
который в локальных координатах задается выражением [X, У] = — X - — Y. 

Эх Эх 
Иногда [X, Y] удобно обозначать через ad^ Y и adl

x Y - adx(ad^~ * Y) ( / = 1 , 2 , . . . ) , 
причем adx F = У. На протяжении всей работы мы будем пользоваться обозначения
ми, принятыми в хронологическом исчислении [1—3, 12, 77 ] . Точках гладкого мно
гообразия М одновременно является мультипликативным гомоморфизмом алгебры 
С°° (М) в R, причем при локально-компактном М все мультипликативные гомомор
физмы из С°°(М) в R исчерпываются точками из Л/*). Это свойство точек много
образия М будет отражать запись 

х о у = <р(х), <pGC°°(M), х ЕМ. 

Соответственно, если фх, ф2 ^ Diff(M) — гладкие диффеоморфизмы М на се
бя, то под записью х о ф1 о ф2 понимаем ф2 (i/>i ( * ) ) . Далее, где это не вызывает 
недоразумений, аргумент х в обозначении векторного поля / ( х , w) будем опускать 
и писать / ( w ) . Поток, порождаемый нестационарным векторным полем Xt, обозна-

_^ t 
чается символом exp f XTdr, т.е. 

о 
d у t _^ t 

— exp / XTdr = exp f XT dr о Xt. dt о о 

Если Xt — стационарное векторное поле, т.е. Xt = X V t E R, то вместо 

exp / X r dr пишут e**". Таким образом, решение x?(f, x°) дифференциального 
о J 

уравнения х = / ( x , w), отвечающее начальному условию x° G Л/ и допустимому 
управлению и (t) в терминах хронологического исчисления, имеет вид 

и t 
xf(t,x°) = x° о exp / f(u(r))dr. 

о 

*) Этот факт сообщил авторам Р.В. Гамкрелидзе. 
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Хронологическое исчисление возникло в связи с попытками распространить 
принцип максимума Л.С. Понтрягина на сингулярные задачи управления [4, 5, 14, 
88, 100, 101, 106]. Оно позволяет эффективно вычислять вариации высших поряд
ков, что имеет большое значение при анализе локальной управляемости, условий 
оптимальности высших порядков и релейности экстремальных управлений [4—8]. 
В рамках этого направления получено много замечательных результатов. Нам пона
добится один из них, который носит название формулы вариации хронологической 
экспоненты. 

Т е о р е м а 1.1 (формула вариации хронологической экспоненты) [1, 77]. 
Если Xt, Yt, t Е R - по крайней мере один раз непрерывно дифференцируемые не
стационарные векторные поля, то справедлива формула 

е5ф f(XT + Yr)dr = 
о 

t • - /• t 

= exp / е~хр / ad Хв dO YTdr ° exp* f XT dr, 
o o о 

t 
где exp / adXodd - решение операторного дифференциального уравнения 

о 

— Qt = Qt^Xu dt 
t 

т.е. QtY = d\}s*t(Y),2de 0 , = exp* / Xe dd и 
о 

здесь xGM и d\pt - производная диффеоморфизма \jjt: M —> M. 
Это утверждение доказывается методом вариации постоянной [1]. 
В литературе существует довольно много вариантов определения управляе

мости систем, которые отражают различные свойства систем, фазового многообра
зия М и допустимого множества управлений. В этом разделе мы остановимся на по
нятиях глобальной управляемости и различных его модификациях. 

О п р е д е л е н и е 1.1. Под глобальной управляемостью посредством класса 
управлений % понимается транзитивность моноида SS/(M, % ) , который состоит 
из диффеоморфизмов 

t 
exp* / f(u)dr. M—»M\ ue%y t>0. 

о 

Закон композиции в SS/(M, Ш) - обычная суперпозиция отображений, едини
цей является тождественное отображение. Далее через SS/(M, %)x обозначается 
орбита точки х Е М, 

SSf(M,W)x = {g(x);ge$Sf(M,<U)}, 

соответственно 

SS f
<r(M,^)jc ={xo^pff(u)dr; 0<t<T, uG<U}, 

J о 
T 

SST(M, <&)x = {x о йср / flu)dr; ue.%I 
3 о 
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Множество глобально управляемых систем обозначим через %-(М, %), т.е. включение 
Of Е ^(М,%) эквивалентно глобальной управляемости оу наМпосредством %. Сле
дуя работам [16, 17], обозначим через ^ Г ( М Д ) , ^<г(^>*Ю соответственно та
кие множества систем, что SSf (М, %)х = М при любом х Е М, SS^T(M, %)х = М 
при всех хЕМ. 

Систему Of обычно называют полностью управляемой, если существует Т > О 
такое, что of E ^ Г (М, % ) , т.е. of Е U . ^ ( M . l t ) . Еслиже оу-е П ^<Г(АОД> 

г> о г > о 
то говорят о мгновенной управляемости о/. Классы мгновенно управляемых и пол
ностью управляемых систем обозначим соответственно через ^ 0 (№, %) и З^» (М, 44). 

Допустимые управления 44 в большинстве случаев считаются измеримыми 
функциями времени со значениями из некоторого подмножества Q С Rm, последнее 
в ряде работ [21, 22] считается компактным образом многозначного отображения 
Q: M-*Rm, непрерывного в смысле отклонений по Хаусдорфу. 

При исследовании различных свойств линейных систем большую роль играет 
понятие инвариантов Кронеккера [66, 81, 98, 119, 120, 122],которые в нелинейном 
случае вводит 

О п р е д е л е н и е 1.2. Пусть «£ — такое фиксированное множество вектор
ных полей, что £ = span {Zt}f = х, efad x £ Я £ для любого t Е R (если S - множество 

с°°(м) 
элементов некоторого модуля над кольцом К и К' С К, то span S - совокупность ли-

к' 
нейных комбинаций элементов из А С коэффициентами из К'). Пара векторных 
полей X, Y Е С°° (М, ТМ) обладает свойством Кронеккера на «С и имеет индекс 
Кронеккера vL (X, У) равный наименьшему натуральному числу т9 для которого 
найдутся такие действительные функции 7/> $i G С(М) (/ = 0, 1,. . . , т; / = 1, 2 , . . . 
. . . , & ) , что 

т к 
adj? + 1 Y = 2 fyadi 7 + 2 T/Z/ на М. 

/ = о / = 1 
Совокупность функций (7 / , $i) j f называется характеристиками Кронеккера пары 
(X, У). Если £ = ф, то вместо рф (X, Y) будем говорить просто о свойстве Кронекке
ра пары (X, Y) и писать v(X, У). Заметим, что i>i(X, Y) =£vL(Y,X). Например, в 
случае, когда М = Кп и X = Ах, A G RwXw, Г = Z? G R", имеем v(Ax9 b) = п - 1, 
р(&, Ах) = 1. 

Нетрудно видеть, что для любого диффеоморфизма ф G Diff характеристика
ми пары (с1ф*Х, dф*Y) являются функции 

где \f у Е С°° (М), х Е М, х<> (ф*у) -х °фоф, {туj3j} — характеристики пары (X, Y). 
Таким образом, орбиты {(Diff)*7/, (Diff) *0,-},-j являются инвариантами пары 
(ЛГ, 7) по отношению к действию группы (Diff) * = { ф*; ф Е Diff} на множестве 
векторных полей. В отличие от линейного случая совпадение этих инвариантов для 
двух пар векторных полей (X, У) и (X, У) не влечет существования такого диффео
морфизма ф, что (X, Y) = (с!ф*Х, йф*У). Заметим, что из условий {X, £} С 
С С°°(М, 7Ж), £ = span {Zi}i=li etad^£Q£ следует существование таких 

функций Pi f EC°°(Rt ХМ) (1 <iij<k)f4ioetudxZi = 2 ptJ(t) Zf. 
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Следствием свойства Кронеккера пары векторных полей X, Y G С°°(М, ТМ) 
является следующая 

Т е о р е м а 1.2. Если пара векторных полей X, Yобладает свойством Кро
неккера на £ и индекс Кронеккера равен mt то найдутся такие векторные поля 
iZi) i = i С £,что справедливо разложение 

m k 
eradXY= 2 a / ( r ) a d / r 7 + 2 £ ( r ) Z 

/ = о / = l 

где при всех т имеет место включение 
cch % С С~(М), / М , 2 , . . . , * ; / = 0 , 1 , . . . , ш , 

и ah fy находятся из задачКоши: 
m 

/ = о 

0 < / < m , 0 < / < г а , 
m к 

. ( « + 1)я 2 e^oftif + 2 e*xoyrPtft), 7 / = о ' * = i 
^ > 1 т = 0 = 0, 1</<*, 0</<т, 

здесь б/у - символ Кронеккера, {0/ , 7/)/ , / ~ характеристика пары (X, Y) и 
{ Pif (О ) е C°°(R* ХМ) - коэффициенты разложения etadxZt = HpijZj. 

i 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем векторное поле 

m = er»dxY-[X а,(т)а(£ Г + 2 ^ Z y ] . 
/ = о / = i 

jCm + l ) 
Тогда — | ( r ) = 0 и £ ш (0) = 0 , 0 < / < га. Решение этой задачи Коши тож-

drm 

дественно равно нулю. Теорема доказана. 
Используя формулу вариации хронологической экспоненты, нетрудно дока

зать следующее m J 
П р е д л о ж е н и е 1.1. Система 2 ( / , В): х = f(x) + 2 utbi (x) (здесь 

i = i 

В = {bf} i =i , / G С°°(М, 7M)) удовлетворяет включению 
S(/, в) е&<7{м, Ч0(2(/, в) G S W K ) ) 

m 
в гам w только том случае, когда для системы е~^ о 2 ( / , В): >> = 2 Mze' a ^Ь/ гшеег 

i = i 

.месго 
е-^о Z(/,B) G ^ г ( М Д ) ( е - ^ о Ц / 5 В ) е ^ ( М Д ) ) . 

Это утверждение вместе с теоремой 1.2 позволяет исследовать нелинейные 
системы, аффинно зависящие от управления при различных предположениях отно
сительно свойств характеристик Кронеккера пар векторных полей { ( / , &/)}™=1-

Необходимые ранговые условия управляемости. В этом подпункте будем 
считать, что % = JC(V) - кусочно-постоянные функции со значениями в V CR W , 
поэтому вместо SS/(M, %) будем писать SS/(M). Пусть GS/(M) — группа, система 
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образующих которой состоит из элементов моноида SS/(Af). Тогда если SS/(M) 
действует транзитивно на М, то и GS/(M) действует транзитивно. Транзитивность 
GS/(A/) является необходимым условием того, что а/ Е &(М, ЛГ(Т)). Структуру 
орбит GS/(M) описывает 

Т е о р е м а 1.3 [133-135]. Если f(x, и) Е С / + 1 ' ° (М X V, ТМ) {здесь I 
может быть равным со, что означает вещественную аналитичность), то для любого 
х° Е М орбита GSf{M)x° является С1 -гладким (иммерсированным) подмногообра
зием в М. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Структуру многообразия на GSf(M)x° зададим с 
помощью семейства отображений 

t 
{go e 5 ^ / f(u)dTog-i}geGSf(My 

Введем в рассмотрение подмножество векторов П^о из ТХ<>М следующим образом: 
IV = и Г/ (и) | 0 , 

g e GS/(M) x 

где f(v) — векторное поле с фиксированным v E V. В силу построения, для любых 
х, у ЕМ rank IT* = rank П-̂ . Пусть rank Пд.0 = г, где г — некоторое натуральное число, 
тогда найдется г линейно независимых в ТхоМ векторов {dg*f(v1),dg2f(v2), . . . 
. . . , dg*f(vr) } . Зададим отображения 

Тогда существует достаточно малая окрестность нуля U CRr , иммерсируемая на 
GSf(M)x°. Атлас Л класса С1 на GS/(M)x° задается следующей совокупностью 
карт: 

В силу того что М — многообразие и вторая аксиома счетности имеет место, из атласа 
«Д всегда можно выбрать счетное семейство карт, покрывающих GSf(M). Если 
Р"1 ФХ°ОР(Ц) nZ~^x° og(U) ^Ф> то отображение ф~*о0 ppg~l\I;x<>og диффеоморф-
но отображает 

и непрерывно дифференцируемо до порядка / включительно. Последнее завершает 
доказательство теоремы. 

Нетрудно видеть, что касательная плоскость к GS/(Af)jc0 в точке х° опреде
ляется соотношением U dg*f(v) l 0 . Таким образом, мы имеем важную 

g G GS/ (M) Х 

характеристику системы оу - размерность орбиты GS/ (М) х°, которую принято на
зывать размерностью системы оу-, т.е. 

dim;, of = dim Ty GSf(M)x° = rank{ U dg*f(v)\xo) . 
g<= GSf(M) 
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Эффективных способов подсчета числа dinVy oy не существует, однако можно дать 
нижнюю оценку для dimy Of, используя понятие ранга системы, который в извест
ной мере характеризует важный инвариант системы о/, именно связанную с ней 
алгебру Lie Fv, порожденную семейством векторных полей Fv = { f(x, и); и Е V } 
при условии, что f(x, и) £ С°°'°(М X Vf TM). Рангом системы о/ называется ото
бражение 

ranky Of = dim Lie Fv(x), 

здесь Lie Fv (x) — линейное пространство, натянутое на значение векторных полей 
из Lie Fv в точке х. 

Если/(х, и) G С / , 0(МХ К, 7М),то под Lie/ Fv понимается множество 
векторных полей 

{ad '} ( t t i } ad> ( W 2 , . . . <%uii№; i, > 0 , и, щ € V, 

К / < /, 2 I) < / } . 
/ = 1 

П р е д л о ж е н и е 1.2. 5 любой точке у ЕМ справедливо неравенство 
max rankz о* < dim™ a/ 

z e GS/CM)? 
w, кроме того, Lie/ Fv(x) С Гх GS/(Af).x ЛРМ всех x G M. 

Справедливость этого утверждения сразу следует из введенных выше опре
делений для Lie/ Fv(x), Г* GS/(M)x и функций rankzoy, dim-y а/. 

Поясним введенные понятия и сформулированные утверждения на примерах. 
П р и м е р 1.1. Рассмотрим систему о: 

х2 = со(х) • м2, 

где 

ы(х)-
О при \х\2>1. 

При \х\2 > 1 со(х) = 0, и поэтому rank* а = 1, вместе с тем dim* а = 2 в полосе 
П = {х € R2; | х2 I < 1} и dim* а= 1 вне этой полосы. 

В данном примере max rankz о* = dimv af привсех>>€ К2.Следую-
zeGS/(M)>' 

щий пример показывает, что знак неравенства в предложении 1.2 нельзя заменить на 
знак равенства. 

П р и м е р 1.2. Пусть М = R3 и система © имеет вид 

ехр( - — — : ) при \х\2 < 1 , 

где 

со (г?) 
ехр ( — J при г? < О, 

О при т? > 0. 
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Тогда гапку а = 2 и dim-y о = 3 при всех .у Е R2. Геометрическая ситуация выглядит 
следующим образом; при хъ < 0 мы можем свободно передвигаться по каждой из 
плоскостей вида {х2 = с; с Е R }, а при х3 > 0 - по плоскостям {х3 = с; c G R ) и, 
кроме того, перемещаемся в любом направлении по прямым, параллельным коорди
натной оси хъ. 

Необходимым условием управляемости является равенство dim* Of ~ dim M. 
Однако до сих пор не существует эффективного способа подсчета dim* Of} при этом 
rank* Of считается сравнительно легко. Поэтому особый интерес представляют ве
щественно-аналитические системы, для которых имеет место 

П р е д л о ж е н и е 1.3. Пусть система Of и многообразие М вещественно-
аналитические, тогда Lie Fv (х) = TXGS/ (M) х для любого х&М. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Включение LieFv(x) Q TxGSf(M)x следует из 
предложения 1.2 и является следствием введенного определения для TxGS/(M)x. 
Поскольку и Е 3C(V), то для доказательства обратного включения достаточно пока
зать, что d(etadfW) *: Lie Fv(x) -* LieF^(x) для любого и Е V. В силу вещест
венной аналитичности это свойство нужно доказать лишь при малых t, но при ма
лых t имеет место разложение 

d(ets4f(u)y = д a d / ( u ) ^ - . 

Таким образом, d(etad^^) *: LieFv(x) -• L ieF v (x ) , и теорема доказана. 
Таким образом, выполнение равенства max rank* Of = dim M при 

х е GSf(M)y 
всех у Е М является необходимым, но не достаточным условием управляемости, 
однако его можно усилить с помощью предложения 1.1, т.е. верно 

П р е д л о ж е н и е 1.4. Если 2 ( / , В) Е ^ < 7
1 W ^0 пРи некотором Т> О 

и f9BeC"(M9IM),iv 
rank* Lie {В, ad/ В, ad£ В , . . . , adj? В , . . . } = п 

для любого х Е М, здесь ad| В = { adj. Z?j,.. . , ad^ bm } . 
Отметим те случаи, когда равенство rank a/ = dim M является не только необ

ходимым, но и достаточным условием управляемости. Если для любого и Е V су
ществует такое v E F, что / (х , и) = —f(x, v) для всех х ЕМ, то систему а называют 
симметричной [114, 132]. Для симметричной системы §Sf(M)x= GSf(M)x при 
всех х Е М, поэтому из rank о/ = dim M следует Of E g£ (Л/, ЛГ ( F ) ) . Особое место 
занимают также системы, заданные правоинвариантными векторными полями на 
вещественно-аналитической компактной группе Ли. Дело заключается в том, что 
компактная топологическая группа не содержит собственных подполугрупп, т.е. 
справедливо следующее 

П р е д л о ж е н и е 1.5. Пусть G — секвенциально компактная топологичес
кая группа. Тогда если SPQ G - подполугруппа из G, то ЗР ~ замыкание З6 - являет
ся группой в G. 

Д о к aj3 а т е л ь с т в о . Возьмем последовательность степеней {хп}™ = 1 

элемента х Е *р. Тогда в силу компактности существует такая последовательность 
натуральных чисел {щ } ~ = ] , что щ +х>п( + 1 и 

ton хП* = х* G&. 
/ - > оо 
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тт t ni + l~ * — ni - i 
Нетрудно видеть, что lim х х = х — элемент, обратный к х, и 

/ —• оо 

rif + l — l — л/ «/ + 1 — 1—«/ ^ 
х х = х Е ZP при всех 1 < / < оо. Таким образом, для любого 
х Е 3* имеем х""1 Е 5й , и предложение доказано. 

Из предложения следует, что для любого х Е G (G — компактная группа Ли) 
т 

верно равенство SS/(G)x = GS/ (G) , где f(x,u) = Ах + 2 w/Bjx, Ax, 
/ = 1 

т 
{ В / х } . = 1 — правоинвариантные векторные поля на G. Если внутренность 
in tSS_y(G)x орбиты S S _ / ( G ) x не пуста для любого х Е G, то равенство 
rank Of = dim G является критерием управляемости системы Of [96], заданной 
(лево-) правоинвариантными векторными полями. В работе [132] доказана 

Т е о р е м а 1.4. int SST / (M)x Ф ф тогда (и только тогда при М Е С" и 
/ ( х , M ) G C W ' ° ( M X F , ГМ)), когда dim LietFv(x) =dimM. При этом внутрен
ность орбиты SS т / (М)х плотна в ней самой: 

intSST/(M)x Э SS*/(M)x. 

Таким образом, для систем полного ранга имеет место int SSTy(Af)x =£ 0 
при всех х Е М. 

Исходя из этого получаем, что для системы оу-, заданной (лево-) правоинва
риантными полями на вещественно-аналитической компактной группе Ли, равенство 
rank ог = dim G влечет of E J (G, ЯГ ( F ) ) [96]. 

Аппроксимативные группы. Условие rank оу- = dimM влечет управляемость 
лишь достаточно специфических систем. В большинстве же случаев метод, основан
ный на погружении моноида SS/(M) в группу GS^(M) и последующем изучении 
транзитивности последней, является довольно грубыми потому дает лишь необходи
мые условия управляемости, которые вычислимы лишь в вещественно-аналитиче
ском случае. Изучим более тонкие методы анализа транзитивности моноида 
SS/ (M), основанные на построении аппроксимативных групп [15, 16, 21, 23]. 

О п р е д е л е н и е 1.3. Пусть ft — некоторое топологическое пространство, 
a 3R(ft) - моноид отображений из ft в ft, 3R(ft)x = {g(x); g E 3R(ft)}. Груп
па G отображений из ft в ft называется аппроксимативной группой моноида 3R(ft), 

если для любого х Е ft орбита группы G удовлетворяет включению Gx С 9ft(ft)x; 
черта вверху означает замыкание 3R(ft) в топологии пространства ft. 

Аппроксимативные группы моноида SS f(M) называются аппроксимативны
ми группами системы оу. Если система управляема на М, то для нее аппроксиматив
на любая группа преобразований многообразия М. 

В каких случаях из транзитивности аппроксимативной группы следует транзи
тивность моноида SSy (M)? 

Ответ на этот вопрос дает 
П р е д л о ж е н и е 1.6. Если для любого х Е М int SS/(M)x Ф ф, то из 

транзитивности аппроксимативной группы системы следует управляемость этой 
системы. 
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В [83, 129] показано, что для довольно общего класса систем выполнение не
равенства int SS/(М)х Ф ф в каждой точке х G М является типичным свойством. 

Т е о р е м а 1.5. [129]. Множество систем, у которых ранг равен размер
ности соответствующего многообразия во всех его точках, образует открытое и плот
ное множество в Ск - топологии Уитни (к > dim М). 

Таким образом, задача анализа управляемости системы общего положения 
сводится к построению ее транзитивной аппроксимативной группы. 

Известны три основных метода построения аппроксимативной группы систе
мы: метод больших коэффициентов [67, 89], метод Лобри [113], метод Куниты 
[107]. Остановимся более подробно на каждом из них. 

Т е о р е м а 1.6 (метод больших коэффициентов [67, 89] ) . Если найдутся 
такие 7 / , 0/ G Rm (/ = 1, 2, . . . , /* ) , что 7/ + *0/ 6 К С Г (так какЖ(У) -
класс допустимых управлений) при всех & E R , 1 < / < г , и на любом компакте 
КС М в смысле топологии С* (К, ТК) существуют пределы 

/ ( * , 7/ ± Щ) 
ton = ± Г / ( * ) ( 1 < / < г ) , 

2 COj + 1 г 

где р = (сог, со2 - неотрицательные целые числа) и {?,• (х)}. - полные 
2а>2 +1 ' / 1 

векторные поля на М, то группа гомеоморфизмов с системой образующих 

{е 7 ; ^ G R , l < / < r } является аппроксимативной группой системы оу. 

Далее группу с системой образующих {е ; ; / Е R, 1 < / < г} будем 
обозначать через < ?; >. х . 

Эта теорема является следствием непрерывной зависимости решений диффе
ренциальных уравнений от правой части и начальных условий. 

Особенно эффективен метод больших коэффициентов в случае нелинейной 
системы 2 ( / , В), аффинно зависящей от управления, область значений которого 
есть все пространство R m . Непосредственно из теоремы 1.6 вытекает 

С л е д с т в и е 1 [67,84,85, 89]. Если система имеет вид 
m 

х = f(x, и) + 2 Ь((х)щ, 
/ = 1 

где bi(x) G С1 (М, ТМ) (/ > 1) и семейство {f(x, и); и Е Rm} равномерно 
ограничено в С1 (К, ТК) на любом компакте К С М, то < bt) ™ х - аппроксиматив
ная группа системы. 

Рассмотрим метод Лобри построения аппроксимативных групп, который раз
вит для систем, заданных на римановых компактных многообразиях. Он основан на 
том, что консервативные векторные поля на компактном римановом многообразии 
имеют всюду плотное множество точек, устойчивых по Пуассону. 

Т е о р е м а 1.7 (Пуанкаре). Если М - риманово многообразие с нормиро
ванной естественной мерой, т.е. у (М) = 1 и ц(У) = с / \fgdxx л dx2 л ... л dxn , 

v 
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где с - нормирующий коэффициент из R^ , \fg dxx л dx2 л ... л dxn — элемент 
объема, ассоциированный с римановой метрикой, то любое консервативное вектор
ное поле на М имеет всюду плотное множество точек, устойчивых по Пуассону. 

Напомним, что векторное поле назьгоается консервативным, если порожден
ная им однопараметрическая группа сохраняет естественную меру риманова много
образия. Тогда у G М назьгоается устойчивой по Пуассону для векторного поля 
f (х), если для любой открытой окрестности U точки у и для любого действитель
ного числа Т найдется такое t > Т, что ef^(U) C\JJ Ф ф, где et^(U) — сдвиг на вре
мя t окрестности U вдоль потока еt*. 

Метод Лобри построения аппроксимативных групп заключается в следующем. 
Т е о р е м а 1.8 [113]. Если М - компактное риманово многообразие, 

rankx Of = dimAf при всех х G М и множество {vi)i = J C К С Rm такое, что век
торные поля f(x, иг), f(x9 v2), ..., f(x, vm) консервативны, то (f(x, Vi) ) i = l -
аппроксимативная группа системы оу: х = / (х, и) . 

Для того чтобы установить управляемость системы Of, надо построить транзи
тивную аппроксимативную группу. Таким образом, аппроксимативная группа 
должна быть достаточно богатой отображениями. В ряде случаев проще построить 
более узкую группу отображений, а затем расширить ее с помощью метода 
Куниты [107], который заключается в следующем. 

Пусть £ — множество полных векторных полей, обозначим через < £ > группу 
с системой образующих {е*^; t G R, | G <£}. Вектор i - (ilf i2,..., in) >компонен
ты которого {ij}. — натуральные числа, принято называть мультииндексом, соот-

п 
ветственно | / | = 2 ij, i ! = z\ ! i2 ! ... in ! . Введем обозначения Z = (Zl9 Z 2 , ... 

i = l 

..., Z„ ) , где Zt G £ (1 < / < n) и ad ' b = ad'1 ad!,2 ...ad'rtZ>, ad'z> = { ad'fc; 
| i | = / , Z = ( Z , , . . . , Z „ ) , Z, G £ } . 

Метод расширения аппроксимативной группы ( £ > дает 
Т е о р е м а 1.9. Пусть £ G С7 (М, ТМ), f(x, и) G CZ*°(M X V, ТМ) . 

Тогда ес/ш <«£ > - аппроксимативная группа системы Of и найдутся такие 

и G V С R m , натуральное число к < I, что ad f (х, и) С span Lie, «С, 7'о 
*" оо ' 

С (М) 

( £ U odd ad */*(>) > 

- аппроксимативная группа системы о^, здесь span Liez JC - линейная оболочка 
С°°{М) 

то А: 
векторов из Lie/C£ с коэффициентами из С (М), o d d a d £ / ( w ) — подмножество 

к 
из a d £ / ( w ) , в каждом элементе которого хотя бы одна из компонент мультиин-
декса i = (7 l 5 ..., /„) является нечетным натуральным числом, LiezjC — множество 
векторных полей, получаемых из £ с помощью операций коммутирования (ско
бок Ли), причем порядок производных не должен превышать I, \fZ G LiezjC, 
t<=R etZUej£C 1ле ,£ . 
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к+1 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По условию теоремы ad £ f(u)C span Lie7 £ , 

С ° ° ( М ) 
поэтому индекс Кронеккера v L i e L(Zn, / ( w ) ) = к и, применяя теорему 2, 
имеем разложение 

f(u) = 2 j „ a d z f(u) + Xl9 
i = o 

где Xx G span Lie/t£. Легко видеть, что 

С°°(М) 

Уп-„1&&гп„1 ynadZn i Уп-\ ad Zn_x / 
e б / ( и ) = Ъ yne a d Z w / ( w ) + Z 2 ; 

/ = o где 
V г- т • /> v >'« a d Z A I ^ 

л 2 G span Lie/ £ и X2 = e Xx 

0) 

С (М) 

В силу условий теоремы v^^lL{Zn_ i, adz^ /(w)) = k-i и верно разложение 

к — i 
eyn~l**Zn~l**lznf{u)= 2 ^ L i a d z ^ ^ d ^ / C i / ) + * , , (2) 

/ = o 

так как X/ G span Lie/£ (0 < / < k). 
C°°(M) 

Подставляя (2) в (1),получаем 

Уп_Х a d Z r t _ ! yn adZn 

е е f(u) = 
к k-i . . 

= 2 2 yt
nyn-i^Jzn_12Ldznf(u) + X39 Х3 G span Lie/£, 

/ = 0 / = 0 с-(л#) 

Продолжая таким образом, получаем 

У, adZ, y2adZ2 ynadZn * " ' * 
e e . . . e f(u) = Z> 2J 

ix = 0 i2 = 0 

/c - i j - ia fc - I / | + /„ 

2 . . . 2 / a d z / ( и ) + X, (3) 
h = ° 'л = О 

X G span Lie/ £. 
C°°(M) 
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Аналогичным образом доказывается разложение 

> ' a ( 1 ) a d Z C T ( 1 ) Уа(2)**2о(2) У о (п) ad Z0^ 
е с . . . е j (и) -

к *-1*а(1) fc-'a(l)-*"a(2) * - f ' I + *a(#i) 
= 2 2 2 ... 2 /(0ad?°/(ii) + * 

' a ( l ) = 0 *a (2 )=0 ' a ( 3 ) = 0 / a ( / I ) = 0 

здесь X G span Lie/ £ и a - любой элемент из Sn — группа подстановок поряд-
С°°{М) 

ка п. Очевидно, что при всех о G Sn, х G Л/, у G R/1, r G R+ верно включение 

г . / ^or(l) a d Z o r ( 1 ) >>cr(2) a d z a ( 2 ) 
JC о exp {t (e e v ' . . . 

e aw °wf{u))) essf(M)x. (4) 
Пользуясь методом больших коэффициентов, из разложения вида (3) и включе-

к 
ния (4) получаем <odd ad£ f (и) > - аппроксимативную группу системы. Таким об-

к 
разом, доказано, что (£ U odd ad£ f (и) > - аппроксимативная группа системы оу, 
а вместе с этим и теорема 9. 

Ранговые условия управляемости. Условие полноты ранга, rank^a/ = dim M 
при всех х G М9 позволяет исследовать управляемость системы оу- с помощью 
аппроксимативных групп, т.е. из транзитивности группы следует управляемость 
системы Of. Вместе с тем, если группа имеет вид < £ >, где £ — семейство гладких 
векторных полей, то теорема 3 ' (Стефана — Суссмана) дает достаточное условие 
транзитивности, которое для вещественно-аналитических векторных полей является 
также необходимым, т.е. верно 

П р е д л о ж е н и е 1.7. Если £ С С1 (М, ТМ), то группа < £ > транзитивна 
тогда (и только тогда в вещественно-аналитическом случае, £ С С^ {М, ТМ)), 
когда rankx Lie / £ = dim М при всех х G М. 

Это утверждение вместе с теоремой 1.4 и предложением 1.6 позволяет получить 
ранговые условия управляемости, которые являются обобщением классических 
результатов Р.Е.Калмана [99], Н.Н.Красовского [35,36]. 

П р е д л о ж е н и е 1.8. Пусть £ С С1 (М, ТМ) и < £ > - аппроксимативная 
группа системы Of\ х = f(x, и), и G X(V). Тогда если гапкхо^ = dimMпри всех 
х G М, то из условия полноты ранга г ankx Lie / £ - dim М для любого х G М следует 
0fef(X(V),M). 

Ранговое условие управляемости системы х = f(x, и) + 2 м/Ь/(х) имеет 
/ = i 

следующий вид. 
Т е о р е м а 1.10 [67, 84, 85, 89]. Если семейство {/(*, и); и G Rm } С 

С С / ,0(М X F, 7Ж) равномерно ограничено в С1 (К, ТК) на любом компакте 
К С М, В С C7(M, Ш ) w для любого х G Л/rankxLie/(B) = (JimM, го 
2 ( / , B ) G ^ 0 ( M , ^ ( R W ) ) . 
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Доказательство утверждения сводится к применению следствия 1 теоремы 1.6 
и предложения 1.8. Если М — компактное риманово многообразие с мерой 
М(К) = / ^fgdxx л ... л dxn> где \fgdxx л ... л dxn - элемент объема, ассоцииро-

v 
ванный с римановой метрикой на М, то ранговое условие управляемости дает 

Т е о р е м а 1.11 [ИЗ]. Если f(x, и) Е С1>°(МXV, ТМ),М - компакт

ное риманово многообразие и найдется такое множество {u/}f = 1 С V, что вектор

ные поля f(x, vx), ..., f{xf vm) консервативны по мере ii{V) = / \J~gdxx л ... 
v 

... л dxn и rank* Уе/{/(л:, ty)} /=s 1
 = dimMnpu всеххЕМ, то Of Efy(M,J£(V)). 

Это утверждение следует из теоремы 1.8 и предложения 1.8. 
Теперь сформулируем достаточное условие управляемости системы 2 (/, В): 

m 
х = /(х) + 2 Uibi(x), используя метод расширения аппроксимативной группы. 

Т е о р е м а 1.12. Пусть f, В С С°° (М, ТМ), допустимые управления берут
ся из JC(Rm) и имеется следующая последовательность множеств векторных полей 

у 
{ 0/} / = о (3^есь У может быть и бесконечным): 0О = В, V0 < / < у 3 kj такое, 

что a d ^ / С span Lie Of, 0/+1 = odd ad0 /.Тогда если rankxLie{ U 0j} = 
C°°(M) i = 0 

= dimM,m S ( / , B)G^0(M^T(RW)). 
Эта теорема является следствием теоремы 1.9 и предложения 1.8. Из нее вы

текает ряд следствий, которые имеют большое значение при анализе управляемости 
полиномиальных систем. 

С л е д с т в и е 1 [90, 107]. Пусть / , В G С°° (М, ТМ) и I (В) - идеал ал
гебры Lie (/, В), порожденный множеством В. Тогда, если [В, 1(B)] С span В 

С°°(М) 
и rank* 1(B) = dimM при всех х ем, то 2 ( / , В) efy0(M,W(Rm)). 

С л е д с т в и е 2. Пусть M = Rn и f(x) - полиномиальное векторное поле и 
bi, ..., bm - постоянные векторные поля. Тогда если 0/ - множество постоянных 

оо 

векторных полей из odd a d ^ ^ j / , 0О = В и rank{ U 0О} = п, то 2 ( / , В) G 
/ =о 

e^0(Rn; M(Rm)). 
Интересно, что при однородном нечетном полиномиальном поле f(x) 

(т.е. f(kx) = k2p+1f(x), где р - натуральное число) условия следствия 2 яв
ляются не только достаточными, но и необходимыми для управляемости системы 
2 (/, В). Именно, верно следующее обобщение критерия Калмана [35]. 

С л е д с т в и е 3 [95]. Пусть М = R", / (х) - однородное полиномиальное 
векторное поле нечетной степени и Ьх, ..., bm С Rn. Тогда 2 ( / , В) G 
€ Cf0 (Rn, J5T(RW)) в том и только том случае, когда rank £ -п, где £ - постоян-

3. Математическое моделирование т. 1, № 1 
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ные векторные поля алгебры Lie (/, В). Достаточность этого утверждения вытекает 
из следствий 1, 2, а необходимость получается после подсчета ранга системы 
2 (/*, В) в точке нуль. 

В работах [113, 87] приведены примеры, которые показывают, что с по
мощью проверки условий типа полноты ранга не всегда удается исследовать управ
ляемость системы. В следующем пункте описана более тонкая техника, основанная 
на топологической теории слоений и редуцирований исходной системы к системе 
меньшей размерности. 

Методы топологической теории слоений и редуцирование к системе меньшей 
размерности. Впервые техника редуцирования к системе меньшей размерности была 
предложена А.Ю.Федоровым [46] и развита в регулярном случае. Затем 
Аграчев А. А. и Сарычев А. В. в работе [6] получили формулу для редуци
рования системы также в случае регулярного слоения SB, задаваемого системой 

m 
х = 2 Ufbi (x). Топологические методы исследования управляемости в нерегуляр-

/ = 1 
ном случае были описаны в работах [19-21, 23]. Основой для этого послужило 
понятие системы на слоении. 

О п р е д е л е н и е 1.4 [19,20,21,23]. Если задано непрерывно-дифферен
цируемое слоение 5* многообразия М, то система оу: х=/(х, u)(f(x, u)GCl,0(MX 
X V, ТМ), /^1); индуцирует систему на слоении SF следующим образом. Пусть 
^ G & -такой слой, что xG &х. Тогда соответствие 2̂ 'W(JT>?) = ^xu(t у про
долженное с помощью суперпозиции 

2; п ' " " ( . . . (2 /""Ч5>)) . . . ) = 2 / ' " ( ^ ) , 
_ ' - 1 

где u(t) = Ui(t- 2 tj) при 
/ = о 

2 tj<t< 2 th Г= 2 th t0 = 0, U>0 (1=1, . . . ,л) , 
/ = o / = o /=i 

называется системой 2f на слоении &. 
Если 2^' (^ , )= &z, то говорим, что система 2/ переводит слой 9у в $fz. 

Далее символы Г, й в записи 2^' "( Wy) = S-z не указываются. На рис. 1 показано, 
каким образом система может переводить один слой в другой. 

Рис. 1 
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Понятие управляемости для систем на слоении вводит 
О п р е д е л е н и е 1.5 [19,20,21,23]. Еспя система 2/ переводит любые 

два слоя 9Х, 9уЕ. 9 один в другой, то говорим, что система 2^ управляема на 
слоении 9, и пишем 2 / Е ^ ( ^ ) . 

В качестве управляемой на слоении 9 системы приведем следующий 
П р и м е р 1.2. Пусть М — многообразие с нормированной мерой ц (ло

кально эквивалентной объему в евклидовом пространстве) и система i =/(х) 
задает эргодический поток на М. Тогда если М допустимо для слоения 9, то 
система 2/ управляема на 9'. Напомним, что связное многообразие М называется 
допустимым для слоения 9', если для любого х Е М множество М\ 9Х несвязно. 

Если G — группа отображений из М в М, то через 9(G) обозначим слое
ние М на орбиты 9X(G) = Gx = {g(x); gGG). Справедлива следующая 

Т е о р е м а 1.13 [19,20,21,23]. Если G - аппроксимативная для оу группа 
гомеоморфизмов многообразиям на себя, 9(G) - непрерывно-дифференцируемое 
слоение М и при всех хЕМ справедливо включение х Е int SSf(M)x, то Of Е 
Е у-(М, Jf(V)) тогда и только тогда, когда 2/ Е ̂  (9(G) ). 

Из этой теоремы видно, что в случае общего положения анализ управляе
мости системы Of сводится к исследованию управляемости системы 2 / на слое
нии 9(G), 

Перейдем к исследованию управляемости системы 2 / на слоении 9, но 
прежде введем топологическое пространство Ж(9) слоения 9. Множество слоев 
9 с финальной топологией, порожденной отображением 

fyM-+f, &?(*) = 9Х, 
называется топологическим пространством Л (9) слоения 9. Сначала рассмотрим 
регулярный случай, т.е. М индуцирует на Л (9) структуру многообразия и $~за-

m 
дается системой *= 2 щЬ{(х), wER"\ BCCl(M, ТМ), />1 , B = { i ,} , w

s l . В этих 
i = i 

условиях можно задать семейство векторных полей на JC (9), управляемость ко
торого эквивалентна глобальной управляемости системы оу с аппроксимативной 
группой <Lie/B>. 

Т е о р е м а 1.14 [6]. Пусть М индуцирует структуру многообразия на 
Ж(9) и 9= 9(G), где G = <^.>*=1, здесь k>m, <Lie,B>=<^>*Bl, fo, ty] =0 
для любых 1 <i, / <k. Тогда 2/Е ^(W) в том и только том случае, когда семей
ство векторных полей 5й = [замыкание в ТХМ (при каждом JC ЕМ) множества 

{еУ**й**е>***** ...eyk*d**f(u); (u,y)eVXR1)] 
глобально управляемо на Ji(9) посредством (и, у) Е ОС (V X R7). 

Доказательство сводится к применению теоремы 1.13 и проверке коррект
ности определения семейства 3* на М ( 9). 

Перейдем к изучению нерегулярного случая. Предположим, что слоение 9 
локально коориентируемое, т.е. каждый слой 9Х£. 9 обладает окрестностью 
О ( 9Х), ограничение слоения 9 на которую коориентируемо в обычном смысле. 
Пусть Ef — множество слоев, обладающих следующим свойством: 

найдутся такие точки уу z E 9X, uy,uz E V, что f(z, uz), f(y, uy) задают 
противоположные коориентации. 

3* 
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Тогда имеет место 
Т е о р е м а 1.15 [19, 20, 21, 23]. Если слоение & локально коориентируемо 

и codim F = l , то W=Ef влечет 2 /G ^ ( F ) . 
В ряде случаев равенство $F = Ef является необходимым условием того, 

что XfGfy($). Именно, справедлива 
Т е о р е м а 1.16 [19, 20, 21, 23]. Если слоение &локально коориентируемо, 

codim f = l м для любого х G M М\ fx несвязно, то 2 / G ^(W) тогда и только 
тогда, когда & = Ef. 

Условие 9= Ef слишком обременительно и не всегда выполняется. Опишем 
более тонкий подход к анализу управляемости, основанный на теории графов. 

Множество слоев 9 с финальной топологией, порожденной отображением 

называется топологическим пространством JC (У) слоения ¥. Если Л, (&) гомео-
морфно склейке 3 не более чем счетных семейств интервалов {I/}, lt = { z G R ; 0 < 
< z < 1 } и полуинтервалов J/ = { z G R ; 0 < z < 1}, то слоение jF называется пред-
хаусдорфовым. Отождествив неотделимые друг от друга по Хаусдорфу точки склей
ки, получим хаусдорфово топологическое пространство Г (А), которое именуют 
графом склейки. Его вершинами являются концы интервалов {1^}, полуинтервалов 
{ J/}, а также образы нехаусдорфовых точек после отождествления. Пусть {0(}1

{=1 — 
совокупность ребер графа Г ( 3 ) с какой-либо фиксированной ориентацией, а 3* — 
естественная проекция, 3*: JC (£") -+Г(3) . На множествах JCt{ £) = 9>~1(Gi) ( К 
< / < /) зададим отношения порядка: 

пишем £х < <Fy9 если из 9 ( §х ) можно попасть в 3° ( 3-у), двигаясь в соот
ветствии с ориентацией на О {. 

Введем множества # + ( J £ / ( £ " ) ) , E~(Mt(F)). Будем считать, что FXG 
eE+(JCi(f)) (Fx G E "( M i (f) ) ) , если найдутся такие г > 0, zGfx> u<=X(V), 
и: [0, т] -> V, что при всех tx, t2 £ [0, т] неравенство tx < t2 влечет 

Дополнив Г ( 3 ) новыми вершинами—граничными точками множеств 9>(E±(JCi(S:y$) 
(1 < / < / ) — и новыми ориентированными ребрами - связными компонентами 
множеств & (E±(JCi(£))) (1 < / < / ) , - получим граф системы £ / на слоении <F, 
который обозначим Tf (£"). Ориентацию графа индуцирует собственная ориентация 
множеств Е±(?М/(£*)) (1 < / < / ) , которая может отличаться от порядка следования 
слоев из J6 fiF). 

О п р е д е л е н и е 1.6 (условия проходимости) [19, 20, 21, 23]. Пусть ребро 
у графа / у (&) есть связная компонента множества 

P(E\JCi(F))) (9(E-(JKt(f))))-
Говорим, что ребро Oj проходимо, если из того, что &z - нижняя (верхняя) 

грань множества 9>~l(Gj) следует V fx G ffl^iOf), &z < &х ( fx < ^ ) , спра
ведливость равенства Z y ( ^ ) = fx. 

Пусть vn - такая вершина графа Ff(f), что 3D"1 (и„) = { F * ) - слои, неотде
лимые друг от друга по Хаусдорфу в смысле топологии Jl(W). Такую vn назьюаем 
а-вершиной. Говорим, что а-вершина vn проходима, если для любого смежного с vn 

ребра Оу С E \ J t t { Л ) (OjeE-iJtjiF))) существуют fx е{ fxX z € fXk9 u G 
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GV, О(z) —окрестностьточки z в смысле топологии М такие, что при всех 
хеО (z)f(x, и) ^Тх&х и для каждого х° G О (z) О ( & ° S* Г 1 (©/) найдется та
кое г > 0, что для любых tx, t2 G [0, г ] , f t < t2 имеем 

Напомним, что ориентированный граф назьюается связным, если из любой 
его вершины можно попасть в наперед заданную, двигаясь по ребрам графа в соот
ветствии с их ориентацией. Существуют конструктивные способы проверки связ
ности орграфа, Непосредственным следствием введенных понятий является 

Т е о р е м а 1.17 [19, 20, 21, 23]. Если &' - предхаусдорфово слоение, все 
ребра и а-вершины графа / / ( $ " ) проходимы, то 2 / G У-{&) тогда и только тогда, 
когда Tf ( §) связен. 

С л е д с т в и е Х.Если JC(^) гомеоморфно окружности S1, то 2 / G $£ (£) 
тогда и только тогда, когда либо Ef(JCi^)) проходимо и Е+ (Jl($F)) = Л(^), 
либо Е ~(JC{f)) проходимо и Ej{JC(f)) = Л(&). 

Аппроксимативные группы и теория систем на слоениях играют важную роль 
в анализе управляемости нелинейных систем. Возможности этого подхода иллюстри
руются далее при исследовании управляемости гиперпространственных систем. 

Гиперпространственные системы. Следуя работам [109,110], гиперпростран
ственной будем называть систему Of, у которой существует такая аппроксимативная 
группа G, что каждый слой 9F~X(G) слоения $F(G) является гладким подмногообра
зием из М коразмерности единица. Среди нелинейных систем управляемость гипер
пространственных систем наиболее хорошо изучена. Этот вопрос затронут в значи
тельном числе публикаций [24-27, 59, 88, 89, 91, 92, 109, ПО]. К гиперпространст
венным системам относятся также двумерные системы, аффинно-зависящие от уп
равления, исследование управляемости которых, в основном, завершено [17, 18, 21, 
22, 25, 91]. Имеются результаты по глобальной управляемости и стабилизации кусоч
но-линейных гиперпространственных систем [109, ПО]. Почти во всех перечислен
ных работах, за исключением лишь [109, 110], анализ управляемости сводится к 
применению теорем 15-17 и различных их модификаций, зависящих от конкретного 
вида системы. 

Обозначим через ^ - 1 ( 0 ) статическую характеристику систем 2 ( / , В), т.е. 
^-г(0)={хеМ; 3u*GVCRm

9 

/ (*) + 2 и*Ь;(х) = 0, где dimM=n]. 

Если / , В = { Ъх,..., bn_x} С С"(М, ТМ) и V = R m , то (Lie В > - аппроксимативная 
группа системы 2 (/ , В) и по теореме 1.3 равенство dim^Lie В = п — 1 означает, что 
система X(f, В) является гиперпространственной. Обозначим через 53 слоение М, 
задаваемое группой < Lie В >. 

В работе [59] доказана следующая модификация теоремы 1.15. 
Т е о р е м а 1.18 [59]. Если ^ - 1 ( 0 ) связно, для любого х G М 33ХП 

П д^>~1(0)фф и выполнены следующие условия трансверсальности: 
/Ф Ж, /Ф #"Ч0), #-Ч0)Ф5В. 

(Здесь / ф $?( / ф ^"^(O)) означает трансверсальность отображения / каждому 
слою Здх (или ^ТЧО))» рассматриваемому как подмногообразие из ТМ коразмер
ности единица; ^(О) ф 5Э означает трансверсальность Г ^ ' ^ О ) и 3$ как под
многообразий из ТМ), то 2(/ , $?)G У-(М, W(Rn~1)) 
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Рассмотрим управляемость специального типа гиперпространственных систем, 
называемых потенциальными. 

О п р е д е л е н и е 1 [19,20, 21 ,23] . Система Of называется потенциальной, 
если существует такая аппроксимативная группа G системы оу-, что слои слоения 
F(G) суть поверхности уровня некоторой С^-субмерсии W: M-*R. 

Это означает, что для любого слоя SFX G f(G) найдется такое с G R, что fx -
связная компонента множества {у G M\ W(y) = с } . Изучим управляемость потен
циальной системы Of на М посредством класса управлений X(V). 

Для удобств формулировок введем отображение 
§> : MX V-+R, &(y,u) = (dW(xf(t,y))ldt)\tmQ. 

Другими словами, $f> (yt и) - производная W(x) по направлению кривой x"(t, у) 
при t = 0. Непосредственным следствием теорем 13,15 является 

Т е о р е м а 1.19 [23,20]. Пусть Of - потенциальная система, int SS_ f(M)x Ф 
Ф ф для всех х G М и С1 -субмерсия W(x): M-*R задает слоение &(G), где G -
аппроксимативная группа системы Of. Тогда если на каждом слое 3TXEL&:(G) 
найдутся такие точки y,zG^xi что Ф(у,и)>0, 3>(z,u)<0 при некоторых 
u,uGV, то ofe%(X(V),M). 

Аналогичным образом из теоремы 16 следует 
Т е о р е м а 1.20 [23,20]. Пусть Of - потенциальная система, int SS/(M)x ^ 

Ф ф для всех xGM и С1-субмерсия W: M-^Rзадает слоение §(G), G - аппрокси
мативная группа системы Of\ кроме того, для любого &х G ${G) множество М\ fx 
несвязно. Тогда Of G fy(X(V)9M) в том и только том случае, когда на всяком слое 
§х G 5-{G) найдутся точки у , z G Wx такие, что $> (у, и) < 0, $(z, и) > 0 при не
которых и, i/G V. 

Обозначим ^ у 1 (0) = { x G M; $>(х, и) = 0} . Предъявив дополнительные тре
бования к функции Ф(х, v) и слоению $F(G), можно получить различные следствия 
сформулированных теорем, например справедливо следующее 

С л е д с т в и е 1. Если выполнены условия теоремы 19, для любого и G V 
отображение Ф ( •, и): М -* R есть С1 -субмерсия и для любого х G М найдется такое 
uG V, что слой fx трансверсально пересекает $ ^ ( 0 ) , то 0^ е У-(ЗС(У),М). 

До сих пор мы исследовали управляемость при условии, что многообразие М 
не имеет края. Как показано в работах [21, 23] , управляемость потенциальной ги
перпространственной системы на многообразии с краем является хрупким свойст
вом, т.е. исчезающим либо при малых шевелениях векторных полей, либо при слабых 
деформациях границы ЪМ многообразия М [21, 23] . Исследуем управляемость ги-

• m 

перповерхностной потенциальной системы Б( / , В): Зс = / ( х ) + 2 Ujbfix) в области 

3) С М ( 3) — открытое связное множество). Обозначим через 9д ( SD) слоение об-
m 

ласти 2)СМ, которое задается системой х = 2 щЬ{(х). Если W(x): 2)-*Еестьне-
_ i = i 

прерьюная функция на 2), то через arg loc max W(x), arg loc min W(x) обозначим 
те точки многообразия 3) в которых функция W(x) принимает, соответственно, 
локально-максимальные и локально-минимальные значения. Используя введенные 
обозначения, приведем необходимое условие управляемости потенциальной гипер
поверхностной системы Е(/, В) на многообразии 

SDC int Л/, dim 2)=dimM 
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Т е о р е м а 1.21 [23] . Пусть область 3) допустима для локально коориен-
тируемого слоения 93(0(3))) (0(3))—некоторая окрестность замыкания об
ласти 3)), которое задается линиями уровня субмерсии WGCX( 0(3)),R). Тог
да если 2 ( / , В ) £ У-(3), 3f(Rm))9 то каждая связная компонента множества 
arg loc max W U arg loc min W имеет непустое пересечение с $>~г (0). 

ъ&> ыь 
При некоторых дополнительных предположениях теорема 1.21 дает не толь

ко необходимое, но и достаточное условие управляемости. Именно, справедлива 
Т е о р е м а 1.22 [23] . Пусть выполнены условия теоремы 1.21 и, кроме 

того, слоение 53 трансверсально к ^ - 1 ( 0 ) П 3) в Mt 3) - односвязная область 
из intM, Ф~1(0)ПЗ) - связное множество и Ф'Х(0) трансверсально грани
це д 3) области 3). Тогда 2 ( / , B)G %-(3), X(Rm)) в том и только том случае, 
когда любая связная компонента множества 

arg loc max W U arg loc min W 

имеет непустое пересечение с ^ ~ * ( 0 ) . 
В качестве следствия из теорем 1.21, 1.22 сформулируем конструктивно 

проверяемое условие управляемости линейной гиперповерхностной системы £ 
(Ах, В): 

х = Ах + 2 btuh xGRn
9 

/=i 
при наличии фазовых ограничений, задаваемых выпуклой областью 3) CRW. 
В данном случае W(x) = RB(x) = det(x, & ь . . . ,bn_i), где det(x, bif... , Ьп_г) — 
определитель матрицы (х, Ъх,.. , b w _ i ) , задаваемой столбцами х, Ьх,... , Ь п _ г . 

С л е д с т в и е 1. Если 3) - выпуклая область, то 2 (Ах, B ) G ^ ( 2 ) , XfR""1)) 
тогда и только тогда, когда ^ " 1 ( 0 ) O i n t Э)Фф и arg max RB(x) n &~1(0)ПЪЭ)Ф 

ъ& 
Фф9 argminRB(jc)n ф~1(0)Пд 3) Фф. 

д£2> 

В заключение этой части приведем пример анализа управляемости системы 
2 ( А х , В ) в выпуклой области £l = {x£Rn; (х, Тх X I } , где (х, Тх) — положи
тельно определенная квадратичная форма, Т — ее матрица, а < •, • > — обычное ска
лярное произведение в Rw. Поскольку 0 G ^ " 1 ( 0 ) П 12, то Ф~х(0) П £1Фф. Ис
пользуя правило множителей Лагранжа, получаем 

1 
arg max RB (*) = —— Т'гр9 ьа (Т~1р,р) 

1 
arfminRB(x) = - — — j Т~гр, 

где p = bi Xb2X . . . Xbn_i — векторное произведение векторов Ъ\,Ьг,... ,bn_x. 
Используя следствие 1, получаем Е ( А х , В ) € ^(£2, X(Rn~1)) тогда и только 
тогда, когда <АГ~1р»р) = 0. Нетрудно заметить, что grad RB(x) = Р, grad Ф(х) = 
= А*р. Поэтому включение 2 (Ах, В )Е 2^(£2, # ( R w _ 1 ) ) эквивалентно ортого
нальности векторов gradR#(x) и grad ^ ( х ) относительно билинейной формы 
<y,T-xz). 
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Стабилизация движения 

Постановка задачи и основные понятия. Рассмотрим систему оу 
x=f(x,u) 

на связном гладком многообразии М. При любом и G Rw f(x, и) - полное век
торное поле на М, причем fCCh к(МХ Rm, ТМ). В этом пункте изучается задача 
стабилизации системы оу посредством заданного класса обратных связей % . 

О п р е д е л е н и е 2.1. Пусть К, U СМ, К -компакт. Говорят, что система 
Of стабилизируема в К на U посредством класса обратных связей %, если су
ществует такое управление u(t, х)Е %, что для системы, замкнутой этой обрат
ной связью, К является устойчивым аттрактором с областью притяжения, содер
жащей U. Напомним, что замкнутое множество К СМ называется аттрактором 
системы x-f(x,u{t,x)) с областью притяжения А, КС А, если для любых мо
мента времени Г0 GR, окрестности О (К) компакта К и точек х° GA найдется та
кое Г, что решение xu(t, t0,x°)eO(K)(x(to, t0,x°) = x°) при t>T. Аттрактор К 
называется устойчивым, если для любой окрестности 0\ (К) найдется такая ок
рестность G2(K), что для любых (t0,x°)GRXO2(K) справедливо включение 
x(tft0fx°)eOi(K) при всех t>t0. 

Если Of стабилизируема на U в К посредством %, то пишем оу Е 
GSt (« , U, К). 

Далее будем интересоваться, главным образом, теми свойствами, которы
ми должна обладать пятерка {М, Of, %,U, К), чтобы имело место включение оу Е 
est СИ; U, К). 

Сначала несколько упростим задачу, точнее рассмотрим ее локальный ана
лог. Пусть К = х*, где х* —некоторая точка из М, Если при К = х* задача не
разрешима, то укажем минимально возможный диаметр окрестности точки х* с 
компактным замыканием, при котором возможна локальная стабилизация в не
которой точке из замыкания этой окрестности. 

Обозначим через diamA' Диаметр множества К, т.е. diamA' = sup Рм(х, у), 

где Рм(х,у) — некоторая фиксированная метрика на М. 
О п р е д е л е н и е 2.2. Если существует такая окрестность0(х*) точки х*, 

что diamO(x*) = e, и найдется точка уЕО(х*), для которой oyG St( <М, # 0 0 , У\ 
где &(у) —некоторая окрестность точки у, и, кроме того, не существует окрест
ности точки х* меньшего диаметра, удовлетворяюшей этим требованиям, то говорят, 
что система Of е-стабилизируема в х*. 

Если система е-стабилизируема в х* посредством %, то будем писать oy-G 
G S t ^ , * * ) . При 6 = 0 вместо S t ° (^ ,x* ) пишем S t (^ ,x* ) и соответственно го
ворим просто о локальной стабилизации в х*. 

Стабилизация по первому приближению. %= ЗСт(М, R) - класс ку
сочно-непрерывно-дифференцируемых стационарных обратных связей и(х) С 
CJCm(M, R) тогда и только тогда, когда найдется не более чем счетное покрытие 
компактами {А.} многообразия М; и(х)еСт(тг(К{), R) - непрерывно-дифферен
цируемые отображения и, кроме того, на любой границе bKt функция м(х)ивсе 
ее производные до порядка т могут иметь разрывы только первого рода, 

Изучим включение oyGSt(#(Af, R),x*). Необходимым условием для оу€ 
GSt(#*(M, R),x*) является х* G ^ _ 1 ( 0 ) = {x GM; существует такое w € R w , что 
Дх, и) = 0 } — статическая характеристика системы Of. 
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Исследуем тот случай, когда, используя первые члены ряда Тейлора для 
f(x, u)EClfk(MX R m , TM) (l,k> 1 ) , можно установить справедливость включения 
OfGSt(K(Af, R),x*). Если это так, то х* — регулярная точка статической характе
ристики ^ - 1 ( 0 ) . 

Т е о р е м а 2.1. Пусть f(x,u)ECl>k(MXRm, TM), x* Е ^ ( О ) . Тогда если 
система 

. Ъ/(х*,и*) bf(x*,u*) 
у= 7 + у> 

Эх дм 
(здесь и* Е Rm такое, что f(x*, и*) = 0) стабилизируема в нуле на R n (n = dimM) 
посредством класса линейных обратных связей - £ ( R n , R w ) , то OfESt(C°°(M,Rm)9x*) 
и, более того, х* - регулярная точка статической характеристики, т.е. в некоторой 
окрестности этой точки Ф~х(0) является иммерсированным Сг-многообразием 
( г - min(&, l))размерности т. 

Сформулированное утверждение есть непосредственное следствие теоремы о 
неявной функции [45] и устойчивости по первому приближению [ 4 3 ] . При исполь
зовании критерия управляемости Калмана теорема 2.1 влечет 

С л е д с т в и е 1. Если f(x,u)ECl'k(MXRm,TM) (l,k>\\ x* Е Ф^(0) 
и найдется такое и* ER™ что f(x*, w*) = 0, 

rank \ 
Ъх Ъи \Ъх/ Ъи )(х*,и*) I Ъи 

то ofeSt(C°°(M, R m ) , x * ) . 
Следующие два утверждения являются основой для синтеза стабилизирую

щей обратной связи в регулярном случае. 
С л е д с т в и е 2. Если в любой точке уЕсох* (и>х* — связная компонен

та $~1(0), содержащая точку х*) выполнены условия теоремы 2.1, то сущест
вует такая окрестность G(tox*), что 

ofESt(W(M,Rm),0(cox*),x*). 
С л е д с т в и е 3. Пусть f(x, и) Е Clk(MX Rm, TM), и* Е Rw такие, что х*Е 

еф-г(0), /(**,!!•)= 0 и 

г э/ /э /у- 1 э/ 
rank! — , . . . , ( — ) —) =п. у Ъи \Ъх/ Ъи >(х*,и*) 

Тогда, если v(y)-Ky есть стабилизирующая обратная связь линеаризованной 
системы 

Ъ/(х*,и*) Ъ/(х*,и*) 
у = у + у? 

Ъх Ъи 
то и(х) = и* +К(х -х*) — обратная связь, которая локально стабилизирует 
систему Of в точке х*. 

Локальная стабилизация, основанная на прямом методе Ляпунова. Рассмот
рим задачу локальной стабилизации системы X(f,b): x=f{x) + b(x)u в точке х*Е 
ЕМ, Поскольку все рассуждения этого подпункта будут иметь локальный ха
рактер, то без ограничения общности считаем, что M=Rn. 

Пусть имеется гладкая положительно-определенная в некоторой окрестности 
точки х* функция V(x), V(x*) = 0; требуется найти условия на V(x), f(x), b(x), 
при которых существует такая обратная связь и(х) Е JC (Rn\x* 9R), что 
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<grad V(x),f(x) + u(x)b(x))<0 и множество <grad V(x),f(x) + u(x)b(x)) = 0 не со
держит целых траекторий. Если последние два соотношения выполнены, то из 
рассуждений, аналогичных доказательству теоремы Барбашина [11], получаем,что 
обратная связь й(х) локально стабилизирует систему Ё(/, b) в точке х*. 

Свойства локальной стабилизации зависят от геометрии расположения по
верхностей, задаваемых соотношениями $F(x) = О, g(x) = 0, где 

9(*) = < grad V(x)J(x) >, 3f(x) = < grad V(x), Ь(рс) >. 
Теорема 2.2 [23]. Если существует такая проколотая окрестность 

0(х*)\х*, что отображения V(x), /(х), b(x) непрерывно-дифференцируемы и 
{хеб(х*)\х*; g(x) = o} е{хеО(х*)\х\ f(x)<0}, 

то 
2(/, fc) e S t (# (Rw\x*, R),х*). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Без ограничения общности можно считать, что 

окрестность 0(х*)\х* имеет следующее строение: 
Q(x*)\x*={xeRn'9 0<V(x)<e), 

где е > 0 . Введем последовательность окрестностей 

0„={xGR";—<К(х)<е} . 
п 

Пусть р = max ^(х) ; обозначим 
{^G0W; 8(х)=0} 

Wn = {xe6n', F(x)>p„/2). 
Тогда S = U Wn — такая окрестность множества {л: Е(Э(х*)\х*; ^ ( Х ) >.0}, что 

п 
2 п { х G 0(х*)\х*; 3 (х) = 0 } = ф. Построим обратную связь следующим образом: 

и(х)«( 0 п р и * £ Я, ( 5 ) 
\_F(x)/g(x)-sgn&(x) при xGS. 

Нетрудно видеть, что и(х) стабилизирует систему Е ( / , Ь) в х* и и(х) G 
G JF(RW \JC *, R). Теорема доказана. 

Предполагая, что К(х), / (х) , Ь(х) удовлетворяют различным дополнитель
ным условиям, можно получить конструктивно проверяемые следствия теоремы 2.2. 

С л е д с т в и е 1 [23]. Пусть векторные поля / (х) , Ь(х) по крайней мере 
два раза непрерывно-дифференцируемы в некоторой окрестности точки x*G ф'1 (0); 
(grad <F(x*), grad Э(х*)> Ф 0. Тогда если существует такая положительно опреде
ленная квадратичная форма V(x), что V(x*) = О, V £ C3(Rn, R+), и положительны 
все собственные значения матрицы (т/Д**))/, ]Ф Ь где 

b2f /Ъ&\2 / Э # ( х * ) \ Г 1 ( Ъ2» (Ъ* V 
Ъ} ) "~ S g n \ Ъхг /[(bf/bxj)3 [ Эх, Эх, \Эх, J 

b2f ЭУ df b2f bf bf 
dXfbxi dXj bxi bxibxj bxt Ъхг 

d2f df bf ] 1 ( Ь2Ь /Ъ% f_\ i | d2% /ъъ у 
Xj J (ЭЙ/Эх^МЭх/Эху \Эх, J Эх 2 dXf bXj 

ъ2Ъ ьЪ ъ^_ э2% a g э% a 2g э% ag n 
dXjdxt bxj bxt dXjdXj Эх,- bxt Ъх2 Эх,- Эх;- J J 
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где 1 < / < п — такое число, что Ф О, то 
Эх7 Ъхг 

S (/, b)eSt(X(Rn \х*, R), х*). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства нужно установить справедли

вость включения 
{хЕ©(х*)\х*; 5(х) = 0} С{хеО(х*)\х*; &(х)<0) 

для некоторой проколотой окрестности G(x*)\x* точки х*. Рассмотрим тот случай, 

когда > 0. Из теоремы о неявной функции следует, что при 
Ъхг 

df(x*) Э$(х*) ^ ^, .ч -
т£ 0 существует такая окрестность 0(х*) , что в ней множества 

Эх/ Эх/ 
{xERn; f(x)<0}, {xGRn; S(x) = 0} 

задаются соотношениями 
Х / < а ( Х ь Х 2 , . . . fXi_i,Xi+i, . . . , X„), ЛГ/ = ^ ( Х Ь Х 2 , . . . , Х / _ ь * j + i , . • • , * л ) 

соответственно, причем функции а ( • ), |3( • ) два раза непрерывно-дифференцируемы 
в о(х*) . Для того чтобы имело место утверждение теоремы 2.2, достаточно спра
ведливости неравенства 

0 ( * Ь * 2 , • • • , *7 - l i * /+ l» • • • , хп)< 
<<X(Xi,X2, . . . , *1-\, Xj + l, • . • f*n) 

в какой-либо окрестности точки z * с координатами (х *, х | , . . . , х*_ х 9 х*+ х 9 % #. 9 #£) . 
Последнее неравенство выполяется, если 

32a(z*) 32<3(z*) 
2 — — — л у/ > 2 ——— у%у! 

i, / # / Эх,- bXj i, ] Ф I ЭХ/ЭХу 

при всех у G Rw ~*, т.е. когда симметричная матрица 
f 32a(z*) 32j3(z*) 

b2a(z*) 3 2 0(z*) 
l Эх/Эху Эх/Эху )ifjjbi 

имеет только положительные собственные значения. Выражая 
Эх,Эху Эх,дху 

(/, / ^ /) через производные функций F ( x ) , 3?(х), получаем утверждение следст
вия 1. 

bf(x*) 
Аналогичным образом рассматривается тот случай, когда — < 0. До-

Эх/ 
казательство закончено. 

Если несколько огрубить утверждение следствия 1, то достаточное условие 
локальной стабилизации можно представить как соотношение между главными 
кривизнами поверхностей ^ ( х ) = 0, ^(х) = 0. 

С л е д с т в и е 2 [23]. Пусть векторные поля / ( х ) , Ъ(х) по крайней мере 
два раза непрерывно-дифференцируемы в некоторой окрестности точки х*е$~ 1 - (0 ) ; 
<gradF(x*), grad5(x*)> Ф 0. Тогда если существует такая положительно опре-
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деленная квадратичная форма V(x), что V(x*) = О и в точке х*минимальная глав
ная кривизна поверхности &(х) = 0 вдоль направления grad ^(x*) больше макси
мальной главной кривизны поверхности $(х) = 0 вдоль этого же направления, то 

X(f,b)eSt(X(Rn\x*,Rlx*). 

Следствия 1 и 2 дают достаточные условия локальной стабилизации второго 
порядка в том смысле, что для их проверки нужно вычислять вторые производные 
функций ^ ( х ) , ^ ( x ) . Если функции / ( х ) , Ь(х) обладают более высокой степенью 
гладкости, то можно получить достаточные условия локальной стабилизации более 
высоких порядков. Здесь мы этого делать не будем. 

Сформулированные в этом подпункте (см. следствия 1 и 2) достаточные 
условия локальной стабилизации используют второй член разложения функции 
Ь(х) в ряд Тейлора, и поэтому их можно рассматривать как развитие результатов 
предьщущего подпункта, в котором был задействован только первый член этого 
разложения. 

П р и м е р 2,1. Стабилизируема ли локально билинейная система 95 : 
Х1 = Хх + 1 +W, Х2 = - Х 2 +X2U, 

в начале координат? В данном примере х* = 0, и* = — 1, поэтому линеаризация 
системы 85 в точке (х* и*) имеет следующий вид: Xi = хх + и, х2 = — 2х 2 , т.е.35 
стабилизируема в первом приближении. 

Методика, основанная на прямом методе Ляпунова, также решает эту зада-
1 / * V 1 

чу. В качестве V(x) возьмем V(x) = — |х | . Тогда &(х) = ( хх + — 1 - х\ — 

, $(х) = хх +х2. Воспользуемся следствием 1 теоремы 2.2. Поскольку 
4 

df Э3г(0) 
(0) = — Ф 0, 

Ъхх Ъхх 

то / = 1. В двумерном случае матрица {7//(**)}/,/ Ф I состоит из одного элемента 
72 2 (х*), который в этом примере равен 4, поэтомуSBG St (#(R w \x* , R) ,x*) . 

П р и м е р 2.2. Изучим глобальную стабилизацию на R3 системы Ж : 
хг = -хх +ххи, х2 = х2 +2х2и, х3 = - 1 -w, 

в начале координат. В первом приближении система не стабилизируема в х* = 0. 
1 

Воспользуемся методами этого подпункта. Пусть V(x) = — | х | , тогда 

f(x) = - х ? +х\ -x3i 

S(x) = -х 3 +2x1 +*?. 
На поверхности $(х) = 0 функция iF(x) имеет вид 

* » l e < * ) = o = - 2 * i - * 2 . т.е. { x G R 3 \ 0 ; 3f(x) = 0> С 

С { x € R 3 \ 0 ; F ( x ) < 0 } . 

Таким образом, из теоремы 2,2 следует 

Ж G S t ( # ( R 3 \ 0 , R ) , 0 ) . 
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Изучим, как ведет себя обратная связь из (5) в окрестности особой точки**. 
Пусть <gradF(x*), grad S(x*)> Ф О и f, %e Cw(j0(jc') f R), гдеО(х*) - не
которая окрестность точки х*. Тогда и(х) имеет предел вдоль любого такого на
правления £ G R", что (gradS^x*), £ > Ф 0. Действительно, в силу веществен
ной аналитичности г$(х),£(х) существует такое г > 0, что при t G (0, г) fr(t£) Ф 0, 
Э(Г§) =£ 0, но тогда либо {t%\ t G (0, г)} <£ Е,либо {t%; t G (0, г)} С Е. В пер
вом случае u(t%) = 0 при t G (0, г ) , и поэтому предел равен нулю. Во втором слу
чае предел 

lim £!(**)= toll \ ~ J ~ ~ 8&П 5 ( ' $ ) ) f -* +0 *-* +0 I 0*(££) J 

раскрываем по правилу Лопиталя, В результате получаем 
<gradF(x*),£> ry 

l i m w ^ > = / лЪ, *Т77 ~ № 5 ( ^ / 2 ) . *-> +о <gradtf(x*), %) 

Для того чтобы функция и(х) была ограничена в малой окрестности точки х*, доста
точно равномерной ограниченности lim u(t%) вдоль любого такого направле-

t-+ +о 
ния ?GRW, что <grad 3(x*), £>= 0. 

Таким образом, если квадратичная форма 
Ъ2Ъ(х*) 

I, / Эх,- Эх;-

не вырождена на подпространстве 
Ker(gradS(x*)) = {?GR n ; (gradS(x*), f> = 0}, 

то обратная связь из (5) ограничена в окрестности точки достаточно малого 
диаметра. 

Замечание (е-стабилизация). Если х*ф&>~1 (0), то для системы оу-: x-f(xt и) 
справедливо оу- ф St(U4 * * ) , так как не существует такого W * G < K , 4 T O / ( ^ * и*) = 0. 
Тем не менее п р и $ - 1 (0) Ф ф можно указать такое е > 0, что оу G St6 {%, х*). 
Обозначим через s ( ^ _ 1 (0)) подмножества ^ г 1 (о), в каждой точке которого систе
ма Of стабилизируема посредством ЭД, Пусть е = min Рм(У> **)» гДе 

Рм(' •>') — фиксированная метрика наМ Тогда оу G St6(%,x*). 
Глобальная стабилизация. Существуют методы глобальной стабилизации, 

основанные на прямом методе Ляпунова [37]. Используемые при этом идеи пол
ностью аналогичны тем, которые излагались в предыдущем пункте. Основная теоре
ма 2.2 предыдущего пункта имеет глобальный аналог, 

Т е о р е м а 2.3 [37]. Пусть a ( r ) , 0(г) G Ж {функции Хана, строго моно
тонные непрерывные функции в нуле, равные нулю), lim a(r) = °°, V{x) - не-

прерывно-дифференцируемая функция, удовлетворяющая неравенствам 
ct(\x~x*\) < V(x) < 0 ( | * - х * |) (6) 

при всех х G R", где \х\- \/(х, х) и х* G ^ " 1 (0). Тогда если 
{xeRn\x*: %(x)=0}C{xGRn\x*; f(x)<0}9 (7) 

то 
2 ( / , b ) G S t ( # ( R " \ x * , R ) , R " , x * ) . 

file:///~J~~
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Доказательство этого утверждения почти дословно совпадает с доказательст
вом теоремы 2.2. Проиллюстрируем применение теоремы 2.3 на примере ана
лиза стабилизируемости нелинейных систем на Rn, заданных однородными векторны
ми полями / ( * ) , Ь(х). Напомним, что векторное поле f(x) G Cl(Rn, Rn) (I > 1) 
называется однородным, если для любого x £ R " справедливо f(Xx) = \pf(x) 
при всех X G R. Число р является степенью однородности f(x) и обозначается 
deg/ = P' Достаточное условие стабилизируемости в нуле системы 2 ( / , b), задан
ной однородными векторными полями / , Ь, дает 

Т е о р е м а 2.4. Если fix), b(x), V(x) - однородные непрерывно-диффе
ренцируемые функции, deg/ > degb и для х* = О имеет место теорема 2.3, то 
2 ( / , Ъ) £ St (J&XR", R), Rw, 0) и o>Mfecre.yer гдкое 7 G R, 7 > 0, что обратная 
связь 

w(x)=-7Sgn<gradF(x),^)>Uldeg/"degb (8) 
стабилизирует систему 2 (/, Ь) в нуле «я R". 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Продифференцируем функцию Ляпунова V(x) в 
силу системы 2 (/,&)» замкнутой обратной связью (8). Получим 

dV 
— = F(x)-y\x\desf-de&b \%(х)1 
dt 
Для того чтобы dV/dt < 0 при всех х G R n \ 0 , в силу однородности, доста

точно подобрать такое 7^0» ч т о 

тах{У(*)-7 1 $(*)|>< 0, (9) 

где 5 л - 1 = {дсеК л ; | х | = 1 } . 
Поскольку теорема 2.3 имеет место для х* = 0, то 
U e S " - 1 ; S(*) = 0} С { j r e S " " 1 ; £ > ) < 0 } 

и найдется такая окрестность Q С S"1 - 1 множества { х Е ^ " " 1 ; о (дг) = 0 } , что не
равенство (8) выполнено для любых у > 0 и bQ П{х G Sn~x; $(х) = 0} = ф 

f(x) 
Выберем 7 > т&х —— . Тогда справедливо неравенство (9) и, следова-

sn~1\Q 1#(*)1 
тельно, d Vjdt < 0 при всех x E R " \ 0 . Теорема 2.4 доказана. 

Накладывая различные дополнительные условия на однородные векторные 
поля / ( х ) , Ь(х) и функцию V(x), получаем различные достаточные условия ста
билизации в нуле. 

С л е д с т в и е 1. Пусть выполнены условия теоремы 2*4 и, кроме того, 
deg/ > deg V + 2deg 6 - 1 . Тогда 2 ( / , b) G St(C(Rw, R) , R", 0) и найдется та
кое 7ER, 7 > 0 , что обратная связь 

и(х)« -7<gradF(x),^)>Uldeg /-degF-2degb + 1 (Ю) 
стабилизирует систему 2 (/, 6) в нуле на R". 

Это следствие доказывается точно так же, как теорема 2.4. Заметим, что 
при f,be Cl(Rn, Rn), V е Ck(Rn, R+) неравенство deg/ > deg V + 2deg 6 влечет 
2 ( / , b) £ St(C r(Rw , R) , R", 0), где r = min{/ , k - 1}. Это следует из вида обрат
ной связи (10), Следующее утверждение дает достаточное условие стабилизации 
системы 2 ( / , Ъ) в случае, когда f(pc) - однородное полиномиальное векторное 
поле нечетной степени, а Ъ - постоянное векторное поле, т.е. b E Rn. 
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С л е д с т в и е 2 [52]. Если/(х) - однородное полиномиальное вектор
ное поле нечетной степени, Ь(х) = Ъ Е Rn и существует такая положительно 
определенная квадратичная форма <х, Qx), что для функции V(x) = (х, Qx) 
выполнено включение (7), то 2 ( / , b) Е St(C(Rw\0, R), R", 0) и обратная связь 

u(x)^-y\x\de^-1(Qxfbl 
стабилизирует систему 2 (/, Ъ) в нуле на R". 

Теоремы 2.3, 2.4 и их следствия без труда обобщаются на случай многомер
ного управления. В работе [52] показано, что управляемость влечет стабилизи-
руемость системы 2 ( / , Ь), заданной полиномиальным векторным полем f(x) не
четной степени и постоянными векторными полями В = {blt . . . , bm}. В общем 
случае эта импликация неверна. Достаточно рассмотреть систему на торе, задан
ную линейно независимыми постоянными векторными полями, каждое из кото
рых эргодично, т.е. задает обмотку тора. В этом случае система уравляема, одна
ко Sr"1 (0) = ф9 и потому о стабилизации говорить не имеет смысла. В то же время, 
если статическая характеристика не пуста, то для двумерных нелинейных систем 
общего положения из управляемости следует стабилизируемость в любой точке 
статической характеристики на произвольном компакте К С М (dimM = 2) по
средством кусочно-гладких обратных связей. 

Т е о р е м а 2.5 [21]. Пусть М - двумерное гладкое многообразие и для 
системы 2 ( / , Ь) выполнены требования: К С М - компактное подмножество; 
М - односвязное гладкое многообразие, допустимое для слоения S&, задаваемо
го интегральными кривыми поля Ь(х) Ф 0 на М; / , b Е Cl(M, TM); при всех 
х Е # - х (0)rank([/, b](x), b(x)) = 2 Тогда если 2 ( / , b) E ^(ЛГ, M), то для 
любой точки х* Е §> i (0) П К Ф ф существует такая окрестность О (К) ком
пакта К, что 2 ( / , Ь) Е St (Ж1~ г (М, R), О (К), х*), причем найдется такая обрат
ная связь W, реализующая это включение, что замыкание 0(К) правоинвариантно 
относительно системы x-f(x) + Wb(x). 

Доказательство этой теоремы проводится построением обратной связи W с 
помощью топологической техники стэйбл покрытий, развитой в работе [21]. 

Перейдем к изучению глобальных методов релейной стабилизации систе
мы 2 ( / , Ъ) ( / , b Е С°° (Rn, R " ) ) , т.е. посредством релейных обратных связей, 
которые могут принимать значения { —у, 0, у}9 где у — заданное положительное 
действительное число или строго положительная гладкая действительная функция. 
Если посредством таких релейных обратных связей система 2 ( / , Ь) стабилизируе
ма на R" в точке нуль, то пишем 2 ( / , b) Е Stp> 7(R", 0). В случае, когда точка 
0 6 R" является устойчивым положением равновесия системы х =f(x) ( / (0 ) = 0, 
для любого действительного числа е > 0 найдется такое б > 0, что для любых 
i JC° | < 6 имеем \х° о ег* \ < е при всех t > 0), включение ё~** о 2 ( / , Ъ) Е 
Е 3 t ( ^ , U, 0) влечет 2 ( / , b) E St{%, U, 0). Таким образом, задача .стабилизации 
системы 2 ( / , Ь) сводится к исследованию стабилизируемости системы е~г* о 
о 2 ( / , Ь). Этот вопрос мы исследуем сначала в случае, когда характеристики Кро-
неккера {&} пары векторных полей ( / , Ь) являются постоянными действительными 
числами, р{ Е R (0 < / <*>( / ,£) ) , Важную роль при этом играют корни характери
стического полинома 

m 
(-l)™ + i X m + 1 = 2 (-1)%\\ (11) 

I = О 

Докажем следующее ранговое условие релейной стабилизации в нуле. 
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Т е о р е м а 2.6. Пусть нуль - устойчивое положение равновесия системы 
х - f(x)9 v(f,b)=mu пара векторных полей имеет такие постоянные характери
стики Кронеккера /3/ G R (0 < / < i>(/, b)), что полином (И) устойчив. Тогда 
если rank* {ad^. Z>}J°= 0 = п при всех х Е R w \0 , то для любого 7 > 0 2 ( / , b) G 
£ Stp>7(Rw, 0) и стабилизирующая релейная обратная связь может быть выбрана 
в виде 

u(t,x) = -ysgn(xoe-tf, xoe~tfoetadfb). (12) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем функцию Ляпунова V{tt х) =— | х ое~** |2 . 

Тогда производная V(t, x) в силу системы 2 ( / , Ь), замкнутой обратной связью (12), 
имеет вид 

dV 
— = -y\(xoe-tf, xoe-tfoetadfb)U 
dt 

т.е. dV/dt < 0 при всех (t, x) Е R X Rn. Если будет показано, что для 
любого 5 > 0 существует такое Т > 0, что V(T, х(Т)) < 6 , то из устойчивости по
ложения равновесия системы х = f(x) будет следовать стабилизация в нуле систе
мы 2 ( / , Ь), замкнутой обратной связью (12). Доказательство проведем от против
ного. Предположим, что V(t, x(t)) не меньше некоторого 5 > 0 при всех t > 0. 
Введем обозначение у = JC О е~ * Л Тогда решение у {t, x° ) системы 

у = -у sgniy,у о etadf b)y о etadf b, 
у(0,хО) = х°, 

находится в кольце К = | у Е Rn; V(09x°) > — | у \ > 6 }, поэтому из 

V(t,x(t))=V(0,x°)-yf\(y,yoer*dfb)\dT 
о 

и выполнения неравенства 0 < 5 < V{tt x(t)) следует существование такой последо
вательности {^}Г= i> что /•,-->«> при /->°° и 

ton <^(ГД ^(r /)-e^ a d /Z>> = 0. (13) 
/ —• оо 

Из теоремы (1.2) следует справедливость разложения 

{y,yoe
f*dfb) = *2 <*i(t)(y,yobVfb), (14) 

где {<х&)}"~* — фундаментальная система решений уравнения 
m 

a^w + 1> = 2 jS ,a« , a. ( / )(0) = 6„, 0 < /, / < m. 
i = о г 

Поскольку при любом фиксированному функция (14) является решением уравне-

ния а ( т + ^ = 2 /J/G^1 * и верно (13), то из устойчивости полинома (11) следует 
/ = о 

V r < 0 ( j * , ^ * o e r a d / b > = 0, 
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где у* — предельная точка последовательности {y(tf)}, которая существует в силу 
т 

компактности К. Для любого р > О верно разложение ad?1 + р + *& = 2 fa ad' + P Z>, 
7 / = о Т 

поэтому из теоремы (1.2) и соотношения 
(у*,у*°e~rad/z>> = o, г > о , 

получаем 
m 
2 а,(т)<.у*,а<1'*> = 0 при р = 0, 

i = о 7 

(15) 
р - 1 7 . w + p - 1 
2 <^*,^#oad'&> + 2 (^* ,^*oad l >> X 

/ = о z! y / & p 

X / / . . . / Oii-pdepddf)_l . . . rfflt =0 при p > 0, 
0 0 0 

где {c^} определены в (14). Поскольку соотношения (15) имеют место при любых 
р> 0, то 

{у\у*оъ^Ь) = 0 

для всех i > 0. Таким образом, из условия полноты ранга следует у* = 0, что проти
воречит предположению Г(/, л:(О) ^ 5 при всех £ > 0. Полученное противоречие 
доказывает теорему. 

Заметим, что в случае вещественно-аналитических векторных полей f,bG 
Е CW(R", Rn) во время переходного процесса обратная связь (12) имеет не более 
счетного числа изолированных переключений, т.е. u(t, x(t)) как функция времени 
имеет не более чем счетное число изолированных разрывов первого рода. 

При выполнении условий теоремы 2.6 имеет место стабилизация в нуле по
средством гладких обратных связей. 

Т е о р е м а 2.7. Пусть выполнены все условия теоремы 2.6. Тогда если 
rank* {adj, M~= 0 = п при всех х е Rn \0, то 2 ( / , Ъ) G St (C°° (R, X R", R), Rw, 0) 
и стабилизирующая обратная связь может быть выбрана в виде 

u(t,x) = -(xoe-tf,xoe-tfoetadfb >. 

Доказательство этого утверждения почти дословно совпадает с доказатель
ством теоремы 2.6. Сформулированные теоремы тесно связаны с результатами 
Джарджевича, Квина. 

Т е о р е м а 2.8 [97]. Пусть f (х) = Ах, где А = пХ п-матрица, спектр кото
рой состоит из различных мнимых собственных значений. Тогда если для любого 
x G R " \ 0 

г а п к , Ы ^ Д . > 0 = л , 

то 
2 (А*, b) G St (C°°(Rn, R), Rn, 0). 

Данное утверждение, как и два предыдущих, наиболее эффективно примени
мо в случае полиномиальных систем и, в особенности, для стабилизации били
нейных систем. 
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Т е о р е м а 2.9. Пусть для билинейной системы 2 (Ах + а, Вх) имеют 
место следующие условия: 

1) х* Е §>"1 (0), т.е. существует такое и * Е R, vro Ах* + д + Вх*ы* = 0; 
2) положения равновесия систем z = Az, x = — adA(X) устойчивы, где 

A=A + w*B, adA(Z) = ЛГА-АЛГ, XGRnX п. 
i °° Тогда если rankx{ad-Bx} = п для любого х Е Rw\x*, то билинейная А '=о 

система 2 (Ах + а, Вх) стабилизируема в точке х* посредством как релейных, так 
и вещественно-аналитических обратных связей. 

Для доказательства достаточно сделать замену z = х — х*, и = м — и* и затем 
к системе i = A z + B z i ; применить теоремы 2.6, 2.7. Обобщим утверждение теоре
мы 2.6 на случай многомерного управления и непостоянных характеристик Кронек^ 
кера. Кроме того, будем считать, что сигнал управления на вход поступает с аддитив
ной гладкой помехой, т.е. стабилизируемая система 2 ( / + В со, В) имеет вид 

/ 
х = / ( х ) + S *>,(*)("/+ " / (г ,х ) ) , 

/ = 1 

где со|(Г,х) Е C°°(Rf X R", R) (1 < i < / ) , В = lbl9 ...,*,} и функция со = 
= (сох,..., u)m) известна с точностью до оценок 

|co(f,x)| < со+(Г,х), 
где отображение co+(f, x) Е C°°(Rt X R", R) точно определено. В этом случае имеет 
место следующий аналог теоремы 2.6. 

Т е о р е м а 2.10. Пусть нуль - устойчивое положение равновесия системы 
rrif 

х = f(x), v (/, bt) = mf (1 < / < / ) и { % }. = QC C°°( Rn) - такие характеристики 
Кронеккера пары (/, bf) С С°°(R", Rn) (1 < / < / ) , */го «уль - устойчивое положе
ние равновесия линейных дифференциальных уравнений 

mi 
(-lf+V"""+1) = Б (-iye-^о^О), (16) 

/'= о 
где К i < I. Тогда если rankx{ad'B>/= 0 = л при всех хЕ Rrt\0, то для любого 

7 = Ь / > , /
= 1 , 7/ > 0 (1 < i < / ) , 2 ( / + В с о , В ) Е Stp>7i.CJ+(R',4 0) и стабилизи

рующая обратная связь может быть выбрана в виде 

ut(t, х) = -(7z + со+(Г, х)) sgn < х о e~tf, х о * - ' ' о efad fy > 

(1 < i < / ) . 

£<?лее того, если со = 0, то S ( / , В) Е St(C°°(Rr X R", R1) , R", 0) и обрат
ная связь 

щ(г,х)'= -(хое~^,хое-1ГоеТадГ^ > 

1 < / < /, 

стабилизирует S ( / , В) ия R" в «уле 
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Доказательство этого утверждения аналогично доказательству теоремы 2.6. 
Программа исследования стабилизируемости заключается в выполнении следующих 

операций: вычисление характеристик Кронеккера пар {(/ , fy)}/ = 1 ; исследование 
устойчивости нулевого решения дифференциальных уравнений (16) (заметим, что 
оно должно быть устойчиво при любом x E R " , обозначение которого в (16) опуще-

но); анализ условий типа полноты ранга, т.е. rankx{ady.B} / :=0 = п при всех 
х G Rn\ 0 и из (у, у о e~rfbt> = 0 следует у = 0 (г > О, К i < / ) . Предложен
ную процедуру анализа стабилизируемости после соответствующих модификаций 
можно использовать в случае систем с распределенными параметрами. В качестве 
примера изучим стабилизируемость нелинейной системы 2 ( / , Ь, т*,..., тр) вида 

х = f(x) + ub(x,x(t-T1)i . . . , x ( f -7 p ) ) , 
(17) 

x(t) = <p{t) e C°° ( [ - r m a x , 0), Rrt), r m a x = max {rz } , 

JC(0) = JC°, 

где p - натуральное число и т/ > 0 -(1 < / < p) , 2 ( / , Z>, r 4 , ..., r p ) принадлежит 
некоторому специальному подмножеству в классе систем с отклоняющимся аргу
ментом. Мы не будем здесь цитировать результаты, связанные с вопросом существо
вания и единственности решения системы (17), по этой теме имеется специальная 
литература [47, 75]. Займемся переформулировкой теоремы 2.10 для систем ви
да (17). Для этой цели введем обозначения 

db(x,z) Э/(х) 
Ь(х, z) = Ъ(х, zu ..., zp), [2Ldfb]f = — f(zt) Ь(х, z), 

3z/ Ъх 

соответственно, [^dfb]i = [adyfad^ b]t]t и [ a d ^ ] , = b 0 < i < p, 
причем z0 =x. 

Метод "вариации постоянной" без особых изменений распространяется на бес
конечномерный случай, поэтому формула вариации хронологической экспоненты 
(теорема 1.1) справедлива и в этом случае. Только в каждой конкретной ситуации 
необходимо грамотно давать ее интерпретацию, учитывая бесконечномерность 
пространства состояний. Например, для системы (17) 

(х, z) о е* a d fb * (de-'f) etfb{x о е"9 zx о e(t~Ti}/,..., zp о e(t~Tf>)f), (18) 

здесь (de ~ *?)* tf — производная в точке х о еt? отображения е ~ *f: R" -> R". 

Определение 1.2 также необходимо модифицировать следующим образом. 
Р 

Положим £ = ф. Тогда пара / G С°°(М, ТМ), Ь G С°°(Л/ X М X ... X Л/, 7Ж) обла
дает свойством Кронеккера и имеет индекс Кронеккера v ( / ( * ) , b(x, z ) ) , равный 
наименьшему натуральному числу т, для которого найдутся такие действительные 
функции pf (x, z) еС°°(МХ Мр) (/ = 0,..., т), что 

Р т Р 

< 2 [ a d / ( * ) ] / } m + 1(6)= 2 /?,••{ 2 [ad /(»)]/} /(ft), 
/ = о / = о / = о 
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Р Р 
здесь { 2 [ad/(*)]/}(£)= 2 [ad/ (&)],• и, как обычно, 

/ = о / = о 
р р Р 

{ 2 [ad/(*)]/}7 = { 2 [ad/(*)],>({ 2 [ad/(*)],)/"1). 
I = О /=0 1=0 

Функции {(lj(xtz)} будем назьшать характеристиками Кронеккера пары ( / ( * ) , 
&(х, z)). По аналогии с теоремой 1.2 доказывается, что если v(f(x),b(x, z)) = m, то 

w р 
e ' a d ^ = Б аДг){ 2 №,(•)},)'&), 

/ = О 1 = 0 

где efad/Z> определена в (18), при всех t at G C°°(M X Мр) (/ = 0, 1, ..., га) и 
являются решениями задач Коши 

т 

«;m+i)i = s ^ . ^ „ . « H V . . , ^ . ^ ^ ' ) , (19) 
/ = О V ' ' 

at ( 0 ) = б/у. 

Используя введенные обозначения, сформулируем следующий аналог 
теоремы 2.10. 

Т е о р е м а 2.11. Пусть нуль - устойчивое положение равновесия системы 
х = / ( * ) , v ( / ( * ) , b(x9 z)) = m и 0,(*, z) G С°° (К* X Rn X ... X R") гсгае, </го 

Р 

«уль - устойчивое положение равновесия линейного дифференциального уравнения 

( - l f + 1 a w + 1 = 

m 

/ = о 

р 
Тогда если r a n k ^ z y { { 2 [ad/(*)] /} b) = n при всех \x | + | z | Ф О, то для 

/ = о / = о 
любого у > 0 обратная связь 

и = - т sgn (х о * - ' / (х о * - ' / { z, о е " ( ' " г / ) / } Д х ) о «?' a d ?b >, (20) 

где z/ = x(t• — г/) (1 < * < p) , стабилизирует систему 2 ( / , 6, т а , ..., тр) в «уле 
«я С ~ ( [ - т т а х , 0), R") X R", т.е. для любых <p(f) G С ~ ( [ - г т а х , 0) , R"), 
х° G Rn решение системы (17,/, замкнутой обратной связью (20), стремится к ну
лю при t -»oo и нуль - устойчивое положение равновесия. 

Теорема 2.11 легко обобщается на случай многомерных управлений, а также 
при наличии аддитивной гладкой помехи co(t, x) в канале управления. Теорема 2.11 
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наиболее эффективно применима в случае билинейных систем вида 
т Pi 

х = Ах + 2 ut 2 Bfjx(t - т/у), 
/ = 1 / = 1 

где тц >0, г / / G R ( K / < m , 1 < / < р/) . Справедлива соответствующая модифика
ция теоремы 2.9. 

Заключение 

Объем статьи и избранные основными ее темы не позволили затронуть вопросы ло
кальной управляемости, которые значительно глубже изучены, чем их глобальные ана
логи. Это отображает большее число публикаций по этой теме (см. обзор [12] и рабо
ту [130] ) . За рамками данной работы остались также некоторые направления иссле
дования глобальной управляемости, которые непосредственно не связаны с изложен
ными здесь методами. Прежде всего это относится к проблемам анализа управляемо
сти различных конкретных типов систем. 

В последнее время получен ряд глубоких результатов по управляемости били
нейных систем [17, 18, 72, 79, 80, 127, 128], систем на классических группах Ли 
[72, 128], семейств (лево-) правоинвариантных векторных полей [80, 96, 127]. 
В работе [50] исследована гармоническая и полиномиальная управляемость линей
ных стационарных систем, показано, что полиномиальная управляемость линейных 
стационарных систем достигается в классе полиномов степени 2 к - 1, где к — ин
декс управляемости системы. Работа [62] посвящена изучению условий, при кото
рых справедливы включения 

Z(Ax,B) C^(Rr t,J5T(K)), 

Z(Ax, В) е fr0(Rn,X(V)l 2 (Ax , В) G &JRn
9X(V))9 

где A G Rrt x rt, В Е R" x m , V С Rm. Для каждого из включений описаны достаточ
ные условия на V С Rm , при которых это включение справедливо. 

Результаты теории управляемости линейных стационарных систем обобщены 
на случай выпуклых дифференциальных включений [54]. Доказана дуальность 
управляемости и наблюдаемости в этом случае, т.е. выпуклое дифференциальное 
включение управляемо тогда и только тогда, когда сопряженное к нему дифферен
циальное включение наблюдаемо. Хорошо известен тот факт, что на любом связном 
паракомпактном Ск-многообразии (2 < к < оо или к = со) существует глобально 
управляемая пара полных Ск~1 -векторных полей [108]. В работе [51] предложена 
глобальная теория управляемости, основанная на результатах качественной теории 
дифференциальных уравнений и условиях локальной управляемости. Показано, что 
на компактном многообразии для любого векторного поля Морса - Смейла / , не 
имеющего периодических орбит, существует широкий класс таких полей Ь, 
что £ ( / , Ъ) глобально управляема посредством релейных управлений, принимающих 
лишь два значения, причем в качестве Ь можно выбрать векторное поле типа 
Морса — Смейла. Эти результаты справедливы и на некомпактном многообразии. 

Во вторую часть данной статьи не вошли методы стабилизации минималь
но-фазовых систем [23, 28—34, 60, 61, 117, 126], которые основаны на предположе
нии об асимптотической устойчивости динамики, отвечающей нулевому выходу 
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системы. Если это условие выполнено, то обратная связь выбирается таким образом, 
чтобы выход системы стремился к нулю, а затем либо с помощью теоремы о 
центральном многообразии [60, 61], либо специальным выбором обратной связи 
[23, 28—34] доказывается асимптотическая устойчивость системы. При стабилизации 
выхода системы исподьзуются различные условия типа полноты ранга дифферен
циалов выхода [86]. Кроме того, в работе [60] показано, в каких случаях выход 
минимально-фазовой системы можно трансформировать таким образом, чтобы 
первый дифференциал выхода имел полный ранг, т.е. имела полный ранг частная 
производная по управлению от первой производной выхода по времени. С помощью 
методов теории сингулярно возмущенных дифференциальных уравнений в рабо
те [126] показано, как можно застабилизировать минимально-фазовую систему 
с заданной степенью инвариантности по возмущению, увеличивая коэффициент ли
нейной обратной связи по выходу. 
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