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В Е Щ Е С Т В Е Н Н А Я Р Е А Л И З А Ц И Я К О Н Ф О Р М Н О Г О С О О Т В Е Т С Т В И Я 
Р И М А Н О В Ы Х П Р О С Т Р А Н С Т В Н А Д К Л И Ф Ф О Р Д О В О Й А Л Г Е Б Р О Й 

1. В в е д е н и е 

Пусть V2r• — риманово многообразие, в котором задано кова-
риантно постоянное аффинорное поле / , 

/ 2 = а> / ,ш = 0, ± 1 , 
а /—тождественное преобразование. Далее, через •/ будем обозна­
чать матрицу этого аффинора, а через / т - ее транспонированную. 
Обозначим еще с помощью g матрицу фундаментального тен­
зора V2r. Если 

gf-f'g, о> 
то присоединенная матрица g=gf тоже симметрична. В этом слу 
чае V2r называется ^-многообразием. 

В каждой точке V2r в касательном пространстве всяким векто­
ром х определяется еще один x=fx. Таким образом, определена 
голоморфная площадка {х, х}. Через х* обозначим бивектор, соот­
ветствующий этой площадке. 

В [1] доказано, что каждое 5-многообразие можно рассматри­
вать как вещественную реализацию риманова многообразия Vr над 
алгеброй Клиффорда. По терминологии А . П. Нордена Vr и все 
понятия, связанные с Vr, будем называть комплексными. 

Каждому комплексному вектору 9£ в 1/2/.сопоставляется взаимно 
однозначно голоморфная площадка {х, х]. В локальных координа­
тах в соответствующих точках 

= х1 + гх1, х2 = о), 

а д л я фундаментальных тензоров выполнено соотношение 

0(9Е. '90 = £ ( * , x) + xg(x, х). (2) 
В дальнейшем i, j \ k=l, 2 , . . . , г, а а, о, . . .==1, 2 , . . . , 2г. 

Известно [1], что необходимым и достаточным признаком анали­
тичности Vr является условие чистоты частных производных фунда­
ментального тензора V2r. В локальных координатах оно имеет вид 
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В нашей работе изучены некоторые свойства вещественной 
реализации комплексного угла и конформного соответствия двух 
римановых многообразий над алгеброй Клиффорда. 

§ 2. В е щ е с т в е н н а я р е а л и з а ц и я к о м п л е к с н о г о у г л а 

Рассмотрим комплексное метрическое пространство Мг и его 
вещественную реализацию — метрическое пространство М2г, с метри­
ческими тензорами О и g соответственно. Обозначим следующим 
образом скалярное произведение в этих пространствах 

* у = «•(•*. у)> 9 u r - o - ( a , х). 
Выражение 

С (Ф) = % Х 

будем называть косинусом комплексного угла Ф между двумя ком­
плексными векторами 9£ и X, если деление на \Щ и \Х\ имеет 
смысл. 

Без ущерба для общности считаем, что хх = уу=\. Имея 
ввиду (2), находим 

£ 2 ( ф ) (ХХ'УУ + <*) (ХУ2 + <*ху2)--2(йху'ху(хх + уу) 

+ х

 2 > * У ' * У (хх*у7+ °>) ^ + УУ) С*У* + Ц*У 2) 

(**«УУ + 0 ) ) 2 — со (ХК + у у ) 2 

Некоторые авторы (Grassman, Kronecker и др.) вводят понятие об 

„угле" xg между двумя /̂ -мерными плоскостями, пользуясь скаляр 
ным произведением соответствующих //х-векторов х и у. В [4] до­
казано, что косинус этого угла выражается следующим образом 

cos ( x y ) = r = ± r i c o s a / » 
1=1 

где а. — стационарные углы между т-плоскостями. 
Из [3] (с. 106) известно, что cos2 а. = Х/в' Следовательно, при 

т = 2: 

cos(Jcy)= ±УТ^%. (3) 

Здесь X. являются собственными значениями матриц 
W— (АТА)"1*(АГВ)'(ВТВ)~'1(ВТА). 

В последнем равенстве при /я =* 2 матрицы в скобках имеют эле­
менты—скалярные произведения векторов из' \х9 х} и (у, у}: 

ATA-fj АТВ=(хУ * У ) . 
V * * w J \ху (лху) 

5 х - з н 
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Элементы матрицы В В получаются из элементов Ат А заменой 
х—> у. Из ( 1 ) следует, что ху=ху, т. е. множители W являются 
симметричными матрицами и следовательно АТВ= ВТА. Тогда в на­
шем случае 

W={ATA)-l(ATB){BTB)~l{ATB). (4) 
Подсчитывая элементы W, находим, что W имеет строение 

где 
(<лху — хх-ху) (и>ху —- уу-ху) + «> {ху — хх'ху) {ху •— уу-ху) 

чмх—• — — • , 
(со — хх2) (о) — у у2) 

(ху — хх-ху) (vxy — уу-ху) + («>ху — хлг'Лгу) (ху—.уу'ху) 

(со — хх 2) (со — у у2) 

Сравнивая последний результат с выражением С2(Ф), получаем, что 
С2 (Ф) = та^ + хад2-

Рассмотрим случаи. 
а) 0 ) ^ 0 . Воспользуемся либо тригонометрическим представле­

нием комплексного числа в случае ш = — 1 , либо гиперболическим 
представлением двойного числа при а>=. 1. В обоих случаях 

С ( Ф ) - / Х ^ - ч , 
где v] — комплексное или двойное число единичного модуля. Учиты* 
бая (3), находим, что 

С(Ф) == C O S ( x y ) V). 

Таким образом, модуль косинуса угла между двумя комплексными 
векторами пространства Мг равен косинусу угла между соответ­
ствующими голоморфными площадками пространства М2г. 

б) (!>>=0. Вещественная часть С 2(Ф) совпадает с wl9 единствен­
ным собственным значением W. Следовательно, С (Ф) имеет веще-

ственную часть cos {х у). 

§ 3. Вещественная реализация конформного соответствия 
комплексных многообразий 

Предположим, что комплексные многообразия Vr и Vr нахо* 
дятся в конформном соответствии, т. е. для фундаментальных тен* 
зоров О и О выполнено равенство 

0 ( 9 Е , * ) = Л 0 ( « , (5) 

Здесь A^=G + XZ есть аналитическая функция, т. е. на веществен­
ные функции о и * наложено ограничение 

dr+t о = ан?/с, <?г+/ «с = хр. (6) 
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Имея в виду главный результат в [2], указывающий веществен­
ную реализацию произведения двух комплексных тензоров, из (5) 
для фундаментальных тензоров пространств V2r и V2ri вещественных 
реализаций Vr и Vr, имеем 

g = °g+*g. (7) 
Условие_(7) не только необходимо, но и достаточно для того, 

чтобы Vr и Vr были в конформном соответствии. 
Действительно, если Vr и ^—комплексное многообразие 

и его вещественная реализация, то при помощи фундаментального 
тензора g многообразия V2r построим тензор g как в (7), где о и t 
удовлетворяют (6). Обозначим _через V2r риманово многообразие 
с фундаментальным тензором g . Согласно [1], V2r можно рассматри­
вать как вещественную реализацию некоторого комплексного Vr 

Из формулы для вещественной реализации комплексных тензоров 
[2] следует, что фундаментальные тензоры Vr и Vr связаны как в (6), 
т. е. имеем конформное соответствие. 

Инвариантом конформного соответствия является угол. Из 
результатов § 2 следует, что если комплексные углы сохраняются, 
то в вещественном случае сохраняется произведение косинусов 
стационарных углов. Более того, имеет место 

Теорема. Соответствие между двумя В-многообразиями, 
заданное формулой (7), сохраняет стационарные углы между 
гоморфными площадками. 

Доказательство . Обозначим 

Р = а сот: 
а 

предполагая, что ог — о>х* =fc О, т. е. Р"1 существует, и находим 

ху = аху + хху 

— скалярное произведение относительно _̂_а также W— матрицу ( 4 ) 
для V2r В этих обозначениях множители W выражаются через мно­
жители W следующим образом: 

АТА = (А7А)Р, ВТВ=(ВГВ)Р, А7В=(АТВ)Р. 

Тогда W=P-1WP1 откуда следует, что W и W имеют одинаковые 
собственные значения. 
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