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ОБОБЩЕННЫЕ КОНТУРНЫЕ МОДЕЛИ 

В. А. Малышев, Р. А. Минлос, Е. Н. Петрова, 
Ю. А. Терлецкий 

Настоящая статья посвящена обзору и систематическому 
изложению техники получения кластерных разложений для 
решетчатых гиббсовских полей в низкотемпературной области 
в случае конечного или счетного числа основных состояний. 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 
Пусть Zv — v-мерная целочисленная решетка, v>2 и 

A{subset}Zv — куб с центром в начале координат. Пусть S (для 
определенности) — замкнутое подмножество евклидова прост­
ранства RN (далее чаще всего /V=l). Конфигурацией на Т 
(или на Л) будем называть произвольную функцию на Zv (на 
Л) со значениями,в S. Иногда значение конфигурации st в 
teZ4 называют спином в точке t и говорят, что СПИН принимает 
значение в 5. 

Мы будем считать, что на S задана неотрицательная 
мера {mu}0 (не обязательно вероятностная). В случае, если 5 
конечно или счетно, всегда считается, что |Л° приписывает 
каждой точке sQS меру единица. Если 5 отрезок или вся ось 
R1, fx° есть мера Лебега. В остальных случаях это будет 
оговариваться особо. Через \х°А будем обозначать меру на мно­
жестве конфигураций SA, являющуюся произведением |А| 
экземпляров мер [i". 

В настоящей работе изучается следующий класс гиббсов­
ских вероятностных мер ил на 5 А , задаваемых плотностью 

^ - - В ^ е х р ( - р С / л . . ) (Ы) 

для больших |3>0, где UA,S — функция на SA, имеющая вид: 

\t-v\~i 
причем либо t либо f принадлежит Л. 

При этом считается, что st^s при ШеА, где д„А — пригра­
ничный слой Л, т. е. множество точек, не входящих в Л и от­
стоящих от Л на расстоянии 1. 
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Функция Ф всегда считается симметрической, другие огра­
ничения на нее будут наложены ниже. Нормирующий множи­
тель (статистическая сумма) 

EA., = jexp(-PUA,*)-*l-A- ( L 3 ) 
ЯЛ 

Таким.образом, мы ограничиваемся двухчастичным взаи­
модействием ближайших соседей. Причина этого двоякая. Во-
первых, в ряде случаев перенос на случай более общих финит­
ных взаимодействий является простым упражнением. В то же 
время той завершенности (т. е. аналога «условия Пайерлса»), 
которую теория имеет в случае конечного S, здесь еще нет. 
Однако вводимые ниже общие контурные модели покрывают, 
по-видимому, и случай финитного потенциала в (1.1). Рас­
смотрим слабые пределы \ха мер fu>» при AfZ;v, т. е. пределы в 
смысле сходимости конечномерных •распределений. Мы сможем 
в ряде случаев' описать все f,is, указать в деталях их свойства 
типа убывания корреляций и т. д. 

Перейдем теперь к краткому историческому обзору. 
Основная идея применяемой здесь контурной техники восхо­

дит к работе Пайерлса [37], где было намечено доказатель­
ство существования фазового перехода в модели Изинга при 
низких температурах (больших (3) с помощью оценки рас­
пределения вероятностей длины границы конфигурации спинов 
.(т. е.' линии, разделяющей положительные п отрицательные 
спины). Окончательное доказательство существования фазо-
.вого перехода в модели Изинга на основе этой идеи было да­
но в'''работе. Гриффитса [29]. Р. Л. Добрушин также опубли­
ковал доказательство существования фазового перехода в мо­
дели Изинга [3], использующее по существу оценку Пайерлса. 
Однако построения Добрушина, проводимые им для малого 
канонического ансамбля, а не для большого, как это делалось 
в работах Гриффитса и Пайерлса, были лишены достаточной 
наглядности. 

В дальнейшем появились работы Березина—Синая, Добру­
шина и многие другие, где устанавливалось существование 
фазового перехода в случае конечного 5 в более общих слу­
чаях в условиях «симметрии». Все эти работы были покры­
ты работой Герцика [1], где условие «симметрии» было сфор­
мулировано в наиболее общем виде. 

Одновременно с доказательствами существования фазового 
перехода Минлос и Синай развили [10, 11] «контурный метод» 
исследования более тонких свойств получаемых случайных 
полей. 

Следующий прорыв был достигнут в работе Пирогова—Си­
ная [13], где была разработана технология исследования фа­
зовой диаграммы в случае отсутствия симметрии. 

Выше речь везде шла о случае конечного S. При выпол-
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нении так называемого условия Пайерлса эта теория во мно­
гом завершена, что отражено в монографии Синая [14]. По­
этому мы больше Не будем говорить об этом случае. 

В течение определенного времени казалось, что если спин 
принимает бесконечное множество значений, то техника иссле­
дования должна быть существенно сложнее! Это мнение бази­
ровалось отчасти на работе Бортца и Гриффитса, которые 
делали попытку перенести технику Пайерлса на случай не­
прерывного спина [19] на примере ферромагнитной модели 
Гейзенберга, однако получили весьма частный результат: су­
ществование фазового перехода при ]а|<0,0298 в размерно­
сти 2 и |а]<0,0198 в размерности 3 (а — показатель анизо­
тропии). B общем случае а < 1 , доказательство существова­
ния фазового перехода было получено B. А- Малышевым [36], 
Там же была сформулирована общая теорема, из которой 
следует, в частности, существование фазового перехода в слу­
чае нескольких гладких невырожденных минимумов в усло­
виях симметрии, как это было показано в дипломной работе 
Е. Н. Петровой. В [35] с помощью этого метода была рас­
смотрена антиферромагнитная модель Гейзенберга, в [34] рас­
сматривается случаи непарного потенциала. 

В дальнейшем к исследованию существования фазового 
перехода для этого же класса моделей применялся метод «по­
ложительности относительно отражения» и различные корре­
ляционные неравенства [24, 25, 26]. \ 

Первой работой, в которой были получены низкотемпера­
турные кластерные разложения в случае непрерывного мно­
жества значений, была работа Глимма, Джаффе, Спенсера 
[2]. В ней рассматривалась модель ср2

4 квантовой теории поля. 
В работе Бриджеса эта техника была применена к одному 
случаю со счетным множеством основных состояний, Разложе­
ние Глимма, Джаффе, Спенсера развивалось также Гидасом 
[28], для несимметричного случая Имбри [31, 32, 33], Саммер-
сом [39, 40] и для модели 10кавы в размерности 2 Гавендз-
ским и Балабаном [17]. 

В настоящей работе излагается общая технология исследо­
вания решетчатых гиббеовских случайных полей в низкотем­
пературной области в случае конечного (или счетного) числа 
трансляциоиио инвариантных основных состояний. Основным 
(и по существу единственным) предположением является до­
статочная острота мишшума в основном состоянии. Случай 
неострого минимума, по-видимому, доступен современным ме­
тодам только в квадратичном случае (т. е. гладкий невырож­
денный минимум). Здесь мы этого случая не рассматриваем, 
однако с помощью введения блоков на решетке он может быть 
исследован вполне аналогично (см. [2 ,21,6]) , 

Данная работа показывает, что случай непрерывного спи­
на фактически лишь немногим сложнее случая дискретного 
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спина и вся ранее разработанная технология переносима на 
этот случай. Он показывает также, что все получающиеся кла­
стерные разложения являются экспоненциально регулярными, 
что дает ввиду общего метода [5] полное кластерное разло­
жение для трансфер-матрицы. Это явилось важнейшим сти­
мулом при написании настоящей работы. 

Работа началась с совместных исследований В. A. Малы­
шева и Ю. А. Терлецкого для случая единственного миниму­
ма, где ими была доказана единственность и получено экспо­
ненциально регулярное кластерное разложение. Это составило 
содержание §§ 6, 7. Заметим, что здесь кластерное разложе­
ние получено не для контурных, а для обычных функционалов. 
B § 6 содержится некоторый новый прием доказательства 
единственности. Затем B. А. Малышев и Е. Н. Петрова ввели 
обобщенные контурные модели типа Минлоса—Синая и с их 
помощью изучили симметричный случай (§ 4). Несимметрич­
ный случай рассмотрен Р. А. Минлосом и Е. И. Петровой (§ 5). 

§ 2. МАРКИРОВАННЫЕ КОНТУРЫ 

Множество А сТ назовем d-связным, если для любых/ двух 
точек t, t'^A, существует конечная последовательность точек 
t = tu t2 tn = t' такая, что |*,•+.—tt\<d для i = 1, . . . , n—l. 
Пусть задан .некоторый класс Ж 1-связных конечных множеств, 
инвариантный относительно сдвигов вдоль решетки: А-\-1&Ж 
для всех Г и всех АвЖ. Множества из Ж будут называться 
геометрическими контурами или просто контурамн. Пусть каж­
дому контуру уВЖ сопоставлено некоторое конечное множество 
вт , называемое множеством марок контура у. При этом если 71 
•и у2 отличаются только 'сдвигом, то их множества марок совпа­
дают. Более точно: существует каноническая система взаимно 
однозначных отображений tyvt • вт->-в~+; такая, что 

" •̂+<., <,•*¥. <. = Фу...+'.» %!1 = Ь+'.-<-
Предположим также, что 

|@Y |<CM, (2.1) 
где константа С > 0 не зависит от у. 

Пару Г= (у, б), убХ, 666-, будем называть маркированным 
контуром. Совокупность маркированных контуров обозначим че­
рез ЗЯ. Любой конечный или счетный набор а = {Г1, . . . , Гт} 
маркированных контуров r i=(yi , 8i) мы назовем конфигураци­
ей контуров, если для любых 1ф\ 

(^YiUY«)nv y=0, (2.2) 
где деу есть множество точек Zv — у, находящихся на расстоя­
нии 1 от у. Совокупность конфигураций маркированных кон­
туров обозначим 91, а совокупность конечных конфигураций %. 

Пусть Ас—Zv, Йл множество конфигураций таких, что для 
любого маркированного контура Г = (у, 0) этой конфигурации 
б 



<?-yUY-A. (2.3) 
В этом определении удобно далее везде предполагать Л од-

.носвязиьш, т. е. таким, что его дополнение 1-связно. 
Пусть на ~Ч определена вещественная функция Ф(Г), Г6Ш1, 

такая, ЧТО: 
1) Ф (Г) инвариантна относительно сдвигов контура, 
2) существуют две положительные константы k и т такие, 

что для любого Г---(у, 0) 
T|y|<<D(r)<k|Y|. (2.4) 

Далее везде предполагается, что А>т>т 0 , где т0 доста­
точно большая константа. 

Введем распределение вероятностей рА на 5tA для конеч­
ных Л, положив для любой конфигурации абЭДл 

рл(а) = 3-1Пехр( — Ф(Г)), (2.5) 

•где 
Е = Е (Л | Ф) = 2 П ехр (— Ф (Г)) (2.6) 

а62Гл. Гба 

азовем статистической суммой ансамбля маркированных кэн -
уров в Л.. При этом в случае пустой конфигурации полагае м 

П е х р ( - Ф ( Г ) ) = 1 . 

Для любого $Q% положим 

Эта функция на 9С- называется корреляционной функцией ан­
самбля контуров. Для каждого контура убЖ обозначим (ги . .. 
..., гр). набор 1-связных компонент Zv—у. Одна и только одна 
из этих компонент бесконечна; ее мы назовем внешней компо­
нентой и обозначим Ext 7. Остальные компоненты назовем внут­
ренними и их объединение обозначим Inty. Заметим, ЧТО любая 
внутренняя компонента у (а также Inty) является односвязным 
множеством. 

Пусть заданы два контура уи уг^УС такие, что 
deYaUY2--nt"Vi-

В этом случае будем говорить, что контур yi охватывает y2. 
Для заданной конфигурации маркированных контуров аШ кон­
тур Г-(у,в) Go назовем внешним, если для всякого другого 
маркированного контура Г - (y',0')Ga контур у' не охватывает 
контур y. 

Совокупность всех внешних контуров конфигурации аб5С 
.обозначим aext. Конфигурацию aQ% маркированных контуров, 
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состоящую из внешних контуров, т . е . такую, что aext = a, 
назовем конфигурацией внешних маркированных контуров. 
Совокупность таких конфигураций обозначим -itext; аналогичным 

• образом определяются множества %xt, -Мд*. Распределение (2.5) 
на Жл порождает распределение ^ на множестве 3ilxt, т. е. 

pf(a) = 2 -°А(«)- a6^xt- (2.8) 

Это распределение назовем ансамблем внешних контуров в Л 
Обозначим, для любого Г=-(У> 0)6®J 

г(Г/Ф) = ехр(-Ф(Г))3(Му/Ф). (2.9) 
Из введенных определений следует, что для аб-^л' 

П 2(г/Ф) 

При этом 

Е(Л/Ф)=-= 2 П £(Г/Ф). '(2.11)' 

Аналогично (2.7) определим корреляционную функцию ансамбля 
внешних контуров 

«л(Р)= 2 pext(a)> W . (2.12) 

Т е о р е м а Г На 31 и 5text существуют и притом единст­
венные распределения вероятностей р и pext, соответственно, 
определенные на цилиндрических сг-алгебрах множеств в 31 
и %exi, соответственно, и такие, что для любых Рб-W- и pg-Mo"-' 

^({a65t:pcra})sp(p)=lim рл(р), (2.13) 

ры({ав%^фса}) = лф)~= lim ял(р), 

где Шп при A/Zv означает предел по любой возрастающей 
последовательности конечных подмножеств Л, дающих в 
объединении всю Zv. 

Цилиндрической a-алгеброй в % называется наименьшая 
ст-алгебра, содержащая множества вида {а£%:$са}. Аналогично' 
определяется цилиндрическая ст-алгебра в 3lext. При этом для. 
любого Acz5text 

р ({a63t:aext6A}) =• ры (А). (2.14> 



. (2.15) 

Дадим краткий набросок доказательства. В более частной: 
ситуации эта теорема была доказана в [10, 11], см. также [5]. 

Корреляционная функция ансамбля контуров 91Л удовлетво­
ряет следующему уравнению: 

рЛ(а) = еХр( — Ф(Г1))ГрЛ(а')+ {sum} p A ( P ) ( - 1>IP--'l' 

Р€2Гл. 
Здесь использованы следующие обозначения: Г1-=Г1(а) = 
— (Ун 9i)6-- некоторый заранее выбранный контур конфигура­
ции ag3t, a—-a-- {Г1}. Суммирование в (2.15) происходит по 
всем конфигурациям рбЭДл, содержащим в качестве своей части 
конфигурацию а' и таким, что для любого контура Г = (у, 0)6 
бР — a' его геометрический контур v пересекается с множест­
вом Yi U деУх. Вывод уравнения (2.15) очень прост. Пусть 
D (а)сг9(л — совокупность конфигураций, содержащих конфигу­
рацию a, a DT, (а) — совокупность конфигураций, получающих­
ся из какой-нибудь конфигурации из D (а) «стиранием» конту­
ра Г-. Очевидно, что 

рА (а) = ехр ( —Ф (Гх)>-А (D r . И . (2.16) 
С другой стороны, используя формулу " включения-исключения; 
(см. [11]), мы получим, что 

МЯГ 1 («))-Р д ( - )+ 2 Рл(Р)(-1)Ш"а'1' (2Л7>' 
где суммирование производится по тому же множеству конфи­
гураций р, что и в (2.15). Из (2.16) и (2.17) вытекает (2.15). 

Напишем — пока формально — аналогично (2.15) уравне­
ние для предельной корреляционной функции р(а), авЩ 

р(а) = еХр( — Ф(Г1))Гр(а') + 2 р ( Р ) ( - 1 ) 1 0 " а ' 1 1 - (2{cdot}18> 
L p J 

Здесь суммирование происходит по всем конечным конфигура­
циям маркированных контуров |36310, таким, что каждый геомет­
рический контур конфигурации «задевает» контур yi. Рассмот­
рим далее банахово пространство 3@ функций ср, определенных 
на множестве непустых конечных конфигураций контуров и 
удовлетворяющих, оценке 

| ф ( а ) | < С П (/С(,е-т)М,' (2.19> 
r-(Y,9)ga 

где КоУ 1-некоторая абсолютная константа, а С > 0 —неко­
торая константа, не зависящая от а, но зависящая от ф. 
Норма | | ф | | - i n f C , где нижняя грань берется по всем С, для: 
которых верно неравенство (2.19). 

Введем в Ж оператор А: 



(ЛФ)И = ехр(-Ф(Г1))(фЮ+ 2 Ф(РХ- 1)1Р~а'')-

| а |>1 , (2.20) 

(Лф)(Г) = ехр(—Ф(Г))(2фф)(-1)'Р1)- « — {Г}-

Тогда уравнение (2.18) примет вид: 
p(a) = g(a) + Ap, 

•где 
£ / /ехр(-Ф(Г)), а = {Г}, 
s•,--/ —10, в противном случае. 

Уравнение (2.15) при этом можно записать в виде 

• р л ( а ) - Ы а ) ( Б ( а ) + ЛрА), (--•---) 
тде 

. . и , аеэсА. 
Хл(с-)=(0) аШк-

Лемма 1. При выполнении условий (2.1) и (2.4) оба 
уравнения (2.15) и (2.18) имеют единственное решение в про­
странстве 2@, причем корреляционная функция рлб-5^ при 
любом конечном AczZv и, следовательно, совпадает с един­
ственным решением уравнения (2.15). 

Кроме того, для любого а£% 

| рА (ее) - р (а) | < С0.П'(#ое-T)lvl exp ( - -б (а, деА)), (2.22) 

где 
б (а, деА) = min d (у, деА), 

rga 
4 (A, 5)— расстояние между множествами Ac=zZv и ВаТ*, 
Со>0, g>0. 

Доказательство этой леммы основано на исследовании 
свойств оператора А. Это делается в полной аналогии с работой 
[10]. Из леммы вытекает существование предельной'корреля­
ционной функции и ее положительность. 

Обозначим для каждой конфигурации «бЗГ и конечного 
множества Acr.Zv через об.|Ае91Л совокупность контуров 
Г==(у, е)6« таких, что YU-Vt-A. Обычным образом (см., на­
пример, [10]) проверяем, что для любых конечных A0crAc:Zv 

р(Ао)(а)-= Р л{ а еадл : .к |Л о =-,}= 2 р л ( Р ) ( —1,)IB~S|, (2.23) 
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тде'аб^л.,, |р—-а| —число контуров в конфигурации р---а. 
•Из леммы 1 вытекает, ЧТО существует предел 

ИтрЛ
Л»)(а) = р(Ло)(а) -2рФ)(- 1 ) ' В _ " 1 ' (2 '24) 

eeatAo 
причем для каждого конечного A0{subset}Zv p'A-) (а) образуют рас­
пределение вероятностей на ^л„- Эти распределения согласо­
ваны: для любых двух Л0'{subset}А/ 

2 p<A"")(a") = p<A°' )K)- (2-25) 
а".^|д0/-="й' 

Из условия согласованности (2.25) вытекает (см. [11]) суще­
ствование единственного распределения на %, причем такого, 
•что для любых Л- и аб-Идо 

p{aQ%: a|A„ — a}-=p(Ao>(a)-
При этом функция р(ее), получаемая из решения уравне­
ния (2-18), является корреляционной функцией распределения 
p. Равенства (2.13) вытекают из леммы 1. Таким образом, все 
утверждения теоремы 1, касающиеся ансамбля маркирован­
ных контуров, доказаны. 

Изучение ансамбля внешних контуров основано на уравне-
шии для корреляционной функции пЛ ансамбля -ЭДд1 

.тсЛ(а) — ехр(--Ф(Г1))[лл(а,) + 2 "л (Р)(- \f~a'1-

-2>({Г})1- (2.26) 
Первая сумма в этом уравнении имеет тот же смысл, что 

и в (2.15), а суммирование 2J происходит по всем контурам 
г 

Г = (Y, G) таким, что,контур у охватывает контур уг. С по­
мощью уравнения (2.26) устанавливаем существование пре­
дельного ансамбля внешних контуров и формулу (2.14), свя­
зывающую этот ансамбль с ансамблем всех контуров. 
Теорема 1 доказана. 

Из приведенной теоремы легко вывести, что для р-почти 
:всех конфигураций аЩ каждый контур Гба является либо 
.внешним, либо охватывается каким-нибудь внешним контуром 
:этой конфигурации. 

Теорема 2. Для любого односвязного конечного A{subset}Zv 

•величина 1пЕ(А|Ф) допускает представление 
1пЗ(Л|Ф) = х (ф) |Л| + Д(Л|Ф), (2.27) 

И 



где %{Ф) — некоторый функционал, зависящий от веса Ф, причем:: 
|Я(Ф)|«?!«--, (2.28) 

где с. зависит только от Я1 и С и не зависит от Ф и от Л-
Более того, 

(Д(А/Ф)[<с2е-Т|--5;А|, - (2.29) 
где (ЭД —множество точек Л, находящихся на расстоянии 1 
от Zv—Л, причем с2 также не зависит от Ф и от Л. Слагае­
мое %(Ф)|Л| называется объемным, а А(Л/Ф) граничным членом 
логарифма статистической суммы. 

Доказательство теоремы 2. Рассмотрим семейство весов 
Фt = tФ, 1<г.<оо, и пусть НЛ (/) —статистическая сумма 
ансамбля контуров c весом Ф{. Очевидно, что 

—-|f-^--- 2 Р1({Г})Ф(Г). (2.30) 
r=-(v.e)vCA 

где р^ ({Г}) —значение корреляционной функции в ансамбле ША. 
с весом Ф, на конфигурации, состоящей из одного контура Г-
Далее, 

-2Р1« Г })Ф(Г)=- 2 Р'({Г»Ф(Г) + 

+ 2 РЧ{Г})Ф(Г)+ 2 ' (Р'({Г})-.Р (̂{Г}))Ф(Г).(2.31> 

Первое слагаемое, в силу трансляционной инвариантности 
корреляционной функции, равно | Л | ^ р'(Г)--—---. При этом,, 
как следует из оценок (2.19), 

2 р ' ( { Г } ) - ^ - < С ^ . (2.32> 

Далее, сумма второго и третьего члена в (2.31) не превосхо­
дит, в силу (2.19), (2.22), 

С | двЛ | е--Л (2.33) 
Таким образом, 

со 

1 п З А ( 1 ) = _ $ ^ Л - = Х | Л | + Д(Л/Ф), 

где обозначено 
DO 

H(2p'({r})H-^)dt, (2.34) 
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Д(Л/Ф)-=Ц-2РЧ{Г})Ф(Г)—2(РЧ{Г})-Р1({Г}))Ф(Г)). (2.35) 

•Оценки (2.28) и (2.29) вытекают из (2.32) и (2.33). Воспользо­
вавшись разложением (2.27), получаем: 
1nZ(r/©J==—Ф(Г) + Д(1п17/Ф) + х(Ф)|-П-У|. r - ( y . 9). (2-36) 
Сделаем в заключение простое, но важное замечание. Из (2.9) 
и (2.11) вытекает, что 

_(Г/Ф)--ехр( — Ф(Г)) 2 П.г (Г . .Ф) , Г = (у, 0). (2.37) 

Таким образом, вводя -в'пространстве ЗЛ упорядочение: Г ' = 
-= (у', 8 / ) < Г = (V, в), если существует контур у&Ж, конгруэнт­
ный контуру 7' и охватываемый контуром у, мы можем рас­
сматривать (2.37), как систему рекуррентных соотношений, 
позволяющих восстановить функцию 2(Г/Ф) на множестве Ш 
по ее значениям на наименьших (в смысле введенного упо­
рядочивания) коитурах ГбЗЛ, равным, очевидно,. exp(—Ф(Г)). 
Таким образом, имеет место 

Л е м м а 2. Пусть на пространстве маркированных конту­
ров .ЙЛ определена функция Ф(Г), удовлетворяющая услови­
ям 1) и 2). Пусть, далее, функция г(Г/Ф) на ЗИ удовлетворяет 
рекуррентным соотношениям (2.37). Тогда такая функция 
единственна и ее логарифм представим в виде (2.36). 

§ 3. МАРКИРОВАННЫЕ КОНТУРЫ С РАЗМЕТКОЙ 

Мы введем здесь другой более сложный класс контурных 
моделей, в которых не любые конфигурации возможны. 

Пусть в условиях предыдущего параграфа задано некото­
рое конечное или счетное множество Jf (можно его понимать 
как множество основных состояний). Пусть каждому контуру 

' у&Ж поставлена в соответствие некоторая совокупность -Л-, 
функций n = {n(t), tBZv—-у}, принимающих значения в Л*, 
определенных на дополнении к у, постоянных на каждой 
1-связной компоненте этого дополнения, и принимающих оди­
наковые значения на 1-связных компонентах X). и Ds в том 
случае, если существуют tiG-y, h&Du tzeDs такие, что \t\—12\ = 
— 1 и \ti—/31=1. Любую функцию nG3l, будем называть раз­
меткой у. Мы предполагаем, что совокупность разметок транс-
ляционно инвариантна в очевидном смысле этого слова. Зна­
чение разметки пВ% на внешней компоненте Ext у обозначает­
ся next. Обозначим 

lntH-(Y,'n)=={teIntY:n(i) = n}. 
Очевидно, каждая разметка однозначно определяется своими 
значениями на внешнем приграничном слое деу контура у. 



Пусть для каждого контура у^Ж выделена некоторая сово­
купность Iycz.%yX% нар (е, п) так, что 1У переходит в Iy+t 
при сдвиге у на вектор t. Тройки Г —- (y> Gi «•), где (8,-n)6-V 
мы будем называть маркированными размеченными контура­
ми, а их совокупность обозначим Ш1разм. Совокупность 
контуров r==(Y. 8, n)6-Шразмтагах, ЧТ0 внешняя размет­
ка ftext(Y)—n, n£JV, обозначим Шп. Заметим, что если Jf ко­
нечно, то Ту можно рассматривать как новое пространство 
марок, причем 

| / Y |<(C|^ | ) l Y l . (3.1> 
Различать марки и разметки удобно при рассмотрении кон­
кретных примеров. Конфигурацию а — {Г,= (уи б,-, п.) i— 1,.. . 
. . . , 1} маркированных разменных контуров мы назовем согла­
сованной конфигурацией, если существует такая функция 
na(t), feZ— \)у{ со значениями в jf, определенная на дополне­
нии к объединению всех контуров у{, постоянная на каждой. 
1-связной компоненте.этого дополнения и на тех компонентах 
дополнения, которые находятся на расстоянии 1 от одной и 
той же t&Uyu что для каждого Г.ба сужение' па на внешний 

i 
приграничный слой у* совпадает с сужением на ЭТОТ слой 
разметки п., т. е. 

ia|eeVi —njla.yyj. (3.2)j 
Очевидно, что если такая функция па существует, то она 

единственна. Для всякой, согласованной конфигурации ее функ­
цию па будем называть разметкой а. Положим для всех п£Ж 

/ - ( a ) - { ^ Z v - UYi--fia(t)̂ H}. 
Совокупность согласованных конфигураций маркированных раз 
меченных контуров обозначим Sfpa3M. Аналогично определяется-
31Разм- -Уразм )̂- гДе Л —произвольное конечное односвязное 
множество. 

Пусть задан вес Ф (Г), ГбШгразм на пространстве маркиро­
ванных размеченных контуров, удовлетворяющий условиям 1) 
и 2) предыдущего параграфа, а также задана последователь­
ность вещественных чисел Хп, /гбЖ. 

Для каждого конечного односвязного множества А' опреде­
лим на пространстве -ttpa3M (—) распределение вероятностей,, 
положив 

/ ? Л , Р а з М ( а ) = 3Р_а1зм(Л1Ф, %)Х 

••хПехр(-Ф(Г)).Пехр(Яя|/л(а)-ПД|). (3.3> 

Далее мы ограничиваемся случаем конечного Jf, Jf — 
==-1. 2 Nl- Это распределение назовем ансамблем маркиро-
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ванных размеченных контуров, при этом его статистическая 
сумма равна 

Зразм (Л | Ф, X) = {sum} I I е-чх-Ч П exp (*,„ | /„ (а) П Л |). (3.4> 
ае21раЗМ(л) г е а п 

Совокупность согласованных конфигураций маркированных 
размеченных контуров, состоящих лишь из внешних контуров,-
обозначим ЭДразм. Аналогично вводятся Шр"аш и -Яра.ш(А), где А 
односвязно и конечно. Очевидно, для любой конфигурации 
аб^разм внешние разметки всех контуров а одинаковы; обозна­
чим это общее значение n^xt. Соответственно этому 

эдех- _ i | 9 f e x t ' " 
-"разм— U -"разм > 

где Этраз'м" ~ совокупность согласованных конфигураций 
внешних маркированных размеченных контуров с внешней 
разметкой, равной п. Аналогично вводятся %Ц'мп(А) и З-̂ кзм1'"1. 

Пусть РА!разм (• \т) = рТ''„а" м — условное • распределение 
на множестве %f3un (А), определяемое распределением (3.3)i , 
и условием йк' = т- Очевидно 

k ' p L f » ) - - Т^ШГШГ 1 ^А.размК). (3.5> 
РА, разм (.--'разм ) а'£2(разм(А) •(«')ext---a 

Если ввести величины 
грвзм(Г/Ф, Л) = ехр ( — \ iex t |y U Int Y !• — Ф (Г)) х 

X П 3pa„(lntm(Y)/<D,A), r = (Y, Э, /г), (3.6)^ 

то распределение (3.5) можно записать в виде 
П -гразм(Г7Ф.Л) 

• ^ , p a s « W 2 п 2 р а з м ( Г / ф ) Л ) • V * 

Распределение (3.5), (3.7) называется ансамблем внешних 
размеченных маркированных контуров в Л с.внешней размет­
кой т. 

Рассмотрим теперь для произвольного mG-yf пространство -
,Мт конфигураций (не обязательно 'Согласованных!) маркирован­

ных контуров Г= (у, 0, n) Шот с внешней разметкой 'пйуЛ — т. 
Пространством марок для каждого у&Ж служит здесь мно­
жество Im — {(Q,n)£l1:n

Bxt=m}. Очевидно, что это пространство 
трансляционно-инвариантно и для него выполнена оценка (3.1). 
В дальнейшем контур ТШт будем обозначать Гт . Мы приве-
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дем теперь основную идею метода Пирогов а—Синая в нашей 
•ситуации. 

Пусть задан вес {Ф (Г), Гб-Шразм} и последовательность X — 
= {>.„, nbJ¥). Предположим, что для любого m&JC можно вы-

•брать вес Чт на пространстве 5Wm, удовлетворяющий условиям 
1) и 2) с константой Го—то(с, •/?, Ж) так, что для любого Г т6 

Zpa3„(T>"/<b,k)^Z(r»4xYm), (3.8) 
где правая часть определена формулой (2.9). Из формулы (3.7) 

"видно, что в случае выполнимости (3.8) для каждого m£.Jf 
распределение ре*£зи(а) на пространстве %а1м" (А.) = %шШ(А) 
совпадает с распределением р^\п, порожденным распределе­
нием рА на пространстве 31,„(Л) с весом хУт. Это замечание 
вместе с теоремой l приводят нас к следующей важной тео­
реме. 

Т е о р е м а 3. Пусть вес {Ф(Г), Гб-Яразм} и последователь­
ность {!,., nSJV} таковы, что выполнено (3.8). Тогда для каж­
дого mQJV на пространстве %%'ы согласованных конфигураций 
внешних маркированных размеченных контуров с внешней раз-
меткой т существует распределение вероятностей pv£;™ та-
.кое, ЧТО для любого Рб^рам'т 

^ а з ^ Ч « е ^ з « т : Р с а } = < а з м ( Р ) - Иш <азм.Л(Р)> 
A / Z V 

где я[Га3м(Р).Рбй1!ам'т—корреляционная функция ансамбля (3.7). 
Каждое распределение p*f^n трансляционно инвариантно. 

Таким образом, теорема 3 показывает, что в случае, когда' 
предположение (3.8) выполнено, Jf условных распределений, 
порожденных ансамблем согласованных конфигураций разме­
ченных контуров в Л на пространстве конфигураций с любой 
фиксированной внешней разметкой, имеют пределы при AfZv. 

Перейдем теперь к исследованию соотношения (3.8). Вос­
пользовавшись (3.4), представим (3.6) в виде 

£Ра-м(Г'г/ФД) — ехр{-Ф(Г) — Х,,|у|}Х 

X П exp{(a,m-b„)|Int„Y|}>< 

X . 2 П ZpaaMt-T"»/©, К). (3.9) 

Эти соотношения также можно рассматривать как рекур­
рентные соотношения, аналогичные соотношениям (2.37). Пред­
положим теперь, что выполнено. (3.8). Тогда для каждого mQ,jV 
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2 П -~-разм(Г"и/Ф,?.)-

— 2 — Z(r/m/T'») = S(IntY/xF'"). 
ag2[ext.<"*<InfY)~'6°-

Отсюда, из (3.9) и (2.27) получаем, что 

2разм(Г"|Ф, М = е х Р { - Ф ( Г ) - ^ | У | + 2 ( ^ - ^ ) | 1 п 1 т ( у ) Ц -
т. 

+ 2 X (_ю) I Intm y | + 2 A (Intm Y | Т*)\. (3.10) 
• т т. I 

С другой стороны, из предположения (3.8) и равенства 
(2.36) находим, что 

-гр.з-«(Г" | Ф, М= 
= ехр | — ¥« (Г») + х С?п) • | b t Y | + {sum} -А (Ыт Y | Т») 1. (3.11) 

Из (3.10) и (3.11) получаем равенство 
_Т«(Г") -== - Ф (Г")-\п| у | + ' 

+ [ 2 (^-^+xCirm)-xCir"))-|btm(Y)|l + 

+ 2 (д(ы<пу I^"0-д(ы,л |ч"1))- ' 
Очевидно, что эти равенства будут удовлетворены, если мы 
положим, что 

-я (г»)-Ф (г«)+я,я | Y | + 2 [-MInt«.- v | тга)+д (intmY | гГя)];(з. 12) 

к+хт^к+хт- (3.13) 
Написанные уравнения называются уравнениями Пирогова—-
Синая [13,. 14]. Они имеют следующую структуру. Первая-.груп­
па— уравнения (3.12) и при любом весе Ф — последователь­
ности % однозначно определяют N весов хРт=.?Ит(Ф,к). Соот­
ношения же (3.13), которые можно переписать в виде 

• V + X ^ M Я) =Я т (Ф , %) ---const, 
представляют собой (N— 1) условий относительно Ф и X, при 
выполнении которых справедливо наше основное предположе­
ние (3.8). Сформулируем теперь основную теорему относитель­
но решений уравнений (3.12), (3.13), с помощью которых мы 
будем исследовать рассмотренную в § 5 модель. Пусть на про­
странстве 50?разм задано семейство весов Ф(Г, р, {mu}1,..., ji^-i). 
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зависящих от параметра р, принимающего достаточно большие 
значения рб(р0> °°) и о т (N—1) параметров ци . . . , n^-i, меня­
ющихся в некоторой окрестности нуля (7jcR". 

Мы предположим, что 
1) Вес Ф(Г> Р. 1.Ч> • • • - M--V-1) зависит от параметров р, щ, . . . 

...,Hjv_i достаточно гладко. Точнее, пусть. Е — банахово про­
странство функций на -Мразм таких, что 

гЛр ^ - " • • ' • . * < « • <ЗЛ4> 
- бЗЯразм ' * ' 

где Г = (У, 9. »)•• 
В силу нашего предположения, Ф(Г, р, ц.,..., [x.v_i) при­

надлежит Е при любых р и |xeU6- Мы предполагаем также, 
что существуют все производные (в смысле нормы (3.14)) 
д*Ф1д*ф..'д*"№-1 при А1>0,. . . , kff>0, k=kl+...^rkN<ly 
где /—некоторое фиксированное число. 

2) Обозначим через ZT>AcrE, £>т>т 0 , область 
L-r.A-{OGE: т J y f <Ф (Г) < А | Y (}, (3.15) 

r=(Y, е, л)е%,зы. 
Мы предположим, что для каждого р существуют такие 
т = т(Р) и k = .%(P), что 

Фф, ць..., ц.у_1) = Ф(р, |i)GLT(p).*<P) (3.16) 
при всех (хб.-/б. При всех т(р)->оо при р~>оо. 

3) Последовательность 
ЧР. Р Ы М Р . И-).-.-, МР> !-"•)) 6R" ' 

гладко зависит-от р, {х. При любом рб[р0, оо) последователь­
ность 

ЧР, 0) = (1(р, 0), . . . , Щ, 0)) 
постоянна, причем 

' ЧР,-0)>ст(р), (3.17) 
где с<1— некоторая константа. 

4) Для каждого ре(р0, оо) существует такая б(р), что 
отображение . . 

Q-(^(<7i (И-)- • • •. 4N-I {v)), №Um, 
где 

?iO-)-^Mi-)—Ми), - = l> - . . , JV- i , 
переводит взаимно однозначно окрестность Us в некоторую 
Ж г Г п ™ / У Л Я W'^*"-1' содержащую шар радиуса се по. При этом норма матрицы 
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Ill "' 
не превосходит 

Кае-*®. (3.18) 
Т е о р е м а 4. Пусть семейство весов {Ф(|3,|л)}и последо­

вательностей {Х(Р,[х)}, Рб[{-о> °°)> M6U6, удовлетворяют пере­
численным выше условиям. Тогда для каждого Рб[Ро> °°) 
найдутся такие значения параметров (x==|i(|3) из U6, что для 
веса Ф(-.==Ф(р, ц(р)) и последовательности Яр = Щ5, ц(Р)) выпол­
нено предположение (3.8), т. е. уравнения (3.12), (3.13) имеют 
решения4fn, п= 1, .. -,N, удовлетворяющие основной оценке §2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пространство Е можно представить 
себе как пространство последовательностей tF = (vF1, . . . , XVN) 
функций, определенных, соответственно, на множествах ЗЛ" 
размеченных контуров с внешней разметкой п, /г= 1, . . . , N. 
Определим оператор A B E : 

(Л¥)(Г")=- 2 (A(-ntmy/xI;")-A(Intny/^m)), Г«бЖ". 

Обозначим через Ф последовательность 
ф»(Г-) = Ф(Г") + Х„|у|, Г-—(Y, 6. /г)тп. 

Таким образом, система уравнений (3.12) может быть пред­
ставлена в виде 

ЧГ = Ф + АТ. (3.19) 
Аналогичные уравнения изучались в работе [13]. Повторяя 
рассуждения из этой работы (см. также книгу [14]), мы по­
лучим, что при любом Ф6---Т,/. и -'-• удовлетворяющей оценке 
(3.17), существует решение ¥==(г1п, . . . , xfN) этого уравнения 
такое, что 

| |¥ -Ф| |<Се-"(Р) , • (3.20) 
где 0 < С —некоторая константа. Это решение, как нетрудно 
показать, является гладкой функцией параметров ]ib ..., ji.v--1, 
причем 

(3.21) <с 
дц* 

где С —абсолютная константа. Далее, обозначим через 
g i (|.1Ь . . . , IXJV-O = х ($" (Р, (х)) - % СГ»г ф, Ех)). 

Из (2.28) можно вывести, что норма матрицы 
dgm 
d\Xk 
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не превосходит 
Се-Щ). (3.22) 

Соотношения (3.13) могут быть записаны в виде системы 
уравнений . 

qm{v)-g,n№-°> m=\,...,N-l. (3.23) 
Поскольку g={gi (V), •. • > gff-i (M-)}eQU6(0). уравнения эквива­
лентны уравнению 

v.=Q-4i№)- (3-24) 
В силу (3.18), (3.22), отображение 

переводит окрестность 'Ua(p) в себя и является сжимающим. 
Отсюда вытекает, что существует, при этом единственное 
решение [л-=]х(р) уравнений (3.24). Теорема 4 доказана. 

§ 4. СИСТЕМЫ С ГРУППОЙ СИММЕТРИИ 

ЕСЛИ система симметрична в определенном ниже смысле, то, 
как и в классической модели Изинга, все. очень упрощается, и 
мы не будем пользоваться результатами § 3. 

Пусть на Jf действует группа симметрии G, причем для лю­
бых пь n2ejf существует единственный элемент g—g(tiu n2), 
переводящий щ в п2. Множество Jf% в данном случае будет 
состоять из всех функций n(t), принимающих значения в ff, 
определенных на дополнении к у й постоянных на каждой 
T-связной компоненте этого дополнения, причем n(t{) = n{t2) 
ДЛЯ,любых i b t2 таких, что |*1—t| = l, \U—tl = 1 Для некоторой 
t.-v. Две такие функции.ni(*) и n2(t) при.заданном у, будем на­
зывать симметричными (относительно G), если существует gBG 
такой, что gni(t)==ti2(t). 

Мы будем рассматривать, таким образом, контурные модели 
§' 3, где множеством разметок будет служить множество Шч 
классов эквивалентности функций h (t) (относительно введен­
ной выше симметрии). Поэтому любая конфигурация а различ­
ных "контуров будет согласованной. В качестве множества 
марок ©Y будем рассматривать совокупность всевозможных 
наборов х пар точек (t, t'), \t — t1 \= \ таких, что 
и = U {{t}\J{t'})aу. Остальная часть этого параграфа будет 

посвящена введению контуров для различных примеров и до­
казательству того, что эти примеры укладываются в введенную 
выше контурную модель. 

1. 5—область в Rn или гладкое многообразие, 0(su s2) — 
гладкая функция, имеющая точно два абсолютных минимума 
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на диагонали, т. е. в точках. (s0, s0), ("•/> s0 '). G — Z2, ee нетриви­
альный элемент g является диффеоморфизмом S, переводящим 
одну точку минимума в другую. Граничные условия фиксиро­
ваны и постоянны: Sf=s0, ttfA либо S;=So', ША. Основное тре­
бование состоит в следующем: если в окрестности s0 ввести ко­
ординаты X — (xb . . . ,хп) с центром в этой точке, то в окрест­
ности точки (So, s0) Ф{Х, У) допускает представление: 

© (X , r ) = /(X) + / ( r ) + aj)(X,y) + const, (4.1) 
причем / (0 ) = 0, / ( Х ) > 0 при ХфО и 

i-J>(A-,IOI<T||/(X) + / ( n | . (4-2) 
где далее -т- считается достаточно малым. 

Такое же представление имеет место в окрестности (Si/, $a') • 
Для определенности будем считать, что f в окрестности миниму­
ма в координатах (xi , . . ., хп) является, с точностью до членов 
более высокого порядка, однородным многочленом степени k, 
Будем считать также, что константа в (4.1) равна нулю. 

Предположим, кроме того, что 

/ ( X ) > 2 C y l * y l * <4-3> 
в окрестности минимума, причем с^>0 для у — 1,...,«.. Фикси­
руем некоторую окрестность О точки s0 и определим 

- , . Ч (\p(si,s2), (sus2)e(OxO)[J(gOXgO), 
lb(Si, S2)--=i А 
r v [0, в остальных случаях. 

Можно считать г|з<0, так как в противном случае можно рас­
смотреть а|> (X, Y) = —x\f [X) — г]/ (Y) + •]) (X, У). Определим для 
любой неупорядоченной пары (/, Р) ближайших соседей 

k^.-=exp{ — N'(s<> st<)}— Г 
Тогда 

ехр/ — р 2 ^ М \ - = 2 # * (4-4) 
\ t,t'£K / % 

где для неупорядоченного набора я пар ближайших соседей 
мы определили 

kx= 11 А/г. 

Сумма в (4.4) берется по всем таким наборам, включая пустой, 
k0=\. 
Точку tGA назовем регулярной точкой (относительно фиксиро-
ваниой конфигурации lst, t&A}), если для всех •/', \t— f\ = 1, 
имеет место 

(st,sr)e(OxO)[}(gOxgO). 
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Остальные точки назовем нерегулярными. Пусть s = (st) есть 
конфигурация на Л такая, что kK(s)-7--0. Пару (s, %) будем 
называть расширенной конфигурацией. Пусть В —множество 
нерегулярных точек конфигурации s. Определим класс ЗС 
контуров как класс множеств, каждое из которых является 
1-связной компонентой множества Bs{\% для какой-либо рас­
ширенной конфигурации (s, и). Здесь х = {t-Mt',(t, ?)&*}. Мно­
жество Jf будем считать состоящим из двух точек, Ж=-{0, 1}, 
соответствующих двум минимумам потенциала. 

Обозначим 
ж/Ч ,ч Г / Ы + / Ы . (s1,s2)e(oxo)u(g0.xg-o), 4 „ 
м»^!, 42; — \<b(su s2), в остальных случаях. *• ' 

Тогда для всех (sv s2) 
0(sus2)=^(sus2)^^(svs2). (4.6) 

Воспользовавшись (4.4) и (4.6), получим, что статистическая 
сумма 

Зрази,* (•"-)-= J e X P{~ Р^Л,*№д=-
|A-U7| , 

=• 2 • Шехр(Ф(Г))Уя Г е а , Г = (7,в,л), Н4-7) 

где суммирование ведется по всевозможным конфигурациям 
маркированных размеченных контуров в А, и введены сле­
дующие обозначения: 

Я = X (Р) = f ехр {- P2v/ (s)} of и0. '• (4-8) 
Ь 

ехр(-Ф(Г)) = |ехр(—рТ 2 Ф ( 5 ^ г ) + 

• | < - H - l 

U^li» . (4.9) 
-e-v , . 

Здесь с, есть мощность множества {t'\ \ t — V | - 1 и t'tly}, 
а интеграл берется по множеству конфигураций s на у таких, 
что kK(s)=jt=0, всякая t g y - « является нерегулярной точкой, 
а для г?6<:?гу st принадлежит gO либо О в зависимости от 
значения «(i') для \t' — t\ = h i'-Jy. где ti[t') — любая функция 
из класса эквивалентных функций, составляющих разметку Г. 

В силу наличия симметрии, определение ехр(-Ф(Г)) кор­
ректно. В'качестве множества /vc;9vX^Y мы рассматриваем 
множество таких пар (%, п), для которых описанное множество 
конфигураций не пусто. 
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Рассмотрим для определенности граничные условия st = sQ 
i£A. Пусть а = (Гг, . . . . Г,)—конфигурация маркированных 
размеченных контуров, Ti = (yi,Hi, iit), i = l , . . . , Z . Пусть 
«ех- — (Гл. . . . ,Г^), Для каждого i = j \ , ...,jp выберем среди 
функций, составляющих разметку пь ту, для которой дех* = 0. 
Далее, пусть Гйб« охватывается каким-либо re a

e x t , причем 
Г является единственным контуром из а, охватывающим Г,г. 
Из совокупности функций, составляющих разметку щ, вы­
берем ту, для которой next совпадает со значением выбранной 
нами функции n(t) для контура Г при tQyk. Указанным спо­
собом для каждого из контуров конфигурации а выберем одну 
из функций, составляющих разметку, при этом а станет 
согласованной конфигурацией в смысле § 3, причем «.ext = 0. 
В случае, когда для всех t&A.st = s</, процедура та же, но 
в результате получим согласованную конфигурацию с n 6 x t - 1 . 

Лемма 3. Существует константа т - т ф ) , тф)>то дЛЯ 

достаточно больших р, такая, что для любого геометрического 
контура у 

2 ?.~,7|ехр( — Ф(Г))<е^|у|) (4,10) 

где Г = (у, к,п). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку число слагаемых в (4.10) 

не превосходит С1т1 для некоторой константы С, то оценку (4.10) 
достаточно доказать для каждого слагаемого. Пусть | - 1 есть 
диффеоморфизм окрестности точки SQQS на окрестность нуля в 
R™. Пусть О есть стандартная в-окрестность нуля в R™ : б= 
— {X&Rn: |Xj|--Si8, / = 1 , . . . . , n}. В качестве окрестности О. точки 
s- будем рассматривать 1,0. Положим е = р~ш, где 0 < и < j 
Оценим снизу MP). Из (4.8) следует, что 

Ц Р ) - f exp{ — p2v/(g(X))}dX> J exp{—p2v/(£(X))}dX. 
-г ' _p-l/* 

При |.?cy|<p-1."S /=-=1,...,n, /<const .p_ 1 и, следовательно, 
% ф) > 2п ехр { - 2vc} р-"/*, 

т . е. 

1-Ы<С$М, (4.11) 
где константа С зависит от размерности решетки v. Зафик­
сируем множество E c y и рассмотрим интеграл в (4.9) по мно­
жеству конфигураций s{B) таких, что В совпадает с множе­
ством нерегулярных точек для каждой из них. Интеграл в (4.9) 
равен, очевидно, сумме по всевозможным Bay интегралов 
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по множеству конфигураций s(B). Обозначим R число спосо­
бов выбрать Eery такое, что у-Bcz%. Так как R не превосхо­
дит СМ для некоторой константы С, то для доказательства 
леммы достаточно получить оценку каждого слагаемого. Итак, 
зафиксируемте су и оценим соответствующий интеграл. Заме­
тим, что Ф(51, s2)=<J>(Si, s2)>ce!i при (51, -So) (Е(ОXО)U 
U(gOXgO). Яо число пар точек (г, /') таких, что (st, sr)® 
§{OXO)\J(gOXgO), не меньше, чем -—. Поэтому интеграл 
не превосходит 

«Р(-§св-1#-НЛ П Г"*"™ П ku.x 

X П exp(-p(2v- -J - ) / ( s < ) )#» Л ф ° л . (4.12) 
tQd^y-B) J 

Здесь для каждой tedt (у —В) Ь( означает число пар (t, ¥)<£%, 
, t'ky — B; для пар (г., t') таких, что t либо t> (либо обе) при­
надлежит В, мы воспользовались оценкой 

A«-exP{-p(/(--<)+/(.S/.))}<exp{--4(/(^)+/(-5/0)}. (4-13) 

которая следует из определения k-w и (4.2). В результате, 
подынтегральная функция разбилась в произведение двух функ­
ций, одна из которых зависит от конфигурации на В, а другая на 
у—В, Зафиксируем конфигурацию на В и оценим внутренний 
интеграл, а затем проинтегрируем по В. Поскольку внутренний 
интеграл в [4.12] разбивается в произведение интегралов, соот­
ветствующих 1-связным компонентам у—В, мы будем для про­
стоты считать у—В 1-связным множеством. Поскольку у—В 
состоит из регулярных точек, то либо stQO для всех tGy~B, ли­
бо stGgO для всех tey—B, Для определенности выберем первую 
возможность. 

Пусть IczO есть /г-мерный стандартный куб с центром 
в нуле и ребром 2Лф-•/•-, где M —достаточно большое число, 
Воспользовавшись заменой переменных, запишем интеграл 
в (4.12) по множеству х б по мере Лебега, Воспользуемся, 
далее, следующим разбиением: 

Х р - - 2 ( Х / ) Х ( Х ( б - 7 ) ) . (4.И) 
где суммирование (объединение) берется по всевозможным 
(включая пустое) подмножествам множества у—В, и предста­
вим интеграл как сумму интегралов, соответствующих каждо­
му слагаемому в (4.14). Оценим произвольное слагаемое этой 
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суммы. Заметим, что если множество (.,' f)Gw, таких, что 
t&y—B, fey—В, пусто, то для любой Щ—В найдется t'ZB та­
кая, что \t—^|=1, следовательно, существует константа с та­
кая, что |Б[5-с|7|. В этом случае требуемая оценка следует 
из (4.12) очевидным образом. 

Фиксируем А<=у—В. Пусть t,t'Gy—B, и (if, V) &к. Пусть к то­
му же t, t'&A. Тогда 

\kw\<$\M<Mf{St) + f{sr))<cM*4. (4.16> 
Обозначим Т множество внутренних точек А, т. е. множество 
teA таких, что любая t', \t—t'\=\, принадлежит А. Число пар 
(t, t') таких, что t&A, feA и (t, tf)6%, больше |T|/2. Учитывая 
это и (4.14), получаем, что интеграл, соответствующий. слагае­
мому с фиксированным A в (4.14), не превосходит 

(сМ"х\)\т\П П / J exp {-|3v/ (I (X))} dX\ X 

X П / J exp{-[3v/( |(X))}dx\. (4.16> 

Мы вновь воспользовались оценкой (4.13) для {t,t')&t, НА 
либо t'UA. 

Заметим, что 
Ат- J ехр {-{5v/ (I (X))}dX< const. (4.17)-

' Т 

Оценим теперь интеграл по множеству 0 — 1 (4.16). Для каж­
дого подмножества ./с={1,.. .,n}, J =£{!,.. .,п}, определим. 
0(J)czO—~I следующим образом: 

0(J)={xe6— i~.xje[—Mp--/*, .мр--/*] при jef и 
x ;6[ — е, е ] \ [ — Mp-V*, ^p-V*] при у(|/}. 
Тогда 0 — 7— U О (./) и интеграл по множеству 0 — 1 

есть сумма интегралов по 6{J). Воспользовавшись (4.3), по­
лучим • 

(
лгр—-/-- \ 

J exp{-$vCjXf}dXj\x 
Х П [ J exp{-pvcy-x/}dxA. (4.18> 

Оценим интеграл во второй скобке. Воспользуемся заменой. 
переменных yJ = $1t''xJ 

.J ехР(—v$CjXjk}dXj< 
[-81e]-[-.Mp-1/A,-W0-Vft] 
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<2р-1/.- [ exp{ —vc;y/}dr/J.<p-1'*e-^ (4.19) 
лг 

.для достаточно больших М. С учетом_(4.19) правая часть (4.18), 
а следовательно, и интеграл по 0 — 1 не превосходят 

2"(2Mp-1/A)U| ф-^е-у4'1 < (4.Мр-1/*)»е"Л. 
Отсюда и из (4.17) с учетом (4.11) получаем, что (4.16), умно­
женное на 1Чу~щ, не превосходит 

(CMfin)|r|/4<3_jM/2)ICv_B)~'41- (4-20) 
Поскольку для любой t£diA найдется t'6(Y — 5) —A такая, что 
t — t'[ = l, то 

i-> _ я _ л i --, 
2Л. 

Y--3-A|>—|c' i A | 

Таким образом, 
\diA\ = \y-B\-\((y-B)-A){JT\<2v\(y-B)-A\,. 

или 
(2v + l ) ( | ( Y - 5 ) - A ! + | r j ) > | Y - 5 | ; 

l ( Y - E ) - A | + | r | > - - ^ r | Y - E | . 
•Следовательно, для достаточно больших М и достаточно ма­
лых r| — T|(M) (4.S0) не превосходит е—-IY--8!. Кроме того, 

X-|51exp {_p c s ' i i | i . }<(c^exp{- C p 1 - A w }) <e~m 

.для достаточно больших (3, что завершает доказательство 

.леммы 3. 
Пример П. S есть R1, 

4)(Si,s.2)—--|--1Ks1-s2) + 9(s1) + 9(s2); (4.21) 

где m > 0 достаточно велико, а функции ф и -ф являются (не­
прерывными и удовлетворяют следующим условиям: 

1. <ф является периодической .(для определенности будем 
считать, что период ф равен единице). 

2. Для любого целого J на'отрезке ./ — "->./ + --- функ­
ция ф имеет ровно один минимум в точке J, и в окрестности 
-минимума имеет место представление: 

<P(s) = c<,\s-J\* + o({s-j)% (4.22) 
т д е / г > 1 , сф>0—константа. 
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3. a|3(s) = ^ ( | s | ) , i|)(s) имеет единственный абсолютный 
строгий минимум в нуле, -|;(0) —О и 

•ф (S1 — s2) < Ф (Sl) + Ф (s2), (4.23) 
если st и s2 принадлежат одновременно некоторой окрестности 
точки /, /6Z любое. 

4. Обозначим 

F ф) = J ехр {-р-ф (s)} ds + J exp {- р-ф (S)} rf5, 
—со fl I 

где б > 0 —некоторая константа. 
Мы будем предполагать, что F(P)< со при всех р>р 0 >0 . 

.Заметим, что из условия 4 и непрерывности о|з следует, что 
для любого p>0 1imP-°E(P)=-0. Функция Ф(51,52) имеет, та-
ким образом, счетное число минимумов, находящихся в точках 
Si = s2 — У. где У — любое целое число. Фиксируем некото­
рое е > 0 и обозначим через О е-окрестность точки s-=0, a 
через Oj ее целый сдвиг, jQZ. Обозначим 

Q = (О X О) U Г LI (Oy.XOy.))c-R2 

Рассмотрим гиббсовское поле в объеме Л с потенциалом (4-21) 
-и постоянными граничными условиями stzsk, tUA., k£L. Точ­
ку tfcA. назовем регулярной точкой (относительно конфигура­
ции {st, г-бА}), если для всех t', \t — t'\ — \, имеет место 
(st, sr)6Q. Остальные точки назовем нерегулярными. Введем 
следующие обозначения: 

— i]5(Si, S 2 ) -=— [ ^ ( S i - S 2 ) ~ 9 ( S 1 ) - 9 ( 5 2 ) ] , 

1 *. . С4-24) 
^Н1+^.Ж5)-

В силу неравенства (4.23), -ф (.S1, s2) <0 , если (S1, s2)GQ. Обоз­
начим также 

Ж / с c 4 _ ( $ ( S i ) + $ ( S 2 ) > (51, S2)6Q, 
©(Si- 5 2 ) - | ф ( } ] ( 5 l , S 2 ) $Q ; 

г 1 - (4.25). 

MSl,S2) lo, (Sl,S2)1Q. 
Таким образом, для любых su .s2 Ф($1, ̂ 2) = Ф(51, s2) + 

+ Чг (sv s2). Нам, по-прежнему, понадобится разложение (4.4). 
Как и в примере 1, определим класс CW контуров как класс 
множеств, каждое из которых является 1-связной компонент­
ной объединения и и множества нерегулярных точек для 
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какой-либо расширенной конфигурации. Подчеркнем, что-
класс X контуров определяется при фиксированных гранич­
ных условиях. Таким образом, при фиксированных ПОСТОЯННЫХ 
граничных условиях sfs=k, t<$A, рассматриваемая модель явля­
ется контурной моделью. Маркой контура будем считать набор к,-
ксу. Разметку контура определим как класс эквивалентных 
функций п(1)бЩ (см- начало этого параграфа). В качестве 
множества Ж следует рассмотреть множество всех целых чи­
сел Z. Группа симметрии О есть, очевидно, группа всех це­
лочисленных сдвигов. Обозначим 

3.-.Ц8, р) = 5 exp{—|32v9 (s)}ds= jj exp{-p2vc'p (s)}ds, (4.26) 
О Oj 

ехр(-Ф(Г)=^ехр(-рГ J-J(s (,M+ • 
'Qy 

+ 2 W(st)\}kK(s)]ldxt, (4.27> 
iQOiy JJ *gY 

где интеграл берется по множеству конфигураций s на -у та­
ких, что kx(s) -7-= 0, всякая Щ—% является нерегулярной .точ­
кой, а для всякой t(<d'{y st принадлежит окрестности того из 
минимумов функции ф, номер которой совпадает со значением 
функции п(Р) для \t'—t\=l, t'Gy, где n{t) — любая функция 
из класса эквивалентных функций, являющегося разметкой Г 
(сказанное корректно в силу наличия симметрии). /т опреде­
ляется так же, как в примере 1. Процедура выбора для каждо­
го контура конкретной функции из класса эквивалентных 
функций, составляющих разметку данного контура, описана в. 
1; -эта процедура определяется требованием согласованности 
конфигурации размеченных контуров и граничными условиями. 

С учетом введенных обозначений, статистическая сумма 
в объеме А с граничными условиями st^k, t$A, равна 

Зразм,й(А)= 2 [ П е х р ( - Ф ( Г ) ) " Ы Г 6 °Ч 
ае2ГРазм<л> № J 

где сумма по всевозможным согласованным конфигурациям в А 
маркированных размеченных контуров. 

Лемма 4. Существует константа т = т ф ) такая, что для 
достаточно больших 0 т(Р)>т0 и . 

2 exp( — ©(r))<exp(-T|Y|)^ lv l. (4.28) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим, как и прежде, е = р-т„ 
О<--<—, s-диаметр окрестности О. В силу симметрии без; 
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'Ограничения общности, можно считать, что сумма по всевоз­
можным разметкам есть сумма по всевозможным функциям 
n(t)&Sly таким, что ftext — 0. Всевозможных марок к не более 
чем constlYl, поэтому оценку достаточно доказать при фикси­
рованном %. Зафиксируем произвольное Bczy, В^>у — к, и 
обозначим 5 (и. В) множество конфигураций s на у таких, что 
k%(s)=£0, множество нерегулярных точек совпадает с В, 
всякая tedty принадлежит 0\]([)ОЛ, причем для любых 
•ti, t<£dty, для которых существует t'6lnty, \tl — t'\ = \, 
\t2 — tf\ = 1, stt и stt принадлежат одной и той же окрест­
ности, а для tQdfl такой, что существует t'^Exty, \t— i ' | = l 
•sfiO. Тогда {sum} ехр( —Ф(Г)) есть сумма по всевозможным 

„ext 
JSCZY интегралов (4.27) по множествам S (х. В). 

Докажем необходимую оценку при фиксированном В. Вос­
пользуемся оценкой, аналогичной (4.13) для пар (t, ?)Ъ%, 
teB, t'Gy—B, (либо наоборот), после чего подынтегральная 
функция разбивается в произведение двух функций, одна из 
которых зависит от конфигурации на В, а другая — на у—В. 
Для каждой 1-связной компоненты у—В st принадлежит ка­
кой-либо из окрестностей Oj, t&y—В, причем номер окрестно­
сти у определяется конфигурацией на В. Пусть Pay—В — 
какая-либо из 1-.связных компонент у—В. В силу симметрии, 
интеграл по х Oj не' зависит от j , поэтому интеграл (4.27) по 
множеству 5 (и, 5) не превосходит 

\ П exp{-p2v$(s,)} П kwY, 
х О {вУ 

tQy-B tfyd^y-B) rgv—-в 
О, t')QK 

X П e 
tQdt(y-B) 

mv ^y{st)dsy-B 

X ' <; exp f—p 2 <b(st,sr)} 
a \t-r\-\ 

. • I (t,t')&% I 

X 

X 

Xexpf-I 2 (Ф>«) + Ф (•*')] П X 
t, t'QB 

fl-t'\-l 
it, t')QX 

tpd.B 

Xexp{ -p (2v -^ - )9 (s , ) }ds j 3 (4.29) 
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Здесь мы воспользовались (4.13) для пар (t, t06x, tGE' 
t'6-8; bt, как и в примере 1, для te-8 есть число V таких, что 
(t, t')Q%, t'6-B; для tedi(y~B) bt есть число t' таких, что 
(t, t')6x, t'(Jy — B\ SB есть ограничение множества конфигура­
ций S(K, В) на В? a dsB есть мера Лебега на (R!)B. Заметим,. 
что множество конфигураций SB обладает следующим свойст­
вом: для t^dtB sftOj для какого-либо j , причем если t, trQdtB 
находятся на расстоянии 1 от ОДНОЙ И ТОЙ же 1-связной 
компоненты у — В, то s, и st< принадлежат окрестности с одним 
и тем же номером j . Кроме того, для t&dtB, находящейся 
на расстоянии 1 от Exty либо от той 1-связной компоненты 
у —В, которая находится на расстоянии 1 от Ext \\ x(60.. 
Первая скобка в (4.29) оценивается в ТОЧНОСТИ так же, как 
интеграл в (4.12) в примере 1. Оценка имеет вид: 

e--lv-B|-,lv---l. (4.30). 
Оценим вторую скобку. Среди множества пар, (t, t'), t&B,. 

t'G-B. | t —t'| = 1, фиксируем подмножество R такое, что для; 
всякой t6.fi найдется (t, t')£R, и рассмотрим множество SB(R)a 
CZSB конфигураций, для которых R 'совпадает с множеством 
пар (t, t') таких, что (st, St-)$Q. Очевидно, достаточно оценить 
интеграл по SB(R). Зафиксируем некоторое число б, 2e.<S< 
< l —2е. Зафиксируем произвольное MczR и пусть SB{R, M){subset} 
cSB(R) — подмножество конфигураций таких, что |s,< — s<-|>6 
в том и только в том случае, когда (t, t')6-M: Перейдем 
в интеграле по множеству SB{R, M) к новым переменным:: 
{Utt, = si — Sf}, | t — t' | = l .либо t, t' находятся на расстоянии 1 
от одной и той же 1-связной компоненты множества у —В' 
и ut = st для tGdj-З, находящихся на расстоянии 1 от Extv, 
либо от той 1-связной компоненты у—В, которая находится 
на расстоянии 1 от Ext у. Интеграл лишь увеличится, если 
по каждой из переменных tin-, ut мы проинтегрируем незави­
симо. При этом если (t, t')$R, то \и.ц'\<г, если (t, i')QR — M, 
то \ttw <б, а если t, V находятся на расстоянии 1 от одной 
и той же 1-связной компоненты множества 'у — В, то s( и Sf 
принадлежат ' одной и той же окрестности и, следовательно, 
|tt<-:'|<6. Кроме того, оценим во второй скобке, (4.29) подын­
тегральную функцию следующим образом: 

_ ' 1 для (t, *')-?. 
ехр{-р ,Ф(5о s , ,}<. ехр[—-L^(S — Si.) для (t, t')GM, (4.31) 

exp{ —Pes"} для (t, t')e-? — M. 
Во втором случае мы воспользовались тем, что tp(s)>0, а для 
(t> t')QR — M \st — s.-|<6, но (st, Si-)bQ и поэтому либо sir 
либо Sf не принадлежит OU(UGy) и, следовательно, <p(s<> 
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(либо 9(s.-.)) не меньше, чем Се". С учетом'(4.31), интеграл. 
по множеству SB{#, M) не превосходит 

—р({-ср г- я в}|/? — .ЛГ|) П J exp{-pij)(a„.)}rfa<-c<. 
(^r)gM (-о-,-б)|_)(а,-о) 

<ехр({--ср1"»ш}|^ — M|)(F(p)W. (4.32). 
Отметим, что | ^ — M | + | УИ| = | ^ | > | 5 | / 2 , поскольку для 
каждой нерегулярной точки t существует V', | V — t |-=l, такая, 
что (s,., Sr).JQ. Так же, как в примере 1, имеет место оценка»; 

X>cp-v«. 
Поэтому правая часть (4.32), умноженная на А,-1В., не превос­
ходит , 

для достаточно больших р. Поскольку число способов выбрать 
R. и М не превосходит (C(v))Wl, где С (v) —константа, зави­
сящая от размерности, то неравенство (4.33) вместе с (4.30) 
завершает доказательство леммы 4. 

Т е о р е м а 5. Существует |Зо>0 такое, что для любого 
Р>Ро для моделей, описанных в примерах I и II, существует 
кластерное разложение для корреляционных функций. Более 
того, это кластерное разложение экспоненциально регулярно 
(см. [5]). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства теоремы мы, 
воспользовавшись корреляционными уравнениями, выпишем в 
явном виде кластерное разложение. 

Пусть а — согласованная конфигурация маркированных 
размеченных контуров, рЛ(а)—корреляционная функция ан­
самбля (3.3) при наличии симметрии: 

Рл(«) = ^зМ(А) 2 ^ U ; l П ^ ( Г ) . 
«'бЗГра-м-» 

Корреляционные уравнения имеют следующий вид: 

м->-"р'iff;""' 2(--?1"--t-r-wu.). (434). 
Р Д ( 0 ) - 1 . 

Здесь Г1 (а) —какой-либо (заранее выбранный) внешний контур. 
конфигурации а, суммирование ведется по всевозможным кон­
фигурациям а (включая пустую) таким, что для всякого Г'бст 
(у' U деу') П Yi (а) ¥- 0• Вывод уравнений (4.34) полностью ана­
логичен описанному в § 2 для маркированных контуров. Ана­
логично лемме 1 (см. также [5]) можно доказать, что при 
выполнении оценок (4.10) или, соответственно, (4.28) суще-
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(_. 1 \\°U-{°1-ViГ<-"?^1 ехР ( — Ф (r t (cry)) 
1 ; {cdot}-M°7)l 

(4.37) 

•ствует единственное решение р(а) корреляционных уравнений 
в бесконечном объеме, причем рЛ(а)->р(а) при A/Zv. Выпишем 
явное решение корреляционных уравнений в бесконечном 
•объеме в виде ряда. Полагая в (4.З4) Л —Zv и итерируя 
систему, получим: 

.Р(«)-2«., (4.35) 
W 

где суммирование ведется по всевозможным конечным после­
довательностям ta=(ax, сг2,..., от.) конфигураций маркирован­
ных размеченных контуров таким, что 

1) ах-= а; 
2) <т;--£0 для / < д ; сгЯ=0; (4.36) 
3) и ^ р и - Г , ^ ) ; 
4) для каждого Гб (cr/+i — (а — Г1 (ау))) (y U д0у) (] ух (огу) =£ 0 ; 

aTO-=ll 
7=1 

Докажем, что, при выполнении (4.10) (соответственно, (4.28)) 
. ряд (4.35) абсолютно сходится. Рассмотрим вектор г == г ("До)— 

= (г(»,.г[-),..., г</>, /•(->), где • 

rf= 2 М-
Обозначим w последовательность конфигураций геометриче­
ских контуров, удовлетворяющую условиям 1)--4). Тогда 

2К1-П 2 ""ГкУ"- <4-38> 
В левой части суммирование ведется по всевозможным по­

следовательностям w конфигураций маркированных размечен­
ных контуров, отвечающим последовательности до. Восполь­
зовавшись (4.10), (4.28), оценим правую часть (4.38) 

IL2e-xly>°J)l<(2e-*)J - . (4.39) 
J 

Заметим, что число всевозможных w, отвечающих фиксиро-

ванному вектору г, не превосходит С1 для некото­
рой константы С (зависящей лишь от v). Кроме того, из 
условий (4.36) следует, что 2r!>2> {le}2 г(Р' 0тсюД-1> учитывая 
(4.38) и (4.39), получаем 
3 2 . . 



\ats) <{sum} 2 (Ce~xV J <Ce~*. 
A--1 r:.Sr (-)-=* 

Обозначим w= U Yi(ay) . П о л о ж к и д л я любого к о н е ч н о г о 
/?{subset}Zv 

Ma) = 2 -V (4.40) 

где суммирование по всевозможным щ,, удовлетворяющим 
(4.36) и таким, что w = R. Коэффициенты bR

L) (а) определяют­
ся аналогичным образом из ряда, соответствующего разло­
жению корреляционных функций рл(а) в объеме А. Существо­
вание кластерного разложения следует из абсолютной схо­
димости ряда (4.35). Докажем теперь экспоненциальную регу­
лярность полученного кластерного разложения. Заметим, что 
для любого RczZv 

\bR(a)\<(Ce^)m. (4.41) 
Это неравенство доказывается так же, как и сходимость 
ряда (4.35). 

Обозначим а = U Y. Заметим, что, в силу (4.40), bR(a)^=Qs, 

лишь если #—<х. Пусть аг, «2б51?азм> причем (a- U dgai) П «2= 0 . 
Рассмотрим коэффициент Ьц (at [J a2) в разложении р (a- IJ «2). 
Из (4.41) следует неравенство 

| ^ ( % U « 2 ) - {sum} Ы К ) ^ 2 ( с б 2 ) | < ( С ^ ) , Д 1 . (4.42) 

Обозначим через М систему всевозможных пар» ближайших 
соседей M = {(t, t'); \ t —1'\ — 1}, а через bR(M, au aa) мощность 
наименьшего набора % множеств из М такого, что %^=JR 
и набор множеств (х, аъ га2) является связным. Набор мно­
жеств (Аи .'. .,'Ап) называется связным, если для любых А[г 
Ат существует последовательность множеств из набора 
Аи=>А„ Ai2,.-.,Aip=~Am таких, что Atj{\AtUl=fc0, / — 1 , ... 
. . . , p — l. _ 

Если существует набор %сЛ такой, что %—R, и набор 
{к, «1, сс2} связен, то, очевидно, 

ct\R\<bR(M,ava2)<c2\R\. 
для некоторых сх и с2. Следовательно, в этом случае экспо-
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ненциальная регулярность следует из (4.42). В случае же , 
когда не существует набора %аМ такого, что и = ./•.?, 
и набор (я, 51, а2) связен, R единственным образом продета-
вимо 'в виде объединения R — RiURti •ftifl-R-.^fc5'. ?̂i-—'—г-
-•%:-эа2. Нетрудно убедиться, воспользовавшись (4,37) и (4.40) 
для b/i(av\}ai); б ^ Ы и &.?.(с.2), Ч Т 0 

Ъц К U а2) = bRl («1) • bRt (a2), 
что вместе с (4.42) завершает доказательство экспоненциаль­
ной регулярности кластерного разложения. Теорема 5 дока­
зана. 

§5 . ОБЩИЙ СЛУЧАЙ 

Пусть S=[0, X)aR\ Рассмотрим семейство . гиббеовских 
случайных полей в объеме Л со значениями в S, задаваемое 
(N•—1)-параметрическим семейством потенциалов Ф(яь s2, 
щ jLtjvr—i), определенных для |х= (щ,.... [.i.v-i) ^UczR""1, 
меняющихся в малой'окрестности нуля в RN~l. Мы предпола­
гаем, что семейство <D(sb s2, ц,) удовлетворяет следующим 
условиям. 

1. Функция <D(sb s2) \х), s1, sz&S, \xdU, является достаточно 
гладкой функцией всех своих переменных. 

2. При |j,=-0 функция Ф(5Ь s2) 0) имеет N абсолютных ми­
нимумов в точках, расположенных на диагонали квадрата 
SXS:-

ф(|г..;.,о)==о, i = l /v, o<g 1 <g . -< . . .< i . - / v<i , 
Ф ^ , s2, 0 ) > 0 при (s^s-)^ (£,,£;)• 

3. В любой точке минимума (g., lt) .второй дифференциал 
функции Ф (su s2,' 0) строго положителен. При этом 

д!Ф 
dsrfsi 1.1,-.*,-^ О д!Ф 

d V (6.1) 

где ц достаточно малая константа. 
4. В точках (1и £,) дифференциалы функции ф(|,., g,, {mu}) 

при [х---0 отличны от нуля. 
Для,каждого |хбС/ и |3>0 семейство потенциалов Ф(5|,.?.., {mu}) 

порождает некоторую непустую совокупность предельных рас­
пределений Гиббса (см., например, [14]). Наш .основной ре­
зультат заключен в следующей теореме, 

Т е о р е м а 6. При введенных выше предположениях отно­
сительно семейства потенциалов Ф(5Ь s2, \x) для любого доста­
точно большого значения р существует точка {mu}oeHo(P).--j та­
кая, что у системы, описываемой' потенциалом Ф(- ь s3, {mu}0), 
существует, по крайней мере, N различных предельных распре­
делений Гиббса. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что рассматриваемая мо­
дель является моделью размеченных маркированных контуров. 
Рассмотрим 6(Р)=р-1 и будем предполагать, что n6Ua(P)(0)c: 

czjRw_1. Введем следующие обозначения: 
1 а-Ф | 1 дгФ 
2 dsf Ч-г--г-°) 

1 d-ф 
2 ~ dstdsz 

2 <W 

дф 
др.] 

( 6 - . 6 J . O ) 
= ->„ 

! С«» 

• Э - Ф 

dpjds! 

( 6 j . l j . O ) 

<Э2Ф 

(5.2) 

CEi.Ef.o) 
- f t , , 

(6| .S4 .0) d W d s > 

Воспользовавшись гладкостью Ф, представим ее в окрест­
ности точки (|г, I., 0) в виде 

Ф>1, sit {mu})-=ci[(51—Ei)2+(-52~-;02]+--'i(s1-i;)(s2-|i) + 
jv-i 

+ 2 - ~ > / + 2 -VM^i —10 + («2 —"li)l4- Ф (Si-, s2, {mu}). (5.3) 

Фиксируем некоторое со, 0<со<—. Пусть 0 1 = [g1 — Р-03' 
gt + p - i - j R 1 . Пусть 0. = и . - С ( ; ) Г и . Ei + C ^ p - i . ' -=2. ••• 
,..,N. Выберем константы C(i) таким образом, чтобы выпол­
нялись следующие равенства: 

jj exp{-pc12v(s-g1)2}ds — 

= J е х р { - р с Х 5 ~ - ^ ) 2 } ^ . (5.4). 

5г-с(Ор--> 

Обозначим Q = (u (ОуХО^ср, 1]Х[0, 1]. Обозначим 

4(S» S*> ̂ ) = ^г[(-51-^) 2+(-52-^) 2 ] + & г(51-^)(-52- |0 + 
J V - 1 

+ 2 А^((*1-6 ' ) + ('5з-6*)) + Ф(--*1.-г2.|--). (5-5) 
если; (s1$ s2t !-i)6OixOzXU6(0). При этом Ф(51, s2, {mu}) = 
-=-o(t|)(s-,.s2, {mu}))—Ф(-~1, s2> (i) при {mu}->0, 51->|г, .s2{to}ii. 

Обозначим 
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/(и).— min ~p(.si, s2, Ц). (5-6) 

Введем, далее, следующие обозначения: 
cp(s,[x) = 

hl^rudis-hf + J^jtVj + ifiti' если M°i> 
~\o если s<$UGb 

(5.7) 

f Ф (S1, )̂ + Ф (s2, v), если (51, s2)eQ, 
0(s»b, ^) = {ф(51) Sgi rti е с л и ( J l, S2)(EQ; ^ ' 

Ж-ч, s2, [-i) —/0X) + 
ф = + псг [(Sl -1,)2 + (52 - h)2l если (su e2)eQ, (5-9) 

10, • если (s1, .у2)-ЕУ-
Таким образом, 

©(S1 , S2, И.) == Ф (SX., S2, [X) + ~ ( S 1 , S2, (X) 

при всех (su s2, (x). Заметим, что ty>0 при всех (.Si, s2, ц). Нам ; 
по-прежнему, понадобится разложение (4.4). Обозначим 

/ * ( W = jexp{-p2vcp(s, | i ) }ds. (5.10) 
°-

Точку t6A назовем регулярной (относительно конфигурации 
fo, tgA}), если для любой t'\ \t — t'\ = \(st,Sr)GQ. В против­
ном случае точка t называется нерегулярной. Класс геометри­
ческих контуров СК определим, по-прежнему, как класс мно­
жеств, каждое из которых является l-связной компонентой 
объединения множества нерегулярных 'точек Bs и % для 
какой-нибудь расширенной конфигурации (s, %). Множество 
марок контура у есть множество всевозможных наборов % 
таких, что %ау. Таким образом, всевозможных марок контура y 
не больше, чем См, где С —некоторая константа. Множест­
во JV, с помощью которого определяется разметка контура, 
состоит из /V элементов, каждый из которых соответствует 
одному из минимумов функции <D(s1, s2,0): JV = {\, . . . , N}. 
С учетом введенных определений и обозначений статистическую 
сумму в объеме Л с граничными условиями Si=slh t-ЗЛ. можно 
представить в виде 

SA ,i- 2 П г В Д П eVw,/«<«>n--i, (5.ц) 

где сумма по всевозможным согласованным конфигурациям 
размеченных маркированных контуров с внешней разметкой 
n^ — i, и по определению 
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X П ехр{ -р с < ф(so l id s , . (5.12) 

Здесь С; есть мощность множества {t'$y, | t'— 1| = 1], a S r 

есть множество конфигураций на у таких, что Т=\у,н, п) 
является размеченным маркированным контуром, где % и п 
фиксированы. В отличие от примеров I и И, рассмотренных 
в § 4, kK может быть и отрицательным, поэтому вес Ф (Г р, р) 
следует считать комплексным. , 

Мы докажем теперь выполнение предположений (3.14) — 
(3.18) относительно веса Ф(Г, р, р) и последовательности {K(\>)h 
ц=1, . . . , iV. Утверждение основной теоремы будет следовать 
тогда из теорем 1 — 4. 

При ц = 0-последовательность Хпф, 0) постоянна, в силу 
нашего выбора окрестностей Оп. Положим хф) = ^-Щ. Тогда 
оценка (3.17) Доказывается в точности как (4.11). При этом 
C-=e-2vc.i. из (5.10) и (5.7) 

4i О*) -= h (v)—*-v (Iх) = - № 2 {dji - dj/f) Vj-
i 

Следовательно, 

И норма матрицы \\dqifd\ijW~1 не превосходит k^'1, где k0 не­
которая константа (зависящая от v). Таким образом, условие 
(3.18) выполнено. 

Лемма 5. 
| ехР{-Ф(Г,р,[х)}|<( .ехР( — т(Р)))м, 

где т] — достаточно малая константа. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу того, что •ф>0, 

| Л „ . | Н е х р { — Й } - 1 1 < 2 . ' (5-13) 
Фиксируем множество Bczy такое, что. у — Ва%, и оценим 
интеграл (5.12) по множеству конфигураций Sir(E)c:Sr таких-, 
что множество нерегулярных точек совпадает с В. Восполь­
зуемся оценкой (5.13) для (t, t') таких, что t£B, t'&f—B' либо 
tQV —В, t'QB, после чего подынтегральная функция пред­
ставляется в виде произведения двух функций, одна из кото­
рых зависит лишь от Конфигурации ца В, а другая-на у —-5> 

3?. 
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Дальнейшие рассуждения полностью повторяют рассужде­
ния, проведенные при доказательстве леммы 3. При этом 
используются следующие оценки. 

1. Пусть (51, s2)$Q. Тогда 

Ф(51, S2. Ц) — Ф(51. S2, 0) + 2 ™/.(̂ ..--)М-У + О 
J 

где 
, _ дФ 

(.«1,-Гг,0) 

Поскольку (si, s2)€Q, то Ф(51, s2, 0)>Ср-2ш, где С-некоторая 
константа. Но так как |<D(s1, s2, ц)-Ф(.?1, s2, 0)|<const p_1, то 
существует константа с' такая, что 

Ф(51,52)|Х)>-С'Р---'. (5.14) 
• • 2. Пусть \st-~h\<M^-^ и [.?/-Е,|<.Л1р--/-. Тогда 

|k«'|<P^(s;> -?-'. l1)-
Но i|)(s,, 5/-, (i)<ri'p-1, где • if достаточно мало. Это следует 

из (5.5) и того, что | bt \*Cv\cir где т] достаточно мало. Далее, 
в силу (5.6), | /(\х) | <ifp_I и, следовательно, |il5|<iiP_I, где Ч 
мало. Итак, \kty\<r\. 

О. 

| .+Жр-1/2 

J exp{-p2{cdot}vcp(s,tx)}ds</ir1p-1''2 (5.15) 
. s.-.Mp--/.. 

для любого i = 1, . . . , TV, 
где iCi —некоторая константа (зависящая от v и M). 

4, 

j ехр{-p\xp(.s, (x)}ds< 
Ж р - 1 / 2 < | - _ | , | < с ( - ) р - < - •• 

со со 

<:.ff2 J e x M - p v c ^ d s ^ s P - 1 / 2 j e~y°dy< 
мр-1/2 . . м ущ 

<p-v-r(M), . (5.16) 
где г (М) {to} 0 при М {to} оо. 

Лемма 6. Существует k=k($) такое, что 
|ехр{-Ф(Г,Р,^)}|>ехр{-ЛГ(р)|у|}. . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу того, что для любых (;-., t '), 
st и Si> ktt'<.0, подынтегральная функция в: (5.12) знакопо-
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стоянна, и мы можем оценивать интеграл от модуля этой 
функции. Поскольку существует константа СФ такая, что 

1*5 (-4. -?2. |~)[<Сф- н |Ф(5> Ц)|<Сф, 
то 

>exp{--P(CQ2v|Y| + C(I)|aiY|.2v)}>exp{—pC(I)4v|y]}. 
Таким образом, 

ехр{ —Ф(Г,р, |i)}>exp{-p'Ce4v|v|} j | £ « l . (5-17) 

Множество конфигураций Sr можно представить в следующем 
виде: 

Здесь сумма берется по всевозможным функциям .?? на % со 
значениями в множестве JT таким, что существует хоть одна 
конфигурация sGSr.. для которой 8£Ощ{) для всех tgx. S ->Л 
обозначает множество конфигураций на у — % таких, что вся­
кая toy — к является нерегулярной и, кроме того, если суще­
ствует t':\ t'~t |-=1 и t'iy — %, то st принадлежит той же 
окрестности Oi, что и so. Зафиксируем какую-нибудь ~\ Тогда 

j | M > J \kK\. (5.18) 

Обозначим 
L=minmin(Ci, C{i)). 

Проинтегрировав (5.18) по переменным st, tQy — к, получим 
оценку t 

( i p - a ) lv -« l J | А н ] , (5.19) 

поскольку S'_~R содержит множество конфигураций таких, 
что для каждой tey—х sfiOnt) для некоторого фиксирован­
ного набора {i(0}. * (0 б-̂ » t6Y—«. 

Оценим теперь А|И|. 
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I ktv I >- j№> \faL ((•*.-h?+(Sf -hf) 
для (Si,Si')eOi, в силу (5.9) и того, что ip(sx, s2, ц) — / ( [г )>0 . 
Таким образом, 

\ккЫи^)М П ((sf-£*(o)2 + ( ^ - i r f ) -

Раскроем произведение в сумму, каждое слагаемое (следова­
тельно, и сумма) не меньше, чем 

И (^~^(оГ. 
и, следовательно, 

-еЛ(/, +с(-7(0)--в 

Поскольку | к | < | У | , эта оценка вместе с (5.19) и (5.17) 
дает нам |е - ф ( Г , 0 , м , ) |>е-Р с^| для некоторой константы С. Та­
ким образом, лемма 6 доказана; .£((3) —с(5. Доказательство 
основной теоремы окончено. 

§ 6. ОДНО ОСНОВНОЕ СОСТОЯНИЕ: ' 
КЛАСТЕРНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ 

Пусть 5 = [ — 1 , ljcR1 , а функция .0(Si,S2) является глад­
кой в окрестности точки (0, 0) и достигает на SXS един­
ственного абсолютного минимума в (0, 0); для определен­
ности примем Ф(0, 0) =0. -Пусть, кроме того, разложение 
Ф(-ч, S2) в некоторой окрестности (0, 0) имеет вид: 

Ф(я1, s2) = s12 + 2 T I S I S 2 + S2
2 + 0(513 + 5 ; д ( 6 Л ) 

т] — малая константа. 
Т е о р е м а 7. Существует такое |Зо==|Зо(Ф, v)>0, что при 

р>|Зо предельное гиббсовское поле существует, единственно и 
зависит от р аналитически. -

Заметим, что теорема 7 может быть перенесена без прин­
ципиального изменения основных этапов доказательства на 
случай, когда Ф(51, s2) представима в окрестности (0,0) в виде, 
положительно определенной формы Q2A ({cdot}s1, s2) — s\'l + asf~lsi-\-'. 
• + 6 s 2 * - V + . . . +6s1

25f-2-f-as1s2S-I + 5f, k> 1,;' а. смешанные1 
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производные a, b,... малы*. Кроме того, можно отказаться от 
требования гладкости Ф: теорема может быть доказана, на­
пример, для случая ©(Si, s2)--<D(s£- s*),'где 0 < Я < 1 , а Ф 
гладкая. 

Остальная часть этого параграфа и § 7 посвящена доказа­
тельству теоремы 7. Доказательство проводится в два этапа: 
сначала утверждение о единственности доказывается при до­
полнительном предположении о близости граничных условий 
к основному состоянию, затем это ограничение снимается.. 

Рассмотрим последовательность объемов AfZv и последо­
вательность функций S(t), tedeA таких, что |Sj|--Se для всех 
t4dcA и всех Л. Такие функции будем называть е-граничными 
условиями. В этом параграфе мы докажем единственность пре­
дельного гиббсовского распределения, в случае е-граничных 
условий, если, кроме того, s таково, что выполнено следующее 
неравенство: 

p E
2 > C l l n | , (6.2) 

о 

где с1 > 0—некоторая константа (зависящая от Ф и v). 
'Пусть TczZv—конечное множество, sr— конфигурация 

на Т и PA(ST) — ПЛОТНОСТЬ вероятности конфигурации ST, 
определяемая гиббсовской мерой в объеме А:~.Г: 

рА Ы = Н 1
1 j exp {-PUA (s)} dvPA_T- (6.3) 

Здесь интегрирование ведется по множеству конфигураций на 
А, ограничение которых на Т совпадает sT, Ед —статистиче­
ская сумма в объеме А. 

Мы докажем существование и единственность предела (6.3) 
при АЛ2.Х Представим квадратичную форму (6.1) в виде 

S12 + 2T1S1S2 + S2
2 =-= (1 - | Т1 |) (S12 + S2

2) + | Т] | (Si + 52 Sgn Г1)2. 
Для упрощения изложения далее полагаем г]>0. Обозначим 
06={(sit s2)QSxS:\s1\<e, |s21<-•>•. Введем следующие обо­
значения: 

Г (1 —-Л) (S!2-bs2
2) при (S1, s2)60e, 

Ф'(-1. S-> = \ © ( S l , S2) при (S1, 8,)Юг, (6.4), 
fT](S1 + .S2)̂  При (Si, S2)eOe> 

Ф"(*, ^) = [опрИ(51, 52)Ше, 
ф.'.'/--=ф—Ф' —Ф". 

Таким образом, Ф'".-0 при (sv s2)We. Пусть усА. Обо-

* При анонсировании ЭТОГО результата [17], теорема 1, допущена не­
точность, а именно, не указано на малость констант ..а,- о,... 
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значим Sy,AczSA множество конфигураций на А. таких, что 
| s , | > e при tey и \st\<& при teA.—у. Тогда 5Л== USY.A-Boc" 

уСГЛ 
пользуемся теперь разложением (6.4), а затем для функций Ф," 
и. Ф'" разложением (4.4) и запишем плотность (6.3) в виде 

Рл 1>) = S I l 2 1 е хР {~ Р^л. (s)l kr (s) ̂  (-) -ЗД-т» 

(6.5) 
Здесь суммирование ведется по всевозможным подмножест­

вам yczA и наборам Г и D пар ближайших соседей, а интег­
рирование ведется по ^множеству конфигураций из SY, л> 
совпадающих на Г с ST. Интеграл по пустому множеству 
полагается равным нулю. Для упрощения изложения будем 
считать Т 1-связным множеством. Обозначим для AczZv .A+== 
^А\]деА; A„=A-dLA. 

О п р е д е л е н и е . Связной компонентой /? для тройки 
(Y, Г; D) назовем максимальное (в смысле включения) 1-связ-
ное множество R, для которого выполняется условие 

T^R<^T\Jy+\jri)D. . . 
Отметим, что y(]Y—y(]D = 0 , поскольку Ф" и Ф"' отлич­

ны от нуля, лишь если (s-, s2)60E. Кроме того, из данного 
определения следует, что |s...|<e для tGdiFZUdeR, и взаимо­
действие # с V—Ц осуществляет лишь потенциал Ф', кото­
рый, по построению, дает независимость в области, где 
| s . . |<e . Воспользовавшись определением связной компоненты, 
запишем (6.5) в виде 

Msr)------!!1]^ ' 2 J Ar(s)--feD(s)X 
-гЭГ(у.-г.о).я.5у,лП{-:-г--гг} 

Xexp{-pU l(s)}d(xi_ r . 
Суммирование ведется по веем 1-связным множествам R, 
T^R^A+, а во внутренней сумме по всевозможным тройкам 
(у. Г, D), имеющим R своей связной компонентой. Использо­
вание условий независимости позволяет каждый из интегра­
лов, фигурирующих в (6.6), записать в виде произведения двух 
интегралов, соответствующих • R и Л—R. В самом деле, для 
(Y, Г, D), имеющих R связной компонентой, обозначим Ti (Di) 
максимальный поднабор набора Г (соответственно, D) такой, 
что TiCzR (соответственно, DidR). Обозначим yi=y(\R, 72 = 
=7—vi, Г 2 - Г - Г 1 , D2=D—Di. Тогда 

J e x p { - P ^ ( s ) } ^ ( 5 ) k 2 ( s ) d ^ _ r -
sy, лП{--:-7-"-г} 
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•r s _-
L-sYi.«n{-:-T--r} 

•-I-l(-:)AbI(-')—p|-P 
I 

Г 2 Ф'(««. 
L i w i - . i 

5r) + 

X 5 ^(s)k;2(s)expf.-p 
SY=.A-.? 

" l d ^ У 

2 <i>'(s*. •*<•)+ 
U-t ' l - i 

,;, <')(")л-л.--0 
L (Л <')П-.1-0 

+ 2 M I ~ I ) S (
! 1 1 # U 

iga.(A-fl)-a.A J J 
Здесь для t G ^ с* есть мощность множества {t'bR-

\i — t'\=\}, а для t£di(A. — R) — <Э-А с, есть мощность мно­
жества (t'gi?: | t —1 ' \ — 1}. Внутреннюю сумму в (6.6) предста­
вим в виде двойного суммирования: по всевозможным 
(Y2, Г2> -D2), Y2-—--—-?+. Т2сА. —/?+, D2c=A—#+ и no всевоз­
можным (yi, Г1, 01) таким, что % есть связная компонента для 
(Yi, Г1, D]) и (Yi)+c:/?, f 1C-R, DxczR. Воспользовавшись (6.7) 
и обозначив сумму по (у2, Г2. -D2) интегралов, стоящих в (6.7) 
во второй скобке, через SAi/-, а сумму по (у1, Г., Dx) интег­
ралов, стоящих в (6.7) в первой скобке, через kjj, получим 

Заметим, что в случае ]%=0 ЕЛ| .-> = Ел. Положим для 
/?==Л В Л , Л = 0 . Обозначим /л., д-=Зл,.->/Ел. 

Тогда 

/M~s r)- 2 А « /А .« - (6-8) 
ГСЯСЛ.+ 

Фиксируем для каждого - 4 c Z v некоторую точку tA6.5-;A-
В случае А = 0 tA можно выбрать произвольно. Рассмотрим 
%Л,А-1А и. принимая в определении связной компоненты 
Т={*л}. проделаем преобразования, описанные выше. Получим 

ЕЛ,л_<Д=- 2 A«sл,лuR• 
<Ag-RC((A-+-(---'A)+)U{-A}) 

(6.9) 

где 

(V 
2 ^ ехр(-рГ 2 фЧ^»'; 

+ j ( i - i ) w i ) * ' r # ; ( s ) ^ 
•w J J 

(6.10) 
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причем суммирование ведется по всем тройкам (у, Г, D) таким, 
что R есть связная компонента для них и Y+— R, ГcziR, Dczlf. 

Поскольку kuA} не зависит от tA, обозначим h — k{tAy 
Из (6.9) получим: 

^б^(Л+-(Л-^)+)и{'-4} 
-?7-{-д} 

Разделив почленно на ЕЛ, получаем так называемые урав" 
нения Кирквуда —Зальцбурга: 

(Й/Л,А — /А,А^А + У1^/А,АШ = 0, | A | > 1 , 
-V ' (6--1) 

^/л,л + 2./й-?/лиил=1. 1A| = I . ' 
Рассмотрим банахово пространство .53 векторов / = (/д) 

с компонентами, занумерованными всеми, конечными непустыми 
Ac=_v; норму в 33 зададим так: | | / | | — зир& |Л||/д |, где 

А 
0 < 6 < 1 некоторая константа, которую мы выберем в зависи­
мости от р, е. Мы будем также рассматривать конечномерные 
подпространства ЗЗлсЗЗ, образованные векторами / = (/А), для 
которых /д — 0 при Л<£А. Определим операторы М и К в 53 
следующим образом: 

'Mf=g, g=(gA), Kf^h, h = (hA), 
где 

/О, |А|-=1, -^ 
ZA = \fA_iA, \A\>1, hA = ZkR'fA\JK, 

где суммирование по всем 1-связным RdtA, отличным от 1А и 
принадлежащим (Zv — (A— tA)+) U tA- Система (6.11) запишется 
в операторном виде •> • . 

(А/~.ЛГ + / 0 / | Д — в | Д -в Д , ' (6.12) 
где б-=(б|Д|,1) — вектор из 33, бгу символ Кронекера, 7 единич­
ный оператор. 

Если оператор hi — М-\-К обратим в 33А, то вектор f \& — 
=(/л.л) — (hi — М + КУ^л дает явные выражения для величин 
/ Л , A , ACZA.; исследование плотности pA(sT) при A/Z v исполь­
зует свойства /д,д. Ниже будет-показано, что существует 
предел /л,д при A / Z v и lim '/Л.А —/д. где / д соответст-

A / Z V ' 
вующая компонента вектора / = (/д), 

/ = (A/-M+/r):i6, -. ' (6.13) 
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являющегося решением уравнения Кирквуда — Зальцбурга во 
всем .53. 

Мы докажем, что оператор hi —M-\-K обратим в лю­
бом 33 к И В 33, а также дадим оценку для компонент соот­
ветствующих векторов / Л И /• Естественным оказывается 
изучать оператор hi —М-\-К во веем пространстве 33; выводы 
для {М—М-\-К)\% следуют из нашего рассмотрения очевид­
ным образом. 

Лемма 7. ЕСЛИ р и 8 связаны соотношением 
: C l p s - > f ( 2 v + i ) 1 n i , (6.14) 

а норма в 33 определяется с помощью b = q§~1' , где сх, 
q — некоторые константы, не зависящие от р и s, то опера­
тор м — М + К обратим в соответствующем банаховом прост­
ранстве 33, а компоненты /д вектора /--=(/A) — (h-r — M-\-K)~ о 
допускают оценку ] /д | < cflpW*. Здесь с2 — положительная 
константа, не зависящая от [3, 8. Обозначим N = h'l(M—K)-
Тогда hI—M + K=h\l—N). Обратимость оператора h / — 
_МЛ-К будет, очевидно, доказана, если удастся доказать, 
ято | |-V||<l, т. е. \\M—K\\<h. В дальнейшем нам потре­
буется оценка h—kt. 

/ л V/2 

. У т в е р ж д е н и е . При ps2»l h = kt~{ '2v(i_-n) p') ' 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что единственная тройка. 

(Y, Г> D), имеющая своей связной компонентой /•?-= t, есть 
( 0 , 0> 0) . Поэтому в 

h = kt= ^exp{-2v(l-r1)px2}dx. 

ПОЛОЖИ** # — 2v(1 -n)px2 . При pS
2»l получаем: 

2v(l-T,),,B' 

A==(2v(l —г,)РГ1/2-^ \ y^e-idy-
-2v(l--'n)|3e2 

~(2v (1 -ц )РГ 1 / 2 i • 2• Г (I)-(-2v{ll4}^-

Докажем, что 
\\М\\<Ь. (6-15) 

В самом деле, 
||M|l-= sup ||M/||== sup sup& 1 A 1 | / ^ A | < 
11 " Hfiiii ПЛК1 A 

{le}& sup sup6w l\fA-tA\<b. 
IINK1 A 

45 

" • ! 



Лемма 8. При выполнении условия 

C l p B - -> | (2v+1) tn | 

величины kit допускают оценку | А# | < 3|Д|, где 
t /--2(ч/Р)1/2 ПРИ .Т)>0,. 
5 \ c3

s3/2 ПРИ ч —0, , 
а константы не зависят от р, е. 

Доказательство утверждения весьма громоздкое, и здесь 
не воспроизводится. Оно основано на непосредственной-оценке 
слагаемых, образующих kR (см. (6.10)). и оценке числа троек 
(Y, Г, D), имеющих Я своей связной компонентой и принадле­
жащих Д. Именно, справедлива оценка: 

j e x p f - р Г 2 Ф ' ( ^ . ^ ' ) + 2 ( l - ^ ) ^ - ] l k r ( s ) k o ( 5 ) 
"i--<'i--

< 

l-?l-lY+l 
\ |Г | /' C7 ^ 2 <(с4р8з)^ eXp {-C-K | y &(с6Г1)|Г| [f 

а число троек (у, Г, Л), имеющих i? своей связной компонен­
той, не превосходит 

Ш-\ |/г—у! к k 

, 2 * 2 • 22lfl 2 2'51' 
lvl=0 fifjj5|-.A.-/..-v+ |Г 1=0 |0|-=й-|Г| 

Лемма 9. Существуют константы с8, с9>0 такие, что 
норма оператора К допускает оценку 

|1Л1<£801/Р)4ПРИ ч>о, 

\\К\\<с9^ при^ — О. 
Доказательство леммы 9 основано на прямом вычислении 

нормы оператора К-
^ I H s u p l l ^ / H - s u p s u p ^ 1 

llflKi .. 11ЛК1 А 2. 
tA&RC.tA\j{Zv~{A-iA)^ 

кд/лЦЯ < 

< sup bA 2 I An I &ЧЛи*' < & sup 2 1 A* I б""'*'-• 

и использует лемму 8, соотношение |AUi?| =-= \А| + |R|—l, a 
также следующий известный результат i[5]; число 1-связных 
множеств мощности N, содержащих наперед заданную точку, 
не превосходит cN, где .5=с(v) >0—-'константа, зависящая от 
46 



размерности решетки v. Доказательство леммы 7 использует 
(6.15) и результат леммы 9. Доказательство теоремы 7 для 
класса е-граничных условий следует из теоремы Колмогорова 
о конечномерных распределениях и использует результаты 
лемм 7—9. ЭТО доказательство повторяет, фактически, анало­
гичное доказательство в [5]. 

§ 7. ОДНО ОСНОВНОЕ СОСТОЯНИЕ: 
ЕДИНСТВЕННОСТЬ ДЛЯ ПРОИЗВОЛЬНЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

Зафиксируем достаточно большое число N и рассмотрим 
семейство кубов Ли = 0.: \Р ^&N, i = l , . . . , -Л, 0<CD«S1. Пусть 
A=Ai и s — некоторая конфигурация на Л. Для любого изме­
римого Ac:S точку г.<ЗЛ будем называть A-точкой конфигура­
ции s, если -S.6A. Обозначим D=D(s){subset}A множество [—1, 
—s]U [в, 1]-точек конфигурации s. 1-путем называется последо­
вательность L~,{th t2,...,tn}, tt6Zv такая, что £i{ne}̂  при £{ne}/ 
и | t{—ti+l | = 1 для всех £. 

Пусть фиксированы s и а, 0<co<2{cdot} • 1-путь L = {th... 
..., tn) сг (Л—Ла) flD (s) назовем неправильным (относительно 
s), если tiGdiA, tnBdBAa, tfi(A—Лв)—д.(А—Affl) для остальных 
/. Неправильный путь имеет длину не менее (1—ш) N, и для 
любой tGL \xt\>s. Мы покажем, что при больших N вероят­
ность существования неправильного пути убывает по N .экспо­
ненциальным образом. 

Т е о р е м а 8. При р, е, удовлетворяющих условию 
Pe 2 >c i ln - , 

о 
вероятность р существования хотя бы одного неправильного 
пути в Л—-Лт допускает оценку 

р<ехр {—cN}, (7.1) 
где с>0 некоторая константа. 

С л е д с т в и е . С вероятностью 1— р существует Л такое, 
что Аш_АсгА и для любой t&deA | x H < 8 -

Доказательство теоремы 8. Заметим, что существует кон­
станта с>0 (зависящая от Ф) такая, что при достаточно 
малых s выполняются неравенства 

Ф(^1, Е52)<Ф(--'1, 52) ПРИ | S l | < e ' | S 2 | > 8 . , 7 ™ 
Ф (esi, 8-s2) < Ф (Si, s2) — се? при | sl \ > в, | s21 > Е. 

Первое неравенство следует непосредственно из (6.1), а 
во втором в качестве константы с можно взять, очевидно, 
любое число, удовлетворяющее условию 

' 0 < c < i n f int [E-2(©(s1,s2)-®(es1, es2))]. 
Е>0 |.ri|>e; |Jsl>s 
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Пусть .5 произвольная конфигурация на Л, допускающая 
неправильные пути и L один из них. Обозначим через Z v 

все Rv при v=-2 и замкнутое множество всех двумерных 
граней единичных кубов с вершинами в Zv при v>2 . Мы 
будем отождествлять 1-путь LczZv с непрерывным путем 
LczZv, являющимся объединением отрезков [tt, ii+i], tt&L. 
Два 1-пути L и U (с общими концами) назовем гомотопными 
на B,JBciZv

1 если на ZV — {ZV — B) гомотопны соответствую 
щие им пути Z и L'. Каждой точке ttQL сопоставим множе­
ства T(tt), удовлетворяющие двум условиям: 

1. I(t{) 1-связно и содержит tt; 
2. не существует неправильного пути U, не проходящего 

,через T(tt) и гомотопного L на D. 
• Множества Т(tt) всегда существуют и удовлетворяют вклю­

чению T(ti)<=D. Мы будем называть множества T(tt) перего­
родками. Выберем константы X и да, удовлетворяющие усло­
виям: 

A,<co/(v + 1); ®;>с7(се-(е — е2)), 
где с'—эирФ константа, фигурирующая в (7.2), а 0 (7.3) 

SXS 
некоторая константа, О < 0 < 1 . 

Лемма .10. Пусть s конфигурация, допускающая непра­
вильный путь. Существует множество-перегородка £>-, для 
которого справедливы условия 

|01|>Ш, IDn^X-J!. . (7.4) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть T(t{)—одно из множеств-пе­

регородок, для которого условия (7.4), возможно, не выпол­
няются. Обозначим Tm={t=£tt: \t—tt\<,m}. Очевидно, что с 
ростом m мощность fm растет как nf, в то время как мощ­
ность Тт—fm-i — как mv-\ В случае, когда Тт может расши­
ряться на Zv произвольным образом, этого соображения до­
статочно для получения оценок (7.4). В случае,, когда расши­
рение множества Г(^.) должно лежать внутри D, требуемое 
множество строится с помощью следующего алгоритма. 

1. Если среди от, лежащих в промежутке KN < т < 2XN 
найдется такое, что \D ПСТт+t— Тт)| <-—-> то. положим £>- = 
= Tm[\D с минимальным таким т. Если такого т не сущест­
вует, то переходим, к шагу 2, и т. д. п. Если среди пъ, лежа­
щих в промежутке rikN<.т<(п-\-\)Ш, найдется такое, что 
\0[\{Т„щ — Тт)\<—, то положим Dl = fmf\D 'С минималь­
ным таким т. 
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Предложенный алгоритм дает нам Dx не более чем за 
•v шагов. В самом деле, условие на n-том шаге состоит в том, 
ЧТО \Df\(fm^ — 7 \ , ) |< (—j , при n=v получаем 

ID П (Гш + 1-Г т) | <(W/w)4={X/wyN\ 
Такое неравенство обязательно выполняется при больших N. 
Действительно, при n = v и больших т. справедливо соотно-

. M e | D n ( f w - f j | < ( S T ^ y < ( - ^ f r - ( - i ) ' . 9 T o 
следует из сделанного выше замечания о скорости роста мощ-

'• НОСТИ Т т + 1 - - Т т . 
Заметим, что константа % выбрана удовлетворяющей усло­

вию Л,<co/(v-f-1) для того, чтобы множество D- было не слиш­
ком большим; в самом деле, т ограничено величиной 
,m<(v + l);UV<coiV, 

Первое из соотношений (7.4) выполняется очевидным обра­
зом, а'второе доказывается так. Пусть множество D. выделено 
на /г-том шаге. Это означает, что \D П(Тт1+1 — fmi) \<(——) 
при некотором mi, удовлетворяющем соотношению nlN <mi < 
<(«.-j-l).W. Для оценки мощности \D f|fmi| = \D1[ просумми­
руем мощности границ множеств D |~| Тт при {и— l ) . W < m < 
•^.nXN — на (п.— 1)-ом шаге, на котором выделить Dy не уда­
лось. При всех этих т мощность границ удовлетворяла нера-
венству \D [)(Тт+1 — Тт)\>1-^-\ , поэтому суммирование по­
зволит учесть мощность MV «наружных Слоев» D1: . 

| D11 = | D П fmi | yXNiW/wy-^wihNlwf. 
Отсюда получаем \Di\jw> (W/w)n> \D П(Тт,-|-1 — Tmt)| = 
— \D (]deDl\ —второе соотношение доказано. Лемма 10 дока­
зана. 

После выделения множества D- мы берем другой непра­
вильный путь, лежащий в A — .D1, и строим аналогичным обра­
зом множество £>2. Последовательность D1, D2).. .,DM строим 

м 
до тех пор, пока в A— U "D; существует хоть один непр'а-

/'--- . 
вильный путь. 

Таким образом, для рассматриваемой конфигурации s суще­
ствуют множества D-, £>2,.. .,DM, удовлетворяющие условиям 

\Dj\>XN, \D[)deDj\<^ii, j=i,...,M, 
такие, что не существует неправильных путей, не проходящих 

М ' М 

через U Dj. Обозначим £>0= U Dj. При зафиксированной мощ­
ности Ъ0 число способов выбора D0 не превосходит 
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( 2 Л / ) ш с ™ , (7.6) ' 

где с—некоторая константа. 
В самом, деле, поскольку каждое из множеств £>,- 1-связно, 

а число способов выбора Dt не превосходит (2jv")vc'£l-', то чис-
. ло способов выбора D0 оценивается величиной (2N)vMc\°°K Для . 
числа М справедлива оценка Mk.V<M .min|D.; | .<: |£)0 | , откуда 
M{le}|Z)0|/.W и, следовательно, способов выбора £>0 суще­
ствует не более (2М)^°^/Ш2т. 

Доказательство теоремы 8 использует прямую оценку веро- , 
ятности 

p = S z i j e x p { - p U A ( s ) } d ^ , " (7.6) : 
где интеграл по множеству конфигураций, допускающих не- : 

правильный путь. . 
Пусть s — конфигурация, допускающая некоторый непра­

вильный путь L, и пусть Do множество,' выделяемое с по- i 
мощью леммы' 10. Пусть г. обозначает число пар ближайших 
соседей в D.. ДЛЯ любой, как угодно близкой к единице, кон­
станты О<'0<1 можно указать такое N, начиная с которого : 

будет справедлива равномерная по всем D. оценка r i > 0 | D . j . 
Это следует из очевидного неравенства r.:>|D, |—1 и того, что 
|D.|>A-V. Поэтому при достаточно больших N справедлива 
оценка Го>6|А)|, где Го —число пар ближайших соседей в̂  
Do. Определим преобразование G множества конфигураций -SA 

в себя, Gs=rg: 
(st, если t§D0, 

^- le-s-/- если te£>0. 
Преобразование О ликвидирует неправильные пути. Оценим 
UA{Os). Воспользуемся оценками (7.2) для пар (t, t') таких, 
что teDo» t'GDo либо tQDo, t'W0 и V есть [—е, в]-точка.' Для 
пар (t, t')t tqD0, t'QD^D0 Ф(£>, gf) — Q(st, s * 0 < c — sup©. ; 

С учетом (7.3) и (7.4) получаем 
UA (Gs) < UA (s) - roce8+ С | D П д -D01 < UA (s) - 01 D01 c& + 

+ c ^ < U A ( s ) - e | D 0 | c e H C ^ - ^ — . | D 0 | - •" I 
— •i/A(s)-ce262 |D0 | , • 

откуда ' 
PUA(S)>PUA(CS) + peW|D0 l . (7.7) | 

Множество всех конфигураций, допускающих неправильные 
пути, естественно разбить на подмножества, объединяющие кон-
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фигурации с фиксированной мощностью D-=D0(s). Такая фак­
торизация и использование (7.7) 'позволяют выписать ДЛЯ (7.6) 
оценку 

< 2 exp{-pe-cG-^} Н-1 |ехр{-р£/А(0.-)}<ЗД, (7.8) 

где интегралы по множеству конфигураций, допускающих 
неправильный путь и таких, что |D0(s)| — /. 

Далее, для любого D0 произведем в соответствующем 
интеграле замену переменных g = Os. Получим 

| ехр{-р£ / Д (0в)}ф1-=в-^ехр{- -р£ / Д ( г )}^< 8 - 'В Д . 
Отсюда и из (7.5) имеем 

j ехр {•-- f>UA (Gs)} d\i°A < (2Л0*А*с-в--ЕД. 
Учитывая то, что />Я,ЛГ, получаем 

J» <2exp{-pe zC0-i] (2N)wl,%J* c'e-- < 
/ • 

< 2 [ехр {—рв-се2} (2N)V/%N ев-1?" < 
Л, < ехр { — j N [pe-cQ- - In - ] J — ехр {- с W}, 

где 
С 2 Ре2с02-1п— > 0 . 

Таким образом, условие, обеспечивающее справедливость 
теоремы 8. таково: . 

pe->Cl1n-^, 

где 
С1-1/С0-. 

Теорема 8 доказана. 
Продолжим теперь .доказательство теоремы 7. В § 6 дока­

зано, что для любых е-гранйчных условий и любой конфигура­
ции sr последовательности {/?д. (s~r)} имеют единственную 
предельную точку P(ST)- 3 случае произвольных граничных 
условий последовательности {pA(.Sr)} имеют не менее одной 
предельной точки. Если бы кроме предельной точки p($7-) 
существовала еще некоторая p'(sr)¥=/>($.-). то это значило бы, 
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что существует последовательность объемов {A(-/V)}^ral, 
A (N)/Zv, с не е-граничнымц условиями такая, что Рщы) (sr)-+ 
{to}//(Sr). ЭТОЙ последовательности А (Л7) отвечает, согласно 
теореме 8, последовательность {А(Л0} объемов с е-граничными 
условиями; следовательно, p^N)(sT)-±p(ST)=fcp' (sr)- Из двух 
последовательностей A(/V) и A(iV) мы построим последова­
тельность {An}^=1, A.n/Zv следующим образом. Поло­
жим А2-=А(Л^), Л2г.-..1—A(N0i - > - ' Причем Nt любое доста­
точно большое число, a aNM>Nt. Здесь 0 < со < —— константа, 
введенная в теореме 8. Объемы.Ал берутся с не е-граничными 
условиями при п четном, и с любыми е-граничными условиями 
при п нечетном. Условие aNi+1>Ni вводится для того, чтобы 
были справедливы, включения A1{subset}A2c:A3c-:.. .с:ААс:Ай+1с=.. . 

Из приведенных выше рассуждений следует, что предполо­
жение P'{ST)¥=P(ST) влечет за. собой несуществование предела 
для построенной последовательности {An}. 

Теорема 7 доказана. 

. ЛИТЕРАТУРА 

1. Герцик В. М., УСЛОВИЯ неединственности гиббсовского состояния ДЛЯ 
решетчатых моделей с финитным потенциалом взаимодействия. Изв. АН 
•СССР. Сер. мат., 1976, 40, № 2, 448—462 (РЖМат, 1976, 11В248) , 

2. Глимм Док., Джаффе А., Спенсер Т., Фазовые переходы в моделях срг4 

квантовой теории поля. Евклидова квант, теория поля. Марковск. под­
ход. М., 1978, 46—131 (РЖМат,. 1979, 1В267) 

3. Добрушин Р. Л., Существование фазового перехода в двумерной и трех-
,.., г мерной, моделях Изинга. Теория вероятностей и ее-применения, 1965, 10, 

Ш 2, 209—230 (РЖМат, 1967, 12В164) 
4. Малышев В. А., Солитонные секторы в решетчатых моделях с непрерыв­

ным временем. Функц. анализ и его 'поил., 1979, 13, № 1, 31—-41 
(РЖМат, 1979, 10Б626) . • 

5. —, Кластерные разложения в решетчатых моделях статистической физи­
ки п квантовой теории поля. Успехи мат. наук, 1980, 35, № 2, 3—53 
(РЖМат, 1980, 7В257) 

6. —, Возмущения гиббсовских. полей.—В кн.: Многокомпонентные случай­
ные системы. М. Наука, 1978, 258—276 (РЖМат,.1979, 6В226) 

7. —, Минлос Р. А., Спектр трансфер-матрицы гиббсовского поля при низ­
ких температурах. В сб. «Тезисы докл. Ill Междунар. Вильнюсской кон­
ференции по теории вероятностей». Вильнюс, .1981, 2, 21—22 

8. —, Петрова Е. Н., Преобразование двойственности для гиббсовских слу-
' : чайных полей. В сб. «Теория вероятностей. Мат. статистика. 'Теор. ки­

бернетика». Т. 18. (Итоги науки и техн. ВИНИТИ АН СССР). М., 1981, 
3 -51 ... , , " , ; , 

• -А. —, —:, Обобщенные контурные, модели. В сб.; «Тезисы докл. III Между-
; нар. Вильнюсской конференции по теории вероятностей»: Вильнюс, 1981, 

. 3,23—24 . , , ..... , ... •', *- :,, 
•ЯО. Минлос1 Р. А., Синай Я. Р., Явление «разделения ;фаз» при низких тем-

'••$2 • ; : . 



пературах в .некоторых решетчатых моделях газа. I. Мат. сб., 1967, 73, 
№ 3, 375—448 (РЖМат, 1968, 11В164) 

1L —, —, Явление: «разделения фаз» при низких температурах в некоторых-
решетчатых моделях газа. II. Тр. Моск. мат. о-ва, 1968, 19, 113—178 
(РЖМат, 1969, 7В122) 

12. Петрова Е. Н., Низкотемпературные разложения в Z-модели. Тр. Коорд. 
совещания по теории многокомпонентных случайных систем. Тюмень, 

. 1980 
13. Пирогов С. А., Синай Я. Г., Фазовые переходы первого рода для малых 

возмущений модели Изинга. Функц. анализ и его прилож., 1974, 8, № 1, 
25—31 (РЖМат, 1974, 6Б587) 

14. Синай Я- Г., Теория фазовых переходов. Строгие результаты. М-, Наука, 
1980 

15. Терлецкий Ю. А„ Гиббсовские случайные поля с непрерывными значения­
ми в низкотемпературной области. Взаимодействующ. марковск. процес­
сы и их применение.в биол. Пущино, 1979, 49—64 (РЖМат, 1980, 8В140) 

16. —, Гиббсовские случайные поля в низкотемпературной области. Докл. 
АН СССР, 1979, 246, № 3, 540—544 (РЖМат, 1979, QB214) 

17. Balaban Т., Gawendzkl К-, A low temperature expansion for the pseudosca-
lar Yukawa model of quantum fields in two space-time dimensions. Prep­
rint, 1980 

18. Beijeren Henk, Sylvester Garret S. van, Phase transitiins for continuous-
spin Ising ferromagnets. J. Funk. Anal., 1978, 28, Щ 2, 145—167 (РЖМат, 
1979, 1B257) 

19. Bortz Alfred В., Griffiths Robert В., Phase transitions in anisotropic clas­
sical Heisenberg ferromagnets. Commun. Math. Phys., 1972, 26, № 2,. 
102—108 (РЖМат, 1973, 2Б491) 

20. Bricmont J., Lebowltz J. L„ Pfister С. Е., Low temperature expansion for 
continuousspin Ising models. Commun. Math. Phy.s., 1980, 78, № 1, 117— 
135 (РЖМат, 1981, 5B250) 

21. Brydges David C, A rigorous approach to Debye screening in dilute clas­
sical Coulomb systems. Commun. Math. Phys., 1978, 58, '313—350 
(РЖМат, 1978, 10B128) 

22. —, Federbush Payl, Debye screening in classical statistical mechanics. 
Mathematical problems in theoretical physics. Proc. Int. Conf. Lausanne, 
20—25 Aug., 1979. Lect. Notes Phys., 1980, 116, 151—155 (РЖМат, 1981, 
2B232) 

23. —, —, Debye screening. Commun. Math. Phys., 1980, 73, 197—246 
24. Frohlich lurg, Israel Robert, Lieb Elliott H., Simon Barry, Phase transi­

tions and reflection positivity. I. General theory and long range lattice 
models. Commun. Math. Phys., 1978, 62, № 1, 1—34 (РЖМат, 1979, 
3B210) 

25. —-, —,—, —, Phase transitions and reflection positivity. II. Latice systems 
with short-range and Coulomb interactions. J, Statist. Phys., 1980, 22, 
Ш 3,, 297-347 (РЖМат, 1981, 1B276) 

26. —, Lieb Elliott H., Phase transitions in anisotropic lattice spin systems. 
Commun. Math. Phys., 1978, -60, № 3, 233—267 (РЖМат, 1979, 3B213) 

27. Gawedzky K., Existence of three phases for а Р(>ф)г model of quantum 
field: Commun. Math. Phys., 1978, 59, 117—142 

28. Gidas Basllls, The Glimm—Jaffe—Spencer expansion for the classical 
boundary conditions and coexistance of phases in the Хфг4 Euclidean 
(quantum) field theory. Ann. Phys. (USA), 1979, 118, № 1, 18—83 
(РЖМат, 1980, 1B408) 

29. Griffiths R. В., Peierls proof of spontaneous magnetization in a two-di-
' mensional Ising ferromagnet. Phys. Rev., 1964, 136A, 437—439 

30. Holsztynski W., Slawny I., Phase transitions in ferromagnetic spin sy­
stems at low temperatures. Commun. Math. Phys., 1979, 66, № 2, 
147—166 (РЖМат, 1979, 10B158) 

31. Imbrie John Z„ Mass spectrum of the two-dimensional .Up4—7-,ф2—Цф 

53 



quantum field model. Commun. Math. Phys,, 1980, 78, № 2, 169-200 
(РЖМат 1981, 7B260) , • 

32 — Cluster expansions and mass spectrum for Р(Ф)« models possessing 
' many phases. Harvard University thesis, 1980 

33 — Phase diagrams and cluster expansions for low temperature Р(ф)я-
' models. I. Phase diagrams, II. The Schwinger functions Harvard Univ. 

34 Kuroda 'коИ Phase transitions in classical Heisenberg models. Tsukuba J. 
Math,, 1978,-?, 135-143 (.РЖМат, 1979, 10B176) / 

35. Lage Campeio Calheiros F. I., Systems de spin vectoriel: existens doune 
transition de phase pour le modile d'Heisenberg antiferromagnetique et 
anisotrope. Thise docteur en physique. 1980, Marseille 

36. Maiyshev V. A., Phase transitions in classical Heisenberg ferromagnets 
' model with abitrary parameter of anisotropy. Commun. Math. Phys., 1975, 

40, № 1, 75-82 (РЖМат, 1975, 9Б457) 
37. Peierls R. E„ On Ising's model of ferromagnetism. Proa Cambridge Phil. 

Soc, 1936.. 32, part 3, 477—481 
38. Spencer Т., The mass gap for the Р(ф)» quantum field model with a 

strong external field. Commun. Math. Phys., 1974, 39, 63-76 , 
39. Summers S., The phase diagram foij a two dimensional Bose quantum field 

model. Harvard Univ. thesis, 1979 
40. —, On the phase diagram of а Р(ф)г quantum field model. Ann. Inst. 

Henri Poincare, 1981, 34, 173—229 


