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„They found one Breath in all things,. 
That blows all things between**. 
(Rudyard Kipling, Limits and Rene­
wals.)

Резюме

Настоящая статья представляет собой обзор теоретического и ряда 
вычислительных аспектов теории восстановления. § 1 посвящен основам 
теории (сюда включается и теорема Блекуэлла), теореме восстановле­
ния для плотностей, семиинвариантам и вопросу об асимптоти­
ческой нормальности числа восстановлений на (0, t), а также инте­
гральным уравнениям теории восстановления. В § 2 рассмотрено асим­
птотическое поведение процессов, имеющих вложенный процесс восста­
новления, регенерирующих случайных процессов (regenerative stocha­
stic processes),— полумарковских процессов и процессов накопления 
(cumulative processes). В § 3 изучаются бесконечные суммы и произвел 
дения, связанные с процессом восстановления, возникающим при изуче­
нии электронных счетчиков числа частиц, а также одно интегральное 
уравнение, имеющее непосредственное отношение к бесконечным про­
изведениям. Некоторые обобщения теории восстановления, предложен­
ные различными авторами, а также «инфинитезимальные» процессы 
восстановления описываются в § 4. Иллюстрирующие статью примеры 
заимствованы из биологии, теории очередей, теории плотин и теории 
электронных счетчиков; результаты ряда работ, посвященных последне­
му вопросу, просуммированы во включенной в нашу статью специаль­
ной таблице.

§ 1. Основы теории

1.1. Введение
Теория восстановления возникла из рассмотрения самовосстанавли- 

вающихся совокупностей и из подхода к исследованию роста популяций, 
не использующего вероятностных соображений. Полная библиография 
ранних работ по этим вопросам собрана у Лотка (1939) и Фреше 
(1949). В последние годы, однако, этот предмет возбудил Живой инте­
рес у математиков, в связи с чем было найдено много теоретических 
обобщений, далеко выходящих за рамки простых исходных задач. Боль­
шая заслуга Феллера состоит в том, что он сформулировал и впервые 
применил общие методы теории восстановления в двух статьях (1948), 
(1949), посвященных процессам, которые он называл процессами ре­
куррентных событий и которые мы в дальнейшем будем называть ди­
скретными процессами восстановления; за последние семь лет предло­
женные им методы нашли много приложений, в частности в серии ста­
тей Такача (на которые мы в<свое время будем иметь возможность 
сослаться).

О Smi th W. L., Renewal theory and its'ramifications, Journal of the Royal 
Statistical Society, B, 20 (1958), № 2, 243—284.
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В самое последнее время, однако, началось дублирование ряда ис­
следований по данному вопросу, причем множество повторных выводов 
уже известных результатов, как нам кажется, лишь умаляет их есте­
ственную простоту. По этой причине в настоящее время представляется 
целесообразным зафиксировать основные, уже полученные результаты 
и наметить те направления, которые еще должны быть исследованы в 
дальнейшем.

Связь между теорией восстановления и обычными статистическими 
выводами была недавно исследована Коксом (1955), что позволяет нам 
в настоящем изложении полностью опустить обсуждение этой связи. 
Вместо этого мы сосредоточим наше внимание на чисто теоретической 
и вычислительной сторонах теории восстановления. В оставшейся части 
настоящего параграфа мы опишем основы теории процессов восстанов­
ления. Большинство излагаемых в этой связи теорем было получено за 
последние десять лет; все они характеризуются крайней простотой ус­
ловий и широкой общностью приложений. Следует предупредить, что 
мы будем иметь дело только с предельными теоремами по той про­
стой причине, что имеется очень мало результатов, относящихся к про­
цессам восстановления и обладающих достаточной общностью, которые 
не носили бы характера предельных теорем. Разумеется, если ограни­
читься рассмотрением лишь одной конкретной задачи, то можно ожи­
дать, что выявятся также интересные «конечные» (т. е. не предельные, 
а относящиеся к конечным значениям времени) результаты; так, напри­
мер, ряд таких результатов, относящихся к специальным процессам вос­
становления, перечислен в статье Скеллама и Шентона (1957).

В § 2 рассматриваются случайные процессы, в которые вложен про­
цесс восстановления. В пп. 2.1 и 2.2 мы покажем, как наличие вложен­
ного процесса восстановления может быть использовано для доказа­
тельства существования у этого процесса предельного распределения. 
Грубо говоря, мы выясним, что одного только присутствия вложенного 
процесса восстановления уже достаточно для того, чтобы такое пре­
дельное распределение существовало. Однако мы отклонимся от этой 
темы с целью охватить также вопрос о времени первого прохождения 
и т. д., как это было сделано в свое время Бартлеттом (1953). В п. 2.3 
будет рассмотрено важное обобщение процессов восстановления — про­
цессы накопления, возникающие при рассмотрении величин, накапли­
вающихся с течением времени, например при изучении в рамках теории 
очередей числа покупателей, которым пришлось ждать более часа. Для 
процессов накопления имеют место некоторые весьма простые, но очень 
общие результаты, касающиеся асимптотического поведения средних 
значений и дисперсий, и приближения к гауссовскому распределению.

В § 3 обсуждаются проблемы в основном вычислительного харак­
тера. Прежде всего в п. 3.1 мы рассмотрим некоторые бесконечные сум­
мы, связанньне с процессом восстановления. Эти суммы появились в ра­
боте Такача, в которой рассматривались некоторые процессы, касаю­
щиеся работы электронных счетчиков. Далее, в п. 3.2 эти идеи обоб­
щаются на бесконечные произведения. Мы придем при этом к весьма 
сложному интегральному уравнению, для которого будет предложено 
два метода численного решения. По-видимому, такие бесконечные ripo- 
изведения ранее не встречались в литературе в явном виде, но в п. 3.3 
будет показано, что задача о работе общего счетчика типа II (с мерт­
вым временем продлевающего типа), по существу, сводится к изучению 
некоторого бесконечного произведения. Причина, по которой известно 
так мало общих решений задачи о произвольном счетчике II типа, по- 
видимому, связана как раз с трудностью решения нашего интегрального 
Уравнения. В л. 3.3 мы» обсудим также и другие задачи теории счетчи-
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ков, причем постараемся показать крайнюю простоту этой теории, до- 
стигаемую при использовании в ней общих подходов теории восстанов­
ления [такой подход уже указывался Феллером (1948)]. Наконец, 
очень короткий п. 3.4 имеет своей целью иллюстрацию того, что хотя 
зависящий от времени ветвящийся процесс связан с процессом восста­
новления посредством несколько более сложной операции, чем процес­
сы, обсуждавшиеся в § 3.1 и 3.2, тем не менее и здесь из основ теории 
восстановления можно вывести ряд полезных результатов.

Самый короткий § 4 состоит из двух частей. В п. 4.1 мы обсудим 
ряд обобщений теории восстановления, предложенных различными ав­
торами. В п. 4.2 дается эвристическое обсуждение так называемых 
«инфинитезимальных» процессов восстановления. Это делается с целью 
показать еще одно неожиданное применение теории восстановления и 
дать интуитивное объяснение удивительного поведения (недавно откры­
того Дэниэлсом) некоторых интегралов, возникающих при изучении 
бесконечных хранилищ.

1.2. Процесс восстановления
Под термином процесс восстановления понимается последова­

тельность {Л^} взаимно независимых, неотрицательных, одинаково 
распределенных случайных величин; чтобы не пришлось рассматри­
вать тривиальный случай, мы, кроме того, будем предполагать, что 
X t не равны нулю с вероятностью единица. Величины Х х понимаются 
как длительности существования последовательности заменяемых 
элементов. Считается, что первый элемент устанавливается в началь­
ный момент времени t =  0 и заменяется (мгновенно!) в момент t =  X x. 
Эта замена далее повторяется в момент t =  X l -\-X2 и т. д. 
Иногда полезно начинать процесс восстановления {Аг1} с другой 
случайной величины Х 0, также неотрицательной и незави­
симой от {АД, но не обязательно имеющей то же распределение. 
Расширенную последовательность (A q, Х и Х 2,...} мы будем называть 
общим процессом восстановления [Феллер, по-видимому, назвал бы 
его процессом восстановления с задержкой; ср. Феллер (1957)]. 
С общим процессом восстановления приходится иметь дело, когда 
первая установка элемента происходит не точно в момент t =  0, а 
в некоторый момент, выбранный на положительной п о луоси времени 
в соответствии с каким-то заданным распределением вероятностей. 
В частности, Х0 может быть „остаточным временем жи ни“ элемента, 
используемого в (произвольно выбранный) начальный мом ент t =  0..

Обозначим через Sn =  Х х +  Х 2 + . . .  +  Х п момент в ремени, когда 
произошло п-е восстановление. Пусть, далее, N t — наиб олынее значе­
ние п, для которого Sn^.t, т. е., иными словами, чи ело восстано­
влений, происшедших до момента времени t (включая и восстановле­
ние, происшедшее в t). Ранее [см. Смит (1954)] мы пытались опреде­
лить теорию восстановления как изучение случайной величины N t. 
Это определение не вполне удовлетворительно, но может служить 
для пояснения существа предмета.

Должно быть ясно, что в некотором смысле теория восстановле­
ния является весьма специальным случаем теории случайного блужда­
ния при наличии поглощающего экрана. В самом деле, мы отбираем 
величины [А'*} до тех пор, пока частная сумма S„ не пересечет барьер, 
поставленный в точке t; N t - f  1 — это размер выборки в момент 
остановки. Таким образом, в теории восстановления можно использо­
вать многие теоретические результаты, полученные исследователями 
в области последовательного анализа. Например, Стейн (1946) доказал,
7 М а т е м а т и к а  № 3
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что найдется вещественное число в0^>0, такое, что производящая 
функция М {exp (ON;)} существует для любого 9, вещественная часть 
которого не превышает 0О; немедленным следствием этого результата 
является существование у Nt конечных моментов всех порядков. 
Однако, поскольку в большинстве исследований по последователь­
ному анализу принимаются условия, значительно более общие, чем те, 
которые требуются в теории восстановления, результаты, которые 
можно оттуда извлечь, обычно оказываются слабее, чем хотелось бы. 
Вольфовиц (1947), например, доказал теоремы, из которых вытекают 
некоторые результаты относительно М N t и D7V), но, используя 
специальные соображения, касающиеся именно процессов восстанов­
ления, можно получить и более сильные результаты (о которых будет 
речь ниже). Даже важный результат Стейна для процессов восстанов­
ления может быть доказан значительно проще, чем это было сделано 
в применении к общим процессам последовательного анализа. В самом 
деле, так как Р {Xt =  0} 1, то можно найти такое а^>0, что

=  Р^>0. Определим теперь новый процесс восстановления 
{ ^ } ,  полагая А'] =  а, если Х ^ а ,  и Л" =  0 в противном случае;
тогда, в обычных обозначениях, N't '^-Nt и 1V' имеет отрицательное 
биномиальное распределениеJ), откуда сразу вытекает указанный 
выше результат, касающийся М {exp (0./V,)}. Использованный здесь 
простой прием не претендует на новизну [нечто подобное ему 
имеется в середине доказательства Дуба (1948)]; другое доказатель­
ство того же результата было недавно дано Скелламом и Шенто- 
ном (1957). Мы здесь, однако, хотели лишь дополнительно проиллю­
стрировать основной тезис настоящего абзаца, утверждающий, что 
результаты и методы последовательного анализа редко оказываются 
наиболее продуктивными и вполне приемлемыми в применении к на­
стоящему весьма ограниченному объекту изучения.

В литературе наибольшее внимание всегда уделялось тому, что 
мы будем называть функцией восстановления H(t) =  MNt. При­
чины, обусловливающие важность этой функции, как мы надеемся, 
будут становиться все более ясными по мере чтения статьи; здесь 
мы только отметим, что в большинстве приложений теории восстанов­
ления (практических или теоретических) знание функции восстановле­
ния или даже знание хотя бы только ее асимптотического поведения 
при больших t позволяет уже ответить на все наиболее интересные 
вопросы. (Заметим еще, что в силу самого нашего определения функ­
ция восстановления всегда непрерывна справа.) Простейшим и наиболее 
ранним общим результатом, относящимся к Н (t), является так назы­
ваемая элементарная теорема восстановления:

Н (О
t —  при t

f*l
оо,

где ц.1 =  М А ';< о о  и предел jj, - 1 интерпретируется как нуль, если 
(ij■= оо. Первое строгое доказательство этой элементарной теоремы, 
по-видимому, принадлежит Феллеру (1941), использовавшему с этой 
целью тауберову теорему для интегралов Лапласа; позднее был дан

*) То есть
Р = п} = |^п- г Р*[1 -  И*"*

где k

-  п\ = (!

= — Прим, перев.

если п k, 
если п <  k,
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еще ряд доказательств, из которых доказательство Дуба (1948) нам 
кажется особо привлекательным тем, что оно не использует никаких 
результатов, не относящихся к теории вероятностей. Так как такое 
доказательство элементарной теоремы очень коротко, а использован­
ные при этом соображения представляют определенный интерес, мы 
воспроизведем их здесь, правда, в форме, немного отличной от пер­
воначально использованной Дубом. Для начала обозначим Sn +1 как 
t +  Lt, где С, — величина, которую можно интерпретировать как „пе­
реход за барьер в точке t“, если пользоваться аналогией с последо­
вательным отбором слагаемых, ограниченных барьером, но которую 
мы предпочтем рассматривать как оставшееся полезное время суще­
ствования элемента, используемого в момент С1). Если {А^й}, где 
у = 1 ,  2, 3 , . . . — последовательность независимых реализаций про­
цесса восстановления {А'/) , то через мы будем обозначать соот­
ветствующие частные суммы, а через Ny> —- соответствующие числа 
восстановлений. Обозначим также временно через т сумму Sn + ь и 
пусть Mk =  Л/]1' +  . .  . +  и Тк =  +  . . .  +  т<*>. В таком случае
Тк будет суммой k +  Mk взаимно независимых одинаково распреде­
ленных случайных величин. Но в силу усиленного закона больших 
чисел отсюда следует, что если р, <[ оо, то

Tk(k +  Ж *)-1 — Hi при k —> ОО

с вероятностью единица. Далее, в силу того же усиленного закона 
больших чисел

и

П Г ' - '  +  МС„
и то и другое с вероятностью единица при к —> оо. Таким образом, 
мы вывели полезное уравнение2)

* +  МС, =  pi {1+ .# (* )} .  " ( U )
Используя положительность С,, отсюда сразу велучаем, что

l i m " _ W = _L.
t->- оо  ̂ Hi

Если определить теперь X* равенствами X* =  А,- при А Г ^ Д  и X] =  
=  Д при X ty>A, то получится новый процесс восстановления {А''*}
(отвечающие ему величины мы будем отмечать звездочкой); при этом 
ясно, что и, следовательно, N * ^ N t, так что Н* {t) > H ( t )
Но, очевидно, С*<Д. Таким образом, из (1.1) следует, что

t —>00 ОО {А*

Выбирая А достаточно большим, можно сделать р,* сколь угодно 
близким к тем самым элементарная теорема восстановления дока-

1) Оно связано с временем ожидания пассажиром следующего автобуса, изучав- 
шимся Кестеном и Ранненбургом (1956), а также с величиной, определенной Смо- 
луховским (см. Бартлетт, 1953), и названной нами будущей задержкой (Кокс и Смит, 
1954). См. также Скеллам и Шентон (1957).

2) Это так называемое тождество Вальда, общий вид и доказательство кото­
рого приведены на стр. 144. — Прим, перев.

7*
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зада. Нетрудно видеть, что использованный здесь „метод усечения" 
годится и в случае, когда p.j =  со.

Гораздо более глубокой теоремой, имеющей серьезное теорети­
ческое значение, является теорема Блекуэлла. Если {Х(} — решетча­
тые случайные величины, так что с вероятностью единица наибольший 
общий делитель всех X t совпадает с некоторым <2^>0, то процесс 
восстановления мы будем называть дискретным,', в противном случае 
мы его назовем непрерывным. В дальнейшем для простоты изложе­
ния мы ограничимся случаем непрерывных процессов восстановления. 
(Как правило, каждой теореме для непрерывных процессов восстанов­
ления соответствует некоторая аналогичная теорема для дискретных 
процессов, но приводить ее в каждом отдельном случае было бы 
утомительно.) Блекуэлл (1948) доказал, что в случае непрерывного 
процесса восстановления

при t —> со и любом фиксированном а>>0. (Здесь снова не требуется, 
чтобы (Aj было конечным: если =  оо, то предел понимается равным 
нулю.) Фактически этот результат впервые был получен Дубом (1948) 
в качестве следствия из общей теории метрически транзитивных 
процессов Маркова, но при этом ему пришлось ввести излишние 
ограничивающие предположения относительно сингулярной компо­
ненты функции распределения величин X t. Доказательство Блеку­
элла, так же как и принадлежащее Дубу доказательство элементар­
ной теоремы восстановления, опирается только на факты теории 
вероятностей, но в отличие от доказательства Дуба оно является 
очень запутанным и сложным. Другое, весьма близкое доказатель­
ство теоремы Блекуэлла недавно было дано Кестеном и Ранненбур- 
гом (1956), но их метод доказательства как будто бы не содержит 
никаких существенных упрощений по сравнению с методом Блеку­
элла. Теорема Блекуэлла имеет прямой интуитивный смысл, и весьма 
удивительно, что ее доказательство оказывается столь трудным. Мы 
подозреваем, что никто еще на самом деле не использовал „правиль- 
ного" метода атаки, но когда этот метод будет в конце концов 
найден, с его помощью будет получено какое-то весьма простое 
доказательство. Возможно, что плодотворными в этом отношении 
окажутся новые комбинаторные соображения, выдвинутые Спарре Ан­
дерсоном (1953, 1954).

Пусть Q (t ) — любая неотрицательная функция, заданная при 
положительных t, невозрастающая и принадлежащая Lx (0, оо). Новый 
путь доказательства, использующий общую тауберову теорему Ви­
нера, привел Смита (1954) к следующей версии теоремы Блекуэлла:

при t —> со. Мы будем называть этот результат узловой теоремой 
восстановления', он также имеет место даже, когда =  оо, если 
1/jtj интерпретировать как обычно. Полагая Q (/“) == 1 /а при 0 < ^ < а  
и Q (0 =  0 при остальных значениях t, мы из узловой теоремы сразу 
получаем (1.2). Лишь немного более сложное рассуждение показы­
вает, что, обратно, из (1.2) можно вывести (1.3), как это было ука­
зано Смитом (1955) и Кестеном и Ранненбургом (1956)1). Узловая

Доказательство см. в „Обзоре дискуссии” на стр, 144. —Прим, перев.

а (1.2)

оо

(1.3)
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теорема восстановления легко распространяется-«а функции Q, рав­
ные нулю всюду, за исключением конечного интервала, на котором 
они имеют конечную вариацию; но она будет уже не верна, если, 
например, Q является произвольным элементом Z.x (0, оо). Так как 
этот факт не всегда понимался, то, пожалуй, стоит привести сле­
дующий пример. Предположим, что {Xt} могут принимать значения 1 
и |/2 с вероятностями, равными половине, так что мы имеем непре­
рывный процесс восстановления, для,которого частные суммы Sn все 
принимают лишь значения вида r - f - s j /2 ,  где г и 5 — целые. При 
движении вдоль оси t в направлении возрастания t числа вида
г -Ь s У 2 будут встречаться все более и более часто, но все они 
составляют всего лишь упорядоченное счетное множество чисел 
{*,}, / =  1, 2, 3 , . . . ,  и функция восстановления Н (0  может возрастать 
только в таких точках {^}. Но мы можем положить, что Q(t) — 0, 
когда t принадлежит множеству {t{\, не изменив при этом значения 
интеграла в правой части (1.3); однако нижний предел (при t —> оо) 
левой части (1.3) при этом обратится в нуль. Таким образом, узло­
вая теорема восстановления никак не может быть верна для всех 
Q (t) из Zj (0, оо). Ряд предельных результатов теории восстановле­
ния является прямым следствием этой узловой теоремы; к ним, 
в частности, относится предельная теорема для регенерирующих 
случайных процессов (см. п. 2.1). Узловая теорема была недавно 
применена Бенешем (1957) к теории очередей1), а Пайком (1957) — 
к теории счетчиков.

Если предположить, что р2 =  МЛ’’? <С оо, то можно получить
более точную информацию о поведении Н {t). Пусть F (х) =  Р {Xt •< 
<  •*}. а

Тогда, используя 1 — (t) вместо Q (t) в (1.3), Смит (1954) нашел,
что

при t —> оо2). Эта теорема была ранее доказана Таклиндом (1945), но 
при излишнем ограничении: М Xf+b <^оо для некоторого § > 0 ;  Оуэн
(1949) также дал доказательство, наложив очень сильное ограничение 
на F (х). Позднее еще одно доказательство, лишь в деталях отли­
чающееся от доказательства Смита, было дано Кёстеном и Раннен- 
бургом (1956) (доказательство Такача (1957b), к сожалению, основано 
на допущении, что из сходимости функций распределения следует 
сходимость моментов).

С чисто математической точки зрения, если отбросить, требо­
вание, чтобы {Xi} представляли времена существования заменяемых 
элементов в некотором процессе восстановления, то не будет других 
причин настаивать на том, чтобы {Xгг) были неотрицательны. Если 
это предположение . о неотрицательности опускается, то мы будем 
говорить о расширенном процессе восстановления. То, что теорема

*) См. также работу Финча (1959). — Прим, перев.
а) В действительности Смит (1954) доказал аналогичный результат для общего 

процесса восстановления. Подробности см. в его работе.

F(X){t) =  l [ \ \ ~ F { z ) } d z
V-x J

(1.4)
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Блекуэлла (1.2) справедлива для расширенного процесса восстановле­
ния, было впервые доказано Чжуном и Поллардом (1952) в предполо­
жении, что функция распределения F содержит абсолютно непрерыв­
ную компоненту, а затем уже без этого предположения — Блекуэллом
(1953) и, согласно Карлину (1955), также и Харрисом (не опублико­
вано). [Следует еще отметить, что обобщение соответствующей 
теоремы на дискретные процессы восстановления (Колмогоров (1936), 
Эрдёш, Феллер и Поллард (1949)) принадлежит Чжуну и Вольфо- 
вицу (1952). | Доказательство Блекуэлла обобщения его собственной 
теоремы восстановления использует изящный прием, который Фел­
лер (1957) удачно окрестил „лестницей из случайных величин11. Бле- 
куэлл обозначает через Z x первую неотрицательную сумму Sn и 
полагает Z x -f- Z 2 +•••+ Z r равным первой Sn, не меньшей, чем 
Z j +  . . .  - f  ZT-\. Так как полученные таким способом Z „  являются 
неотрицательными и одинаково распределенными случайными величи­
нами, то последовательность {ZJ  является процессом восстановления, 
к которому применима обычная теория; далее из этой обычной теории 
можно получить также и результаты, относящиеся к расширенному 
процессу восстановления.

Заканчивая этот раздел, мы должны указать, что подробное 
рбсуждение обобщенного процесса восстановления в предположении, 
что 0 < оо, было дано Карлином (1955), который, как и Смит
(1954) , использовал тауберову теорию Винера. В частности, Карлин 
доказал (1.2) для расширенного процесса восстановления (но при 
условии, что <Соо) и (1.4) для обычного процесса восстановления

1.3. Плотность восстановления

Если все {Хх} имеют абсолютно непрерывную функцию распре­
деления F (дс), то Н (t) можно продифференцировать и получить из 
нее плотность восстановления или интенсивность восстановле, 
ния h (t) =  H' (^). Наш опыт показывает, что ответы на все вопросы- 
относящиеся к наблюдаемым характеристикам процессов восстановле­
ния или связанных с ними процессов, могут быть выражены (если эти 
ответы вообще существуют) в терминах функции восстановления 
Н (0 , для существования которой не требуется абсолютная непре­
рывность F (л:). Тем не менее понятие плотности восстановления 
и применения этого понятия во всех случаях, когда это допустимо 
(и даже тогда, когда, строго говоря, это недопустимо), обла­
дают большой наглядностью и очень привлекательны с точки зрения 
развития интуиции. Эти применения позволяют также упростить 
некоторые рассуждения, как это мы увидим ниже в § 3.

В начале развития теории восстановления, до того как Феллер 
в 1941 г. опубликовал свою статью, вопрос о том, стремится h (t) 
к пределу или нет, когда t стремится к бесконечности, много 
(и весьма горячо) обсуждался. Феллер до некоторой степени прояснил 
ситуацию, показав, что необходимым условием для того, чтобы 
h (t) сходилось к пределу, является стремление /  (jc) =  F' (л:) к нулю 
при х  —► оо. Далее он вывел достаточные условия (включающие 
условие °°) для того, чтобы llm h (t) при t —> оо существовал. Так- 
линд (1945) видоизменил достаточные условия Феллера, однако и он 
требовал конечности второго момента |х2 (то же самое ограничение 
принималось и Карлином в его версии этой теоремы, относящейся 
к расширенным процессам восстановления). Смит (1954, 1955b) дока-
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зал, что если /  (х) —> 0 при х  —* оо и если для некоторого р >  1 
величина | / ( х )|р интегрируема, то

Мы будем называть этот результат (не требующий даже, чтобы щ 
было конечным) теоремой о плотностях восстановления. Если 

то (1.5) будет справедливо также и для расширенного про­
цесса восстановления, как это показал Смит (1955b) с помощью 
„лестницы из случайных величин" Блекуэлла.

1.4. Семиинварианты высших порядков и условия 
сингулярности

Если i»2< o o ,  то можно показать, что

при * —> оо. Этот результат был впервые доказан Феллером (1949) 
для дискретных процессов восстановления, а для непрерывных про­
цессов восстановления он был выведен Смитом (1954) из узловой 
теоремы восстановления (1.3). Он был доказан также Домбом (1950), 
связывавшим эту теорему с коэффициентом редукции пространствен­
ного заряда в дробовом эффекте, но при некоторых излишних огра­
ничениях на F (х). Доказательство того же результата, недавно 
предложенное Такачем (1957b), обладает тем же самым недостатком, 
что и его доказательство (в той же статье) соотношения (1.4), о ко­
тором мы уже упоминали выше.

Пусть теперь Fk (х) =  Р { S ft< x }  и (*,. =  JVLY'«  оо). [Заметим, 
что наши обозначения для моментов, взятых относительно точки 0, 

.отличаются от общепринятых в математической статистике.] Если для 
некоторого k функция Fk (х ) имеет абсолютно непрерывную компо­
ненту, то мы будем говорить, что F принадлежит классу ©. При рас­
смотрении семиинвариантов высших порядков величины N t Смит (1957b)1) 
счел необходимым принять допущение о том, что F £ ©. Он доказал, что

Если F£ © и (An+p+1 <С оо, где р^> 0 — целое кисло, то суще­
ствуют константы ап и Ьп, такие, кто семиинвариант п-го 
порядка великаны N t задается выражением

где X (*) имеет ограникенную полную вариацию, стремится 
к нулю при t —» оо и удовлетворяет условию X (t) — X (t — а) =  
=  о \t~x) при t —> оо и любом фиксированном а > 0 ;  если же

1, то X (t)l( 1 кроме того, принадлежит классу Lx (0, оо).
Постоянная ап зависит от jĵ , ц2, . . . ,  (*„> а постоянная Ьп— от  

Pi, Р2> •••> N +ь В цитированной выше статье Смит приводит значе­
ния ап и Ьп для п =  1, 2, . . . ,  8. Для удобства дальнейших ссылок 
мы приведем здесь значения этих постоянных до п =  4, считая, что 
1*1 =  1:

h (O ’- при t — оо. (1.5)

( 1.6)

(0  =  aJ  +  bn +  X (7)/(1 +  t)P ,

a j =  aj,
#2 ~  а2 — а1>
а3 =  ®3 — За2 +  *1,
а 4 =  а 4 —  6 а 3 +  7 а 2 —  а 1.

*) См. также Смит (1959). — Прим. перев.
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где

« 1= 1.

а2== £4»

« 3  =  —  I V +  3 ^2>

а 4 =  ^ 4 “  l ° l * 2 t >’3 +  1 5 ^ | .

Pi =  ~ Y  P'2*

Рг= - +
3 11

Рз === ~з~ P 4 5Р2Рз +  —  P|*
й 4 . 17 . 16 ,
P.4 =  -  X  Ps +  ~  ^  +  -*3“  Рз

- 4 4 р 2 р з  +  2-^ р 4 .

Главные члены этих семиинвариантов были найдены также Бартлет­
том (1949) при помощи плодотворного эвристического приема, исполь­
зующего основное тождество последовательного анализа Вальда.

Частным случаем этих резудьтатов является формула, согласно 
которой, если |х3<оо, то при t-*  оо

D N f =
2Pi —Pi 

Pi
•t + 5(4 _ 2{*а _ »*■*

3(4 2(4 +  o (!)•

Эта формула дает второе приближение к кривой, описывающей изме­
нения дисперсии во времени, что оказывается полезным для неко­
торых статистических задач, связанных с процессами восстановления 
(вся область таких задач была очень полно рассмотрена Коксом (1955)). 
Класс ©  полезен также и в другой связи, так как теорема 1 
Смита (1955) показывает, что если F g ©  и p j< ;o o , то класс функ­
ций Q, для которых справедливо соотношение (1.3), может быть рас­
ширен на все ограниченные функции из Lx (0, оо).

1.5. Квазипуассоновский процесс
В частном случае, когда F (х) =  1 — е~Хх, процесс восстановле­

ния является пуассоновским процессом, обладающим рядом весьма 
приятных свойств. В частности, здесь при всех t 0 имеет место 
точное равенство Н (t) =  \t, а

K ( f ;  л) =  Р { С , < * }
не зависит от t. Действительно, из хорошо известных свойств пуас­
соновских процессов следует, что Y (t; х) =  F (д:).

Процесс восстановления мы будем называть квазипуассоновским 
индекса ^(>-0), если / / ( / )  — линейная функция t при всех t

/ /  (/) =  н- f i - / -(- р, если * > т .

Можно показать (см. Смит (1957а)], что Y (t\ х) не зависит от t при 
всех тогда и только тогда, когда процесс восстановления
является квазипуассоновским с индексом г, причем в этом случае 
Y (t; x) =  F(i)(x), если / > » т .  Естественно, возникает вопрос: отли­
чается ли класс квазипуассоновских процессов от класса пуассонов­
ских процессов? Ответ на этот вопрос положителен: как мы увидим 
ниже при рассмотрении процессов, связанных с теорией счетчиков* 
непуассоновские квазипуассоновские процессы естественно возни­
кают при наблюдении исходного пуассоновского процесса при помощи 
прибора, обладающего мертвым временем.

Пусть, например, мы имеем последовательность точек на положи­
тельной части оси времени, являющуюся реализацией некоторого
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пуассоновского процесса, и точку Р этого пуассоновского процесса 
мы называем Z -точкой тогда и только тогда, когда в течение 
интервала времени длительности т (где т — фиксированная постоян­
ная), предшествующего точке Р, не имелось точек исходного пуас­
соновского процесса. Ясно, что интервалы, разделяющие последова­
тельность Z -точек, представляют собой взаимно независимые и одина­
ково распределенные случайные величины и что если мы причислим 
точку t =  0 к числу Z -точек, то мы получим некоторый процесс 
восстановления. Так как здесь в интервале Ы „восстановление" прои­
зойдет тогда и только тогда, когда в 8̂  есть точка пуассоновского 
процесса, а в течение предшествующего интервала ’ времени продол­
жительности т таких точек нет, то

о, t <  т,
Хб_Лт, t^> X.

Отсюда уже следует, что существуют нетривиальные квазипуассо- 
новские процессы. Указанный здесь конкретный квазипуассоновский 
процесс рассматривался Феллером (1948), Такачем (1956а) и Сми­
том (1957а).

Можно также доказать, что если мы имеем дело с квазипуас- 
соновским процессом индекса т, то он или вырожденный, т. е. такой, 
что для него Р {Xt <  со} <  1, или же все моменты ц,. конечны, 
В последнем (невырожденном) случае можно показать, что kr (t) — 
семиинвариант г-го порядка величины N t — является линейной функ­
цией от t при всех t^>r%. [На самом деле, только случаи г =  1,2 
были рассмотрены Смитом (1957а), но обобщение этого результата на 
случай произвольного г является тривиальным.] Таким образом, для 
квазипуассоиювских процессов асимптотические выражения для семи­
инвариантов kr (t), указанные в п. 1.4, являются точными для всех 
достаточно больших t.

Опознавание того факта, что мы имеем дело с квазипуассонов- 
ским процессом и использование того, что здесь Су для значений С 
превышающих индекс т, имеет функцию распределения, не завися­
щую от t, может сильно упростить рассуждения, которые без этого 
были бы крайне сложными (ср. п. 3.3). Однако при этом возникает 
та трудность, что квазипуассоновские процессы мы определили 
в терминах функции восстановления Н (t). Желательно было бы 
найти накладываемые на функцию F (,х) необходимые и достаточные 
условия того, чтобы процесс восстановления был квазипуассоновским, 
но в настоящее время таких условий мы не знаем.

1.6. Интегральное уравнение теории восстановления 

Будем писать Z r =  1, если и Zr =  0 в противном случае.
оо

В таком случае ясно, что N t =  2  Z r Так как M Z r =  P { S r < 7 }  =  

=  Fr(t), то

/ / (/) =  M w , =  2 - M z ,  =  2 F r (0-г=1 Т — 1
(1.7)
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Из уравнения (1.7) сразу видно, что Н (t) удовлетворяет так назы­
ваемому интегральному уравнению теории восстановления1)

t
H{t) =  F(t) +  j H ( t - s ) d F ( s ) .  (1.8)

о
В большинстве исследований, посвященных изучению свойств функ­
ции восстановления, в качестве исходной точки берется уравнение 
(1.8). Феллер (1941) показал, применив преобразование «Лапласа — 
Стильтьеса, что при заданной F (х) существует единственное неубы­
вающее решение Н (t) уравнения (1.8). Действительно, если мы 
запишем

оо

F*(s)=  j V ^  dF{x),
0

оо

N*(s) =  j* e~sxdH(x),
о

то из (1.8) вытекает, что

i - f i t )  ■ о - 9»

Этот результат также легко следует и из (1.7); заметим, что 
| F* (s) | <  1 при R es0>0 , так что возникающие здесь бесконечные 
ряды абсолютно сходятся.

Если F (х) — абсолютно непрерывная функция и f ( x )  =  F'{x), 
то из (1.8) можно вывести интегральное уравнение для плотности 
восстановления t

h(t) =  f { t )  +  j  h { t - z ) f { z ) d z .  (1.101
0

Если мы обозначим обычные преобразования Лапласа через

/ ° ( s ) =  j  e~sxf (x )dx ,
0

оо

h°(s) =  | e~sxfi(x)dx, 
о

то из (1.10) в силу результата Палея и Винера (1933) 
что

h°(s) = Г  (S) 
l - / ° ( s )

можно вывести, 

( 1.11)

есть преобразование Лапласа единственного решения (1.10).

*) Это уравнение можно непосредственно получить также и из формулы полно­

го условного математического ожидания. Действительно, МЛ^= |М{Л^ _ 5 +  ii* ,~
о

t
— sj dF (s) =  F (t) -f j  M Nt_ sdF (s). — Прим. nepee. 

о
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При рассмотрении общего процесса восстановления, для кото­
рого первое восстановление происходит в момент Х 0 и К {х) — 
=  Р { * „  <  х} ф F (л:), можно прийти к простым обобщениям уравне­
ний (1.8) и (1.10). Обозначим через HK{t) среднее число восстановле­
ний до момента t в общем процессе восстановления; тогда, очевидно,

и

MK(t)=K(t)+ \^H{t -z )  dK(z)
0

H*K(z) = К* (г)
1 —F*(z) '

Соответственно если К (t) — абсолютно непрерывная функция с 
K'{t) =  k{t) и мы положим hK(t) =  то

t
hK{t) =  k (t) j  h(t — z)k (z ) dz

о
и

W ° - l 2>

Очень часто преобразование Лапласа (1.12) можно обратить и 
получить тем самым hK(t) в явном виде. Если же это невозможно, 
то можно воспользоваться методами, дающими выражение для плот­
ности hK(t) в виде достаточно быстро сходящихся рядов. Наиболее 
важный из этих методов был предложен Лотка, но впервые обосновал 
его Феллер (1941). Чтобы уяснить себе этот метод, обозначим через 
х0, $ ! , . . .  корни характеристического уравнения

/ ° ( * ) = Ц

Для простоты мы будем здесь предполагать, что все эти корни 
простые, хотя Феллер рассмотрел также и видоизменения, необходи­
мые при наличии кратных корней. Число этих корней может быть 
конечным или бесконечным, и необязательно, чтобы | s j —*оо при 
k —>оо (корни могут иметь предельную точку). Феллер показал, что 
для того, чтобы hK(t) можно было представить в виде

k

где ряд справа сходится абсолютно при 0, необходимо и доста­
точно, чтобы преобразование Лапласа h°K(s) допускало разложение 
вида

У  _ А _&s — sk' 
k

где 2 | Л Л| сходится. Коэффициенты Ak при этом определяются из
k

уравнений
Ak.f°(sk) = - k ° ' ( s k).
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В качестве примеров, иллюстрирующих случаи неприменимости и 
применимости этой теоремы Феллера, рассмотрим две функции /  (t)

(1) / ( * )  =  е - '1 / 7 / Г ( -§ - ) ,  О, т. е. / ° (Х)  =  ( 1 +  5 ) -3/2.

(2) =  3), 0, т. е. / °  (s) =  (1 +  s) - 3.
Характеристическое уравнение в обоих этих случаях имеет те же 

три корня, но метод Лотка может быть применен только во втором 
из них.

Возвращаясь к процессу восстановления, описываемому функцией 
восстановления Н (t), рассмотрим еще раз случайные величины Z T. 
Очевидно, что если r=max(p,  q), то Z r =  Zp-Zq. Таким образом,

* f  оо \ 2 оо сю

2 ^ 1  =  2 z r +  2 2 ( r - l ) Z r ,
\г=1 /  /■= 1 r = l

так что, если мы положим H2(t) =  МЛГ̂ , то

H2{t) =  Y i V r - \ ) F r{t). (1.13)
1

Из (1.13) можно вывести, что
t f * (5) =  t f * ( s M l + 2 t f * ( s ) } ,

Н2 (t) =  H{t) +  2 J H{t -  z) dH{z ) .
о

Таким образом, если функция восстановления H(t) известна, то 
второй момент, по существу, можно считать заданным. Подобные же 
рассуждения применимы и ко всем моментам Hr(t) =  IAN' более вы­
сокого порядка, и они показывают, что Hr(t) выражается через одну 
только функцию восстановления И (t). Это обстоятельство еще раз 
подтверждает следующую, крайне важную характерную черту всей 
теории восстановления: знание функции восстановления Н (t) позво­
ляет полностью осветить все стороны процесса восстановленйя. При­
чина этого, конечно, заключается в равенствах (1.8) и (1.9), 
показывающих, что по H(t) можно немедленно определить и F (t). 
Однако поскольку в очень многих задачах, по-видимому, проще всего 
находится именно функция Н {t) (например, при помощи интегрирова­
ния h(t)), мы надеемся, что читатель простит нас, если мы второй раз 
подчеркнем значение указанной функции.

1.7. Асимптотические распределения и аппроксимации

Во многих исследованиях особый интерес представляет предель­
ное распределение N t при больших t. Кажется, не всегда понимают, 
что исследование этого вопроса, данное Феллером (1949), (1957), 
основанное на соотношении

P{S„<*}  =  P W > « b  (114)
применимо к непрерывным процессам восстановления. Рассуждения 
Феллера были приведены в связи с изложением теории рекуррентных 
событий, но мы полагаем, что удастся показать справедливость его
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метода доказательства и при более широких, условиях. В частности, 
Феллер доказал, что если [i2< c o ,  a a2 =  |i2 — fxf, то при t —»оо

, , а

> { N ‘ > - k - 7 T  / | :1 - ф М = 7 Г  1 (Ы 5)
—  СО

Перенос рассуждений Феллера с дискретных случайных величин на 
непрерывные, если только считать, что такой перенос надо специально 
обосновывать, можно найти в статье Такача (1956а). Между прочим, 
по поводу принадлежащего Феллеру доказательства приведенной 
выше центральной предельной теоремы для процессов восстановления 
уже высказывалось мнение, что оно не является полным (Скеллам и 
Шентон (1957), в их ответах на дискуссии), и я должен признаться, 
что в своих лекциях на эту тему я счел необходимым обсудить 
некоторые моменты, касающиеся обращения с асимптотическими соот­
ношениями, верными „по вероятности", несколько более детально, чем 
это сделал Феллер.

С помощью того же простого соотношения (1.14) Феллер (1949) 
вывел также условия для появления некоторых других предельных 
устойчивых распределений в случаях, когда (i? =  oo и условия асимп­
тотической нормальности не имеют места (за подробностями мы 
отсылаем к указанной выше статье).

Если в нашем распоряжении имеется точная аналитическая фор­
мула для F(x),  то, по-видимому, можно воспользоваться методом 
быстрейшего спуска, недавно рассмотренным в связи с задачами мате­
матической статистики Дэниэлсом (1954). Мы не знаем применений 
метод Дэниэлса к теории восстановления, но следующие наметки 
указывают на имеющиеся в этом отношении возможности. Пусть мы 
хотим оценить, скажем,

P n ( t )  =  Fn( t ) - F n+l(t),

т. е. вероятность того, что Nt =  п при больших значениях t. Тогда, 
предполагая, что можно применить обратное преобразование Лапласа 
[см. Уиддер (1941)], находим

т+<°°
A,(0 =  (2iw)-‘ j  -P ( s ) ] [ P ( s ) ] » ^ ,

7 — /оо

для некоторого вещественного т^>0. Обозначим, следуя Даниэлсу, 
К (s) =  log F* (s) и предположим, что функция К (s) — аналитическая 
в некоторой области, достаточно большой для того, чтобы наши рас­
суждения были законными, и что в этой области имеется единствен­
ный вещественный корень а уравнения K'(s) =  ~ t n ~ 1. Тогда в ка­
честве первого приближения мы можем положить

Рп ( 0 ~
—/=•*(«)] [^(а)]"

а [2ттК" (а)] х/2 (1.16)

Это приближение будет хорошим, когда пК" (а) велико. За деталями 
метода быстрейшего спуска и его обоснованием мы вынуждены ото­
слать читателя к исходной статье Даниэлса, но нам кажется, что хорошо 
было бы иметь где-нибудь подробное обсуждение метода быстрейшего 
спуска с точки зрения его применений к теории восстановления и 
получения лучших приближений, чем даваемое одним лишь главным 
членом (1.16).
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Для того чтобы показать конкретно, что может дать равенство 
(1.16), мы приведем два примера

1(1) / (t) =  е ~Ч ,_1/Г  (v), F*(s) =
Здесь мы получим

о (t) ~ _ _ e— L*— _ _ _ Г
РпК ’ 1 - Цпч  J*

(1 +  s f  

■ — (tln-if

V > 0 .

что должно быть хорошим приближением, если 72/nv велико.
(II) В случае процесса, связанного с работой счетчика I типа, 

о котором будет речь ниже, в п. 3.3, плотность вероятности оказы­
вается равной

/ ( 0  =
0, 7 < т ,
e~t+x, т.

Здесь F* (s) =  е ~м (1 - f  s) -1, и если мы положим t =  ni -f- 6, то полу­
чим, что

I п0 exp jx , . 1 — -g-

0 — п
когда 02/я  велико.

Следует отметить, что знаменатели в обеих полученных здесь 
приближенных формулах совпадают с асимптотической формулой 
Стирлинга для п\.

Иногда необходимо получить границы функций — чтобы 
оценить, насколько хороша аппроксимация Н Эта проблема 
для частных случаев рассматривалась Курбатовым и Манном (1945) и 
Манном (1946), но наилучшие границы были найдены Феллером (1948). 
Феллер заметил, что если B(t) — любая функция >  F (t), а А (^  — ре­
шение уравнения

t
A(t) =  В (t) +  j* A(t — z)dF (z), (1.17)

о
to A(t)^>H(t);  аналогично, если B(t )^F(t ) ,  то A Далее
он предположил, что в (1.17) A(t) =  С, и определил здесь С
так, чтобы было B(t)^-F(t)  (полученное при этом число он обозна­
чил через CJ, и, наконец, аналогично определил С2 из условия 
B(t) F (t). Отсюда Феллер получил, что С2 H(t) — pj xt -< С,. За­
метим еще, что этот метод легко может быть применен при весьма 
широких условиях.

Рп(0- Я . Г>Я ,/ Отт I

§ 2. Регенерирующие случайные процессы

2. 1. Общие определения и примеры.
При изучении многих случайных процессов одним из первых 

вопросов, которые надо рассмотреть, является вопрос о том, сходится 
при неограниченном возрастании времени исходный процесс к неко­
торому состоянию равновесия или нет. Точнее говоря, пусть мы рас­
сматриваем случайный процесс xt, значения которого в каждый 
момент t можно интерпретировать как „точку" в некотором про­
странстве Ж. Так, например, для задачи об обслуживании станков со­
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случайными поломками и фиксированным временем ремонта, значения 
xt могут быть представлены вектором (nt, lt), показывающим число 
(nt) №ашин, простаивающих в момент t, и количество времени (lt), уже 
затраченного мастером на починку машины, которую он ремонтирует 
в момент t; здесь ЭЕ является своеобразным подмножеством евклидова 
пространства двух измерений. Предположим, кроме того, что нам 
задана некоторая система подмножеств ЭЕ, которую мы будем обозна­
чать через А (и к которой мы будем считать принадлежащим и все 
пространство ЭЕ); тогда интересующий нас вопрос состоит в том, 
будет или не будет существовать. для каждого множества А из 
А предел

Н т Р { х , £ Л } .  (2.1)
/->00

Разумеется, кроме того, обычно мы хотим еще и подсчитать этот 
предел, если только он существует, но на практике зачастую прове­
дение такого подсчета оказывается много более легким делом, чем 
доказательство существования интересующего нас предела.

Одним из наиболее важных выводов, следующих из статьи Фел­
дера (1949) о рекуррентных событиях, является существенное упроще­
ние теории, возникающее в результате обнаружения некоторого про­
цесса восстановления, „скрытого44 или „вложенного44 в более сложный 
случайный процесс. Если такое обнаружение оказывается возможным, 
то мы будем говорить, что исходный процесс является регенерирую­
щим. Представляется весьма желательным дать несколько более 
детальное описание того, что мы назвали регенерирующим процессом: 
именно это мы и попытаемся сейчас сделать. Мы надеемся, что 
довольно абстрактный стиль ряда следующих абзацев будет 
компенсирован для тех, кого не интересует математическая абстрак­
ция, последующим обсуждением конкретных приложений.

Под „циклом44 длительности X  мы будем понимать упорядоченную 
пару в =  {Л', -*(0Ь в которой X  — вещественное неотрицательное 
число, а х (t) — функция, определенная на и принимающая
значения из ЭЕ. Обозначим через ЗГ пространство всех возможных 
циклов и предположим, что нат задана вероятностная мера на ЗГ, 
такая, что

Р { А г =  0 } <  1, Р {Х <о о }  =  \
и что вероятность

М * )  = Р { * ( * ) € Л  и * > / }  (2.2)
определена для всех 0.

Пусть теперь =  {Xh предположим, что ftj, ••• — бес­
конечная последовательность взаимно независимых циклов, выбран­
ных из ЗГ в соответствии с заданной там вероятностной мерой. Если 
положить

F( t )=  1 - Р  {* (<)€  Ж и X > t }  =  1 - P { X > t }  =  P{X<Ct},
то Х ь Х2, . . . ,  очевидно, будут образовывать процесс восстановления. 
Используя уже знакомые нам обозначения, можно определить случай­
ный процесс xt для всех t 0, полагая

* t  =  XNt + \ { t  — SNt )

и считая, что 5 0 =  0. Смысл этого можно пояснить следующим обра­
зом. Мы выбираем цикл {.*,(*), из J  и на интервале времени
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{О, V̂j) полагаем х, =  *i(0- Когда мы достигаем момента t =  Xt, то 
-снова выбираем из S' новый цикл {x2(t), Х 2} и на интервале времени 
(Хг, Х х +  Х 2) полагаем xt =  x2(t — XJ. Легко понять, что этот про­
цесс может быть продолжен до бесконечности.

Случайный процесс, который имеет описанное выше общее строе­
ние, будем называть регенерирующим, а последовательность моментов 
времени {S J  будем называть точками регенерации. Приведенное 
выше описание отличается от определения, данного Смитом (1955а), 
но не противоречит ему. Однако оно вкладывает в понятие регене­
рирующего случайного процесса более узкий смысл, чем тот, кото­
рый вкладывали в это понятие Бартлетт (1953) и Кендалл (1951).

Многие случайные процессы имеют регенерирующее строение, 
и мы сейчас рассмотрим некоторые относящиеся сюда примеры.

I. Процесс замены элементов. Если { X t } — процесс восстанов­
ления, то „возраст" элемента, используемого в момент t, будет ра­
вен х, =  /  — SN(. В этом случае Ж — это полупрямая (0, оо), а цик­
лы { x t (t), X t } определяются простым соотношением x t (t) =  t 
(О <^Xi). В качестве мы можем взять множество, составленное 
из всевозможных интервалов вида { х  : 0 а }. Этот процесс за­
мены элементов подробно рассматривался Дубом (1948) *).

II. Очередь в системе с k обслуживающими устройствами. 
Предположим, что клиенты прибывают таким образом, что интервалы, 
разделяющие моменты их прибытий, задают процесс восстановления,
который мы обозначим через { Х “ }. Пусть, далее, соответствующие 
времена обслуживания задаются независимым процессом восстановле­
ния {Xi} и прибывающий клиент имеет возможность застать свободны­
ми все £ ( > 1 )  обслуживающих устройств (мы считаем так для про­
стоты, иначе нам потребовалось бы проявить некоторую изобрета­
тельность). Тогда интересующий нас процесс

где 1(Р показывает, сколько времени уже затрачено l-м обслуживаю­
щим устройством на обслуживание клиента, проходящего обслужи­
вание в момент t (1\1) полагается равным нулю, если /-е обслуживаю­
щее устройство свободно), a tit — число клиентов, находящихся в 
очереди на обслуживание в момент t. Здесь Ж, очевидно, представля­
ет собой некоторое подмножество евклидова пространства k - f -1 из­
мерений, и нам достаточно предположить, что & совпадает с множе­
ством всех „интервалов" {xt : 0 < / , (,)< а г; Если можно пока­
зать, что, каковы бы ни были начальные условия, обязательно в конце 
концов найдется клиент, который прибудет и застанет все обслу­
живающие устройства свободными, то мы могли бы принять эти мо­
менты, в которые начинаются „периоды занятости", за точки регене­
рации, а траектории, описанные xt в Ж в промежутках между этими 
моментами регенерации, — за циклы. Рассуждения показывают, что 
интервалы, разделяющие моменты регенерации, — это взаимно неза­
висимые и одинаково распределенные случайные величины. Интуитивно 
кажется очевидным, что вероятности (2.2) здесь определяются вероят-

’ ) В литературе этот процесс появлялся в разных формах. Кокс и_ Смит (1954) 
называли его обратной задержкой [см. также Кестен и Ранненбург (1956), Скеллам 
и Шентон (1957)].
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ностной структурой очереди; возможно, однако, что некоторые чита- 
тели предпочтут иметь более явное доказательство этого факта. 
Представляется бессмысленным перечислять здесь все работы, 
посвященные доказательству существования предельных распреде­
лений в задачах с очередями; достаточно указать, что относящееся 
сюда доказательство, охватывающее случай рассмотренного нами 
примеру было дано Кифером и Вольфовицем (1955) (которые, однако, 
не использовали предложенные здесь методы).

III. Модель для поведения Tribolium confusum. Недавно Кокс 
и Смит (1957) предложили в качестве грубого приближения следую­
щую модель поведения мучного червя, движущегося с постоянной 
скоростью в наполненном мукой сферическом контейнере. Червь 
начинает свой путь на поверхности муки, выбирая начальное направ­
ление движения, исходя из некоторого заданного распределения ве­
роятностей, которое должно быть симметричным относительно нор­
мали к поверхности, взятой в исходной точке. Далее он продолжает 
двигаться по прямой до тех пор, пока он снова не встретит поверх­
ность. Тогда с вероятностью р он поворачивает и двигается обратно 
вдоль того же прямого пути, по которому он прибыл в эту точку, 
а с вероятностью q сперва перемещается по поверхности контейнера 
вдоль дуги большого круга в случайно выбранном направлении на 
случайное расстояние i (имеющее некоторое фиксированное распре­
деление вероятностей), а затем заново выбирает направление для 
нового туннеля в муке. Рассмотрим процесс г(, задающий расстояние 
червя от центра контейнера в момент t. В качестве системы $  мож­
но, например, взять все концентрические сферы вида { r<: r f -<p}.  
Ясно, что в этих условиях мы можем принять моменты, в которые 
червь решает покинуть прямой туннель и пройти некоторое расстоя­
ние вдоль поверхности, за точки регенерации процесса rt. Цикл 
тогда состоит из куска дуги большого круга на поверхности и сле­
дующего за ним множества движений взад и вперед вдоль прямого 
туннеля.

Последний пример интересен тем, что он показывает, что один 
и тот же физический процесс может быть регенерирующим или нет 
в зависимости от того, как мы его математически зададим. Если мы 
примем центр сферического контейнера за начало отсчета в декарто­
вой системе координат и обозначим координаты червя через (x t, yt, zt), 
то полученный трехмерный случайный процесс уже не будет регене­
рирующим: у вектора (x t, yt, zt) нет значений, которые бы повто­
рялись с вероятностью единица.

IV. Брауновское движение. Предположим, что x t — это коор­
дината частицы, совершающей одномерное брауновское движение 
вдоль оси д; с нулевым сносом. Как хорошо известно, траектории x t 
непрерывны с вероятностью единица, из чего можно вывести, что 
событие x t =  0 обязательно будет иметь место. Исходя отсюда, 
соблазнительно принять осуществление события x t =  0 за определение 
точки регенерации. Однако если бы мы попробовали принять такое 
определение, то сразу столкнулись бы с трудностью, связанной с не­
возможностью определения „следующего" наступления этого события. 
Так как эту трудность несложно обойти, то здесь не будем вда­
ваться в излишние подробности, а укажем только, что трудность, 
о которой шла речь, возникает из-за патологических свойств траек­
торий брауновского движения и своеобразного строения множества 
моментов времени, для которых x t =  0. Подробное обсуждение этих 
вопросов читатель может найти в книге Леви (1948), стр. 246.
8 М а т е м а т и к а  f 4  3
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Путь, позволяющий освободиться от указанной трудности, состо­
ит в требовании, чтобы между двумя точками регенерации, в кото­
рых имеет место равенство x t =  0, обязательно имелся по крайней 
мере один момент времени t, такой, что x t =  1. Мешающее влияние 
патологических свойств траекторий тем самым будет устранено* 
и вместе с тем так определенные точки регенерации будут повто­
ряться с вероятностью единица. Более того, интервалы времени 
между появлениями наших моментов регенерации теперь уже явля­
ются обычными независимыми и одинаково распределенными случай­
ными величинами. Таким образом, брауновское движение можно рас­
сматривать как регенерирующий случайный процесс. Именно этот 
прием был использован Дерманом (1954) при доказательстве некоторой 
эргодической теоремы для брауновского движения. Ясно, что Тот же 
прием можно использовать и для многих других строго непрерывных 
марковских процессов.

Данное выше определение регенерирующего случайного процесса 
предполагает, что t =  О является точкой регенерации. Это предпо­
ложение довольно стеснительно, но от него можно избавиться сле­
дующим образом, расширив наше определение. Мы предположим, что 
у нас есть еще одно пространство У 0 начальных циклов {д:0 (t), A'q}, 
в котором определена соответствующая вероятностная мера, такая, 
что К ( х ) =  Р { Х 0 имеет смысл при всех х^-0  и
Обобщенный регенерирующий процесс можно теперь определить, по­
лагая

•Хо (0> 0 ^   ̂ *0,
x l (t — Х0), Х0 ^  t Х0 -(- Х ь
x 2(t — Х0 — Х{), Х0 +  Х х -ŝ  t Х0 +  Xi +  Х,2,

и т. д.
<.

Иными словами, мы считаем, что в течение интервала времени (О, Х0) 
наш процесс следует начальному циклу л:0(/), а с момента Х0 он 
ведет себя так же, как обычный регенерирующий случайный процесс, 
определенный ранее в этом же параграфе.

В указанную здесь более широкую схему укладываются следую­
щие примеры: (I) процесс замены элементов, в котором мы не пред­
полагаем, что момент t =  0 обязательно совпадает с одним из момен­
тов замены; (II) очередь в системе с k обслуживающими устройствами, 
если в начальный момент t =  0 имеется произвольное' число покупа­
телей, ожидающих в очереди, и т. п.; (Ill) процесс движения червя, 
если в момент t == 0 червь уже находится где-то в муке и движется 
в произвольном направлении; (IV) процесс брауновского движения, в 
котором х0 равно любому конечному числу, т. е. не равно обяза­
тельно нулю.

Если теперь x t — регенерирующий процесс, связанный с общим 
процессом восстановления {A"0, Х ь Х 2, . . . } ,  то мы назовем процесс x t 
периодическим, если величины {Х ь Х 2, . . . }  образуют дискретный 
процесс восстановления. Для простоты изложения мы будем здесь 
предполагать, что x t — апериодический (т. е. не являющийся перио­
дическим) процесс. При этом условии из теоремы 2 работы Сми­
та (1955а) следует, что предел (2.1) будет существовать, если вы­
полнено хоть одно из следующих трех условий:
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A. функция фд (t) — интегрируемая и не возрастающая на (0, оо),
B. функция фд (t) имеет ограниченную вариацию на любом ко* 

нечном интервале времени и ц, =  МА-! <  оо.
C. F ( / ) £ © ,  a (J,! =  M A t <  оо. Эта теорема является прямым 

следствием узловой теоремы восстановления (1.3); она показывает, 
что интересующий нас предел имеет значение

оо

(2.3)
1 о

Во многих приложениях приходится иметь дело с абсолютно 
непрерывными распределениями; в этих случаях, по-видимому, наибо­
лее простым оказывается условие С. Для того чтобы проверить это 
условие, надо лишь показать, что: (1) А 0-< о о  с вероятностью еди­
ница, т. е. что первый момент регенерации обязательно произойдет, 
(2) [Aj =  MAj <  оо. В этой связи стоит упомянуть, что если можно
найти множество Л с  Ш, для которого lim Р {xt £ А} >  0 (t —► оо) и 
существуют вещественные числа т, £ > 0 ,  такие, что Р{А/*+т>  
>> Л/Д x t С А} >- s для - всех достаточно больших /, то j*j < [ оо и 
Д '(о о )> 0 . (Этот результат составляет содержание теоремы 4 статьи 
Смита (1955а).)

Если нельзя гарантировать, что распределение F имеет абсолют­
но непрерывную компоненту, то надо обратиться к проверке усло­
вия В, т. е. проверить, является ли функция фд (Д функцией ограни­
ченной вариации. Такая проверка, вообще говоря, не сложна, если 
воспользоваться рассуждениями, аналогичными примененным при 
доказательстве леммы 2 работы Смита (1955а). Например, в случае 
процесса очереди, описанного выше в качестве примера (IJ), можно 
показать, что соответствующие функции фA{t) в самом деле облада­
ют свойством ограниченности вариации.

Условием А мы существенно воспользуемся в следующем пункте,- 
Может показаться, что это условие слишком многого требует от 
функции фд(0, чтобы оказаться полезным, однако на самом деле это 
не так. Простое подтверждение последнего утверждения доставляет 
процесс замены элементов, рассмотренный выше в качестве приме­
ра (I). Если мы будем считать А равным интервалу {x t\ x f ^a},  где 
а Д  0 — любое фиксированное число, то фл (t) будет даваться равен­
ством .

_  \ 0 при t >  «,
\ 1 - / ■ ( * )  при / <  а,

т. е. как раз будет интегрируемой и невозрастающей функцией. По­
этому, условие А здесь выполнено и при t —. оо i

Р { * , € А } -  J - J { l - F ( z ) }  dz  ' J

(где предел равен нулю, если =  оо). Тем самым мы доказали су­
ществование предельного распределения для процесса замены эле­
ментов, если только ^ < 0 0  [ср. Дуб (1948), Смит (1954), Кестен 
и Ранненбург (1956)].

В качестве последнего примера применения принципа регенерации 
рассмотрим очередь с одним обслуживающим устройством, произволь­
ным независимым поступлением клиентов на входе и произвольными
независимыми временами обслуживания. Обозначим через {А£| и ( A„]
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два взаимно независимых процесса восстановления, представляющие 
интервалы времени между двумя поступлениями клиентов и соответ­
ственно последовательность времен обслуживания, причем мы будем
Считать, что [Х“) — непрерывный процесс восстановления. Мы рас­
смотрим случай, когда М.Хьп <  МХ%<  ̂оо, т. е. когда плотность 
потока клиентов меньше единицы, и обозначим через x t „общее вре­
мя обслуживания" для обслуживающего устройства в момент t (т. е. 
Сумку „недоиспользованного времени обслуживания" клиента, прохо­
дящего обслуживание в момент t, и времени обслуживания всех 
■клиентов, находящихся в этот момент в очереди). Очевидно, момен­
ты регенерации здесь можно определить как такие моменты, в кото­
рые прибывший покупатель не застает очереди и обслуживающее 
устройство свободно, если только мы сможем показать, что эти
моменты встречаются достаточно часто. Пусть Х сп =  Х% — Х%; тогда 
{ Х сп} — расширенный процесс восстановления, для которого 
hiXcn^>p, и если (в обычных обозначениях) мы обозначим через m
наименьшее число, такое, что $ ст^>А, то легко видеть, что Мт <  
< / / с(Д) +  1 оо. Но в силу тождества Вальда, непосредственно 
следующего из усиленного закона больших чисел [см. Блекуэлл (1953)] *), 
мы имеем

< с о .

Полагая Д =  д:0, где х0 — начальное значение x t, из конечности МSm 
получаем, что Л '(о о )= 1 , так что момент регенерации обязательно 
должен наступить. Полагая далее Д =  0 и применяя те же рассужде­
ния, получаем, что средний интервал (*! между появлениями моментов 
регенерации конечен. Мы уже отмечали, что для процессов очереди 
выполняется условие ограниченности вариации. Тем самым мы дока­
зали, что предел

1 1 т Р { х ; < а }
/-►оо

существует, если только интенсивность потока на входе меньше еди­
ницы, а процесс восстановления {Х „ } является непрерывным (ср. этот 
результат с результатом Линдли (1952), соответствующим случаю 
дискретного времени).

2.2. Полумарковские процессы
Пусть А0, Alt. . . — счетная последовательность „состояний", на 

которых задана цепь Маркова с матрицей вероятностей перехода 
{Pij}- Мы предполагаем, что „частица" переходит из состояния в со­
стояние по обычному правилу, а именно — если известно, что в настоя­
щий момент она находится в состоянии А(, то вероятность того, что 
посл<? следующего перехода она попадет в Aj, равна /ty. Сопоставим 
каждому ненулевому элементу рц матрицы вероятностей перехода 
функцию распределения 2, ;(• ) неотрицательной случайной вели­
чины 7^;, называемой временем ожидания в i до перехода в j. Тогда 
можно себе представить, что частица остается в состоянии At 
Время Тц, прежде чем она переходит в А} . По достижении Aj „мгно-

') Вывод тождества Вальда см. на стр. 144. — Прим, перев.
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венно“ выбирается следующее состояние Ak (в соответствии с матри­
цей вероятностей перехода {pjk}), а после того как Ak выбрано, 
время ожидания в Aj полагается равным Т где Tjk имеет распре­
деление Этот процесс следует затем продолжать неограниченно
каждый раз независимо, выбирая следующее состояние и время ожи­
дания. Если через xt обозначить состояние, занятое в момент t, то 
полученный случайный процесс мы будем называть полу марковским 
процессом. Идея введения таких полумарковских процессов была 
независимо и одновременно выдвинута Леви (1954) (по-видимоМу, по 
инициативе Чжуна) и Смитом (1955а). Леви занимался общим изуче­
нием патологических свойств этих процессов. Здесь мы на этом не 
будем останавливаться, а только покажем, как с помощью идей пре­
дыдущего параграфа можно обосновать существование для них пре­
дельного распределения вероятностей. ,

Ясно, что если существует <5>0, такое, что 2^, ( й -f -0 ) — 
— 2 (ш — 0) =  1 для всех р, v, то полумарковский процесс сводится 
к обычной цепи Маркова с дискретным временем. Если все функции 
2^v (х) имеют вид 1 — е~ Ч х , то полумарковский процесс сводится 
к цепи Маркова с непрерывным временем.

Во избежание излишних затруднений предположим, что нет вре­
мен ожидания Тр.,, равных нулю с вероятностью единица, и что все 

с вероятностью единица конечны. Пусть т^ — тогда
=  2  р^ч -т^ — среднее время ожидания в состоянии А|Х. Рассмо­

трим теперь событие определяемое как „переход в АрД и пред­
положим, что это событие произошло в начальный момент t =  0. 
Если состояние А  ̂ исходной цепи Маркова невозвратное (см. Фел- 
лер, 1957), то Р { х , £  А,,} будет стремиться к нулю, когда t—>со. Чтобы 
этого избежать, предположим, что А  ̂ возвратно, тогда за конеч­
ное время произойдет с вероятностью единица. Таким образом, те 
моменты времени, в которые происходит событие можно принять 
за точки регенерации процесса. Событие не может произойти, 
пока Ар. не будет покинуто, так что

где правая часть, очевидно, является невозрастающей функцией на 
(0, t). Если теперь предположить, что т  ̂<[ со, то

Таким образом, следующая теорема (ср. Смит, 1955а), в которой уже 
не предполагается, что обязательно произошло в момент t =  0, 
является простым следствием условия А п. 2.1. ^

Т е о р е м а .  Если
(1) событие не является периодическим;
(2) т̂  <  со;
(3) переход в некоторое состояние произошел при t =  0;
(4) Qp. есть вероятность того, что произойдет за конеч- 

ное время, то при t —> оо

ч ( * ) = 1 - Е
V

0
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где Iц — среднее время между повторениями и предел пола­
гается равным нулю, если 1̂  =  оо или если — невозвратное
состояние.

Аналогичный результат верен также и для состояний, порождаю­
щих периодические рекуррентные события.

В заключение этого краткого обсуждения полумарковских цепей 
мы укажем еще одно интересное свойство таких процессов: все 
функции распределения 2,,, (•) можно изменить, не меняя предельного 
распределения вероятностей для хь если только при этом (I) не 
нарушается имеющаяся периодичность или апериодичность и (II) 
все т остаются без изменений. Таким образом, предельное распре­
деление, полученное в предположении, что все функции 2^  являются 
экспоненциально убывающими (часто это оказывается очень удобным 
предположением), на самом деле справедливо для весьма широкого 
класса случайных процессов.

2.3. Процессы накопления
Идея введения процессов накопления, являющихся фактически 

обобщением процессов восстановления, возникает естественным обра­
зом при рассмотрении регенерирующего процесса. Предположим, что 
Л  — регенерирующий случайный процесс, причем для простоты мы 
будем считать, что начало отсчета является точкой регенерации. 
Пусть {Xt} — связанный с x t процесс восстановления, частные суммы 
iS„} которого образуют последовательность моментов времени, зада­
ваемых совокупностью всех точек регенерации, следующих после 
момента времени t =  0. Мы будем говорить, что wt есть процесс 
накопления, если

(с  !)  -  Щ, — O'*,, wSt — да*,, .  —
последовательность взаимно независимых одинаково распределенных 
случайных величин;

(С 2) wt с вероятностью единица имеет ограниченную вариацию 
на любом конечном /-интервале;

(СЗ) „вариация11
t

wt =  \ | dwt | 
о

процесса wt, которую мы полагаем тождественно равной нулю, если 
щ  имеет неограниченную вариацию, также удовлетворяет условию (С 1).

Когда процессы накопления были определены Смитом (1955а), 
условие (СЗ) было опущено, так как ошибочно предполагалось, что 
из (С 1) и (С 2) следует (СЗ).

Процессы накопления встречаются очень часто. В теории очередей, 
когда моменты регенерации заданы, можно рассматривать, например, 
(а) общее время занятости после момента /  =  0; (Ь) общее количество 
человеко-часов, потерянных клиентами; (с) число покупателей, в мо­
мент прибытия которых очередь превышает N  человек; не нужно 
большой изобретательности, чтобы еще продолжить этот список. 
В задаче о черве из п. 2.1 можно рассматривать следующие интерес­
ные процессы накопления: (а) время, проведенное червем на поверх­
ности, и (Ь) время, проведенное на расстоянии от центра, не превос­
ходящем заданного р. В простейшем процессе восстановления число 
восстановлений N t за время t является процессом накопления. Интеграл 
по времени от процесса замены (пример I, п. 2.1) является еще одним
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примером процесса накопления, который до некоторой степени был изу­
чен Дубом (1948). Последняя работа Такача (1957b), посвященная зада­
чам о времени ожидания, является изучением полумарковского процесса 
с  двумя состояниями А и В и связанного с ним процесса накопления 
Р(Д, определяемого как полное время, проведенное на интервале 
(О, t) в состоянии В; многие из найденных им результатов являются 
частными случаями общих теорем, указанных ниже в настоящем пара­
графе.

Без большой потери общности можно считать, что w0 =  0. Пусть,
■ш ^  -

далее, kr =  МwSl и kr =  MwSl (если только эти моменты существуют).
Заметим, что если kr<^oo, то и kr<^oo, Используя эти обозначе­
ния, можно сформулировать следующие результаты:

(I) Если [Х !< оо и £ ,< о о ,  то с вероятностью единица 
при t —> оо.

(II) При тех же условиях, указанных в (I), также и * ^i/ pi
при t —> оо.

(III) Если в дополнение к условиям, указанным в (I), мы ещё 
предположим, что [х2<^оо и k2<^oo, то при t —* оо

где oj =  р2 — |*1, о\ =  k2 — А?, а р  — коэффициент корреляции между 
К\ и w^.

Результат (III) можно еще переписать в следующей более нагляд­
ной форме. Обозначим через bwt типичное прирцщение wt за время 
между последовательными моментами регенерации; например, для про­
цесса накопления N t, определяющего общее число моментов регене­
рации до момента времени t, с вероятностью единица ДN t =  1, а если 
мы рассмотрим детерминированную функцию t как процесс накопле­
ния, то типичным членом процесса восстановления {Xt} будет Ы. Тогда
(III) означает, что

[D w , ------L  D A ( w t —  ^ -
L P i  {  Pi

(2.3)

Для большинства процессов накопления, возникающих на прак­
тике, значения соответствующих констант kb k2, р и т. д. не могут 
быть найдены без детального исследования, так что здесь трудно 
построить простые нетривиальные примеры. Однако один простой 
пример получается, когда мы полагаем wt =  Nt. В этом случае 
Д ( ^ - (хГ1^ ) = 1  — pi поэтому из (2.3) мы здесь снова 
получаем теорему восстановления (1.6). Другой простой пример полу­
чается, если положить wt равным интегралу от процесса замены 
элементов x t (см. I, п. 2.1):

t
w( =^X b db.

ъ
Для этого процесса Дwt =  (Д/)2. Предполагая, что все необходи­
мые моменты конечны, мы получаем отсюда, что kx =  t*2/2, k2 =  р4/4
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и М (Д/) (Д®,) =  |»з/2. Из этих результатов и из (I), (II), (III) следует, 
что при t —» оо

, с вероятностью единица,

2̂
2 ^ ’

3
М*4   ^ 2 ^ 3  I ^ 2

4 ,̂ 2(j.j ^ 4 ^ -

Первый из этих трех результатов, утверждающий, что средний воз­
раст используемого элемента стремится к (х2/2р,1; принадлежит Дубу 
(1948), который доказал его непосредственно из закона больших 
чисел. При формулировке второго результата мы поменяли местам» 
интегрирование и взятие математического ожидания.

Мы уже упоминали о центральной предельной теореме Феллера 
для процессов восстановления. Можно доказать центральную пре­
дельную теорему и для более общих процессов накопления. Доказа­
тельство этой теоремы исходит из весьма общего результата Анскомба 
(1952), относящегося к последовательному выбору; ее простейшая
форма такова. Если k2<^co и a2 =  k2 — k\> то при условии, что>

Р — kxN t <  <хо | / " J —> Ф (а) при t —» оо

для всех а, где Ф (а) — обычная функция нормального распреде­
ления. Если же (а2 <С 00> т0

P^wt —  а ( т ^ Г 1)  ’ | —» Ф ( а ) tipu t —> оо

для всех а, где 7 =  DA (wt — (jcf1 kj).
Таким образом, мы имеем два варианта центральной предельной: 

теоремы, относящиеся к случаям, когда нам известно, что р.1<[схэ 
или что [л2 оо. Если попытаться использовать N t в качестве wt, то 
первый из наших результатов не имеет смысла, так как DA./V, =  0,, 
а второй обращается в центральную предельную теорему Феллера.

Следует заметить, что Деблин (1938) доказал центральную пре­
дельную теорему для цепей Маркова с дискретным временем, кото­
рая является аналогом случая [х2< ;о о  сформулированной выше тео­
ремы. Обсуждение других вариантов центральной предельной теоремы 
для марковских процессов можно найти в книге Дуба (1953).

Отметим еще, что в указанных нами примерах процессов накоп­
ления, особенно относящихся к теории очередей, иногда оказывается 
необходимо одновременно изучать два или более процессов накопле­
ния, связанных с одной и той же последовательностью точек регене­
рации. Например, можно интересоваться сразу и процессом wг1’ , зада­
ющим простой в человеко-часах для обслуживающих устройств за 
время (0 , t), и процессом w f ) — количеством человеко-часов, потерян­
ных клиентами в очереди. Для таких случаев имеются соответствую­
щие многомерные центральные предельные теоремы, формулировки, 
и доказательства которых можно найти в работе Смита (19б5а).
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Для процессов накопления, возникающих в практических задачах,, 
обычно представляется правдоподобным, что и ^  и (а2 являются: 
конечными. В теоретических исследованиях вполне возможен случай,, 
когда [*! =  оо. По-видимому, единственная общая теорема, относящаяся 
к этому случаю, такова:

(IV) -  kx при оо 
с вероятностью единица.

Эта теорема является прямым следствием усиленного закона 
больших чисел. Аналогичное утверждение для двух процессов накоп­
ления w f) и wf*, таких, что ф О, гласит, что при t —> оо

w f  4 2) '
Этот последний результат явился основой для изучения брауновско- 
го движения xt (для которого |л1 =  оо) в работе Дермана (см. при­
мер IV в п. 2.1). Дерман рассмотрел две функции а (х:) и [3 (х:) иа 
Lx (— оо, оо), такие, что

+  оо

J  Р (я) dx ф О,
— оо

и изучил процессы накопления
t

a (t) =  j  а (х:9) flfO,
о
t

b (t) =  J Р (х 9) dS,
О

для которых он доказал, что при / —> оо

с вероятностью единица.
Мы закончим этот параграф замечанием о применении централь­

ной предельной теоремы для процессов накопления в том случае, 
когда параметр t рассматриваемого случайного процесса представ­
ляет собой не время, а энергию. Задача, о которой мы будем гово­
рить, касается изучения частицы, возникшей с энергией t и движу­
щейся затем среди других частиц, теряя энергию при столкновениях 
и порождая при этом новые частицы. Распределение вероятностей 
для числа вторичных частиц, порожденных при столкновении, так 
же как и потеря энергии исходной „частицей-родителем“ , зависит 
от энергии исходной частицы, причем потеря ее энергии не является, 
независимой от числа порожденных вторичных частиц. Пусть теперь 
„частица-родитель“ непрерывно продолжает подобным образом терять 
энергию при столкновениях, пока ее энергия не станет слишком 
низкой для того, чтобы она могла породить сколько-нибудь новых 
частиц; представляет интерес отыскание распределения для общего
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числа вторичных частиц, порожденных при всех столкновениях. 
Отбросим условие, согласно которому совместное распределение 
числа появившихся вторичных частиц и потери энергии „частицей- 
родителем" при одном столкновении может зависеть от исходной 
энергии „частицы-родителя11 (это условие, по-видимому, становится 
существенным лишь тогда, когда энергия нашей „частицы-родителя11 
достигает некоторого сравнительно низкого уровня); при этом мы 
■сведем нашу задачу к изучению определенного процесса накопления, 
так как мы можем отметить на шкале энергии (ось t) последова­
тельность точек „регенерации", определяющих энергию „частицы- 
родителя" после последовательных столкновений с другими части­
цами, и при весьма слабых предположениях о нашем процессе 
интервалы между этими „моментами регенерации" будут взаимно 
независимыми и одинаково распределенными случайными величинами. 
Отсюда ясно, что общее число вторичных частиц, порожденных 
„частицей-родителем" до того, как ее энергия стан ет< ^ , представ­
ляет собой процесс накопления да,. Здесь да, — ступенчатая функция, 
скачки которой (происходящие в моменты регенерации) являются 
взаимно независимыми и одинаково распределенными случайными 
величинами; исходя отсюда, следует думать, что для больших зна­
чений t величина да, должна иметь нормальное распределение, а не 
какое-то асимметричное распределение, как можно было бы сначала 
предположить. При изучении конкретной задачи, из которой и воз­
никло наше замечание, с помощью громоздких подсчетов удалось 
показать, что распределение числа вторичных частиц, порожденных 
последовательностью столкновений, на самом деле оказывается очень 
близким к нормальному даже при весьма скромных значениях энер­
гии t.

§ 3. Суммы, произведения и теория счетчиков

3.1. Бесконечные суммы
Предположим, как и обычно, что {А",} — процесс восстановления 

с частными суммами {Sn}\ предположим также, что {х„} — независи­
мый от него расширенный процесс восстановления и что g(u, х) — 
заданная функция двух переменных и, х, равная нулю при отрица­
тельных значениях и. Такач (1956b) недавно рассмотрел случайный 
процесс

ч ( * ) =  *„)• (зл)
Л =  1

Этой работе предшествовали его более ранние статьи (1954), (1955 Ь), 
в которых он полагал {Xt} пуассоновским процессом, а величину 
g(u, д:) чаще всего считал равной хе~аи(а^>0) при и^>0. Рассмат­
риваемый процесс возникает при изучении физической системы, на 
вход которой в момент Sn поступает импульс, зависящий от пара­
метра Хл’ если считать, что в момент t^>Sn этот импульс вызывает 
на выходе системы отклик, равный g(t — Sn, х„); и что отклики всех 
импульсов, поступивших ранее момента t, на выходе складываются. 
Такач указывал, в частности, что такие процессы возникают в тео­
рии счетчиков частиц при изучении пульсаций анодного тока в радио­
лампах и в теории связи. Так, например, если g(u, л:) равно единице 
при и € (0, л:) и равно нулю в остальных точках, то тд \t) будет опи­
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сывать работу счетчиков частиц с ненулевым мертвым временем, о 
которых еще будет речь ниже, в п. 3.3.

Если через М* мы обозначим математическое ожидание по хп и 
положим g t (и) =  M*g (и, хя), ТО

Следовательно,

М* 1)(t) =  S
П = 1

М т ) ( / ) =  s
л=10

оо

=  z)dH(z),
о

но в таком случае в силу узловой теоремы (1.3), при условии что gx 
обладает необходимыми свойствами, имеем

оо

(3-2)
о

при t —> оо. Этот результат совпадает с теоремой 2 работы Такача 
(1956b).

По-видимому, еще не известны условия, обеспечивающие сходи­
мость распределения tj (0  при t —> оо к некоторому предельному рас­
пределению. Такач (1955b) показал, что предельное распределение 
существует, если g(u, х) =  хе~ “ ( а > 0 ) ,  но в своей более поздней 
работе (1956b) он ввел стационарный процесс соответствующий 
нестационарному процессу ?](^), путем специального определения, в ко­
тором предполагается, что „начало отсчета времени* S0 у процесса 
восстановления {Аг„} должно быть сдвинуто в —оо.

Пусть g2 (u, ®) =  М*g(u, xn)g(v, Xnl так чт0 g2 (u,v) =  g2 (v,u). 
Последующие рассуждения выглядят более просто, если существует 
плотность восстановления h(t), хотя полученные выводы могут быть 
обоснованы и в общем случае. Принимая это предположение, мы 
обычным образом получаем

t
М tq (t) т) (t +  т) =  \ g2(t — z, t +  х — z)h{z)dz  +

6

t U+X

+  j  I* gi(ti)gi(v)h(t — u)h(u-\-x — v)dudv +
0 6

t +  x u — x

gi (и) gt(v) h(t - f  t — u) h(u — i — v) dudv.
о 0

Если теперь предположить, что выполнены условия, достаточные 
для применения узловой теоремы (1.3) (т. е. плотность восстановления
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существует, ^ < 0 0  и функции g 1 и g2 (x, x - f .v )  принадлежат 
Lx (О, оо), то при t —> 00

00

Мт) (^) TJ (^ +  т )  —  ( I f 1 j g - 2 (6, 6 + x ) f l ? 6 - f
О

оо И+Т

+  p,1_1.f I  g\(u)gi(v)h(u +  i — v)dudv +
О О

оо и  —  X

+  и г 1 f  J  gi (и) gi (v) h (и — X — V) dudv,
6 о

откуда, используя (3.2), получаем, что при t —> 00
00

Cov (т) (0  "б (t -f- х)} —» (11 1 J  g2 (б, б -f- х) d6 4-
о

+  t*i1 J j  gi(u)gi(v)b(u — v)eludv,
о о

(3.3)

где Cov К =  М (5 — Ш) (С -  МС) и
фх («  — v) =  h ( | и — v +  х |) +  h ( | и — v — х |) — 2ц Г1.

Равенство (3.3) определяет корреляционную функцию, соответ­
ствующую некоторому стационарному процессу Оно согласуется
с теоремой 6 работы Такача (1956b) (хотя следует отметить, что в. 
данном Такачем примере приложения равенства (3.3) к частному 
случаю / ( и ,  х)==хе~аа имеется несущественная числовая ошибка, 
которая может вызвать сомнения при сравнении результатов). Однако’
(3.3) не является вполне удобной формулой при изучении конкретных 
процессов. Если ввести в рассмотрение преобразования Фурье

ОО

Тх (Q =  j e lCugi (и) du ,

00 сю

т,(С'. П  =  Я *
6 о

«с'и + ‘t"vg2 (u, v)dudv

и обозначить через С (х) предельное значение Cov {тг| (t), у (t -f- т)}, то 
можно показать, что

l*i

+  оо

1
— сх

е С (х) dх =  Т2 (б, - б )  +  2 1 Tl (б) |2 Re h°( /б) , (3.4)

где Re обозначает вещественную часть. Вывод формулы (3.4) в пред­
положении, что р,2<Соо, облегчается тем, что h(t) — принадлежит 
Z j(0, оо) [см. следствие 8.1 работы Смита (1954)].

Равенство (3.4) дает нам компактную формулу для спектральной 
плотности процесса х)*(^), так как оно задает эту спектральную 
плотность, умноженную на дисперсию С(0) процесса. Это равенство 
очень просто связано с теоремой Кемпбелла (Дуб (1953), стр. 390 рус­
ского перевода), верной, когда процесс {A'j} — пуассоновский (не­
сколько отличное обобщение теоремы Кемпбелла имеется в работе
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Домба (1950b)). С(0) можно найти из (3.3) или из требования, чтобы 
спектральная плотность была плотностью вероятности (в силу теоремы 
Винера — Хинчина)1). Заметим, что если исходный процесс восстановления 
{^ 1  — пуассоновский со средним значением А -1, то h°(s) =  ^s~ 1 и 
ReA°(/6) =  0. Таким образом, в этом случае спектральная плотность 
пропорциональна т2(®>— ®)> т - е-> например, если g (и, х) =  хе ~аа, 
а>>0, при «>>0,  то спектральная плотность пропорциональна (а2+  
+  02) - 1. Для той же велииины g(u, л), если М х„ =  (х, Dx„ =  °2 и 
А (t) — произвольная функция плотности, то

Ti (Q =  !»(« +  Л) - 1, Тг(С', С") =  (lx2 +  о2) (а -  Д') “ ‘ (« ~  Л") 
так что спектральная плотность здесь пропорциональна

- ? Т ¥ -  +  - 7 Т Г  ■
;а соответствующая корреляционная функция пропорциональна

+  оо

(|Jl2_[_ 02)e _a|x|+ [ i2 j  (3.5)
— оо

где & (t) =  Л (| 1 1) — (i-1. Эта формула для корреляционной функции 
■очень тесно связана с результатом, задаваемым равенством (56) работы • 
Такача (1956b).

Мы здесь обосновали далеко не все результаты, содержащиеся в 
детальных исследованиях Такача (см. три его цитированные выше 
работы), но надеемся, что нам удалось достаточно ясно показать 
связь некоторых его результатов с общей теорией восстановления. 
Естественно, что если {Л^} — пуассоновский процесс, то можно дать 
явные ответы на многие специальные вопросы, относящиеся к ?)(0, 
но мы здесь ограничимся в этом отношении простой ссылкой на 
статьи Такача.

3. 2. Бесконечные произведения
Изучение бесконечных сумм вида (3.1). естественно, подводит 

нас также и к рассмотрению бесконечных произведений. Пусть
оо

0 ( 0  =  П о + * ( * - • * „ ,  *„)} ,  (3.6)
п — О

где мы снова предполагаем, что g(u, л:) равно нулю при отрицатель­
ных значениях и, и где 5 0 =  0. Главные приложения такого рода бес­
конечных произведений относятся к теории счетчиков II типа, о ко­
торой мы будем говорить в следующем пункте; однако уже в конце 
этого пункта мы увидим, как появляются такие произведения также 
и при изучении некоторых процессов смерти и иммиграции (immigra­
tion-death processes). Как легко видеть из теоремы Фубини, с точки 
зрения подсчета математических ожиданий и других моментов Q(t), 
не теряя общности, можно положить, что все хп равны нулю. По 
этой причине, в действительности, мы вместо (3.6) будем рассматри­
вать более простое произведение

оо

0 ( 0  =  П и + ^ - S J } .  (3.7)
п— О

г) Бохнера — Хинчина. — Прим, перев.
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Первый вопрос, на который необходимо дать ответ, это вопрос 
о том, существует ли произведение G(t) с вероятностью единица,. 
Так как

ОО t

! * ( * . - <s„)|= (3.8)
Я=1 0J

то можно заключить, что G{t) будет существовать, если правая часть» 
(3.8) является конечной, как это будет, например, при любой ограни* 
ченной функции д о ­

вернемся теперь к вопросу о вычислении математического ожи­
дания О (0; после того как это будет сделано, другие моменты О (О 
можно будет подсчитать аналогично. К сожалению, в общем случае 
МО (0  очень трудно вычислить. Из (3.7) следует, что

МО (0  =  {1 +  g  (01 МО (i -  Х г).
Таким образом, если мы положим P(t) =  MG(t), то P(t) будет удов­
летворять интегральному уравнению

Из-за наличия в правой части множителя (1 + g ( 0 }  интегральное 
уравнение такого типа не может быть просто решено с помощью 
обычного метода преобразований Лапласа.

Мы обсудим здесь два метода, с помощью которых можно искать 
р'ешение уравнения (3.9), но ни один из них не является вполне удов­
летворительным. Первый метод может быть применен, когда F* (s) 
является рациональной функцией от s; для простоты мы здесь будем 
даже считать, что эта функция равна единице, деленной на многочлен 
<p(s) от s степени п -f  1. Мы также еще более упростим задачу, пред­
полагая, что 1 +  g(t) никогда не обращается в нуль при ^ > 0 ,  хотя 
в действительности можно обойтись и без этого предположения. 
Первое наше предположение, грубо говоря, эквивалентно тому, кото­
рое сделал Кендалл (1952), решая интегральное уравнение, возникаю­
щее при изучении биологических популяций, или иначе — эквивалентна 
возможности применения преобразования типа свертки Хиршмана- 
н Уиддера (1957). Последующие рассуждения, о'днако, не требуют, 
чтобы нули f(s) были вещественными.

Если применить преобразование Лапласа, то из (3.9) получаем

( г + Ь т  -  f  * <s>)р  «  •
0

т. е.

о .
оо '

• = -  (з.ю>
w

где w — произвольное неотрицательное число. Можно показать, что 
левая часть (3.10) является аналитической в левой полуплоскости 
Re 5 < 0 ,  имеет там порядок 0( sn) и что правая часть является анали-
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*
тической в правой полуплоскости Re s 0 и имеет там порядок 0 (s") 
(заметим, что ф(0 ) = 1 ) .  Таким образом, обе части (3.10) представ- 
ляют некоторый многочлен

У (да, 5) =  Ап (да) sn -(- Ап — 1 (да) sn ~ 1 +  . . .  +  А0 (да) 
от s степени п. Из соотношения

w ^

можно вывести дифференцируемость коэффициентов Ak(w), откуда 
следует, что

Р (яу) дФ> (wf s) л „
1<Р (я) -  1 -  g (да)} • - g {w) = - s P  (да, s) +  dw • (3.11>

Обе стороны (3.11) представляют собой многочлены от 5 степени: 
п +  1, и если положить

ср (s) =  ап + 1 sn + 1 +  . . . +  а0
и сравнить коэффициенты, то мы получим систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений

а„ + ! А„ (W) =  а„ + ! Ап _ 1 (да) — а.пАп (да),
а„ + ! A'n-i (да) =  а„ + ! Ап _ 2 (да) — а„ _ j Ап (да),

} (3.12)

а„ + ! А\ (да) =  а„ +’i Л о (да) — Ь\Ап (да), 

а„,+ 1Ло (да) =  £(0Л„(да) .

Соответствующие начальные условия можно найти, полагая да =  О 
в левой части (3.10), откуда следует, что Л̂  (0) =  — а/ + 1 при 
j  =  0,1,. . . ,  п. В общем случае, даже когда п совсем невелико, мы 
не можем найти явного решения такой системы уравнений. Если функ­
ция g(t) кусочно постоянна, а п не слишком велико, решение можно 
выразить через экспоненциальные функции, однако когда g имеет 
„много кусков", трудоемкость этой работы может превысить имею­
щиеся у нас возможности. Уравнения (3.12) в той форме, в которой 
они записаны, весьма удобны для численного интегрирования, и если 
функция g(t) постоянна при всех t т, то по крайней мере на интер­
вале (т, оо) решение можно выразить аналитически. Представляется 
соблазнительным свести систему (3.12) к одному уравнению степени пу 
например, относительно Ап. Однако если это проделать, то мы при­
дем к дифференциальному уравнению

<р ( ^ )  л„ (да) =  U +  g (да)} А п (®) (злз)

с начальными условиями Ля( 0 ) = — ал + ь Л̂ т ) (0 )= 0  при то=1,2,..., п. 
Это уравнение легко интегрируется, когда ср _  линейная функция, т. е. 
когда исходный процесс {А';} — пуассоновский, но даже уже при 
квадратичной ср лишь некоторые1 специальные произведения О могут 
быть изучены аналитически. (Эквивалентность уравнения (3.13) и систе­
мы (3.12) Связана с методом Пеано — Бейкера решения линейных диф­
ференциальных уравнений, см. Айне (1944), стр. 408—415.)
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Если Ah{w) или какое-то удовлетворяющее нас приближение 
к этой величине уже получено, то из (3.11) следует, что

P{t) =  ~ {\ +g ( t ) } an l ,An(t). (3.14)

В качестве простого примера предположим, что {Аг,} — пуассоновский 
процесс с cp(s) =  X-1 s +  1. Тогда (3.13) сводится к

A'0(w) =  kg(w)A0(w),
и мы находим, что

^ ( 0  =  {1 + g ( 0 }  exp jx J g ( « ) r f « j .  (3.15)

В качестве другого примера рассмотрим .случай, когда {X ,-} имеет 
плотность вероятностей хе~х ( х ^ 0), и положим g (х) =  — ае~ $х. 
Тогда ? (s) =  (s +  I)2 и (3.13) принимает вид уравнения

A'i (w) +  2A'i (w) +  Ах (w) =  (1 — ae~ ) Ax (w),

нужным нам решением которого является выражение

где А и В выбираются так, что

Второй метод решения (3.9), который мы здесь предложим, 
состоит в том, что мы снова возвращаемся к бесконечному произ­
ведению (3.7) и пытаемся, исходя из него, получить нужное нам 
решение в виде рядов. Этот метод проще рассмотреть в случае, 
когда существует плотность восстановления. Тогда имеем

оо

-I a r ) - i + * j r i ^ s . )  +
П — 1

+  м  у  - s ni)g (t ~  Snt) + . . .  =
пхфп%

t

о

t t - t x

+  5 \ g { t - t x) g { t - t l - t 2)k{tl)h{t2)dt 1 dt2+  . . .  ■ (3.16)
o o '

Если функция g является неотрицательной, обращается в нуль на 
бесконечности и принадлежит /^(О, со) и если известно, что P(t) 
ограничено для всех больших t (например, хотя бы потому, что P(t ) 
представляет собой вероятность), то в (3.16) мы можем устремить t
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к бескснечностк и вывести из узловой теоремы, что существует 
предел

оо оо t— tt

lim Р (t) =  1 +  цг1 j  g (t) dt +  (хГ1 K g  (t) g (t -  tx) h {tx) dtdtx +
~*°° 0 0 0 
OO t — tt t — tx— ti

g i t ) g { t - t x) g { t - [ t x- t 2)h(tx)h{t2)dtxdt2dt+... . (3.17)
0 0 0M

В частном случае, когда g(t) =  ае~$‘ , 0 < а < Л  и j3>>0, в качестве 
немедленного следствия из (3.7) получаем, что если P x(t) =  Я(*){1-|-
+  g  (0 }_1. то

_1_
S +  0С (s)

s +  ?
2A ^ £ )* ! i i± l )_ L  

^  ' s +  2p ^
I „з A»(s)A°(s + P)A»(s+2p) ,

+  а 7+Щ +••• •

Из (3.17) для этой частной функции g также имеем

(3.18)

/3 ( ° ° ) = 1 + . ^  +
а»А»(р)

2fj.jp +
а‘Л»(р)А»(2р) .

3̂ ,Р + (3.19)

(Это соотношение можно также вывести из (3.18), полагая s —> +  0 
в выражении для sP^(s).)

Ясно, что, лишь немного усложнив наши рассуждения, можно 
также получить подобные (3.18) выражения для преобразований Лап­
ласа решений интегрального уравнения (3.6) в случае, когда g является 
взвешенным средним от небольшого числа экспоненциальных функций.

До сих пор в этом пункте мы искали лишь fAG(t). Во многих 
задачах больший интерес представляет величина М {С?(^)[5„ =  / для 
некоторого п]. Будет удобным снова предположить, что плотность 
восстановления существует, и положить

<JiG(t) =  h(t)fR.{Q(t)\Sn =  t для некоторого п].

Если обозначить p{t) =  oMQ{t), то легко показать, что p{t) 
удовлетворяет интегральному уравнению

t
/>(*) =  ( 1 + & (0 Н [1  + g ( 0 ) ] / ( * )  +  fjPV — x) f {x )dx } .  (3.20)

о
Решение этого уравнения наталкивается на те же трудности, что и 
решения рассмотренного выше уравнения (3.9), и оба предложенных 
выше метода „решения" (3.9) можно также применить к (3.20). 
В частности, при решении методом рядов мы будем иметь

a W  =  p ( 0 [ i + ^ ( 0 J - x =

=  [ l + £ ( 0 ) ]  А ( 0 +  \ g i t - t x)h{tx) h { t - t x)dtx^
1 о

\t-tl )
+  j" I ё  î) ё  i x — h (̂ 2) h it — 1̂ — 2̂) dtxdt2-\~. . .  1. (3.21)

0 0  J

9 Математика № 3
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Если в дополнение к условиям, которые позволяют вывести (3.17) 
из (3.16), нам известно, что имеет место теорема восстановления для 
плотностей (1.5), то

X T J W ) ~ ' + I g(t)h(t)d‘ +
о

оо t  —  t  ̂+ J J g { t ) g { t - t l)h{tl) h ( t - t l)dtdtl+ . . .  , (3.22)
о о

В случае когда g (t) =  ае~Р(, мы получаем (так же, как выше), что

=  *° (S) +  ah° (s) h° (s +  P) +

+  a2A° (s) h° (s +  p) h° (s +  2p) +  . . . ,  ' (3.23).
и что

=  1 +  «А» m +  (Р) h° (2Р) + . . .  . (3.24)

В качестве примера на применение результатов этого параграфа 
рассмотрим процесс иммиграции и смерти, в котором иммигранты 
прибывают в моменты Sn (являющиеся частными суммами процесса 
восстановления {Л^}) и „период существования" каждого иммигранта 
имеет отрицательное экспоненциальное распределение со средним (З-1, 
причем смерти происходят независимо. Обозначим через nt число- 
иммигрантов в момент t и предположим, что л0= 1 ;  пусть, далее, 
П (z , t) =  Мznt — производящая функция величин nt. Очевидно, что.

N t

П(2, t) =  М f [  {1 +  [z -  1] ехр { -Р (*  -  $ „)}},
0 '

что совпадает с нашим бесконечным ,произведением (3.7), причем 
здесь

g  (*) =  [ * -  1]‘ехр (— РО-
Таким образом, при соответствующих условиях из (3.19) следует, что

П (z, оо) =  1 ( г - 1 )  , ■ (г — 1)° Л?(Р)
М  “Г" 2(t,p

( г - 1)3 h° (3) /г° (2р) ,

Если задаться плотностью вероятностей f  (t) для интервалов между 
поступлениями иммигрантов, то из (1.12) можно определить h°(s).

Если распределение времени жизни иммигрантов задается произ­
вольной функцией В {t), то также можно использовать бесконечное 
произведение (3.7), но теперь с функцией

g (0 =  (2 -1 )  [1 - 5 (0 ] .

3.3. Счетчики ])
Одним из наиболее плодотйорных применений теории восстанов­

ления, вероятно, является изучение поведения счетчиков I и II типа 
и связанная с этим математическая теория счетчиков Гейгера — Мюл­
лера и электронных умножителей.

*) По поводу теории счетчиков частиц см. также гл. IV монографии В. И. Голь- 
данского, А. В. Куценко и М. И. Подгорецкого (1959), имеющую много точек сопри­
косновения с материалом настоящего раздела.— Прим. ред.
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Пусть {.¥„} — это процесс восстановления с частными суммами 
{Sn}, а {х„} — независимый от него другой процесс восстановления. 
Мы начнем с того, что опишем построение процесса восстановлении 
{pSn}, который будем называть полученным из {S„} при помощи при­
менения счетчика с мертвым временем непродлевающего типа.

Если процесс {Хп} — пуассоновский, то процесс, получаемый при 
применении счетчика с мертвым временем непродлевающего типа, 
будет соответствовать наблюдению частиц при помощи известного 
счетчика I типа.

Пусть пх — наименьшее п, для которого Sn^>xu a лг — наимень­
шее п, для которого Sn^>Sar_1+Xr- В таком случае мы можем 
рекуррентно определить последовательность {пг}, попутно отметим, 
что такая последовательность образует частные суммы процесса вос­
становления

(«1, п2- - п и
Последовательность {pSr}, задаваемая равенством pSr =  Snr, обра­

зует последовательность частных сумм некоторого нового процесса 
восстановления, который мы будем обозначать через {РХ Г}. Фактиче­
ски при этом было проделано следующее. В момент t =  0 начинается 
„мертвый" интервал длительности xv в течение которого счетчик 
вовсе не регистрирует точек восстановления {Х п}. Однако первую 
точку восстановления, следующую за концом мертвого интервала, оя 
обязательно регистрирует, и в момент этой регистрации начинается 
второй мертвый интервал длительности у2. Отсюда уже ясно, как 
продолжается этот процесс, и почему интервалы между сосчитанными 
точками образуют последовательность взаимно независимых, одина­
ково распределенных случайных величин.

Литература по теории сче*гчиков весьма обширна, и мы попытаемся 
просуммировать итоги некоторых предыдущих работ в таблице, но 
следует отметить, что открытие того, что теория восстановления 
имеет непосредственную ценность для теории счетчиков, принадлежит 
Феллеру (1948). Для случая только что определенного счетчика с 
мертвым временем непродлевающего типа, без сомнения, проще сна­
чала подсчитать соответствующую функцию распределения pF(x), 
чем функцию восстановления РН (t). Это особенно легко сделать, 
когда {Хп} — пуассоновский процесс, среднее значение которого му 
обозначим через X-1 ; тогда если В(х) — функция распределения {хя\,- 
то нетрудно видеть, что

X
PF (х) =  X j  В (г) е~х (x~zHz. (3..25)

0.

В самом деле, рХ х является суммой Хх и времени, прошедшего с мо­
мента t =  х\ до следующего момента восстановления пуассоновского 
процесса; поэтому (3.25) сразу вытекает и& стационарности распреде­
ления остаточного времени существования % для пуассоновского 
процесса. После того как мы определили pF(x), можно быстро раз­
решить ряд вопросов, относящихся к pN t — числу точек, зарегистри­
рованных за время (0. X). Рели ввести обозначения Ьп =  Мх" и о2=* 
=  DXl, то из (3.25) следует, что

Ĥ-I =  +  j
PF ~  z\ -j- Х-2. ; : 1

и

9 *



оо имеем‘Таким образом, в силу (1.4) и результатов п. 1.4 при t —►

bPNt

МPNt и
1 Н-М,

1 +  ^ 4
(1 +  Щ)г +  0(1),

1 +  Х2°» W , /5 (1 + ^ Ч )г 
( 1 ,+  Х&1) * - Л г + { 4 ( 1  +  Х61Г

_2_ (2 +  ХНУ _J_1 I 0 / j\
3 (1+Х6,)» ^  12 J ^  и \1)'

где k=*bz — 3b^l ~Щ — семиинвариант третьего порядка величины х\-
. Далее, из центральной предельной теоремы Феллера можно заклю­

чить, что pN f распределено асимптотически нормально, с асимптоти­
ческим средним значением и дисперсией, задаваемыми главными чле­
нами указанных выше приближений.

Если Д(л:) известно точно, то для получения асимптотического 
распределения N t можно использовать метод быстрейшего спуска. 
Второй пример на применение этого метода из п. 1.6 дает такое при­
ближение, годное в случае, когда P {x i =  ,c} =  l, т - е - когда мертвое 
время постоянно.

, Предположим, что процесс {Xt} не является пуассоновским, но 
является квазипуассоновским с индексом т]> 0 . Если Р (xi+> t} =  1, 
то могут быть применены рассуждения того же рода, что и исполь­
зованные выше для случая пуассоновского потока. Действительно, 
в таком случае распределение вероятностей для Сх, не зависит от xi, 
И, следовательно, /’Ar1 =  xi +  /̂.1 фактически является суммой двух 
независимых случайных величин. Учитывая, что Су, имеет / ги> (- )̂ 
своей функцией распределения, мы находим

]Из этой формулы можно снова получить моменты pF (х) и, следова­
тельно, вывести свойства N t, подобно тому, как мы это сделали 
выше, предполагая, что процесс { ^ }  является пуассоновским.

В случае произвольного процесса восстановления (A 'J вычисление 
? F ( x )  не является столь непосредственным. Действительно, поступая 
каю обычно, получаем X

pF(x) =  j*W(jt, z)dB(z), (3.26)
О

*де
Z

W {х, z) =  {F (х) -  F (г)} +  ̂  {F (х -  и)- F ( z -  и)} dH{u)
О

г

=  F (х) +  J  F (х -  и) dH(и) -  H(z).

Равенства, эквивалентные (3.26), были получены Пайком (1957), Така- 
чем (1956 с), Смитом (1957а). Если Р {х / =  Х} =  1> т - е - если мертвое 
время всегда имеет одну и ту же продолжительность т, то наша фор­
мула сводится к более простой форме

PF(x) =
F ( x )  +  j F ( x  — z) dH (г) — H (т) при л: >  х, 

о
О при

указанной Пайком (1957).
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Если В (л:) — абсолютно непрерывная функция, причем В'(х) 
можно представить как взвешенное среднее от экспонент с отрица- 
тельными показателями:

В' {х) =  jV^Xfl?<p(X),

и если мы положим

I°(s) =  j  h° (s +  X) dy (X), 

то из (3.26) можно вывести, что

Pf ° ( s )  =
(А* (s) —  Л° (s )) 

1 +  h« (s)
(см. С м и т , 1957). Из этого последнего равенства и из (1.11) мы полу* 
чаем изящный результат

1+*Л °(5) 1 +  А« ( 5 )

1 +  Л° (s) (3 . 2

Например, если В' (х) — отрицательная экспонента со средним X-1 , то 
из (3.27) следует, что плотность восстановления в соответствующей 
процессе, получаемом при помощи применения счетчика с мертвым 
временем непродлевающего типа, имеет преобразование Лапласа

*Л°(х) = 1 +  h• (s)
1 +  А« (s +  X) 1.

Этот результат был получен Пайком (1957) и Смитом (1957а)’ 
[Об этой же задаче, появляющейся в другой связи, см. статью Скарфа 
в сборнике Эрроу, Карлина и Скарфа (1958).]

Через 5V мы будем далее обозначать пуассоновский процесс, 
через X  — квазипуассоновский процесс, а через ^  — произвольный 
процесс восстановления. Будем обозначать через Р произвольный 
счётчик с мертвым временем непродлевающего типа, счетчик с постоян­
ным мертвым временем через Р с, а с экспоненциальным мертвым вре­
менем — через Р е. В таком случае из сказанного выше следует, что 
случаи Р9* и РХ  легко разобрать до конца, а общий случай РМ — 
весьма трудно; более частные случаи Р СМ и Ре& могут быть разобраны, 
но, по-видимому, не до конца *).

Рассмотрим теперь случай счетчика О с мертвым временем продле­
вающего типа, примененного к {А -,}. Мы снова используем процесс 
восстановления (xJ и будем считать, что сумма Sn регистрируется, 
если Sn >  Sm +  Xm+i Для всех 0 <Ст<С.п (полагаем, что S0 =  0). Это 
соответствует следующей физической идее. Каждой точке восстанов* 
ления Sn из М сопоставляется накрывающий интервал длины хп+и 
начинающийся в этой точке; регистрируются только те точки восста­
новления, которые не лежат внутри никакого из получающихся накры­
вающих интервалов. Если мы обозначим через gSn момент, в который 
имела место «-регистрация, то {gSn} образуют частные суммы нового 
процесса восстановления {8Хп} =  ОМ. Если {Xt] — пуассоновский про­
цесс, то счетчик с мертвым временем продлевающего типа соответ­
ствует счетчику II типа, изучавшемуся в связи с электронными умно­
жителями. Имеются и другие интересные применения этих идей, два 
из которых мы здесь отметим. Хаммерсли (1953) изучал работу элект­
ронного устройства для счета частиц в суспензиях и пришел к задаче

]) Для общего процесса восстановления и произвольного счетчика типа Р имеет 
место ряд предельных теорем [см. Беляев (1961)]. — Прим, перев.
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изучения GM (в действительности он столкнулся даже с более труд­
ной задачей РОМ). Нейман (1949) предпринял изучение быстрого паде­
ния ежегодного улова калифорнийских сардин, и при построении 
математической модели процесса лова косяков рыбы он столкнулся 
с процессом Gc&>, где Gc относится к счетчику с мертвым временем 
продлевающего типа, в котором {у„} постоянны с вероятностью еди­
ница. По-видимому, Нейман первым получил 8F(x)  для этого случая.

Таблица

Некоторые предыдущие работы по теории счетчиков

Р а с с м о т р е н -  
А в т о р ы  н ы е  з а д а ч и

Борткевич (1913).................. Рс3*
Рарк и Дивол (1936) . . . Рс3*
Шифф (1936) . . . . . . .  Gc3>(')
Рарк и Бреммер (1937) . . Pcff>;GcZp(2) 
Алаоглу и Смит (1938) . . Рс$>(ъ)
Стивенс (1939)....................  Gĉ (4)
Гнеденко (1 9 4 1 ).................. Рс3>
Леверт и Шин (1943) . . . GC9*(A)
Джилтей (1943).....................  РСЭ*
Костен ( 1 9 4 3 ) . . . . . . .  Рс$>
Курбатов и Манн (1945) Рс3>(г)
Манн (1946) . .....................  Рс$>
Домб (1 9 4 7 )......................... Gc9*
Пост (1947)............................  рср
Малмквист (1947).................. РСМ
Блекман и Мишельс (1948) Рсд>{ь)
Домб (1 9 4 8 )......................... рд>
Феллер (1948)................. Рсд>\ Gc$>

Р а с с м о т р е н -  
А в т о р ы  н ы е  з а д а ч и

Весткотт (1948).................  Рс9>?)
Фидер (1949)..................... . Рс&(1)
Домб (1950а) .....................P$>;GC9>W
Такач (1950) . ...................... Вс9*
Реньи (1951а)........................  Ĝ >(8>
Реньи (1951b).....................  Ĝ >(8> (9)
Такач (1951)..................... РЭ>
Алберт и Нелсон (1953) *
Хаммерсли (1953).............. G3>; PG3>№
Такач (1953)......................... G$>
Поллячек (1 9 5 4 )..................  GJ?
Такач (1955а) .....................  G3*
Такач (1956а).....................G3*\ PG9*
Такач (1956с).....................РМ\ GM
Пайк (1957)........................РМ\ GM
Смит (1957а).....................G$>\ GCM\

Р31
Такач (1957а)..................... **

(т) Пуассоновский процесс имеет „скорость поступления", которая может изме­
няться во времени.

(2) Детальные подсчеты не приведены.
(3) Обсуждается влияние устройства, приводящего к тому, что фиксируется 

только каждый л-й зарегистрированный момент.
(4) Вместо полуоси 0 задача рассматривается для „событий", случайно рас­

пределенных на какой-то большой окружности.
(5) Обзорная статья с кратким обсуждением и ссылками на некоторые предше­

ствующие работы.
(6) События, входящие в не являются мгновенными, а имеют некоторую ко­

нечную „ширину".
(7> Обсуждается группировка событий.
(8) Распределение, связанное с G, может меняться с течением времени.
(9) Процесс 3* может быть более общим, чем обычный пуассоновский процесс, а 

именно он может быть составным пуассоновским процессом [рассмотренным Яноши, 
Реньи и Акцелем (1950)].

* Алберт и Нелсон ввели в рассмотрение счетчики с мертвым временем про­
межуточного между Рс- и Gc-типа.

** Рассмотрен счетчик типа Алберта — Нелсона, примененный к процессу вос­
становления для некоторых частных случаев получены явные формулы.

Если процесс {2Ц} — пуассоновский, то имеется целый ряд спо­
собов определения 8F(x)  для случая общего счетчика с мертвым 
временем продлевающего типа. Простейший из них состоит в том, 
что сначала определяют 8h(t), а затем получают 8F (х) из (1.11). 
В таблице мы ссылаемся на многие статьи, в которых обсуждалась 
эта задача. Случай GcМ, рассмотренный Пайком (1957), Смитом (1957а) 
и Такачем (1'956а) (они использовали рассуждения разной степени слож­
ности), также сравнительно прост. Цель этого параграфа состоит в том, 
чтобы показать, как вычисление gh(t) в наиболее общем случае GM 
может быть сведено к нахождению математического ожидания беско­
нечного произведения типа, рассмотренного в п. 8.2. Этот наиболее
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общий процесс ОМ  пока слабо освещен в литературе. Поллячек (1954) 
нашел общее решение задачи в виде контурных интегралов, но их, 
по-видимому, трудно вычислить. Тем не менее Поллячек из своей 
общей формулы получил явные выражения для производящих функций 
в случае G55 (который, как мы уже бегло отметили, может быть 
просто решен с помощью значительно менее сложного аппарата) и в 
случае ОеМ  (где 0 е обозначает гарантированное цензурирование, в ко­
тором (х„} имеют экспоненциальное распределение). Такач (1956с) 
получил весьма сложное интегральное уравнение для gH{t) и вывел 
из него явные формулы для тех же двух случаев Q P  и 0 еМ, кото­
рые смог разобрать Поллячек. Пайк (1957) также рассматривал ОМ  
и заметил, что „эта проблема очень трудна, если ее решать в общем 
случае". Затем он вывел сложное интегральное уравнение для gF(x) 
и получил явную формулу для gh°{x) в случае 0 еМ [где, однако, 
счетчик 0 е несколько видоизменен в соответствии с предложением 
Алберта и Нелсона (1953)].

Если теперь процесс {Х п} задан, то вероятность того, что t не 
попадет в накрытый интервал времени, будет, очевидно, равна

’ Nt
П ^ - s j .
п=0

Следовательно, полагая Вс (/) =  1 — В (t), мы найдем, что вероятность 
того, что t не „накрыто", равна

N,

/1=0
или, в обозначениях п. 3.2,

gh{t) =  ^ X \ { \ - b c{ t - S n) } ,
ч

п—

Таким образом, искомая функция gh{t) удовлетворяет интегральному 
уравнению, подобному (3.20). По виду это уравнение значительно 
проще уравнений, указанных Такачем и Пайком. Формулы (3.23) и (3.24) 
примыкают к результатам, полученным этими авторами и Поллячеком 
для процесса ОеМ, и остается впечатление, что методы п. 3.2, может 
быть, могут быть использованы и в более общих случаях. Попутно 
заметим также, что (3.15) дает еще один вывод многократно выво­
дившейся формулы

eh (t) =  кВ (t) exp -£(0)]  db

относящейся к случаю Gp. Заметим далее, что если 5 ( т ) = 1  для 
некоторого т ;> 0  (т. е. если интервалы мертвого времени хп все ока" 
зываются ограниченными сверху временем т), то gh(t) равно постоян­
ной при всех t^>i. Если обозначить этот вид счетчика с мертвым 
временем продлевающего типа через Оь, то из сказанного следует, 
что ObF> приводит к квазипуассоновскому процессу. Таким образом, 
приведенные в § 1 приближенные формулы для среднего значения, 
дисперсии и семиинвариантов высших порядков величины &Nt числа
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регистраций за время (0,/) являются точными для всех достаточно 
больших t. Ранее в этом параграфе было найдено, что случай РХ  
может быть разобран без большого труда; теперь мы видим, что 
то же самое можно сказать и о случае PGb;p.

Чернов и Дейли (1957) недавно изучили обобщение теории счет­
чиков на случай двух измерений; однако в этом обобщении как буд­
то бы нельзя использовать теорию восстановления.

3.4. Ветвящиеся процессы
При изучении теории счетчиков, естественно, появляются беско­

нечные суммы и произведения. Ветвящиеся процессы ведут к еще 
более сложным обобщениям. В простейшем случае двоичного деления 
мы сталкиваемся со Следующей ситуацией. Пусть {Хп} — процесс вос­
становления, й предположим, что для каждого п мы имеем 2Л-1 незави­
симых реализаций Х'п, X ", . . .  величины Х п. Тогда мы получаем набор>

Х\ +  Х'ъ Х[ +  Х'2+ Х 'г
Х[ +  х\ х\ 4- х\ +  х\ 

х\ +  х ; +  х ';
x'i +  x i  +  x™  и т. д.

В этом наборе Х[ является моментом времени, в который исходная 
частица делится на две частицы; первая из них делится далее в мо­
мент X\-{-X'v а вторая— в момент Х\ +  Х\ и т. д. Таким образом,

— это момент времени, в который делится первый „сын" второго» 
„сына" исходного „отца". Такой общий, зависящий от времени, вет­
вящийся процесс во всех отношениях весьма труден для изучения 
[см., например, Харрис (1951), Кендалл (1952)]. Однако ■из сказанного^ 
выше легко видеть, что математическое ожидание размера популяции 
в момент t равно

M(t) =  1 +  F (t) +  2Ft (t) +  4F3 (t) +  8F, (t) +  . . . ,
' и, очевидно, оно удовлетворяет интегральному уравнению

t
M(t) =  [ l - F ( t ) ]  +  2 § M ( t - z ) d F ( z )  (3.28)

о
[см. Харрис, (1951), стр. 321]. Выбирая единственное вещественное 
число а > 0 ,  такое, что / 7* (а )= 1 /2 ,  и полагая, что

X
Fa (х ) — 2 J e~a*dF(z)

о
задает новую функцию распределения, мы получаем

t
е—Ш (t) =  е - «  [1 -  /=■(*)] +  J { е - </-*).ж (* -  г)} dFa(z). (3.29)

о
Это новое уравнение похоже на интегральное уравнение для плот­
ности восстановления в случае произвольной начальной плотности
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существования 2ае~х*(1 — F{t)) и плотности восстановления 2а.е~ыМ (t). 
В таком случае из узловой теоремы восстановления следует, что при
t —> оо

За дальнейшими деталями этого применения теории восстановления 
мы отсылаем к работе Харриса (1951). Харрис показал также, что 
могут быть найдены высшие моменты для размера популяции (но он 
предполагает, что F имеет плотность с ограниченной вариацией; как 
показывают проведенные выше подсчеты, на самом деле это предпо­
ложение не является необходимым).

Время от времени предпринимались некоторые попытки обобщения 
теории в целом. Так, Чжун (1952) рассмотрел теорему восстановле­
ния для случая нескольких измерений. Он полагал, что {Х„} является 
последовательностью независимых r -мерных случайных векторов (г ]>  1) 
с произвольным распределением, не вырождающимся в одномерное 
(никаких предположений типа предположения о неотрицательности он 
не делал). Далее он предположил, что MX! является вектором, ни 
одна из координат которого не равна нулю, и что S„ =  X! - f  . . .  +  Х „— 
это частная сумма процесса. Пусть теперь С — любое компактное 
множество в r -мерном евклидовом пространстве, и пусть С (+ ) £ /  обо­
значает множество, полученное сдвигом каждой точки С на вектор U. 
В этих обозначениях Чжун доказал, что, когда длина вектора U стре­
мится к бесконечности, математическое ожидание числа сумм S„, по­
павших в С (+ )£ / ,  стремится к нулю. Свою статью он закончил сле­
дующими словами: „Ясно, что, для того чтобы многомерная теория 
восстановления могла оказаться полезной, должна быть проведена 
еще большая и более тонкая, чем наша, дальнейшая работа".

Кокс и Смит (1953) рассмотрели теорему восстановления для 
плотностей на прямой в предположении, что {Хп} могут иметь раз­
личные распределения вероятностей (но должны все еще оставаться 
взаимно независимыми). Полученные в этой работе условия слишком 
громоздки для того, чтобы сформулировать их здесь, но все же там 
показано, что соответствующее обобщение теоремы восстановления 
для плотности справедливо при весьма широких условиях.

Карлин (1955) рассмотрел абстрактное уравнение восстановления. 
Пусть T(t), где 0 < * < о о ,  обозначает строго непрерывную полу­
группу операторов, действующих или в пространстве ограниченных 
функций М или в пространстве интегрируемых функций L, такую, 
что ||7'(^)||<1. Он пришел к выводу о необходимости изучения 
абстрактного уравнения восстановления

т. е. что
Л Г (* )~  <?“* / { -  2 а /* '(а )} .

§ 4. Различные вопросы

4,1. Обобщения
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где М, v € L, a F — обычная не решетчатая функция распределе­
ния. Карлин дал формальное исследование этого уравнения.

Работа Вольда (1948), посвященная тому, что он называл „точеч­
ными процессами", и независимая, но перекрывающаяся работа Домба 
(1950b) (о „событиях класса г “ ) касаются другого многообещающего 
обобщения теории восстановления. В этом обобщении времена сущ е­
ствования {Хп} уже не являются взаимно независимыми, а вместо 
того предполагается, что Х п имеет распределение вероятностей, ко­
торое зависит от

X. X л-2> X П — Г + \'

Вольд рассматривал почти Исключительно случай г =  2, тогда как 
Домб получил (с помощью рассуждений эвристического характера) 
некоторые интересные результаты для общего г. В частности, Домб 
нашел соответствующее обобщение теоремы Кемпбелла (которое мы 
уже упоминали в п. 3.1). Было бы интересно знать, какого рода 
общие теоремы, аналогичные общим теоремам для обычных процессов 
восстановления, имеют место для процессов такого рода. В этой связи 
может оказаться полезной работа Диананда (1955) о /га-зависимых 
случайных процессах.

4.2. Инфинитезимальные процессы восстановления

Процесс восстановления можно, если угодно, интерпретировать 
следующим образом. Частица помещается в 0 и остается там одну 
единицу времени. В конце этого интервала времени она мгновенно 
перескакивает в Х ь где снова останавливается на одну единицу вре­
мени. Этот процесс повторяется очевидным образом, так что в тече­
ние интервала времени [п, я +  1) частица находится на расстоянии 
от 0. В таком случае Й($) — Н {а) будет иметь смысл среднего вре­
мени пребывания частицы в интервале (а, Р]; если существует плот­
ность восстановления h (t), то h (t)bt можно понимать как среднее 
время пребывания в интервале (/, t - -̂Ы).

Предположим теперь, что наша „единица времени" становится 
все меньше и меньше, но и (хх также безгранично уменьшается и при­
том так, что средняя „скорость" нашей частицы остается постоянной. 
Мы придем при этом к понятию однородного во времени аддитив­
ного процесса x t (Крамер, 1937), для которого М{л^+1 — х (] =  {хг 0, 
и к вопросу о том, сколько времени x t проводит в интервале (а, р].

Дальнейшие наши рассуждения будут эвристическими; более пол­
ное и строгое изложение мы отложим до другого случая. Даже при 
таком подходе мы надеемся, что наше обсуждение окажется не безын­
тересным в связи с необычностью появляющегося здесь применения 
теории восстановления. Обозначим через F (х, t) функцию распреде­
ления величины x t, а если эта величина будет иметь плотность 
вероятности, то ее мы будем обозначать через f ( x ,  t) (при этом мы 
должны допустить, что f (x ,  0) является 8-функцией, так как тре­
буется, чтобы равенство х0 =  0 выполнялось с вероятностью единица). 
Если можно найти не зависящее от t вещественное * > 0 ,  такое, что 
все скачки F (х, t) имеют место при значениях х, кратных &, то про­
цесс х ( мы, назовем периодическим. Для простоты в дальнейшем 
мы будем предполагать, что х ( не является периодическим. Если теперь 
через V (л:) мы обозначим функцию, равную единице на (а, (3] и нулю
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при всех других значениях х, то время, проведенное процессом x t 
в (а, р], будет, очевидно, равно

оо

| V (xs)de.
о

Но М V (xt) =  F($, t) — F (a, t), откуда вытекает (в силу теоремы Фу- 
бини), что среднее время пребывания x t в (а, (3] равно

ооJ {^(Р, t )~F(a ,  t)}dt.
0

Ясно, что выражения
оо оо

^ F { x , t ) d t  й ' Я  ( * ) -  Е /=■„(*)'
О 1

аналогичны друг другу и в том же смысле являются аналогами
оо оо

^ f ( x , t ) d t i i t i ( x )  =  '£i f n{x).
О п - 1

Поэтому теорема (1,5) о плотности восстановления заставляет ожи­
дать, что в случае непериодического x t соотношение

lim
X -> со

J /C * . *) dt=  ц - ‘ (4.1)

должно выполняться для широкого класса аддитивных процессов. 
В качестве примера положим

f ( x ,  *) =
jt-i

Г(Р0
О

■e x при л ;> 0 , 

при л:<^0
(в этом случае (Xj =  Р). Тогда из (4.1) можно заключить, что

ОС

J

x?t-l
Т(р7) dt~B 1ех при х со.

Аналогичным выводом из теоремы (1.5) о плотности восстановления 
является соотношение

Г (яр) Р 1-ех при х  —► оо.
Л =  1

Рассматриваемые здесь „инфинитезимальные процессы восстанов­
ления" оказываются, однако, наиболее интересными, когда они явля­
ются квазипуассоновскими. Именно так будет обстоять дело в случае, 
когда процесс х ( может возрастать только непрерывно (т. е. когда 
с вероятностью единица процесс x t является полупренепрерывным 
сверху). В самом деле, так как перед достижением значения а^>0 
процесс x t должен проходить через каждое промежуточное значение 
0<^т<Са, то нетрудно понять, что среднее время пребывания в (а, Р] 
здесь будет таким же, как и среднее время пребывания в интервале
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(а — т, Р — т], где т — любое число, такое, что 0 < 7 < а .  Следова­
тельно,

оо

j  F(x, t)dt
9

здесь является линейной функцией х^>0. В абсолютно непрерывном 
случае таким же образом можно заключить, что для всех л:Д>0

оо

j f ( x ,  t ) d t  =  v-

В качестве примера предположим, что мы имеем дело с процео 
бом брауновского движения. Тогда

Я * .  t) = 1 exp
з у  2%t

и можно проверить, что в этом случае
ь 2o*t

оо

j  f ( x ,  t )dt=
PI1 при x^>0,

p-l1 exp j ^ J  при x  <  0.

В заключение предположим еще, что х { постоянно возрастает
с одной и той же скоростью, т. е. что x t =  1 всюду, за исключейием 
множества случайных „скачков вниз", в которые x t мгновенно падает 
до некоторого меньшего значения. Процессы такого рода встречаются 
в теории бесконечных плотин — в этом случае постоянное возрастание 
соответствует постоянной утечке из резервуара, а скачки вниз соот­
ветствуют выпадению дождя (см. Кендалл, 1957). Процессы с ука­
занными здесь свойствами приводят к инфинитезимальным квазипуас- 
соновским процессам восстановления. Более того, следует ожидать» 
что для очень малых значений е выражение

оо

j  {/Длг +  е, t) — F(x, t)} dt 
о

будет приблизительно равно е, умноженному на среднее число пере­
ходов через уровень x-\-\/2t, т. е. что

j  f ( x ,  t)dt 
о

будет равно среднему числу переходов через уровень х. Для хД>0 
это среднее число, очевидно, равно 1, но для х  =  0 оно будет на 
единицу меньше из-за того, что х0 =  0 (т. е. мы теряем „первый пе­
реход" через 0 при  ̂=  +  0). Таким образом, для процессов рассмат­
риваемого здесь типа можно ожидать, что будет выполняться ра­
венство

“  I НД1 при * > 0 ,
\ f ( x ,  t )d t=  , , nJ у (i"1 — 1 При X — 0.

В качестве примера положим
|0 при x^>t,

f ( x , £\ =  \eV-*) (t-x)9t-1
[ Г(ро при
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что соответствует процессу x t, фактически рассмотренному Кендал­
лом (1957). В этом случае 1 ^ = 1 — Р, откуда можно заключить, что

оо

I
eV-x){t — x)V - 1

Г(РО
dt =

1
1 - Р

Р
1 - Р

при х > -0 ,  

при х  =  0.

Подобное странное поведение интеграла такого типа впервые 
было отмечено Дэниэлсом (1957), получившим относящиеся сюда 
результаты при помощи искусного использования метода контурного 
интегрирования. Можно надеяться, что приведенные выше рассуж­
дения эвристического характера дают достаточно удовлетворитель­
ное объяснение этого явления.

О Б З О Р  Д И С К У С С И И

Вместе с обзорной статьей Смита, в том же журнале Journal o f  
the Royal Statistical Society, ser. B, 20 (1958), стр. 284—302, были 
опубликованы материалы дискуссии, на которой обсуждались многие 
вопросы, связанные с теорией восстановления. Ниже дается краткий 
обзор выступлений, имевших место на дискуссии.

Бартлетт подчеркнул необходимость получения результатов, име­
ющих место для конечных значений t. Он также отметил удобство 
использования понятия производящего функционала (см. Бартлетт, 
1951). Наконец, он обратил внимание на возможность обобщения тож ­
дества Вальда на случай определенным образом зависимых случайных 
величин.

Выступивший затем Д. Кокс остановился на следующих вопро­
сах. Вначале он привел эвристические рассуждения, которые позво­
ляют изучать многомерные процессы восстановления. Для простоты 
он рассмотрел случай двух измерений (jcj, х2),' гд$ предполагается, 
что каждая из компонент имеет математическое ожидание, равное (х, 
и дисперсию, равную о2, а коэффициент корреляции между компонен­
тами равен р. Если двумерную плотность восстановления обозначить 
через h(xb х 2), я-кратную свертку плотностей f ( x v х2) — через 
f n(xu х 2), а плотность двумерного гауссовского распределения с ма­
тематическими ожиданиями (яр., яр), дисперсиями (по2, по2) и коэф­
фициентом корреляции р — через g (x i , х 2, яр, по2, р), то

оо оо

h(xb Х 2) = Y i f n (Xl, - * 2 )~ 2 g ( -* i .  -«2. яр, яа2, р), 
п= 1 П—1

Если положить Хх — гр -)- s, х 2 — гр — s, где r^> 1, a s  =  0(J/V), 
то суммирование можно заменить интегрированием, а по2 — на го2, 
в результате чего получается формула

* <*.. *> ~  • у ,Д | -.)  ехр { -  ?У<Г=7) }■
Далее, Кокс указал на целесообразность изучения ковариации 

(центрального смешанного второго момента) С (т) чисел восстановления, 
происходящих на интервалах (0, tt) и (tt - f  т, tx +  т + t2), когда 
tx, t2 —> оо, a t  -  фиксированная величина. В этой связи он привел 
асимптотическое выражение для С(т) при т —*0. В заключение Кокс 
остановился на задаче об оптимальном использовании комплекта, сос­
тоящего из я идентичных ненадежных элементов, k из которых рабо-
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тают, а остальные находятся в резерве. Предполагается, что суммар­
ное время безотказной работы для каждого элемента является случай­
ной величиной с конечным математическим ожиданием. Естественно, 
возникает задача о нахождении такого метода использования всех 
исправных элементов, при котором математическое ожидание момента, 
когда из наших п элементов останется ровно k — 1 исправных (и следо­
вательно, имеющегося резерва в первый раз не хватит), будет наи­
большим. Решение этой задачи можно найти в работе Кокса (1959).

Дж. М. Хаммерсли в своем выступлении указал еще один воз­
можный метод численного решения интегрального уравнения (3. 9). 
Кроме того, он наметил возможный путь изучения многомерных про­
цессов, связанных с процессами восстановления. Пусть (х„, х п) — пос­
ледовательность взаимно независимых, одинаково распределенных пар' 
случайных величин (где х„ — многомерные величины, т. е, случайный 
вектор, а х „ — неотрицательный скаляр) с функцией распределе­
ния F (х, х). Предполагается, что случайные величины {х п} образуют 
процесс восстановления. Естественно поставить задачу изучения; 
процесса

Ft
■4i(0 =  £ x « .

п = 1

где N t — число восстановлений процесса {хп} (при этом предполага­
ется, что первое восстановление процесса {х я} произошло при t =  0). 
Если теперь обозначить через аДт], t) функцию распределения 
и положить

e(7j) =
1
0

при к) =  0, 
при т\ф0,

то получаем, что
0 1 0 = П— ^(°°, 01s МД-

оо t

+  j  j  dF{x, x) аДт] — x, t — x).

Это уравнение можно решить, применяя преобразование типа

а*
1

-j- со оо

(и,  V)  =

— оо 0
е х р { /(« , ч\) — vt] йах{-г[, t),

где («, к)) — скалярное произведение. В этих обозначениях

а*(и, V) 1 — F* (0, v)
1 —г*  (и, v) ‘

Если а* (#, v) разложить по степеням м, то коэффициенты при этих 
степенях будут преобразованиями Лапласа от соответствующих мо­
ментов распределения аДт), t).

Дж. Г. Скеллам остановился на вопросе о распределении числа 
иммигрантов, выживших к моменту t, и рассмотрел применение к это­
му вопросу метода производящих функций. Пусть моменты поступ­
лений иммигрантов образуют , пуассоновский поток с интенсивно­
стью А, а функция распределения длительности жизни каждого им­
мигранта равна 1 — 7 (х). Производящая функция для числа иммигран­
тов, прибывших в течение интервала времени (т, т - f  а?т), равна
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exp {Afifx (z — 1)}. К моменту t^> т каждый иммигрант либо умирает, 
либо выживает, т. е. с ним связана случайная величина, могущая 
принимать два значения 0 и 1 и имеющая производящую функ­
цию 1 — (z — 1) 7 (t — т). Производящая функция в момент t. для числа 
иммигрантов, сохранившихся к этому времени из числа тех, которые 
прибыли в течение интервала времени (т, т -f- di), получается подста­
новкой второй указанной выше производящей функции в качестве 
аргумента в первую производящую функцию, и поэтому равна

Из предположения о том, что поток поступающих иммигрантов явля­
ется пуассоновским, следует, что числа иммигрантов, поступивших 
в непересекающиеся интервалы времени, взаимно независимы. Отсюда 
получаем, что производящая функция для числа иммигрантов, посту­
пивших в интервале (0, t) и выживших к моменту t, равна

Скеллам указал также на некоторые возможные обобщения этого 
метода. В заключение он отметил необходимость изучения процессов 
восстановления, у которых {А'*} являются зависимыми случайными вели­
чинами.

Шентон обратил внимание на возможность применения процессов 
восстановления к статистическому изучению длин цепочек в химии 
полимеров.

Мерсер рассказал об использующем некоторые модели процессов 
восстановления исследовании вопроса о том, что сильнее влияет на 
выход из строя ремней конвейеров: постепенный износ или дискрет­
ные удары.

Сиский обратил внимание на то, что в работе Пальма (1943) рас­
смотрен ряд вопросов теории восстановления; в частности, там дока­
зана теорема о том, что при суммировании независимых процессов 
восстановления получается пуассоновский поток1). Далее Сиский рас­
сказал о приложении теории восстановления к одной задаче телефонии.

Кендалл поставил вопрос об изучении скорости сходимос­
ти Н  ( t а.) — Н  (t) к a/|ij при t —> оо; в этой связи он привел ряд 
фактов из теории цепей Маркова с дискретным временем, которые, 
по его мнению, должны быть аналогичны результатам о скорости 
сходимости в теореме Блекуэлла.

Кендалл отметил также, что понятие точек регенерации, по-види­
мому, впервые было введено Пальмом (1943).

Помимо устных выступлений, дискуссия по статье Смита содер­
жит также замечания Такача и Карлина, присланные в письменном 
виде. Такач обратил внимание на то, что формула

фактически является частным случаем тождества Вальда. Для удоб­
ства мы приведем здесь элементарное доказательство этого тож­
дества2).

') По поводу этой теоремы см. также А. Я. Хинчин (1955), Г. А. Ососков (1956), 
Ю. К. Беляев, Б. В. Гнеденко, И. Н. Коваленко (1960). — Прим, перев.

2) Это доказательство, данное А. Н. Колмогоровым и Ю. В. Прохоровым (1919), 
вставлено переводчиком. — Прим. ред.

е х р {Х (г— 1 )д(^ — т)а(т}.

* =  M {c,} =  p [ ! + / / ( / ) ]
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Пусть {Xt} — взаимно независимые случайные величины, такие, 
что NlXi =  [A, M ( Z t K C ,  а п — случайная величина, принимающая 
неотрицательные целочисленные значения, не зависящая от Х ( с / ^  п, 
и такая, что Мп<^со. В этих предположениях справедливо так назы­
ваемое тождество Вальда

( п
м  (£•*•,

Пусть Р {п =  /} =  pt. Введем в рассмотрение случайные величины у,, 
такие, ч т о у ,=  1, если { / г > / } ,  иу, =  0 ,е с л и {я < ;/} .  Тогда Р { у , =  1} =

П  оо

=  Р {п /}. Положим Z n =  V ^  так как | МyiX l | <;
i=i i=i

J  =  (А-Мй.

< | м у гм ^ г| < YiPj'C, т °  оо. Поэтому
;=1 /=1
оо оо оо *

M Z„ =  v  My,Z, =  ц. £  My, =  (X £  P {n >  i} =  (i ■• Mn. 
i=i i=i г=1

Тем самым тождество Вальда доказано.
Обобщение тождества Вальда на процессы с непрерывным вре­

менем было дано Дворецким, Кифером и Вольфовицем (1953).
Полагая далее, что {XJ — процесс восстановления и п =  Nt+1, 

мы отсюда сразу получаем равенство (* ) .
Далее- Такач приводит доказательство того, что узловая теорема

(1.3) является следствием теоремы Блекуэлла (1.2). Пусть

Q =  JQ (*)<**.
О

W
7\(*) =  §Q (t -u )dH (u ) ,

О
г 2(0  =

t

[Q(t — и) dH (и). 
*/2

Заметим сначала, что Тх {t) —> 0 при t—+ оо. Это следует из неравенства

и того, что
0< 7\(f)<Q (-§-)•я ( 4 )

lim-
t—̂ -oo

=  0, lim
t-+co № (A 1 *

Докажем теперь, что

lim T2(t) = ---
t—У до Г

(a)

Зададимся s^>0 и выберем A<^e/Q(0). Тогда имеем

0 <  Q — Л Q {nh) <  hQ (0) <  e.
n = l
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Выберем t столь большим, что

и что при u^ t)2

h-  £  Q{ t l h ) < s
n = [ t l2 h ]

H(u + h) — H ( u ) ____1_
h 8 .

Тогда мы получаем, что

( v - ' e) ( A- ^ Q(,lA)“ £ ) < 7 , 2(0< ( - f + e ) l AS  Q( « A)
n =1 л = 0

Следовательно, при всех достаточно больших t

- * )  (Q ~  2s) <  Г2 (/) <  + s )(Q  +  е),

что доказывает утверждение (а). Но тогда
t

J  Q (t -  и) dH{u) = тх (t) + т2(t)
о

что и требовалось доказать.
Такач отмечает также следующий факт. Пусть С, — оставшееся 

время исправной работы элемента, который используется в момент 
t в процессе замены элементов. Если в исходном процессе восстанов­
ления случайные величины {Аг,} имеют нерешетчатые распределения,
a [Aj <[ оо и [л2 <! °°, то

X
Hmp jc; < * } = - М ' [ 1 - / Ч у ) ] < / у
t-*- оо r i  J

0
и Пт МС/ =  +  4 - ,  хотя на первый взгляд может показаться, что

/~>оо  ̂ ^

должно выполняться равенство 11шМ С/=-^. Далее Такцч приводит
t-*-oo *

пример использования теории восстановления в телефонии.
С. Карлин отметил еще одну область приложений теории восста­

новления, связанную с проблемами пополнения складов запасами 
в условиях, случайного спроса и сослался в этой связи на книгу 
Эрроу, Карлина и Скарфа (1958).

В своем ответном слове Смит, в частности, заметил по поводу 
выступления Кендалла, что в работе Смита (1954) было пока­
зано (при дополнительном требовании F £ <2>, на самом деле являют 
щемся излишним), что если (х2<^оо, то

(1 ) H \ t ) - ± -
имеет ограниченную вариацию на (0, +  сю);

(2) для любого фиксированного а > -0  при / —> оо
Hjt) — H{t — а) _  1 . Q/ 1 у

а (а, ’Г  \ t у
Смит отметил также, что предложенное Хаммерсли обобщение можно 
изучать методом обычных одномерных процессов накопления.

10 М а т е м а т и к а  №  3
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