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Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к СССР 
1965. Том 160, № 3 

МАТЕМАТИКА 
м. Г. ДЖАВАДОВ 

АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

В ОБЛАСТЯХ, У КОТОРЫХ ОДНО ИЗМЕРЕНИЕ ДОСТАТОЧНО МАЛО 
В СРАВНЕНИИ С ДРУГИМИ 

(Представлено академиком И. Н. Векуа 11 VII 1964) 

В настоящей работе исследуется асимптотика решения следующей 
краевой задачи. 

Пусть Q — цилиндр с высотой /г, малой по отношению к остальным из
мерениям. Боковую поверхность цилиндра обозначим F и рассмотрим сле
дующую задачу: 

п п 

2и= 2 а « т а ; + 2 < Ч § - & в = 0; (1) 
( i,i=l 1 ' t= l 1 

ди , v 1
 ди , ап \ Р П Р И хп = h, 

« * . ^ + ^ ^ - Й Г + Т - в = = 1 0 п р и * п = 0; ( 2 ) 

u\F = 0{s,xn), (3) 
п п 

где яу = а,ч, S flij^j>a2 ос = c o n s t > 0 , & > 0 , Р ( я ь ж 2,..., a; n.i) 
i ,7=l i=l 

и Ф($, £ п ) — заданные гладкие функции. 
Сделаем замену переменных хп = th. Имеем 

д2 1 П _ _ 1 д2 д ' 

г=1 1 

i ,j=l г ' i=l 1 

апп ди у 1 ди ап _ { Р При * = 1, 
Т ¥ + £ ^ + Т м ' [ 0 п р и « = 0; ( ) 

и | F = <D(s, *А)- (3') 
Асимптотическое представление решения поставленной задачи будем 

искать в виде и = wn + vn + я п , Г Д е функция й;п будет определена пер
вым итерационным процессом, a vn — вторым; zn — остаточный член. 

П е р в ы й и т е р а ц и о н н ы й п р о ц е с с . Расщеплению (1') опера
тора X отвечает рекуррентный процесс, который получается, если искать 
приближенное решение уравнения (1') в виде 

wn = w-i I h + Wo + hwi + ... + hnwn + fen+1^n+i. (4) 
Подставив выражение для wn из (4) в (I 7 ) , (2') и сравнивая члены 

с одинаковыми степенями по А, получим 
d2w-iIdt2 = 0; dw-i/dt = 0 п р и * = 1 ; dw-t/dt = 0 при t = 0; (5) 

n—l 

г=1 Г 

0u* , v 1
 ^ - i , «n JO при «=^1, 

n—l n—l n—l 
d2w>i v d 2 w 0 d w 0 sr\ d2w_i NH dw-i , / о ч 
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ann^r+l a i n ^ + - f щ={0 п р и ^ : 0 . (9) 

i = l i ,j=l г ' i = l 1 

(10) 

<H . V a " V i , a„ JO п р и * = 1, 

Из (5) видно, что w-i = (^i, . . . , # n - i ) , т. е. решение задачи (5) не 
зависит от t (от # n ) . 

Учитывая это, из (6) и (7) находим, что 
п—1 

w0 = w0—t (2 -?n- -^F 1 + где w 0 == fa, . . . , £ n - i ) . 
ann o x i Lann 1 

Отметим, что все функции wu в дальнейшем подлежат определению. 
Подставим выражение w-i и ^ в (8) и (9), получим 

п—1 _ п—1 _ 

dhvi_ у aingjn д*ю_г ^ 3 ainan дт_г ап* _ 
ПП д* £ л "пп дхфх^£ 2 апп "дх, + 2апп

 W-* 
П—1 7 1 — 1 

2 d2w_i dw_i . 7 _ i,j=l J г=1 

дщ , ^ to. , а„ . при * = 1, Г i 

г=1 Г ^ [О при.* = 0. 
Очевидно, сопряженная однородная задача, соответствующая задаче 

(8) и (9), есть задача вида (5), которая имеет отличное от нуля решение, 
не зависящее от t. Обозначим его через ZQ. Тогда условие разрешимости 
последней задачи запишется так: 

J a n n -Qp ZQat — a n n z 0 
t=0 

Отсюда 
n—l 

Следовательно, 
n—l _ 

too 

+ ^ ( P + 2 ^ + 2 - ^ - % + if 
Подставив выражения для w0 и wi в (10) и (И) при /с = 2 и написав 

условие разрешимости полученной задачи, находим 

n—i 
| V flingn2 — Чпап + ЪчпЪ дю_г апЪ 

1 = 1 4 A « W D X I 4 А ™ _ 1 ' 
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Следовательно, w% = w% + Д, где Д — известная функция, если опре
делены фуНКЦИИ W-\, Wo и Wi. 

Продолжая таким образом процесс, получим, что Wk = wn + Д, где Д — 
известные функции, а функции Wk определяем из следующих задач: 

к = Л uLi | F l = 0, Za(u;fc) = (pfe, ft = 0 , 1 , . . . (12) 

где фь — известные функции, выраженные через ранее определенные 
функции. 

Граничные условия для последних уравнений будут сформулированы 
ниже. Очевидно, вообще говоря, функции Wk не удовлетворяют граничным 
условиям на F* Поэтому к wu прибавляем функции типа пограничного слоя 
так, чтобы полученная сумма удовлетворяла всем граничным условиям. 
Эти функции строятся вторым итерационным процессом. 

В т о р о й и т е р а ц и о н н ы й п р о ц е с с . Для того чтобы описать 
второй итерационный процесс, в достаточно малой окрестности F вводим 
локально координаты (р, у), где р — расстояние по нормали к F, у = 
= y(t> У и •» Уп-i) — координата точки на F, и сделаем замену перемен
ных р = /гт. В новых координатах уравнение (!') запишется так 

Xv = -JL MoV + ±Mxv + M2v, (Г) 

где 
п—2 

д 2 , д , д Af о = annd*/dt* + Ad*/dt дх + Вд*/дх\ M 1 ^ a i n J ^ - + • , „ . 
i= l ^ г 

• а-

п—2 
М 2 = У] a i i 3 — 5 r S Л Г5 -6. 

Решение (1") типа пограничного слоя ищем в виде 
9n = v-i/h + vo + hvt + ... + hnvn + fc^n+i, (13) 

так что 
dv_! л dv_t __ [0 при t = 1, 

a ™ м + Л " а 7 " - | 0 при * = 0; 

+ + 2J «in + 2" " [ О при = 0; 
-dt^-^-Tx^ d V i ' 2 — 1 — 10 при^ = 0; <2") 

г = 1 V » 

i> f c |^ 0 = — I ^ A I J . - Ь Ф а , & = - 1 , 0, 1, (3") 
где Фк — коэффициенты разложения функции Ф (s, £й) по степеням h. 

Подставляя выражение для vn из (13) в (1"), сравнивая коэффициен
ты при одинаковых степенях h и учитывая (2") и (3"), получим 
л>г n ^ - i , . ^ - i (0 при * = 1, 

Afo».i = 0; апп + А = | Q д р и , = Q ; ^ | т = = 0 = - ы>_г \F = 0, 
т. е. г7_! = 0; 

й - - ^ + ^ а г ж + в ^ - = °; ( 1 4 ) 
dv0 . . f 0 при t = 1, 

" - Ж + ^ Э Г " О п р и * = 0; (15) 

Наконец, 
У 0 | т = 0 = — I » O | F + 0 0 = ^ 0 . (16) 

M0vk = —MiVh-i - M2vh-2; (17) 

flnn Ж + il dt + ^ «i« + J - = {О при f = 0; ( 1 8 ) 

» * | т 4 ' = Ф* — « » * | F = Y * , A = 1 , 2 , . . . (19) 
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Граничные условия для определения функции wu задаются так, что 
ЧМО) = 0 и Ч М 1 ) = ОД = 0 , 1 , . . . 

Очевидно, если Wo —гладкая функция, то решение задачи (14), (15) 
и (16) v0 тоже будет гладкой функцией, кроме точек (0, 0) и (0 ,1) . Мето
дами функционального анализа доказывается, что v0 имеет первую произ
водную из L2 (0,1). 

Л е м м а 1. Пусть функция W0 такая, что Y (0) = 0 и Ч?"(1) = 0. Тог-
да задача (14), (15), (16) имеет единственное решение, которое предста-

оо 

вимо в виде v0=^ 2 cke~ykT(u„k (t), г д е У > 0; (0-k(t) — те собственные 
k=i 

функции задачи ann(dk"{t) + AXk(Oh(t) + BXh

2m(t) = 0, ann(dk'(0) + 
+ AXk(x>k(0)•= 0, ann(Ok(i) -\-AXk(uk(l) = 0 , которые отвечают неполо
жительным значениям Xk. 

Теперь найдем v\ (i = 1, 2, . . . ) . Их определяем как решение уравне
ния MQV{ = — M\Vi-t — при условиях, что Vi есть функция типа 
пограничного слоя и удовлетворяет условиям (18) и (19). Предполагая, что 
Vj при 7 <С i есть функция типа пограничного слоя (это условие выполнено 
при / = 0), находим, что все функции vi тоже функции типа пограничного 
слоя. 

Умножим v i на сглаживающие функции и полученные функции снова 
обозначим через Тогда для решения задачи (1), (2), (3) получим раз
ложение 

7 1 + 1 П + 1 

и = 2 hlWi + 2 tivj -f zn. (20) 
г=—1 i=--o 

Очевидно, Xzn = hn+1Xg = gx. Кроме того, 

1 ! f l > , V d z n ^ a n f° при t = l , , _ Q 

i=l г 

Л e м м a 2. ЕслиР(хи . . . , # n - i ) и <D(s, # n ) — достаточно гладкие функ
ции, то справедлива оценка 

1_ 
dt 

n—i I 

+ 2 dx* 

где с — постоянная, не зависящая от h и норма понимается в смысле мет
рики пространства L2. 

Таким образом, была доказана следующая 
Т е о р е м а . Пусть Р(хи ..., xn-t) и <D(s, хп) — достаточно гладкие 

функции. Тогда задача (1), (2), (3) имеет единственное решение, осу
ществимы первый и второй итерационные процессы, для решения задачи 
имеет место асимптотическое разложение (20) и остаточный член стре
мится к нулю при как / г п + 1 в метрике L2(Q). 

Автор выражает благодарность Л. А. Люстернику и М. И. Вишику за 
постановку задачи и советы при ее решении. 

Институт математики и механики Поступило 
Академии наук АзербССР 26 VI1964 
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