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Алгебра и логика, 2 4 , № 2 ( 1 9 8 5 ) , 1 7 3 - 1 8 0 

УДК 5 1 2 . 5 4 2 

3-ХАРАСТЕРИЗАЦИИ КОНЕЧНЫХ ГРУПП 

А. А. МАХНЁВ 

Нечетные характеризашга конечных грулл являются важным направлением 

в теории конечных групп . Так, одним из заключительных этапов отождествле­

ния простой группы типа характеристики 2 в имеющейся программе классифика­

ции является характеризация по стандартной компоненте для нечетного просто­

го р , 
Спорадические группы и SlL7 содержат такую элементарную 

подгруппу £ порядка 9, что C{6) — £^Kf А$ для любого £ € £ . 

С. А. Сыскин охарактеризовал указанные группы этим свойством £,7}. Мы рас­

смотрим более общую ситуацию, 

ТЕОРЕМА 1, Пусть конечная простая группа Q содержит такую элемен­

тарную подгруппу £ порядка 9 , что - группа четного порядка и для 

любой инволюции fl из содержит подгруп-
лу индекса, не большего 2 , в которой централизаторы элементов порядка 3 

-разложимы. Тогда G — jj^ (S) , Цг (9), (3), &^ , HlS, Нв \ 

Suz, О'Н. 
Для восстановления структуры централизаторов инволюций из С(£) необ­

ходим следующий результат, обобщающий теорему В. Р. Майера рз]. 

ТЕОРЕМА 2 . Пусть Q - конечная группа с нециклической силовской 

3-подгруппоЙ, 0^ii.G)~j и централизатор любого элемента порядка 3 име­

ет нильпотентную холлову ^ 2 , 3 ^ -подгруппу. Тогда либо G" - разрешимая 

группа без элементов порядка 6 2-ранга, не большего 1, либо F (0) — 

( с ) Институт мат*м*тжжх С в АН СССР. 1 9 6 5 
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В доказательстве теорем используется описание простых групп со стандарт­
ной подгруппой типа 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Пусть / / - стандартная подгруппа конечной простой 

группы 0- и LjZiD^ Ь3(4) . Тогда & — Нв, S(IZ или_ 

о'н . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. См. следствие [б] . 

Докажем теорему 2 . Пусть (j - контрпример наименьшего порядка к 
теореме 2 . 

ЛЕА\МА 1. Если некоторая инволюция i из G" централизует элемент 

порядка 3 , то ~t централизует -подгруппу из G" 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть (/ - элемент порядка 3 из . По ус ­

ловию теоремы о централизует некоторую §^ -подгруппу из 
С [6). Теперь 

jj централизует элемент % порядка 3 из центра Sa -подгруппы группы 
(j . Снова по условию теоремы ~t централизует § -подгруппу из 0{Z), 

_ о 
ЛЕММА 2 . Если нециклическая 3-подгруппа 3 нормализует 2-подгруп-

пу Q , то IQ,B}=4, " ~ 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть JJ- элементарная подгруппа порядка 9 и з ^ , 

содержащая элемент % из YJ \$) • Тогда Q = ^-CQ {.iO\tl€- U**> , при­

чем по условию теоремы £Сд {Ci\lP}~ / • Отсюда \Q%U^\~ / . Теперь 

Cgg (Z) " нильпотентная группа и (j£?,2JJ=/. 
ЛЕММА. 3 . (т - простая группа. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, что 03{0)ф7 . Если 03(G)~F [G), 
то в силу леммы 1 Q - группа без элементов порядка 6. Отсюда 2-ранг 

(т не больше 1 и (х=0[&)С(Z) Для инволюции % из G" . Если 

(у - неразрешимая группа, то C{Z)/<Z^~ неразрешимая группа с диэд-

ральной S -подгруппой. Но из соображений слияния инволюций следует, 

что 3-группа с диэдральной О» -подгруппой 2 -замкнута. Противоречие с 

выбором Q" . Итак, (г содержит некоторую компоненту Jj , Если / / 

централизует элемент порядка 3 , то flL -подгруппа из Li централизует 

-подгруппу S из li • Но в этом случае S содержит неединичную 

абелеву сильно замкнутую подгруппу и ввиду Q.5 -] /j—$Z[(J,) • Противо­

речие с тем, что Q^f [Q) = / . Значит, /j=xF*{Q), 
пусть (j-ФЬ, Pe$yl3((r) . Е С Л И PnL - нециклическая груп­

па, то по индукции £j — 

. Противоречие с выбором 
/ г . Значит, Py^PClLi - циклическая группа и некоторый 2-элемент 
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из h инвертирует Р , Пусть Sn - S, -подгруппа из М (Р) • По 

рассуждению Фраттини L • N {PQ ) « А / ) = (%)(А/(£>)CL 

HMISQ)) . поэтому (}= L (Н iPQ) Г\ Н [SQ)) . Без ограничения 

общности некоторый элемент В из Р ~ Р нормализует SQ . Но В 

централизует SQC\C{PQ) И J SQ • SQ Л С [PQ ) | = 2 , поэтому [ $ 0 , & \ ~ 

~ / , Теперь по условию теоремы C^>^J = / • Противоречие, 

Лемма доказана. 

Если секционный 2-ранг & не больше 4 , то из строения централиза­

торов инволюций в группах из заключения основной теоремы Q6J следует , 

что Q- — Jj^ (3П) или [4) . Значит, секционный 2-ранг ( / больше 

4 , Я - подгруппа из (г содержит нормальную элементарную подгруп-
2 

пу порядка 8, Пусть 

ЛЕММА 4 . Для некоторой инволюции % из 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что - разрешимая 

группа для любой инволюции t из R . Тогда возможные 2-комлоненты из 

централизаторов инволюций являются расширениями групп Сузуки и по теоре­

ме А Ql TJ О [С 1 для любой инволюции {) из В , С другой 

стороны, по лемме 2 Р*0(СФ) для teR* . 
Итак, для некоторой инволюции t из - неразрешимая груп¬ 

па. По индукции F*iClt)/0., {C[t)))^-Lz (2?) nna^l^) . По структу­

ре hllb h% (В ) и hu£L^[^i) подгруппа X индекса не боль­

шего 2 из [i) лежит в Оу {.0(if) . Теперь для инволюции % 

из Х л а д ) будем иметь изоморфизм 

- 4 (3Я) или L s (4) . /fe'MMa доказана. 

Пусть S - 2-комдонента из 0(Z) , содержащая РЪ S€S^^(C'(^ij^ 
RQ= Op [J"/0(fj) vi L - 2-компонента из C(RQ) , содержащая Р . 

ЛЕММА 5 . Ь (Of (L)^/J3(4). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, что Тогда 

RQ~ R • Пусть ij - инволюция из у? , К - 2-комлонента из 

<CAi)Cit)> . Е С Л И Щ Л К ) ф Щ ( Ь ) . ъЩ(К)*Ь3(4). 



1 7 6 А. А. Махнёв 

но hutL3{4) не содержит инволютивных автоморфизмов, централизую-

ш*А2(9) • Значит, K/Oy(K)*WyU) . Е а ш b/OW)*SbJ$, 
то по \\ :Q £ - группа Шевалле нечетной характеристики или . Но 

тогда в (F не выполнены условия теоремы 2 . 

Итак, . Пусть / 7 - подгруппа из G , си 6 -

перестановочные инволюции из Н и X - 2-компонента из Ьсли 

X - не типа , то X I @(Х) - накрывающая группа для Sz{(£) 
L^(4) . Но в последнем случае [( 0 ( (Й)) П ^ X] < II ли 2 V 7У • п о в последнем случае ц w I И„ (ьь'У 1 ' 

^0{Си ($)) • Таким образом, выполнены условия теоремы из f l 3 ] и 
л 

по £ l 3J 2-ранг $ равен 1. Из jj.ll следует, что 1R — циклическая 

группа. Из условий теоремы следует, что в Q(Z) нет 2-элементов, ин­

дуцирующих инволютивный полевой автоморфизм на I/ (3**) • Далее , 

~ подгруппа из С(7) содержит нормальную элементарную подгруппу 

порядка S, поэтому 3 . Если 1Ъ четно, то -подгруппа 

из L - диэдральная подгруппа порядка В и из Q-9J получим противоречие 

с условиями теоремы. Значит, /I нечетно. Теперь либо J £ € ^ ((г) , 

либо R — < 
к' П. 

Мы показали, что п нечетно. 

Теперь из Qi, 12 ] следует, что (т^ (3^) . Но тогда в (j не 

вьдолнены условия нашей теоремы. 

ЛЕММА 6. O^t [О(С(Ш)) ~ / для любой инволюции CL из и 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для инволюции d из (j положим В(С(0.))~ 

~ 0^1 {О[С(&))) • Покажем, что для любых перестановочных инволюций 

а,6 из (У выполняется условие сбалансированности 

4 0(0(6)). Пусть Х = С(6) и 0(С(а))ПХ40(Х) . Напомним, что 

по лемме 5 возможные 2-компоненты из централизаторов инволюций являют­

ся расширениями групп S% и 1/^(4) . По теореме 3 . 12 Q b\ 

0{Cia))nU0W)K , где К- 2-компонента из Л и 

К/0^{К) —/jj(^) • Но тогда CL индуцирует унитарный автоморфизм на 

. Но из лемм 1, .5 следует, 

что порядок О , - подгруппы из (}~ равен 9 и 

http://jj.ll
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Пусть 0[С{(2)) 7^ / для некоторой инволюции Q, из (j . Неслож­

ной модификацией рассуждений из § 4 [ j f j можно показать, что G~ содер­

жит истинное 2-порожденное ядро. Из J8J получим противоречие с выбором 

Q . Лемма доказана, Q(i) 

По лемме 6 J - квазипростая группа, а по лемме накры­

вающая группа для /г^ (4) Для любой инволюции t из Cj^ (J~) • О т с и -

па J - стандартная подгруппа и по предложению 

Но эти группы не удовлетворяют условиям теоремы. Теорема 2 доказана. 

Пусть до конца работы Q- ~ контрпример к теореме 1, t - инволюция 

из С(Е) . По теореме 2 либо С(£)/0д> [С{£)) - разрешимая груп¬ 

па, либо F*{C(t)/03t(C(t)))^lz(9),Li (4). 
ЛЕММА 7. (?(£)/Оу iCit)) ~ разрешимая группа для любой 

инволюции 

t из С{£). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим противное. Пусть / - 2-компонента из 

С[~t) , содержащая £ . По условию теоремы £ централизует 

0(C[t)} > поэтому L - квазипростая группа. Как и выше, L "? С ((2) 
для любой инволюции CL из Ш . Если \ Ь ^ У / для некоторо­

го , то по теореме 2 L 0^(C(D) • Теперь выпол­

нены условия теоремы 5 и по этой теореме F*(Q)~L . Противо­

речие с простотой Q~ , Итак, подгруппа L стандартна. 
Если b~SLz(9) , то ввиду Qll] (г^Ьэ(9), US(9) . Если 

1<^L2(9) , то из Q.9] следует, что (т , (3) или HlS 
Наконец, в случае L / Z (Jj) —/j^(4) л о предложению (f — НВ ,3U.7! 
или . Лемма доказана. 

пусть А-о*{С(Е)), #cSi/£2(Q). 

ЛЕММА 6. Подгруппа Q плотно вложена в & и К - циклическая 
или элементарная группа. 

Пусть J - инволюция из . Из леммы 7 и условий теоремы 

заключаем, что . Отсюда 6 

Значит, подгруппа Q плотно вложена в Q-

Допустим, что ранг R больше 1 и R - не элементарная группа . 

По теореме 1 Q.o] ^N^{Q^)^R Для некоторого ^ 6 G" • По 

теореме 1 \л} R - абелева группа периода 4 или — прямое произведение 
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Qg и элементарной группы, причем в последнем случае R не содер­

жит абелевых подгрупп индекса 2t нормальных в N(R), и £ - не силов-

ская З^юдгруппа из C(R ) . Значит, R - абелева группа и 

HR[Q )=£!{R) . По структуре Au££ HR [Q ) - подгруп­

па из полудиэдральной группы порядка 16 и R — Z^ * или % X • 

Теперь для некоторой иншвлюиии - неединич­

ная подгруппа из Е? и <=[CEd),Qf] . Но теперь подгруппа 

индекса t ite большего 2 ,из /У ( Q ^) централизует Е^ . Противоре-
К 

чие. 
Если R - группа кватернионов, то по П Л (j - группа Шевалле 

нечетной характеристики, или М^ • Но тсгда (j не содержит 

требуемой подгруппы Е 

ЛЕММА 9 . R - циклическая группа. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть R- элементарная нециклическая группа . 

Если \N [Q')\>2 для некоторого ^6-~M{Q) , то 

Е^<Е}с\С{Х)\Х£Мd(Q^)*>~E . Противоречие. Значит, 
К 

\НрШ )\^2 ял* любого (JZG ~ N(Q) * R c ™ 6 o замкнута в C(R) 
и N{R) - подгруппа нечетного индекса в (г . Ввиду \l€\ R не силь­

но замкнута в N(R). пусть t€R* , и thN(R)-R . 
Тогда и Л - четверная группа. По теореме 3 [ jo ] 

£ ^ , / ^ , / , 3 ( 2 ) „ Л И К ) . Снова СГ не содержит требуе­

мой подгруппы Е . Лемма доказана. 

Пусть Z - инволюция из R . Ввиду строения централизаторов ин­

волюций в группах из заключения основной теоремы [1б] заключаем, что 

секционный 2-ранг & больше 4 и ^ - п о д г р у п п а $ из C(Z) содержит 

нормальную элементарную подгруппу порядка Ь. Отсюда S - подгруппа из 

изоморфна Е^ или . Если то по 

[jf] секционный 2-ранг (j- не больше 4 . Значат, | R | "5- 4 , Если груп­

па R слабо замкнута в E(R) , то по \}^\ V ; подгруппа из £ -

диэдральная или полудиэдральная группа, в частности, секционный 2-ранг G 

меньше 4 . Итак, К не слабо замкнута в и S - под -

группа из А/(Е)/С(Е) изоморфна Юg . Пусть Т - силовская 2-под-
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группа из & 

2-ранг Q- J 
содержащая S . Тогда |Г : $ 1 = 2 и секционный 

не больше 4 . Подученное противоречие доказывает теорему 1, 
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