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Предлагается алгоритм решения указанной задачи, применимый к \ 
достаточно широкому классу плоских структур, включающему случай 
непрерывного изменения проводимости. 

1. Изучение вариаций естественного магнитного поля Земли широко 
мспользуется в настоящее время для глубинного зондирования земной коры 
и мантии. Начало этому методу было положено в [*~3], где содержится 
математическая постановка рассматриваемой задачи и дано теоретическое 
обоснование метода магнитно-теллурического зондирования. Показано, в 
частности, что электромагнитный имцеданс / = Ех/ Ну (где Ну — восточная 
компонента магнитного поля, а Ех ~ северная компонента электрического 
поля) в каждой точке земной поверхности и на заданной частоте колебаний 
ФСТЬ величина, однозначно определяемая параметрами среды. 

На этой основе в [3> 4 ] разработан метод палеток для определения гео­
электрического разреза (т. е. y = y( z)> г Д е у к у д е л ь н а я проводимость 
среды) для плоской слоистой модели Земли, удобный для реализации на 
быстродействующих вычислительных машинах. Метод палеток основан на 
прямом расчете импеданса для семейства моделей структуры и подбора под­
ходящей модели путем последующего сравнения наблюденного импеданса 
с палеткой. 

Обратная задача об определении параметров структуры по заданному 
жмпедансу является некорректной, так как большим изменениям в гео­
электрическом разрезе отвечают малые изменения входнбго импеданса. Для 
ее решения необходимо использовать те или иные 'методы* основанные на 
принципе регуляризации [ 5 ] , т. е. на принципе отбора приближения к иско­
мой структуре из множества формальных решений задачи при некоторой 
погрешности входных данных. 

Возможны два пути для получения регуляризованного приближения. 
Один из них состоит в сужении класса моделей, в котором ищется прибли­
жение, например рассматриваются структуры с небольшим и заранее из­
вестным числом слоев. Второй путь состоит в, выделении типичных особен­
ностей структуры, как-то: разрывов электрических характеристик среды, 
гладкости изменения параметров между разрывами.. 
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К первому из этих направлений относится работа [ 6 ] . Однако при 
большом количестве слоев соответствующий метод будет давать неустой­
чивый результат. 

Целью настоящей работы являемся рассмотрение второго направления. 
Возможность его реализации определяется тем, чго развитые в [5- 7« 8] ре-
гуляризирующие алгоритмы позволяют формализовать как предположе­
ние о минимальном уклонении разрывов от некоторых априорных, так ж 
дополнительное условие о наибольшей гладкости параметров между раз­
рывами. В работе предлагается метод устойчивого решения задачи опре­
деления геоэлектрического разреза для структуры общего типа и на кон­
кретных моделях показывается его эффективность. 

Единственность решения рассматриваемой задачи доказана в [ 9 ] . 
Заметим, что рассматриваемый метод, как и развитые для электромаг­

нитного зондирования алгоритмы, связанные с подбором, переносятся на 
задачи сейсмического зондирования земной коры 
тимся к постановке задачи. 

2. Амплитуда электрического поля Е = Ex(z) 
водящей среде с непрерывным изменением проводимости в пределах каж­
дого слоя удовлетворяет условиям следующей задачи: 

и мантии [10* и ] . Обра-

в плоской слоистой про-

Е" + Щъщ (z)Е = 0, ••< z < zb i = 1 , . . . , тг, z0 = . 0; 

Я | , - . ; - > 0 . ' . к 

При этом Hv(z) — ( 1 / i\x0(b)E/(z). Здесь, как и в [ 4 > 6 ] , мы пренебрегаем 
токами смещения. Кроме того будем в дальнейшем предполагать прово­
димость подстилающего полупространства постоянной y(z) = yn+i = const 
при z > zn. 

Для дальнейшего введем безразмерные переменные Е = EQU^), у = ; 

= УоСг(£), со = соосо, (Ыо = const = 4я 10" 7 гн/м. Тогда в силу соотношение 
подобия о ) 0 у о 2 0

2 = 1 получаем задачу 

(1) и" + то&)и = 0, * — 1,. -

" ( 0 ) = 1 , M ' c ^ M t ^ O , ' u l ^ o o ^ O , 

So = 0, 

однозначно определяющую и(£) при заданном разрезе. 
Заметим, что в силу предположения сх(£) = const при £ > £ п послед­

нее из условий (1) эквивалентно условию г/(£ п ) == 
X гг(^ п), так что задача (1) может рассматриваться на ограниченном от­
резке [0, £ п ] . 

В качестве входной функции соответствующей 
дем рассматривать величину Л/(оз) = |и ' (0 , со)|, 
множителя адмитансуТ = 7" 1 = (1 / i\i0(d)E'(0) Л 

обратной задачи мы бу-
равную с точностью до 
Е(0). 

Введем переменную а, отвечающую произвольному разрезу 

а = i = 1* 2 , . , . , п\ ei(t), Ъ-1 ^ I 
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Тогда ju '(0, со)| =^1[(о , а]— нелинейный оператор от а, зависящий от 
-параметра о>, который мы будем рассматривать на сетке значений {CDS}, 
я = 1, 2, , М, отвечающей экспериментальному набору частот. 

Задача об определении геоэлектрического разреза а при точном зада­
нии модуля входного адмитанса могла бы формулироваться, как задача 
о минимизации функционала 

м 

f(p) = ^ {А [<в„ о] - А («в.) Р = 114 [а] - AIU2. 
s = i ' 

гОднако последняя задача является неустойчивой в смысле [ 8] относитель­
но малых возмущений входного адмитанса, таких, что ||Л — Л \ \ А

2 ^ б2, где 

А и б — заданные величины. Соответственно, среди «приближений» а, по­
лучаемых каким-либо алгоритмом, минимизирующим f(а) = \\А[о] —-

— AIU2, и отвечающих условию 

(2) f ( « ) ^ 6 \ 

могут быть сколь угодно далекие от точного а. 
Следуя общему принципу регуляризации, будем рассматривать задачу 

о минимуме регуляризирующего функционала Q [о] при дополнительном 
условии (2)j. В качестве Q[or] выберем следующий квадрат нормы в со­
ставном пространстве S , a e 2. : 

п n _ i Cft + i 

ft 
• / 0 \ 2 

~ r r n + l \ O n + l (Tn + l ) ? 

-где ps, ol+i — заданные числа, a qk = Г& = TF T(^)'—заданные ве­
совые функции *\ 

Задача о минимуме Q [о] отвечает требованию наименьшего уклонения 
разрезов {^} и проводимости подстилающего полупространства от задан­
ных (например, некоторых априорных) значений {£Д сг°+1} и требованию 
наибольшей гладкости {(5h(£>)} на участках непрерывности. 

Заметим, что рассматриваемая задача условной минимизации Q[o] 
эквивалентна задаче о минимуме сглаживающего параметрического функ­
ционала 
( 3 ) Г М ^ / Й + аЙЙ, < 
где параметр а выбирается либо по условию, следующему из (5), 
min | f (a) - t б 2 | , либо по условию внутренней сходимости [ 1 2]i 

3. Задача о минимизации (3) при любом фиксированном а > О , как 
показано в [ 8 ] , является-устойчивой, так что для ее решения можно ис-

*) В приводимых ниже расчетах р8 = д« = r n + i . = 1, rh(£) = 0. 
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пользовать любой минимизирующий алгоритм. Тогда из последовательно­
сти экстремалей аар, аР < ар-и р = 1, 2, ....., можно выбрать а а по одно­
му из указанных выше критериев. 

В настоящей работе мы пользовались специальным алгоритмом поиска 
а а , который является простейшей модификацией алгоритма, предложен­
ного в [ 1 2 ] . В этом алгоритме последовательность 
квадратичных функционалов 

строится из экстремален 

(4) М p[o]=fp [о] + apQ [а] = \\А[ар] + А^[ар] [о -op)-A\^ + apQ [а] , 

где А ̂ —первая производная по Фреше оператора А, так что (4) является 
квадратичным функционалом. Задавшись последовательностью а Р , где 
аР = рххР_1, р = " 1 , 2, ...... р, < 1, можно выбрать 
меньшим номером р, для которого выполнено условие (2); в модельных 
расчетах, когда погрешность в Л вызвана исключительно неизбежными 
разностными аппроксимациями и не оценивается заранее, мы пользовались 
критерием min \[оар — a A P - i | | , - (см. [ 1 2 ] ) . 

Линеаризованное представление оператора А [с 
ется следующим образом. Рассмотрим вариацию а: 

а] . = |и/(0, со) | получа-

Д = , {6S = ^ S — ^ S P ; As = < y e ( g ) — < J e p ( £ ) , £0 П 

П P, Zsv)); Д 8 = a x 8 ( ? ) — -a*, ( £ } , £ e = £ S P ) ; A n + 1 = 

. = G-n+i cin+i, p? £ шах (Sn+i, Sn+i, P ) } > 

s = l,-2, и; ^ ^ 5 + V 2 [ l + s i f i r a K . - ' t ) ] - , 

= 5 + V2[l — s i g n ( ? . — | e ) ] . • ' 

Соответствующая вариация и: w = u[Z)—иР(£) непрерывна вместе с 
производной в точках £ e, £ s p , удовлетворяет условию w (0) = 0 на дневной 
поверхности и в линейном приближении — следующим условиям: 

W" + то (£) и;' = - f (£), 0 < £ < С £* = max(£ n , SnP)„ 

f (?)•=. &0A.Up(t) HpED При этом = - ( 1 - г ) У ( ^ / 8 а п + 1 ) Д п + 1 и р ( Г ) 
? e G „ s = 1, 2, . . . , щ f (£) = m(osp — <r e + l f P )s ign(£ 8 — £ s p ) +^coAx 8 a P (Q 
при £ GE (£„ £ s P ) ; а(£) = в. Р (£) при £ e= G s; c}(£) =±=<rXeP(£) при £ e 
e (£e, £ e p ) . Очевидно, w(£) может быть представлена через функцию Гри­
на однородной краевой задачи, отвечающей (1), которую строим следую*-
щим образом: 

, = | М О М Е ) > ' 0 < С < ' 6 , и , ( 0 ) = 1 , .в,(оо') = 0;' 

При этом ир (О — решение задачи (1) и gz(0, g) = UP(%)- Элементарная 
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выкладка приводит к следующему выражению для и' (0, со) в линейном от­
носительно вариаций о приближении: j 

« - 4 Wfi, Р 

•а'(0)== u / ( 0 ) - i o ) ^ ^ p

2 ( U ) C A + \ и о ^ j w 2 (g)A, + 1 (g)dg— 
s = i 

[ (0 1V* 

O O n + i , P Л 

где Co a 5 P ( £ s p ) — 08 +i, p ( £ e P ) — скачок проводимости в точке разрыва* 
(для непрерывной среды Са —. О и A S = А = о (£) —- 0 Р (£))'. ' 

Для дальнейшего удобно ввести интеграл Стильтьеса следующим об­
разом. Положим ц(£) = {msr (£ = £0 5 (С е ( £ — i > £ • ) ) > ; « =- .1 , 2, . . . 
. . . , . тг ; -|Xn+i'(?) ==.i|Xn+i = const}; тогда для любой ф ( £ ) , непрерывной на 
(0, оо) и имеющей ограниченную первообразную Ф (£), имеем 

J :<p(S)iI(£K = j ф ( » М 5 К - Ф ( и > . + . . -
О s = l s=0 t 

Теперь нетрудно убедиться, что адмитанс А [о] = |и ' (0 , со) | в. линей­
ном приближении относительно вариаций а имеет вид 

(5) А:{Ър]+'Аг [ор](в--Зр) = А[др] + j i^(co, S) p(£) A 
0 

Здесь 

P ( 0 = (£ = £ . ) ; 1 

A(£) = {«., (t = £ . ) ; A. (£) , <£ e (£._!, S.)); A „ , i = const, 

(6) Z P ( o ) ^ ) = - ^ { C / l p ( t o ) C ) a 2 p ' ( 0 , a ) ) - C / 2 p ( © 1 S ) u 1 / ( 0 , c o ) } , 

где u 1 3 / (0 , <в) + w 2 / ( 0 , ю) = u / ( 6 , <o), '£/,„(©, £)' + ^ ( c o , £) = и / ( £ ) ? 
£) непрерывна по £, причем 

(7) . J . K , ( < D ; 6 ) p A d S = A . + . [ ^ - ] x ; 
C n p П + 1 , Р 

y ' ^ ' ( ( Ы [ P I P . ( £ » ) - V ( 0 , ( o ) [ t / ip (U+ ^ P ( £ n ) ] _ 
r ~ ~ ~ — ~ ~ ~ ~ л [a,]'. 

Функционал (4), (5), будучи квадратичным, легко минимизируется при 
любом фиксированном аР (соответственно, 0 Р ) через оператор Эйлера; при 
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этом последний с помощью разностной аппроксимации 
стеме линейных алгебраических уравнений, решаемой 
граммам. Рассмотрим эти вопросы подробнее. 

4. Оператор Эйлера получается обычными методами в виде 

<8) 

-Здесь 

.причем 

j V ( S . 5)p(S)5(g)d6 + a , L * [ 5 (£ ) ] ; = ; 
о 

<V(E.-i) = < ( £ , ) = О, s = 1, 2 , . . . , 

< 9 ) 

a (com) = A (©m) - A [ap] + § Kp (©m) | 

tfP(©), 

приводится к си-
по стандартным про-

V ( S ) . 

)р 

771 = 1 

4 ' ( U ) s ,<C.»cp(S„I), .£ = £., 
M 

наконец, L*[a] — оператор Эйлера для регуляризатора, равный 

7*71+1 (СГп + l O n + l ) , ^ > ^r, 
Заметим, что 

j Xp*(S,l)pa(g)d£ = a„+1Xp**(S), 

тде ttP**(£) легко получается из (7), (10) и зависит только от значений 
£ <= [0, £„]; соответственно, полупрямой £ > £ п отвечает одна числовая пе­
ременная ( ( T n + i ) . Таким образом, система (8) оказывается замкнутой на 
ограниченном сегменте 0 ^ £ <С£п, где и проводится конечная аппрокси­
мация входящих сюда операторов. 
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Введем сетку значений {^} следующим образом. Каждому интервалу 
(£•-1, р> £«р) П Р И заданном раприпишем шаг hs = (£ e p — £>s-i„P)/N81 где {N$}, 

могут быть различны для разных интервалов, тогда 
п 

/ = 0 ,1 ,2 , . ..,N, N = ^N. + , 1 - 1 , 

b={jhu'(/=9,...,#,);. S . ; + [ / - ( i V i + l ) ] A , ; (/ = 

, = / ^ + 1 , . . . , ^ + l + N2); . 

- ( £ ^ . + : „ - 1 ) ц , ( / = ^ , + , - 1 , . . . , £ ^ + > - i ) } . 
5 = 1 S = l S = l 

На каждом из указанных интервалов аппроксимируем интегралы в (8) по 
формуле трапеций, а производные — по соответствующим сетке конечно-
разностным формулам второго порядка [ 1 3 ] . В результате приходим к зам­
кнутой системе линейных алгебраических уравнений порядка N .= N +. 
+ п.+ 1 относительно неизвестных {xv} = (сг(^), £e, o n + i } : . ' 

^Ду»(ар)ху = ь^. К — 1 * 2 , . . .,N + n + i . : 

v = l ' ' ' 

Обратим внимание на вычисление величин- и Ьц. Эти величины, сог­
ласно ( 6 ) — (10), зависят от Csp, а также и / ( 0 , со) и значений гг р

2 ( | 3 ) . Ве­
личина Csp определена р-м приближением а Р , т . е . Csp = a s p ( £ s p ) — 
— Os+i, P(£>SP) Y величины uP (Q, со) ж iip

2{rQ) определяются решением крае­
вой задачи (Ij;) при a = оР и каждом со = сош. Последняя задача легко решается обычным прогоночным алгоритмом: 

v = \ v v' + v> + шЩ) = 0,- £e=(£._lf£.), 
(11) Мм = 0 , =-(1-0У(соап + 1/2); 

5 
1г2Ш = е х р { 2 | У ( | ) ^ } , ^(0,со) = г;(0,со). 

Уравнение для г; после введения сетки {^} легко решается/аналитически 
на каждом частичном интервале, причем {^} остается непрерывной в фик­
тивных точках разрыва проводимости tj ф £8. Нетрудно убедиться, что вы­
числение интересующих нас величин сводится к расчету по рекуррентным 
формулам * } ; / . - ' 

Sj-i = V j - i — - — - 7 , 7 = N,N— .1,- . . , 1, S0 = i7 . (0 ,a>j, = *v„,' 
1 — : ' 

(12) •• • 

*> З д е с ь о н и з а п и с а н ы в к о м п л е к с н ы х в е л и ч и н а х . 

1 0 ЖВМ и МФ, № 1 



146 В. Б. Гласно и др. 

Фиг. 1. / — модель 1; II — модель 
2; III — модель 3; IV — модель 4 

Фиг. 2. 

I 1—Г 
I, I I 
I I L 
I Г" | 

I 

I 

J L 

; 2 

а = 10~ 5 , 6 = 10- ; 

где ij = tg \хА — Ъ-и u j = (1 - j - 0У( .юсг/2), v b i = ? ( а / ( Г и ) , / = 

= N, . . . , 2 , v 0 = f i i . 
Заметим, что в проведенных расчетах в случае разрывных моделей 
= 5 ч - 1 0 . • 
5. На приводимых ниже графиках величины даны в безразмерных еди­

ницах. Для получения интересующих нас физических величин 
у[омм~Л] нужно поступить следующим образом. Пусть наблюдения ведут­
ся в суточном диапазоне периодов: со0 = 7i36 • 10~5 сек~\ тогда z [км] = z0£, 
у = Уост, где 2 0

2 а 0 = |х0соо. Входные данные представлены, как это принято, 
в билогарифмической шкале: lg р, lg 47\ где р — безразмерное кажущееся 
сопротивление структуры (р — а/А2), Т — безразмерный период. ' < 

Рассматривались различные модели структуры. По каждой из таких 
моделей проводился прямой расчет адмитанса 4 (со) и р (со) по формулам 
(12) * \ Входные данные для некоторых моделей ^представлены на фиг. 1. 
По этим данным с помощью изложенного алгоритма проводилось восста­
новление моделей по некоторому начальному приближению; в наших рас­
четах выбор начального приближения не связывался с какой-либо априор­
ной информацией о структуре, и оно было достаточно далеким от иско­
мой структуры. Некоторые из рассмотренных структур (сплошные ли­
нии) , соответствующие начальные приближения (штриховые линии) и по­
лученные результаты (точки) представлены на фиг. 2—5. 

Простейшая модель 1 (фиг. 2) представляет собой структуру из двух 
слоев на полупространстве (п = 2). Начальное приближение (также п = 
= 2) достаточно далеко от искомой структуры. Мы не предполагаем, одна­
ко, .постоянстка проводимостей между разрезами и, согласно общей схеме 

*> Это предполагает аппроксимацию непрерывных распределений о ( £ ) дискрет­
ными с достаточно большим числом слоев Ns == 10. ^ 
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б 

Г" 

/ 

Ф и г . 3 

Ф и г . 4 

I 

I I 

ф и г . ,3 . а = Ю - 9 , б = О 

ф и г . 4 . а = Ю - 6 , 6 = 0 

Ф и г . 5. а = Ю - 9 , 6 = 1 0 - * 

4 -

3 -

" Г " " Г 

Ф и г . 5 

(11), (12), разбиваем каждый слой на достаточно большое число частич­
ных :(NS = 10,*s = 1 , 2), что означает варьирование сразу 23 параметров; 
при этом в связи с варьированием разрезов ( £ i , £2) автоматически варьи­
руются и положения фиктивных разрезов, возникающих вследствие ап­
проксимации. Как показывает фиг. 2, искомая структура восстанавливает­
ся с большой Точностью, и притом устойчиво относительно малых возму­
щений входных данных (6 — Ю - 5 ) . | 

Заметим, что погрешность входных данных на заданной сетке {сот} 
имитировалась, как обычно, формулой ; 

м - 1 . | 1 
Рт = Ртп + ; p r j m T ] m

2 J , ' ' рггг — ~ | I lXl | 2 , / ! ' ; < 

т=1 | ^. . 

где Цт — случайная величина, с равномерным (распределением на [}—4>.г1], 
так что 6 — величина среднеквадратичного уклонения. Отметим также, что 
во всех последующих случаях число варьируемых параметров также вели­
ко, в соответствии с отсутствием априорного предположения о характере 
о'(£>) между разрезами. . 

Модель 2 (фиг, 3) при выбранном нами начальном приближений (п0 = 
= 3) отвечает тому случаю интерпретации, когда число искомых слоев 

10 
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заранее не известно. Соответствующая вариационная задача заведомо не­
устойчива р» 1 4 ] ; тем не менее (фиг. 3) найденное нашим алгоритмом при­
ближение весьма точно воспроизводит искомую модель (здесь Ns = 5) . 

Модель 3 (фиг. 4) соответствует непрерывному изменению a(t) на не­
котором конечном интервале глубин (£4 = 0.5, •& = 2.5): 

SO)2}2, ь < с < ь , 
a i = - l , 0 < S < S t , 

(13) , ст(С)"=- ^стЛ = 2 — {1— ( (С — 
03 = 2, 

Задаваясь в качестве начального приближения полупространством с посто­
янной проводимостью, равной проводимости 0 1 вблизи поверхности Земли 
(при этом фиктивные для начального приближения основные точки разры­
ва равны £i и £ г ) , мы восстанавливаем о(£) с достаточно хорошей (фиг. 4) 
точностью (Ns = 5). 

В модели 4 (фиг. 5) a ( Q непрерывно меняется в пределах первого слоя 
по закону, аналогичному (13), на среднем участке. По-прежнему не пред­
полагается постоянства а в следующем слое (Ns 

жение отвечает полупространству с некоторой постоянной проводимостью, 
причем фиктивные для него точки разрыва не совпадают с действительны­
ми. И в этом случае (фиг. 5) мы получаем удовлетворительное восстанов­
ление искомой структуры; точность его на участке непрерывности может 
быть повышена за счет увеличения числа варьируемых параметров, что до­
пустимо вследствие устойчивости алгоритма. 

Как известно, при наличии погрешности входного импеданса может 
иметь место большая практическая эквивалентность различных структур. 
Приведенные выше результаты показывают, что 
данных достаточно высока, то предлагаемый регуляризующий алгоритм 
позволяет восстановить достаточно сложные разрезы с удовлетворительной 
для практики точностью. 

Поступила в редакцию 22.07.1971 
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