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Рассматриваются уравнения гидродинамического типа с уравнением состояния в ви-
де давления, представленного как сумма функций плотности и энтропии. Для инва-
риантной подмодели 2-мерной подалгебры в виде линейной комбинации переносов,
выбранной из построенной ранее оптимальной системы неподобных подалгебр, най-
дены интегралы системы, определяется её тип, система приводится к симметриче-
скому виду и к характеристическому виду, находятся точные решения, определяют-
ся преобразования эквивалентности для линеаризованной системы, решается задача
групповой классификации, строится оптимальная система неподобных подалгебр,
применяются интегральные преобразования.

Kлючевые слова: подалгебра, инвариантная подмодель, точное решение, групповая клас-
сификация, преобразование эквивалентности.

Введение

В работе [1] намечена программа ПОДМОДЕЛИ для уравнений гидродинами-
ческого типа:

~ut + (~u · ∇)~u+ ρ−1∇p = 0,

ρt + (~u · ∇)ρ+ ρ div~u = 0,

pt + (~u · ∇)p+ ρa2(ρ, p)div~u = 0, a2 = fρ,

(1)

где ~u = (u, v, w) — вектор скорости, ρ — плотность, p — давление, p = f(ρ, S) —
уравнение состояния, S — энтропия. Программа ПОДМОДЕЛИ предполагает вы-
числение допускаемой алгебры Ли, групповую классификацию по произвольному
элементу f(ρ, S), вычисление оптимальной системы неподобных подалгебр, изуче-
ние подмоделей с групповой точки зрения. Задача групповой классификации ре-
шена в [1]. В работе [2] приведены все неизоморфные алгебры Ли групповой клас-
сификации, для каждой из которых способ перечисления неподобных подалгебр
окончательно сформулирован в [3]. В данной работе рассматриваются уравнения
газовой динамики (1) с уравнением состояния, полученным в классификации [1]:

p = f(ρ) + h(S), a2 = f ′. (2)

Из (2) определяется энтропия S.
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Уравнения (1) инвариантны при действии группы G11 (группы Галилея, расши-
ренной равномерным растяжением) и при действии переноса по p:

1) ~x ′ = ~x+ ~a (переносы по пространству X1 = ∂x, X2 = ∂y, X3 = ∂z);

2) t ′ = t+ a0 (перенос по времени с оператором X10 = ∂t);

3) ~x ′ = O~x, ~u ′ = O~u, OOT = 1, detO = 1 (вращения с операторами

X7 = y∂z − z∂y + ν∂w − w∂ν , X8 = z∂x − x∂z + w∂u − u∂w,
X9 = x∂y − y∂x + u∂ν − ν∂u, записанными в декартовой системе координат);

4) ~x ′ = ~x+ t~b, ~u ′ = ~u+~b (галилеевы переносы с операторами X4 = t∂x + ∂u,

X5 = t∂y + ∂ν , X6 = t∂z + ∂w);

5) t ′ = ct, ~x ′ = c~x (равномерное растяжение с оператором

X11 = t∂t + x∂x + y∂y + z∂z);

6) p′ = p+ a0 (перенос по p с оператором Y1 = ∂p).

Система (1) допускает алгебру Ли L12 с базисом X1, ..., X11, Y1, для которой оп-
тимальная система неподобных подалгебр построена в [4]. В данной работе рассмат-
ривается инвариантная подмодель 2-мерной подалгебры из оптимальной системы
линейной комбинации переносов с групповой точки зрения: найдены интегралы си-
стемы, определяется тип системы, приводится система к симметрическому виду и
к характеристическому виду, находятся точные решения, определяются преобразо-
вания эквивалентности для линеаризованной системы, решается задача групповой
классификации, строится оптимальная система неподобных подалгебр, показано
применение интегральных преобразований.

1. Линеаризация инвариантной подмодели
Рассматривается подалгебра из оптимальной системы работы [4] под номером

2.36:
X3 +X4 = ∂z + t∂x + ∂u, X1 + Y1 = ∂x + ∂p.

Инварианты подалгебры

t, y, u− z, v, w, ρ, p− x+ tz

задают представление инвариантного решения:

u = v1 + z, v = u1, w = w1, ρ, p = p1 + x− tz, (3)

где u1, v1, w1, ρ, p1 — функции переменных t, y.
Подстановка (3) в (1) с уравнением состояния (2) приводит к инвариантной

подмодели ранга 2:
Du1 + ρ−1p1y = 0,

Dv1 = −ρ−1 − w1,

Dw1 = tρ−1,

Dρ+ ρu1y = 0,

Dp1 + ρfρu1y = tw1 − v1,

(4)

где D = ∂t + u1∂y.
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Вводится замена переменных: t = t(ξ, η), y = y(ξ, η) так, чтобы D = ∂ξ. Отсюда
следует

tξ = 1, u1 = yξ ⇒ t = ξ + η.

Якобиан обратной замены ξ = ξ(t, y), η = η(t, y) имеет вид

I = tξyη − tηyξ = yη − yξ 6= 0.

Справедливы соотношения на производные:

ξt = yηI
−1, ξy = −I−1, ηt = −yξI−1, ηy = I−1. (5)

Инвариантная подмодель (4) записывается в новых переменных в силу (5):

ρyξξ(yη − yξ) + p1η − p1ξ = 0,

v1ξ = −ρ−1 − w1,

w1ξ = (ξ + η)ρ−1,

(yη − yξ)ρξ + ρ(yη − yξ)ξ = 0,

p1ξ + ρf ′(ln(yη − yξ))ξ = (ξ + η)w1 − v1.

(6)

Четвёртое уравнение в системе (6) интегрируется:

ρ(yη − yξ) = R(η) > 0. (7)

Из второго и третьего уравнений в (6) следует

w1ξ = −(ξ + η)(w1 + v1ξ).

Пятое уравнение в силу (7) влечёт равенство

(p1 − f(ρ))ξ = (ξ + η)w1 − v1.

Последние два равенства дают интеграл

p1 = f(ρ)− w1 − (ξ + η)v1 +Q(η). (8)

Из (7) следует, что yη = V R + u1 в силу yξ = u1. Условие совместности принимает
вид

u1η = RVξ + u1ξ.

Первое уравнение (6) в силу (7), (8) даёт уравнение для V .
Таким образом, система (6) приводится к системе из четырёх уравнений для

четырёх функций:

u1ξ +RVξ = u1η,

v1ξ = −w1 − V,
w1ξ = V (ξ + η),

−Ru1ξ + g′Vξ = g′Vη − w1η − (ξ + η)(v1η + w1) +Q′,

(9)

где V = ρ−1, f(ρ) = g(V ), f ′ = −V 2g′.
Производные по переменной ξ от всех функций определяются из уравнений (9)

при условии ∣∣∣∣ 1 R
−R g′

∣∣∣∣ = g′ +R2 6= 0. (10)
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В этом случае (9) есть система типа Коши, для которой можно поставить задачу с
начальными данными.

Если условие (10) не выполнено, то функция V = V (η) зависит от одной пере-
менной η при условии R 6= const.

Если g′ = −R2 = const, то g = −R2V + G должна быть линейной функцией
(специальное уравнение состояния). В этом случае (9) — линейная система.

К исходным переменным t, y по решению системы (9) можно вернуться, вычис-
лив криволинейный интеграл

y =

∫
u1dξ + (u1 +RV )dη

по любому пути в области определения гладкого решения. Тогда будет получена за-
висимость y = y(ξ, η) и вместе с равенством t = ξ+η получится замена переменных,
которая по заданному решению (9) даёт решение (4).

Задача с начальными данными на нехарактеристической кривой поставлена
корректно, т. е. существует единственное решение, непрерывно зависящее от на-
чальных данных в некоторой окрестности кривой.

2. Приведение к симметрическому виду
Система (9) в матричном виде

1 0 0 R
0 1 0 0
0 0 1 0
R 0 0 −g′



u1

v1

w1

V


ξ

=


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 ξ + η 1 g′



u1

v1

w1

V


η

+


0

−w1 − V
V (ξ + η)

(ξ + η)w1 −Q′

 (11)

содержит несимметричную матрицу коэффициентов при производных по η.
С помощью линейных комбинаций уравнений системы (9)

(9)1 + aR(9)2 + bR(9)3,

(9)2 + a(9)4,

(9)3 + b(9)4,

(9)4 − ag′(9)2 − bg′(9)3,

где a = −(ξ + η)g′−1, b = −g′−1, (9)i — i-е уравнение системы (9), система (11)
переходит в систему с симметрическими матрицами:

1 aR bR R
aR 1 0 −ag′
bR 0 1 −bg′
R −ag′ −bg′ −g′



u1

v1

w1

V


ξ

=


1 0 0 0
0 a(ξ + η) a −ag′
0 b(ξ + η) b −bg′
0 ξ + η 1 −g′



u1

v1

w1

V


η

+

+


−aR(w1 + V ) + bRV (ξ + η)
a(ξ + η)w1 − aQ′ − w1 − V
V (ξ + η) + b(ξ + η)w1 − bQ′

ag′(w1 + V )− bg′V (ξ + η) + (ξ + η)w1 −Q′

 .

Таким образом, справедлива теорема единственности задачи Коши в характе-
ристической области [5].
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3. Гиперболичность подмодели
Система (9) записывается в матричном виде:

Aξ ~Uξ + Aη ~Uη = B, (12)

где

~U =

∥∥∥∥∥∥∥∥
u1

v1

w1

V

∥∥∥∥∥∥∥∥ , A
ξ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
−R 0 0 g′

∥∥∥∥∥∥∥∥ , A
η =

∥∥∥∥∥∥∥∥
−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 ξ + η 1 −g′

∥∥∥∥∥∥∥∥ , B =

∥∥∥∥∥∥∥∥
0

−w1 − V
V (ξ + η)

−(ξ + η)w1 +Q′

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Для вектора ~k = (k, l) характеристическая матрица системы (12) имеет вид

A = kAξ + lAη =

∥∥∥∥∥∥∥∥
k − l 0 0 Rk

0 k 0 0
0 0 k 0
−Rk l(ξ + η) l g′(k − l)

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Вектор ~k характеристический, если он удовлетворяет равенству detA = 0. Отсюда
следует уравнение

k2(g′(k − l)2 +R2k2) = 0. (13)

Уравнение (13) в зависимости от знака g′ имеет следующие вещественные корни:
a) при g′ > 0 один корень k0 = 0 кратности 2;
b) при g′ < 0 один корень k0 = 0 кратности 2 и два корня k±

k± =
l|g′| 12
|g′| 12 ±R

; (14)

c) при g′ = 0, R 6= 0 один корень k0 = 0 кратности 4.
Характеристикой называется кривая h(ξ, η) = 0, нормаль к которой совпадает

с характеристическим вектором ∇h = (hξ, hη) = (k, l). Эту кривую можно искать в
виде

h(ξ, η) = η − η(ξ) = 0, ∇h = (−ηξ, 1) = (k, l).

Для корня k0 = 0 характеристика C0 задаётся равенством

C0 : η = const. (15)

Для корня k+ из формул (14) характеристика определяется уравнением

C+ :
dξ

dη
= −1− |g′|−

1
2R. (16)

Для корня k− имеем

C− :
dξ

dη
= −1 + |g′|−

1
2R. (17)

Вычислим левые собственные векторы характеристической матрицы A для каж-
дого корня. Для k0 = 0 есть два собственных вектора e0

1 = (0, 1, 0, 0), e0
2 = (0, 0, 1, 0)

в случаях a), b), c); для k+ — собственные векторы

e+ = (−γ,−(ξ + η)(1 +Rγ−1),−(1 +Rγ−1), 1);
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для k− — собственные векторы

e− = (γ, (ξ + η)(Rγ−1 − 1), Rγ−1 − 1, 1),

где γ = |g′| 12 в случае b).
Система (12) гиперболическая, если число корней характеристического урав-

нения (13) с учётом кратностей и число левых собственных векторов совпадают с
порядком системы [5]. Значит, в случае b) система (12) гиперболическая, а в слу-
чаях a), c) она таковой не является.

Для каждого левого собственного вектора можно написать условие на соответ-
ствующей характеристике. Для этого матричное уравнение (12) скалярно умножа-
ем на левый собственный вектор и получаем равенство, в котором любая искомая
функция дифференцируется вдоль характеристики. В итоге

C0 : v1ξ = −w1 − V, w1ξ = (ξ + η)V ; (18)

C+ : γD+u1 + (ξ + η)D+v1 +D+w1 + γ2D+V = w1γ
−1R(ξ + η) +Q′, (19)

где D+ = −(1 +Rγ−1)∂ξ + ∂η;

C− : −γD−u1 + (ξ + η)D−v1 +D−w1 + γ2D−V = −w1γ
−1R(ξ + η) +Q′, (20)

где D− = (Rγ−1 − 1)∂ξ + ∂η.
Обыкновенные уравнения (15)–(20) для 7 неизвестных функций образуют за-

мкнутую характеристическую форму гиперболической системы. Она является ос-
новой для численных расчётов краевых задач по методу характеристик.

4. Точные решения
Рассматривается система (9) из § 1 не типа Коши:

g′(V ) = −R2(η) < 0. (21)

В этом случае функция V зависит от одной переменной η для любого уравнения
состояния. Тогда система (9) переопределена:

u1ξ = u1η,

v1ξ = −w1 − V,
w1ξ = V (ξ + η),

−Ru1ξ = −R2V ′ − w1η − (ξ + η)(v1η + w1) +Q′.

(22)

Интегрированием по ξ последних трёх уравнений в (22) определяются функции

w1 = 1
2
ξ2V + ξηV +W (η),

v1 = −1
6
ξ3V − 1

2
ξ2ηV − ξ(V +W ) + V1(η),

u1 = 1
5
A4ξ

5 + 1
4
A3ξ

4 + 1
3
A2ξ

3 + 1
2
A1ξ

2 + A0ξ + U1(η),

(23)

где
A4 = −1

6
R−1V ′, A3 = −2

3
ηV ′R−1,

A2 = (−1
2
V ′ −W ′ + ηV − 1

2
η2V ′)R−1,

A1 = ((1 + η)2V + V ′1 +W − ηW ′)R−1,

A0 = (−Q′ +W ′ + ηV ′1 + ηW )R−1 +RV ′.

(24)
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В (23) функции
V,R,Q,W, V1, U1 (25)

от одной переменной η подлежат дальнейшему определению. В силу первого урав-
нения из (22) и выражения для u1 из (23) справедливы равенства

A4 = A40, A3 = 4A40η + A30, A2 = 6A40η
2 + 3A30η + A20,

A1 = 4A40η
3 + 3A30η

2 + 2A20η + A10,

A0 = A40η
4 + A30η

3 + A20η
2 + A10η + A00,

U1 = 1
5
A40η

5 + 1
4
A30η

4 + 1
3
A20η

3 + 1
2
A10η

2 + A00η + U10,

(26)

где Ai0, U10 — постоянные, i = 0, 1, . . . , 4. Выражения (26) сравним с выражени-
ями из (24) и получим обыкновенные уравнения для функций (25), кроме U1, с
добавлением уравнения (21):

V ′ = −6RA40, A30 = 0, RA20 = 1
2
V ′(η2 − 1)−W ′ + V η,

(1 + η2)V + V ′1 +W − ηW ′ = (4A40η
3 + 2A20η + A10)R,

−Q′ +W ′ + ηV ′1 + ηW +R2V ′ = (A40η
4 + A20η

2 + A10η + A00)R.

(27)

Система (27), (21) определяет функции (25) в двух взаимоисключающих случа-
ях A40 = 0 и A40 6= 0.

В случае A40 = 0 фунции V = V0 и R = R0 — постоянные. Условие R = R(η)
нарушено. Из уравнений (22) всё равно следует представление решения (23), где

V = V0, R = R0, W = 1
2
η2V0 − ηR0A20 +W0,

V1 = −1
6
V0η

3 +R0A20η
2 + (R0A10 −W0 − V0)η + V10,

Q = Q0 +W0 −R0(A00 + A20)η.

Таким образом, из представления инвариантного решения (3) определяется
частное решение гидродинамических уравнений (1):

u = z − t(1
6
t2 + 1)V0 − tW0 + V10+

+(y − 1
12
A20t

4 − 1
6
A10t

3 − 1
2
A00t

2 − U10t− x10)(tA20 + A10)V −1
0 ,

v = 1
3
A20t

3 + 1
2
A10t

2 + A00t+ U10,

w = 1
2
V0t

2 +W0 − V −1
0 A20(y − 1

12
A20t

4 − 1
6
A10t

3 − 1
2
A00t

2 − U10t− x10),

ρ = 1
V0
, g′(V ) = −R2

0,

p = x− tz + g(V0) + 1
2
t2(1

3
t2 + 1)V0 +W0t

2 − V10t+Q0−
−(A20t

2 + A10t+ A00)(y − 1
12
A20t

4 − 1
6
A10t

3 − 1
2
A00t

2 − U10t− x10)V −1
0 .

(28)

В случае A40 6= 0, так как g′ < 0, обозначим g′(V ) = −α2(V ) = −R2. Интегри-
рование (27) даёт представление искомых функций:

V∫
V0

dV
α(V )

= −6A40η, V0 = V (0), W =
(
η2

2
+ A20

6A40
− 1

2

)
V +W00,

V1 =
[
−1

6
η3 − ( A20

6A40
+ 1

2
)η − A10

6A40

]
V − ηW00 + V10,

Q =
(
A00+A20

6A40
− 1

2

)
V − g(V ) +W00 +Q0,

R = − V ′

6A40
.

(29)
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Из (23), (29) и представления инвариантного решения (3) определяется частное
решение гидродинамических уравнений (1):

u = z − 1
6
(t3 + (3 + A20

A40
)t+ A10

A40
)ρ−1 − tW00 + V10,

v = 1
5
A40t

5 + 1
3
A20t

3 + 1
2
A10t

2 + A00t+ U10,

w = 1
2
(t2 − 1 + A20

3A40
)ρ−1 +W00,

ρ =
[

2
5
A2

40t
6 + A20A40t

4 + 2A10A40t
3 + 6A00A40t

2+

+ 12U10A40t+ 12A40(x0 − y)
]− 1

2 ,

p = x− tz + 1
6
(t4 + A20

A40
t2 + A10

A40
t+ A00

A40
)ρ−1 + t2W00 − tV10 +Q0.

(30)

Если рассматривать решения (28), (30) с точностью до преобразований 1–6 из
введения, то можно считать W00 = V10 = U10 = x0 = Q0 = x10 = W0 = g(V0) = 0, и
остаются четыре существенные постоянные V0, A00, A10, A20 в (28) и A00, A10, A20,
A40 в (30).

5. Движение частиц для точных решений
В работах [6; 7] исследовано движение частиц решения (28) в простейшем случае

при A20 = A10 = 0.
Исследуем решение (30) при A00 = A10 = A20 = 0, A40 = k:

u = z − 1
6
(t3 + 3t)[2

5
k2t6 − 12ky]

1
2 ,

v = 1
5
kt5,

w = 1
2
(t2 − 1)[2

5
k2t6 − 12ky]

1
2 ,

ρ−2 = 2
5
k2t6 − 12ky,

p = x− tz + 1
6
t4ρ−1.

(31)

Решение определено в области 2
5
k2t6 > 12ky. Отражение k → −k, y → −y, t → −t

оставляет инвариантными формулы (31), поэтому достаточно рассмотреть случай
k < 0. Область определения решения

y > − 1
30
|k|t6.

Пусть при t = 0 частица газа находится в точке x0, y0 > 0, z0. Тогда мировые
линии частиц определены равенствами

x = −1
2
βt2 + z0t+ x0,

y = − 1
30
|k|t6 + y0,

z = 1
2
βt(1

3
t2 − 1) + z0,

(32)

где β =
√

12|k|y0, и вдоль мировой линии ρ = β−1, p = x0 +tz0 + 1
2
βt2(1

3
t2−1). Равен-

ства (32) задают переход от лагранжевых переменных x0, y0 ≥ 0, z0 к переменным
x, y, z. Якобиан преобразования равен 1, значит, мировые линии частиц не пере-
секаются и величина конечного объёма не меняется со временем. Вдоль мировой
линии плотность не меняется.

При y0 = 0 (x = x0 + z0t, y = − |k|
30
t6, z = z0) плотность бесконечна — источник

частиц с плоскости (x, z). При y0 → ∞ плотность стремится к нулю — вакуум.
Значит, среда разлетается от источника к вакууму на бесконечности.
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Вид спереди Вид сзади

Поверхность из траекторий движения частиц в координатах x̃, y, z̃ в интервале 0 < y0 < 10,
−2 < t < 2. Выделены траектории при |k| = 1, y0 = 0, 1, 3, 5, 7, 10

Проекции мировой линии на оси x и y монотонно сходятся (t < 0) и расходятся
(t > 0), а проекция на ось z колеблется в интервале времени |t| <

√
3.

Для представления всех траекторий мировых линий (32), проходящих через
точки (x0, y0, z0), выберем инерционную систему координат:

x̃ = x− x0 − z0t = −1

2
βt2, z̃ = z − z0 =

1

2
βt

(
1

3
t2 − 1

)
.

В зависимости от y0, |k| = 1 численно построим траектории в координатах x̃, y,
z̃ (рисунок). На рисунке изображена поверхность из траекторий движения частиц
в интервале 0 < y0 < 10, −2 < t < 2. Выделены траектории при y0 = 0, 1, 3, 5, 7,
10. При t < 0 и t→ 0 частицы сгущаются к оси y. При t > 0 происходит разлёт.

6. Преобразования эквивалентности линейной системы

Система (9) для уравнения состояния p = −R2V + h(S), R = const является
линейной. С обозначениями u1 = u1, u2 = v1, u3 = w1, u4 = V , Q′ = q(η) систему
запишем в виде

u1
ξ +Ru4

ξ = u1
η,

u2
ξ = −u3 − u4,

u3
ξ = (ξ + η)u4,

R4u4
η −Ru1

η + (ξ + η)(u2
η + u3) + u3

η = q, qξ = 0, qui = 0,

(33)

где q = q(η) — произвольный элемент.
Преобразования эквивалентности системы (33) не изменяют её вид, а лишь ме-

няют произвольный элемент. Оператор преобразований эквивалентности, продол-
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женный на производные, входящие в систему (33), разыскивается в виде [8]

X = ζξ∂ξ + ζη∂η + ζu
i
∂ui + ζq∂q + (D̃ξζ

ui − uiξD̃ξζ
ξ − uiηD̃ξζ

η)∂uiξ+

+(D̃ηζ
ui − uiξD̃ηζ

ξ − uiηD̃ηζ
η)∂uiη + (Dξζ

q − qξDξζ
ξ − qηDξζ

η − quiDξζ
ui)∂qξ+

+(Duiζ
q − qξDuiζ

ξ − qηDuiζ
η − quiDujζ

uj)∂qui + . . . ,

где координаты оператора ζξ, ζη, ζui зависят от переменных ξ, η, ui, q, а операторы
полного дифференцирования, действующие в своих пространствах, таковы:

D̃ξ = ∂ξ + uiξ∂ui + (qξ + quiu
i
ξ)∂q, D̃η = ∂η + uiη∂ui + (qη + quiu

i
η)∂q,

Dξ = ∂ξ + qξ∂q, Dui = ∂ui + qui∂q.

Запишем условия инвариантности системы (33) относительно оператора X. Для
двух последних уравнений они имеют вид

Xqξ|(33) = 0, Xqui |(33) = 0, (34)

где переход на многообразие осуществляется с помощью динамических переменных
u1
η, u2

η, u3
η, u4

ξ , qη. Остальные производные выражаются из системы (33).
Условие (34) запишем в виде

ζqξ = qηζ
η
ξ , ζq

ui
= qηζ

η
ui
.

Приравнивая нулю коэффициенты при динамических переменных (расщепление по
qη), получим

ζqξ = ζηξ = 0, ζq
ui

= ζη
ui

= 0,

т. е. координаты ζq и ζη зависят только от η, q.
Условия инвариантности для остальных уравнений системы (33) имеют вид

D̃ξζ
u1 − (u1

η −Ru4
ξ)D̃ξζ

ξ = D̃ηζ
u1 − (u1

η −Ru4
ξ)D̃ηζ

ξ − u1
η(ζ

η
η + ζηq qη)−

−R(D̃ξζ
u4 − u4

ξD̃ξζ
ξ),

D̃ξζ
u2 + (u3 + u4)D̃ξζ

ξ + ζu
3

+ ζu
4

= 0,

D̃ξζ
u3 − (ξ + η)u4D̃ξζ

ξ = u4(ζξ + ζη) + (ξ + η)ζu
4
,

R2
[
D̃ηζ

u4 − u4
ξD̃ηζ

ξ − u4
η

(
ζηη + qηζ

η
q

)]
−

−R
[
D̃ηζ

u1 − (u1
η −Ru4

ξ)D̃ηζ
ξ − u1

η(ζ
η
η + qηζ

η
q )
]

+ (ζξ + ζη)(u2
η + u3)+

+(ξ + η)
[
ζu

3
+ D̃ηζ

u2 + (u3 + u4)D̃ηζ
ξ − u2

η(ζ
η
η + qηζ

η
q )
]

+ D̃ηζ
u3−

−(ξ + η)u4D̃ηζ
ξ − u3

η(ζ
η
η + qηζ

η
q ) = ζq,

(35)

где u4
η нужно выразить из четвёртого уравнения системы (33).

Расщепляя условия инвариантности (35) по переменной qη, получим

ζu
1

q = (u1
η −Ru4

ξ)ζ
ξ
q + u1

ηζ
η
q ⇒ ζηq = ζξq = ζu

1

q = 0,

R2ζu
4

q + (ξ + η)ζu
2

q + ζu
3

q = 0.
(36)

Расщепляя (35) по u4
ξ , получим

ζξ = ζξ(ξ), ζu
3

u4 = Rζu
3

u1
, ζu

2

u4 = Rζu
2

u1
, ζu

1

u4 −Rζu
1

u1 +R(ζu
4

u4 −Rζu
4

u1 ) = 0. (37)
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Второе уравнение из условий (35) после расщепления по u1
η в силу (37) опреде-

ляет функцию

ζu
4

= u4(ζu
2

u2 − (ξ + η)ζu
2

u3 − ζ
ξ
ξ )− ζu

3 − ζu2ξ − u3(ζξξ − ζu
2

u2 ),

ζu
2

u1 = ζu
2

u4 = 0.
(38)

Из третьего уравнения условий (35) после расщепления по u1
η, u4 следуют равенства

в силу (37), (38)

ζu
3

u1 = ζu
3

u4 = 0⇒ ζu
4

u1 = 0,

ζu
3

u2 − (ξ + η)ζu
3

u3 + (ξ + η)(ζu
2

u2 − (ξ + η)ζu
2

u3 ) + ζξ + ζη = 0,

ζu
3

ξ − u3ζu
3

u2 + (ξ + η)
[
ζu

3
+ u3(ζξξ − ζu

2

u2 ) + ζu
2

ξ

]
= 0.

(39)

Из четвёртого уравнения в (35) после расщепления по u1
η следуют в силу (37), (39)

равенства

ζu
1

u4 = ζu
4

u1 = 0,

ζu
1

u1 = ζu
4

u4 = ζu
2

u2 − (ξ + η)ζu
2

u3 − ζ
ξ
ξ = c(ξ, η, u2, u3).

(40)

Первое уравнение из (35) после расщепления по динамическим переменным влечёт
с учётом (40) соотношения

ζξ = Dξ + C1, ζη = Dη + C2,

ζu
1

u2 = ζu
1

u3 = 0⇒ ζu
1

= c(ξ, η)u1 + ζ1(ξ, η),

где D, C1, C2 — постоянные, и ещё одно равенство, которое можно расщепить по
переменным u1 и u4:

cξ = cη ⇒ c = c(ξ + η),

c′ + (ξ + η)(−ζu3u3 − ζu
2

ξu3 + ζu
2

u2 + u3ζu
2

u2u3 −D) + ζu
3

u2 + ζu
2

ξu2 − u3ζu
2

u2u2 = 0, (41)

ζ1
ξ − ζ1

η = R
[
ζu

3

ξ + ζu
2

ξξ − u3ζu
3

u2 + (u3)2ζu
2

u2u2 − 2u3ζu
2

ξu2

]
. (42)

Из (38)–(40) определяются зависимости

ζu
2

= (c+D)u2 + ζ̃u
2
(ξ, η, I, q), I = u3 + (ξ + η)u2,

ζu
3

= −u2(C1 + C2 + (ξ + η)(2D + c)) + ζ̃u
3
(ξ, η, I, q),

ζu
4

= cu4 + u2[C1 + C2 + 2D(ξ + η)− (1 + (ξ + η)2)ζ̃u
2

I ]+

+Ic− ζ̃u3 − ζu2ξ + (ξ + η)Iζ̃u
2

I ,

(43)

где новые искомые функции не зависят от u2. Следовательно, после подстановки
представления (43) в условия инвариантности их можно расщеплять по переменной
u2.
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Из остатков четвёртого условия инвариантности после расщепления по u2
η, u3

η и
затем по u2 и по u4 следует, что

ζ̃u
2

II = 0, c′ = 0⇒ c = C = const,

R2
[
(ξ + η)ζ̃u

2

I + C − ζ̃u3I − ζ̃u
2

ξI

]
− C + ζ̃u

3

I + (ξ + η)ζ̃u
2

I = 0, (44)

C1 + C2 + 2D(ξ + η) = 0⇒ D = 0, C1 + C2 = 0,

−R2
[
(1 + (ξ + η)2)ζ̃u

2

ηI + ζ̃u
2

ξI

]
+

+ (1−R2)(ξ + η)ζ̃u
2

I + (1−R2)ζ̃u
3

I = C(1−R2),
(45)

R2
[
−(ζ̃u

3

+ ζ̃u
2

ξ )η + Iζ̃u
2

I + Iζ̃u
2

ηI (ξ + η)
]

+ (q − (ξ + η)I)C −Rζ̃u1η =

= ζq − (ξ + η)(ζ̃u
3

+ ζ̃u
2

η )− ζ̃u3η .
(46)

Из равенств (41), (45) после подстановки функций (43) следуют равенства

ζ̃u
2

I = 0, ζ̃u
3

I = C.

Уравнения (44) выполняются тождественно. Уравнения (39), (42) и (46) принимают
вид

ζ1
ξ − ζ1

η = −Rζ4
ξ , ζ4 = −ζ3 − ζ2

ξ ,

R2ζ4
η −Rζ1

η + (ξ + η)(ζ3 + ζ2
η ) + ζ3

η = ζq − Cq,
ζ3
ξ = (ξ + η)ζ4.

(47)

Дифференцируем (47) по q, тогда в силу (36)

ζ4
ξq = 0, ζ3

ξq = (ξ + η)ζ4
q , ζ2

ξq = −ζ3
q − ζ4

q ,

R2ζ4
ηq + (ξ + η)(ζ3

q + ζ2
ηq) + ζ3

ηq = ζqq − C.

Отсюда после интегрирования получим

ζ4 = a(η, q) + σ4(ξ, η), ζ1 = ζ1(ξ, η), ζ3 = (1
2
ξ2 + ηξ)a+ σ3(ξ, η),

ζ2 = −a(ξ + 1
2
ηξ2 + 1

6
ξ3) + σ2(ξ, η),

R2aqη + (ξ + η)aqηξ + aqξ = ζqq − C.

Последнее уравнение расщепляем по ξ, получим aq = 0, ζq = Cq + h(η).
Таким образом, можно считать, что

ζu
i

= Cui + ζ i(ξ, η), ζξ = C1, ζη = −C1,

ζ1
ξ = ζ1

η −Rζ4
ξ ,

ζ2
ξ = −ζ3 − ζ4,

ζ3
ξ = (ξ + η)ζ4,

R2ζ4
η −Rζ1

η + (ξ + η)(ζ3 + ζ2
η ) + ζ3

η = h(η).

(48)

Доказана следующая теорема.
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Теорема 1. Алгебра Ли преобразований эквивалентности системы (33) беско-
нечномерна и задаётся базисом

X1 = ∂ξ − ∂η, X2 = ui∂ui + q∂q,

Xh(η) = h(η)∂q + ζ i〈h(η)〉∂ui ,
X∞ = ζ i0(ξ, η)∂ui ,

где ζ i〈h(η)〉 — частное решение неоднородной системы (48), ζ i0(ξ, η) — общее ре-
шение однородной системы (48) при h = 0.

Следствие 1. Ядро допускаемых алгебр системы (42) для произвольной функции
q(η) 6= 0 порождается операторами X1, X∞, Xq = ζ i〈q(η)〉∂ui. При q = 0 добав-
ляется растяжение X2 = ui∂ui. Любое точное решение неоднородной системы
порождает преобразование эквивалентности, приводящее систему к однородной.

7. Групповая классификация линейной системы
В системе (33) q = q(η) — произвольный элемент. Проведём групповую клас-

сификацию по произвольному элементу. Оператор, допускаемый системой (33),
разыскиваем в виде

X = ζξ∂ξ + ζη∂η + ζu
i

∂ui + (Dξζ
ui − uiξDξζ

ξ − uiηDξζ
η)∂uiξ+

+ (Dηζ
ui − uiξDηζ

ξ − uiηDηζ
η)∂uiη ,

где координаты оператора ζξ, ζη, ζui зависят от переменных ξ, η, ui, а операторы
полного дифференцирования имеют вид

Dξ = ∂ξ + uiξ∂ui , Dη = ∂η + uiη∂ui .

Условия инвариантности системы (33) таковы:

Dξζ
u1 − u1

ηDξζ
ξ − u1

ηDξζ
η +R(Dξζ

u4 − u4
ηDξζ

η) =

= Dηζ
u1 − (u1

η −Ru4
ξ)Dηζ

ξ − u1
ηDηζ

η,
(49)

Dξζ
u2 + (u3 + u4)Dξζ

ξ − u2
ηDξζ

η + ζu
3

+ ζu
4

= 0, (50)

Dξζ
u3 − (ξ + η)u4Dξζ

ξ − u3
ηDξζ

η = (ξ + η)ζu
4

+ u4(ζξ + ζη), (51)

R2(Dηζ
u4 − u4

ξDηζ
ξ − u4

ηDηζ
η)−R

[
Dηζ

u1 − (u1
η −Ru4

ξ)Dηζ
ξ − u1

ηDηζ
η
]
+

+(ξ + η)(Dηζ
u2 + (u3 + u4)Dηζ

ξ − u2
ηDηζ

η + ζu
3
)+

+(ζξ + ζη)(u2
η + u3) +Dηζ

u3 − (ξ + η)u4Dηζ
ξ − u3

ηDηζ
η = qηζ

η,

(52)

где u4
η выражается в силу последнего уравнения системы (33).

Условия инвариантности расщепляем по динамическим переменным u4
ξ , u1

η, u2
η,

u3
η. Приравнивая нулю коэффициенты при u4

ξ , получим

(52)⇒ ζξu1 +R−1ζξu4 = 0, ζξu2 = (ξ + η)ζξu4 ,

ζξu3 = R−2ζξu4 , ζξη + ζξu4(R
−2q − (ξ + η)u3) = 0,

(50), (51)⇒ ζηu4 = Rζηu1 , ζu2u4 −Rζ
u2
u1

+ (u3 + u4)(ζξu4 −Rζ
ξ
u1

) = 0,

ζu
3

u4
−Rζu3u1 = (ξ + η)u4(ζξu4 −Rζ

ξ
u1

),

(49)⇒ ζξu4 = Rζξu1 , ζu
1

u4
−Rζu1u1 +R(ζu

4

u4
−Rζu4u1 ) = 0. (53)
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Отсюда следует, что

ζξ = ζξ(ξ), ζu
i

u4
= Rζu

i

u1
, i = 2, 3.

Расщепление по остальным динамическим переменным приводит к равенствам

(49)⇒ ζηu2 = ζηu3 = 0, ζξξ = ζηη ,

ζu
1

u2 = (ξ + η)R−2(ζu
1

u4 −Rζ
η
ξ ), ζu

1

u3 = R−2(ζu
1

u4 −Rζ
η
ξ ), (54)

ζu
1

ξ − (u3 + u4)ζu
1

u2 + (ξ + η)u4ζu
1

u3 +R
[
ζu

4

ξ − (u3 + u4)ζu
4

u2 + (ξ + η)u4ζu
4

u3

]
−

−R−1(q − (ξ + η)u3)ζηξ = ζu
1

η + ζu
1

u4R
−2(q − (ξ + η)u3);

(50)⇒ ζη = ζη(η), ζu
2

u1 = 0 = ζu
2

u4 ,

ζu
2

ξ − (u3 + u4)ζu
2

u2 + (ξ + η)u4ζu
2

u3 + (u3 + u4)ζξξ + ζu
3

+ ζu
4

= 0; (55)

(51)⇒ ζu
3

u1 = 0 = ζu
3

u4 ,

ζu
3

ξ − (u3 + u4)ζu
3

u2 + (ξ + η)u4ζu
3

u3 + (ξ + η)u4ζξξ = (ξ + η)ζu
4

+ u4(ζξ + ζη); (56)

(52), (53)⇒ ζu
4

u4 = ζu
1

u1 , ζu
1

u4 = R2ζu
4

u1 ,

R2ζu
4

u2 − (ξ + η)ζu
4

u4 −Rζu
1

u2 +R−1ζu
1

u4 (ξ + η) + (ξ + η)ζu
2

u2 + ζξ + ζη + ζu
3

u2 = 0; (57)

Rζu
4

u3 − ζu
4

u4 −Rζu
1

u3 +R−1ζu
1

u4 + (ξ + η)ζu
2

u3 + ζu
3

u3 = 0, (58)

R2ζu
4

η + (ζu
4

u4 − ζηη −R−1ζu
1

u4 )(q − (ξ + η)u3)−Rζu1η +

+(ξ + η)(ζu
2

η + ζu
3
) + u3(ζξ + ζη) + ζu

3

η = q′ζη.
(59)

Из этих равенств следует

ζξ = Dξ + C1, ζη = Dη + C2,

(54), (55)⇒ ζu
4

= cu4 + ζ4, c = ζu
2

u2 − (ξ + η)ζu
2

u3 −D,

ζ4 = u3ζu
2

u2 − ζu
3 − ζu2ξ −Du3,

ζu
1

= c(ξ, η)u1 + ζ1(ξ, η).

В равенствах (56)–(59) переменная u4 свободная. Приравнивая нулю коэффициенты
при u4, получим

c = C — постоянная,

ζu
2

= (C +D)u2 + ζ2(ξ, η, I), I = u3 + (ξ + η)u2,

ζu
3

= −(C1 + C2 + C(ξ + η))u2 + ζ3(ξ, η, I),

ζu
4

= Cu4 + ζ4(ξ, η, u2, u3), ζu
1

= Cu1 + ζ1(ξ, η),

ζ4 = u2(C1 + C2) + CI − ζ3 − ζ2
ξ + ζ2

I

[
I(ξ + η)− u2(1 + (ξ + η)2)

]
.
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С этими выражениями равенства (56)–(59) имеют свободную переменную u2. При-
равнивая нулю коэффициенты, получим

(1 + (ξ + η)2)(ζ3
I − C + (ξ + η)ζ2

I ) = 2(ξ + η)(C1 + C2), (60)

ζ3
ξ + I(C1 + C2 − ζ3

I (ξ + η)) = (ξ + η)
[
Iζ2

I (ξ + η)− ζ3 − ζ2
ξ

]
, (61)

ζ2
II = 0 = ζ3

II ,

C1 + C2 − (ξ + η)ζ2
ξI + (−1 + (ξ + η)2)ζ2

I + 2D(ξ + η) = 0, (62)

R2
[
C − ζ3

I − ζ2
Iξ + ζ2

I (ξ + η)
]
− C + (ξ + η)ζ2

I + ζ3
I = 0,

(ξ + η)(C1 + C2 − 2ζ2
I ) + (1 + (ξ + η)2)(C − ζ3

I − ζ2
ξI) = 0,

ζ1
ξ − ζ1

η +R
[
−ζ3

ξ − ζ2
ξξ + 2Iζ2

I − I
(
C1 + C2 + (ξ + η)(C − ζ3

I − ζ2
ξI)
)]

= 0,

−2D(ξ + η)2 − 2(C1 + C2)(ξ + η) + ζ3
I − C +R2(C − ζ3

I − ζ2
ξI) = 0,

R2(Iζ2
I − ζ3

η − ζ2
ξη) + (C −D)(q − (ξ + η)I)−Rζ1

η + (ξ + η)(ζ2
η + ζ3)+

+I(C1 + C2 +D(ξ + η)) + ζ3
η = q′(Dη + C2).

Отсюда следует, что

ζ2 = dI + ζ̃2, ζ3 = eI + ζ̃3,

(60)⇒ e = C − (ξ + η)d+ 2(C1 + C2)
ξ + η

1 + (ξ + η)2
,

(61)⇒ d = (C1 + C2)
(ξ + η)4 + 3

(1 + (ξ + η)2)3
,

(62)⇒ D = 0, C1 + C2 = 0⇒ e = C, d = 0.

Остальные равенства принимают вид

ζu
1

= Cu1 + ζ1(ξ, η), ζu
2

= Cu2 + ζ2(ξ, η), ζu
3

= Cu3 + ζ3(ξ, η),

ζu
4

= Cu4 + ζ4(ξ, η), ζξ = C1, ζη = −C1;

ζ1
ξ = ζ1

η −Rζ4
ξ , ζ2

ξ = −ζ3 − ζ4, ζ3
ξ = (ξ + η)ζ4,

R2ζ4
η −Rζ1

η + (ξ + η)(ζ2
η + ζ3) + ζ3

η = −q′C1 − Cq.

Результат вычислений позволяет сформулировать классификационное утвержде-
ние.

Теорема 2. Алгебра Ли, допускаемая однородной системой (33) (q = 0), задаётся
базисом

X1 = ∂ξ − ∂η, X2 = ui∂ui , X∞ = ζ i0(ξ, η)∂ui = 〈ζ i0〉,

где ζ i0 — любое решение однородной системы.
При постоянной q = Q базис допускаемой алгебры таков:

X1 = ∂ξ − ∂η, X2 = (ui − ζ i〈Q〉)∂ui , 〈ζ i0〉,

где ζ i〈Q〉 — частное решение неоднородной системы.
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При функции общего вида q(η) базис алгебры имеет вид

X1 = ∂ξ − ∂η − ζ i〈q′〉∂ui , X2 = (ui − ζ i〈Q〉)∂ui , 〈ζ i0〉.

Коммутаторы базисных операторов таковы:

[X1, X2] = 0, [X1, 〈ζ i0〉] = 〈ζ i0ξ − ζ i0η〉, [X2, 〈ζ i0〉] = −〈ζ i0〉, [〈ζ i10〉, 〈ζ i20〉] = 0.

Таким образом, алгебра Ли разлагается в полупрямую сумму абелевой подалгебры
и абелева идеала L = {X1, X2}⊕̇〈ζ i0〉.

Внутренние автоморфизмы по оператору X1 являются решениями задачи

X ′a1 = [X ′, X1] = −(ζ i′0ξ − ζ i′0η)∂ui , X ′|a1=0 = X = x1X1 + x2X2 + 〈ζ i0〉.

Решение имеет вид

1. ζ i′0 = ζ i0(ξ − a1, η + a1).
Аналогично вычисляются автоморфизмы для других базисных операторов.

2. ζ i′ = ea2ζ i0.

3. ζ i′0 = x′(ζ i0ξ − ζ i0η)− x2ζ i0 + ζ i00.

С помощью внутренних автоморфизмов вычисляется оптимальная система
неподобных подалгебр [8]:

1-мерные подалгебры

X1 + aX2, X2, 〈ζ i0〉;

2-мерные подалгебры

{X1, X2}, {X2, 〈ζ i0〉}, {X1 + aX2, 〈ζ i∗〉}, {X2, 〈ζ i0〉}, {〈ζ i1〉, 〈ζ i2〉},

где ζ i1, ζ i2 — два линейно независимых решения однородной системы.
Подалгебра {X1 + aX2, 〈ζ i∗〉} должна удовлетворять условию замкнутости

[X1 + aX2, 〈ζ i0〉] = 〈ζ i0ξ − ζ i0η〉 − a〈ζ i0〉 = λ〈ζ i0〉.

Отсюда следует, что

〈ζ i0ξ − ζ i0η〉 = (λ+ a)ζ i0 ⇒ ζ i0 = (λ+ a)ξ + ζ i0(t), t = ξ + η−

решение однородной системы (33). Общее решение имеет вид

ζ1
∗ = A1 + (λ+ a)(R + 1 +R−1)t− 1

2
t2R−1 +

2

3
t3R−2,

ζ2
∗ = A2 + (λ+ a+ A3 + A4)t− 1

2
t2(λ+ a)R−1 − 1

6
A4t3 +

1

12
(λ+ a)(1 +R−1)t4,

ζ3
∗ = A3 + (λ+ a)t+

1

2
A4t2 − 1

3
(λ+ a)(1 +R−1)t3,

ζ4
∗ = A4 − (λ+ a)(1 +R−1)t,
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где Ai — произвольные постоянные. Множество таких решений ζ i∗ = Akζ ik∗
образуют абелеву подалгебру L4 с базисом 〈ζ ik∗〉, k = 1, 2, 3, 4. Получаем

3-мерные подалгебры

{X1, X2 + 〈ζ i2〉, 〈ζ i∗〉}, {X1, 〈ζ i∗1〉, 〈ζ i∗2〉}, {X2, 〈ζ i1〉, 〈ζ i2〉}, {〈ζ i1〉, 〈ζ i2〉, 〈ζ i3〉};
4-мерные подалгебры

{X1, X2 + 〈ζ i2〉, 〈ζ i∗1〉, 〈ζ i∗2〉}, {X1, 〈ζ i∗1〉, 〈ζ i∗2〉, 〈ζ i∗3〉},

{X2, 〈ζ ik〉, k = 1, 2, 3}, {〈ζ ik〉, k = 1, 2, . . . , 4};
5-мерные подалгебры

{X1, X2 + 〈ζ i2〉, 〈ζ i∗k〉, k = 1, 2, 3}, {X1, 〈ζ i∗k〉, k = 1, 2, . . . , 4},

{X2, 〈ζ ik〉, k = 1, 2, . . . , 4}, {〈ζ ik〉, k = 1, 2, . . . , 5};
6-мерные подалгебры

{X1, X2 + 〈ζ i2〉, 〈ζ i∗k〉, k = 1, 2, . . . , 4}, {X2, 〈ζ ik〉, k = 1, 2, . . . , 5}, {〈ζ ik〉, k = 1, 2, . . . , 6};
l-мерные подалгебры, l ≥ 7,

{X2, 〈ζ ik〉, k = 1, 2, . . . , l − 1}, {〈ζ ik〉, k = 1, 2, . . . , l}.
Для каждой подалгебры можно рассматривать дифференциально-инвариантные
решения [8].

8. Интегральные преобразования системы
В системе (33) вернёмся к физической переменной t = ξ + η:

Ru4
t = u1

η, u2
t = −u3 − u4, u3

t = tu4,

R2u4
η −Ru1

η + t(u3 − u2
t − u2

η) + u3
t + u3

η = q(η).
(63)

Преобразование Фурье по η для функций f(η)→ 0 при η → ±∞
∞∫

−∞

f(η) exp−iωη dη = f̂(ω),

∞∫
−∞

f ′(η) exp−iωη dη = −iωf̂(ω)

приводит систему (63) к системе обыкновенных дифференциальных уравнений

Rû4
t = −iωû1, û2

t = −û3 − û4, û3
t = tû4,

−iω(R2û4 −Rû1) + 2t(û3 + û4) + tiωû2 − iωû3 = q̂iω.
(64)

Если перейти к одному уравнению для û3, то получится уравнение третьего порядка
с переменными коэффициентами.

Преобразование Лапласа [9] по t (ûi(ω, t) → U i(ω, s), q̂ → Q) приводит систему
(64) к виду

R(U4 − û4
0) = −iωU1, sU2 − û2

0 = −U3 − U4, sU3 − û3
0 = −U4

s ,

−R2U4 +RU1 −
[
U2 − 2iω−1(U3 + U4)

]
s
− U3 = Q,

где ûi0 — начальные данные функций ûi(ω, t) при t = 0.
Для функции U4 получим уравнение второго порядка [10]

(1 + 2iω−1s)sU4
ss − 2(s2 + 1)(siω−1 + 1)U4

s + s(1 + s2)U4 =

= −(Q+ iω−1R2û4
0)s3 + sû2

0 − û3
0(2 + 2iω−1s+ s2).
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Заключение
Для инвариантной подмодели ранга 2 квазилинейной системы гидродинамиче-

ского типа рассмотрены аналитические способы получения решений: интегралы,
характеристический вид, преобразования эквивалентности, групповая классифи-
кация по произвольному элементу интеграла, интегральные преобразования. По-
лучены и исследованы некоторые точные решения.
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INVARIANT SUBMODEL OF RANK 2 ON SUBALGEBRA
OF TRANSLATIONS LINEAR COMBINATIONS
FOR A HYDRODYNAMIC TYPE MODEL

D.T. Siraeva1,a, S.V. Khabirov1,2,b

1Ufa State Aviation Technical University, Ufa, Russia
2Mavlutov Institute of Mechanics of Ufa Scientific Center of RAS, Ufa, Russia
asirdilara@gmail.com, bhabirov@anrb.ru

The equations of hydrodynamic type with the equation of state in the form of pressure,
represented as a sum of density and entropy functions, are considered in the article. For
the invariant submodel of a 2-dimensional subalgebra in the form of a linear combination
of translations chosen from the previously constructed optimal system of non-similar
subalgebras, we find the integrals of the system, determine the type of the system, reduce
the system to the symmetric form and the characteristic form, find exact solutions, define
equivalence transformations for the linearized system, the group classification problem is
solved, an optimal system of non-similar subalgebras is constructed, and the application
of integral transformations is shown.

Keywords: subalgebra, invariant submodel, exact solution, group classification, equivalence
transformation.
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