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Введем энергетические формы 

Bs (а, 0 = j [ I в, |* + А | их р + (В + 8) | «у ? + Ъиуй-\-с\и f] Лиф, 

С использованием результатов [7], [8] получаем, что при достаточно большом с 

£5 (и- О > J [ I«/ Р + М I их р + (s,B + 5) | ау Р + | и Р] &ofy, Е, > 0. 

С помощью этого неравенства доказываем, что 
1 9 

2 # 
- £6 (и, 0 + Re j Рь и-щdxdy <fe + c) Еь (и, t) 

Отсюда следует соотношение 
д_ 
dt 

где 
j)i+j+k 

Eitр (и, t) < 21 Рь a, t \р.Е\% (В, 0 + ( 7 + C ) £s,p («. 0. 

./..e-S II dtldxidyk dxdy. 

В силу неравенства Гронуолла получаем, что при ЛГ> с0: 

Г л Е\% (И, 0 < С J z~M | Я5 в, * \р dx. 
о 

Отсюда легко заключаем о существовании и единственности решения задачи (1)—(2). 
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 
С ОТКЛОНЯЮЩИМИСЯ АРГУМЕНТАМИ 

Как не раз подчеркивал А. Д. Мышкис [1], [2], теория уравнений с отклоняющимися аргу­
ментами (УСОА) в частных производных не разработана, хотя попытки в этом направлении 
предпринимались. Причина этого—в отсутствии эффективного метода исследования УСОА. Ниже 
предлагается теория, построенная с использованием периодических задач. Говоря о теории 
разрешимости, мы предполагаем исследование следующих моментов:; структура решений, их 
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гладкость, разрешимость при любой правой части, явный вид всех решений стационарного 
УСОА. Для простоты изложение будем вести для скалярного УСОА 

1 
Ry W ^ 2 2 *«. / W D" У (*«. 1С*)) = Я*); * е (°. 2 л > с *m- (°) 

Здесь и далее используются общепринятые обозначения. Выписав две серии отклонений, мы 
подчеркиваем тем самым, что они могут быть произвольной природы. 

§ 1. Понятие решения 

Всюду С°° (Rm) (C£° (#'"))—множество всех бесконечное число раз дифференцируемых функ­
ций (с компактными носителями); С^ (27с)с.С°° (Rm) — множество всех функций, имеющих 
вместе с производными любого порядка период 2тс по каждой координате; D1 (Rm) — множество 
всех распределений [3]. 

О п р е д е л е н и е 1. Распределение и называется решением УСОА (0), если существует 
такая последовательность функций <|v (х) £ С°° (Rm), что a = lim tyr(x) в смысле распределений 

г 
и || R^r (x) ~ f(x) J-+ 0 при г-> оо. 

Здесь и далее || • ||—норма в £2(0, 2я). Элементы множества [С^ (2%)]* называются перио­
дическими распределениями [4]. 

О п р е д е л е н и е 2. Периодическое распределение v называется периодическим решением 
УСОА (0), если ряд 

оо TU 

2 vpRexp[ip, x]m, vp~=v(exp[ip, x]m), [ip, х]т= 2 lPixb W 
I Р 1=0 /=1 

сходится в Z,2(0, 2л) к функции f{x). 
Используя равенство и = ( и + и ) — v = z — v, легко убеждаемся в том, что для построения 

общей теории УСОА достаточно построить теорию разрешимости периодических задач для 
УСОА. 

§ 2. Стационарные УСОА 

Они обладают тем свойством, что числа А (X -f ip) = exp [— X — ip, x]m R exp [X + ip, x]m , 
CO 

\p\ — 0, 1,..., не зависят от х. Оказывается, что множество U [X = (X,..., X): А(X + ip) = 0} 
I Р 1=0 

имеет меру нуль. 
Т е о р е м а 2.1. Всякое решение УСОА имеет вид 

и = г + ехр [X, х]т 2 VP ехР 1{Р> х\т 1А 0- + 1Р)< 
|р|=о 

1% 

где vp = (2к)~т 1 {/(х)—/?г}ехр[—X — ip, x]mdx и z—распределение, обладающее свойствами 
о 

г = lim tyr (х) в смысле распределений, i/, (х) € С°° (Л™), и последовательность {R<\>r (х), г=\, 2,...} 
г 

сходится к некоторой функции, которую мы обозначим Rz. 
Т е о р е м а 2.2. Следующие утверждения равносильны: при любой f(x) периодическое 

решение v УСОА обладает свойством D* v£L2 (0, 2%); при достаточно больших | р | выпол­
няются оценки | (ip)a | -| A (ip) | - 1 < b < оо. 

Утверждения указывают на то, что присутствие в УСОА членов с отклонениями аргумен-
| тов оказывает существенное влияние на гладкость решения. Это и является одной из причин 

того, что УСОА практически невозможно исследовать методом начальных функций, как в слу­
чае т= 1. 
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§ 3. Свойство (Е) и нормальная разрешимость 

DA—множество всех тех распределений v, для которых ряд (1) сходится в L2 (О, 2я). 
А — оператор с областью определения DA , порожденный периодической задачей. Это означает, 

что Av = 2 VPR- ехР №< х\т. 
IPI=O 

О п р е д е л е н и е 3. Оператор А обладает свойством (£), если существуют такие числа 
грфО, не зависящие от vp, что для сходимости ряда (1) необходимо и достаточно, чтобы 

оо 

2 \«Р?\*Р\Я<°°-
Р 1=0 

Т е о р е м а 3.1. Оператор А, обладающий свойством (Е), нормально разрешим. 
Т е о р е м а 3.2. Если оператор А обладает свойством (£), то следующие утверждения 

равносильны: для периодических решений v УСОА Da v 6 L2 (0, 2я); для некоторого числа 
сг > 0 и достаточно больших \р\ \\А exp [ip, х]т|| > Ci J (ip)" | . 

Т е о р е м а 3.3. Если оператор А обладает свойством (£), взаимно однозначен и 
||Лехр[(р, х\т\^> сг > 0 для достаточно больших \р\,то оператор Л - 1 непрерывно дей­
ствует из L2 (0, 2и) в L2 (0, 2%). 

§ 4. Априорные оценки. Операторы, обладающие свойством (Е) 
Т е о р е м а .4.1. Пусть существуют такие числа ct > 0, Л'', ^(N), c2, что 

С2 2 1 <f(a) (•*) Я>МЧР (*)II > ci 2II ?(в) (*) I - с2 (W) II <t„ (*)1 • VN С*) = ' 
а£ Ф а£ Ф 

yv 
= 2 ^ e x P f e *L» VT(*)€Cff(2i.). (2} 

• I P I = O 
Гогда оператор А обладает, свойством (Е). 

1 
О п р е д е л е н и е 4. Дифференциальное выражение Rr : /?Г в s= 2 2 са, / (х) ^* и (*о, / (•*))> 

пег /=о 
Г с Ф , называется старшей частью для R, если для любого е > 0, некоторой постоянной С(е) 
и всех ер (х) € Сп (2л) имеет место 

2 2b(a)(^,;W)ll<e2ll?(a)Wll+c(s)ll¥yv(.)Wff-есбФ-г ;=о <*ег 
В дальнейшем через Л г обозначается оператор, порожденный периодической задачей для 

УСОА Rvu — g (x), который назовем старшей частью оператора А. 
Т е о р е м а 4.2. Оценка (2) выполняются тогда и только тогда, когда аналогичные 

имеют место для старшей части Av. 
Пусть имеет место неравенство 

Ь (К 1 <*)) I < К 1«Ч (х) I V ? <*) 6 Сп (2«) • (3) 
Т е о р е м а 4.3. В случае (3) мультииндекс а младший тогда и только тогда, когда 

№"1- ( 2 К ' / 1 )~1-*о, Ы->оо. 
• v e e r ' • ' • • 

Следующее утверждение—одно из центральных в статье. 
Т е о р е м а 4.4. Предположим, что функции са<Лх) —непрерывные в [0, 2я] и Аа .• (*) == х, 

а€Г; каждый мультииндекс {$ младший, где £ < а ё Г ; &дя некоторых постоянных N, ct > 0 
и всех х6[0, 2гс] 

j Лгехр|7/>, *]« I > с, 2 1 ('/>)" Ь Ы > М -
«ег 

Тогда оператор А обладает свойством (£) и afp'=̂= 2 1 (fP)" I • 
«6 г 
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Для доказательства этого утверждения используется такое разбиение единицы [6] (с. 180), 
при котором \caAx) — caj(y)\<b на носителе каждой функции разбиения. Используя это 
разбиение, а также соотношения 

,NM M/9 fN(i\ X > 112 41 /2 мг9<*)н{2к<*Мг*с*)1Р} >{2 2 2 ^,;(y)ww?(x)]W _• v=i ; l r = i " <*ег /=о " ' 

- T s I S 2K,/W-^,/(y)]-KW?w](a)|f}1/2-
1 /-=1" ag г 7=0 " ' 

установим для оператора Лг оценки типа (2). 
Т е о р е м а 4.5. Пусть выполняются предположения теоремы 4.4, и пусть для всех р и 

х 6 (0, 2%) выполняются оценки 

| Лг exp [ip, x\m + l exp [ip, х]т | > с, 2 I ( г» а I + с2 С?1). 
пег 

причем Ci > 0 «е зависит от X, _р, л: и c2(Xv)-> °° л/1" некоторых Xv , ч = 1, 2,... Тогда, на­
чиная с некоторого ч, 

|| Av с? (х) + Xv? (*) || > сз 2 II 9W (*)I Vcp (Jf) € С£ (2«), (4) 
*ег 

причем постоянная с3 ке зависит от Xv. 
Понятно, что свойство (£) устойчиво относительно „малых" возмущений. Оценки (4) важны 

в том смысле, что указывают на существование у оператора Аг несобственных значений. 

§ 5. Разрешимость уравнения ATv = f(x) при любой f(x) 

Предварительно рассматриваем тот случай, когда са * (х) 6 С^ (2л), ha Ах) = х, а 6 Г. Опе-
оо 1 

ратор Лр : Ар w = 2 ^VI 2 2 (— l ) ' * ' ( c t y C*0 exp [ip, х]т)("Ч формально сопряжен к Av. 
1 р |=о W г /=о ' J 

В предположениях теорем 4.4, 4.5 операторы Л г , А£ обладают свойством (£), имеют несоб­
ственные значения, и их области определения являются подмножествами пространства L2 (0, 2л). 

Т е о р е м а 5.1. Пусть при некоторых X операторы Лг + X, Ap-f-^> И г + X] [Ар"+Х], 
[Ар" + X ] [Лг + X] взаимно однозначны, обладают свойством (£), и их области определения 
расположены в L2 (0, 2я). Тогда Л* = Л г , и области значений всех операторов совпадают 
с L? (0, 2%). 

Как обычно, Лг — сопряженный к Лг оператор. Опираясь на рассмотренный случай, дока­
жем следующее утверждение. 

Т е о р е м а 5.2. Если выполняются предположения теорем 4.4, 4.5 и оператор А взаимно­
однозначный, то ADA = L2 (0, 2я). 

Понятно, что „малые" возмущения оператора Л не портят последнего равенства. 

§ 6. Зависимость гладкости решения от гладкости f(x) 
Предположим, что cBi j (х)5 Cfi (2it), A ^ W ^ n W М=1> причем hsj(x)=x + xs>j, s $ r ; 

каждый мультииндекс Р младший, где Р< а 5 Г; для всех <р(л:)€Сп (2я) выполняются оценки (4.2), 
а также 

IIЛ9 (х) || > с, 2 I I 9 ( а ) <*)II - с, (ло 19дг (*)II; 
»€Г 

оператор А имеет хотя бы одно регулярное значение X; f(x) £ £>„ , где 
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BV= 2 VPBOP)«P'UP,"*\m - BOP) = 2 К Op)", |(*P)" l-la(//») h1 <ь <.« у < s ^ г , . 
' l/»l=o «er, 
Тогда для решения уравнения Av — /(х) выполняется оценка 

2 Ы 2 ( 2 i 0PT\ ) \B(ip)\*<«>. 
| р | = 0 Х а£ Г у 

В заключение напомним, что для некоторых У СО А имеются эффективные условия проверки 
оператора А на однозначность [7J. Часть из полученных в данной работе результатов для 
случая Ав| ](х)=гх опубликована в [4], [8]—[10]. 
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