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ПРОСТРАНСТВЕ')

Л. А. Шепп

Две произвольные гауссовские меры в пространстве функций, за­
данных на интервале, могут быть либо взаимно сингулярны, либо экви­
валентны [7]. Этот результат породил многочисленные попытки полу­
чить удобные критерии для различения двух возможных случаев 
(см. в [7] довольно обстоятельный перечень обширной литературы по 
этому вопросу). Как отмечено в работе [7], вполне удовлетворительные 
необходимые и достаточные условия все еще не получены.

В настоящей заметке мы дадим легко обозримое необходимое 
и достаточное условие взаимной сингулярности, которое включает в се­
бя лишь величины, построенные непосредственно по двум заданным 
корреляционным функциям. Метод доказательства основан на обобще­
нии одной теоремы Какутани [3], впервые полученном Крафтом [4]. Мы 
дадим несколько более общий вариант теоремы Крафта вместе с более 
простым доказательством.

Условие взаимной сингулярности двух мер кажется очень важным 
с общей статистически-философской точки зрения. В этом случае един­
ственная выборочная функция позволяет с вероятностью единица раз­
личить две меры. Однако на практике сингулярный случай, по-види­
мому, не встречается (см. [6]).

Настоящая работа, первоначально выполненная независимо, имеет 
много общего с недавней статьей Рао и Варадарайана [5]. Обе работы 
пользуются сходными методами и используют теорему Крафта при 
доказательстве своих основных теорем. Наше рассмотрение относится 
к случайным процессам с непрерывным параметром (а не к процессам 
с дискретным параметром, как в работе [5]) и широко использует 
методы теории мартингалов.

1. Формулировка результатов. Мы будем иметь дело с функ­
циональным пространством 2 всех функций X  (/), 0 -<  t < ; Т и с боре- 
левским полем 93, порожденным координатными функциями (см. [1], 
стр. 67—68). Считая заданными две вещественные положительно опре­
деленные функции р0 и pj на [О, Г ]Х [0 , 7’ ], мы построим гауссовские 
меры р0 и pj, индуцируемые на 93 функциями р0 и соответственно р1 
(см. [1], стр. 71).

Пусть к — разбиение . . - < / „ < 7 ’ отрезка [О, 7'J. Мы по­
строим матрицы pj и pf, сужая р0 и Pj на т. е. полагая p } ( j , k ) =

=  Pi ( t j ,  t h), 1 <  j ,  / =  0,1. Фиксируем число а, такое, что
0 <  а ■< 1, и составим матрицу р* =  (1 — a) pj +  apj. Определитель мат­
рицы р мы будем обозначать символом |р|. Если существует мно­
жество Л £33, такое, что р0 (Л) =  р, (2 — Л) =  0, будем писать p0_LPi- 
Положим

C  =  |PSl1~aIP?la/lp^l- (!)

*) S h е р  р  L. A ., T h e  s in g u la r ity  o f  G a u ssia n  m ea su res  in fu n ctio n  s p a ce , P ro c . 
N a t. Acad. Sci. USA , 52, №  2  (1964 ), 430— 433.
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Т е о р е м а  1. (I) Совокупность чисел г\ заключена между 
нулем и единицей и убывает с измельчением разбиения тс, т. е. 
г”. <  г**, если % 3 it2.

(II) Пусть га =  inf г£; тогда гЛ =  О в том и только том слу-%
чае, когда ftiJ-Pi-

(III) Если функции р0 и pj непрерывны, то PoXPj в том и 
только том случае, когда lim r'n =  0, где тс„ =  {тг, . . х„} и tj, 
т2, .. . — произвольная последовательность не совпадающих между 
собой точек, всюду плотная на [О, Т].

В более общем случае, когда нам заданы также отличные 
от нуля средние значения, равные некоторым функциям и0 и и, на 
[О, Т], решение оказывается менее удобным, поскольку оно включает 
в себя операцию обращения матриц. Гауссовские меры задаются 
на 93 тем же способом, как и в частном случае k0 =  « j =  0, рассмат­
ривавшемся выше. Решение интересующей нас проблемы в частном 
случае р0 =  рх было получено раньше. Обозначим через иж вектор, 
у-я компонента которого равна их (tj) — u0{tj), у — 1, 2 , . . .  ,п, где тс, 
как и выше, — разбиение { / х,

Т е о р е м а  Г . (I) Совокупность чисел s *=  г*ехр (— а ) (1 — а )х  
X (рц)-1 и% ,иъ) заключена между нулем и единицей и убывает 
с измельчением разбиения тс.

(II) Пусть s a =  lnfs£; тогда $а =  0 в том и только том%
случае, когда |х0 _L рх.

(III) Если функции р0 и pj непрерывны, то _L в том
и только том случае, когда Нш где tc„ cztc„+1, я = 1,2 ,...,—
расширяющаяся последовательность разбиений, которая ста­
новится всюду плотной на [0 ,7 ’ ].

Немедленным следствием из сделанных утверждений является то, 
что из г а =  0 следует sa =  0, ибо экспоненциальный член ограничен 
сверху единицей. Этот факт имеет простое интуитивное истолкование.

2. Доказательство вспомогательных утверждений. Пусть 
2  — некоторое множество и 93* — борелевское поле подмножеств 2, 
причем тс £ Р, где Р — упорядоченное множество. Предположим, что 
93*, £  93*,, если тсх<;тс2. Пусть 93 — наименьшее борелевское поле, 
содержащее все 93* при тс£Я. Предположим, далее, что р.0 и р.х — ве­
роятностные меры на 93, обозначим сужения этих мер на 93* символами 

!*S =  Ы ® * .  К? =  1̂ 93* т с < Е Я .  (2.1)
Полагая р. =  jx0 +  р.1; имеем [\ <  t*1), |*^< р, г = 0 , 1 .  Обозначим 

производные Радона — Никодима d\>.0/dp и d^/dp через Х 0 и соот­
ветственно Х г и пусть XI  *=* E (Xt 193*), i =  0,1,  — условное мате­
матическое ожидание X г- относительно 93*. В таком случае Х 1% =  
=  / =  0,1, почти всюду относительно р. Положим при
0 <  ® <  1

(2.2)

и заметим, что в качестве р здесь можно выбрать любую меру, 
мажорирующую р0 и jaj.

*) Запись in <  у, означает, что мера р* абсолютно непрерывна относительно
меры {ж. — Прим. перев.
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Т е о р е м а  К р а ф т а .  (I) Совокупность чисел г* заключена 
между нулем и единицей и убывает с возрастанием «,  т. е. 
С < С >  если ъ1^ж2.

(II) Пусть ra =  infr*; тогда га =  0 в том и только том слу-
тг

чае, когда _L
Для доказательства теоремы отметим, что последовательности 

{Xj,  -к £ Р), / ==0,1,  являются мартингалами; поэтому из теоремы 
Хелмса [2] легко следует, что Xf  сходится к X h / =  0,1, по норме 
Z 1 (рь). Из того что почти всюду по мере р., / =  0,1, выте­
кает, что

У г л = jj(dp0/dp)a (d^ldv-Y-^dp. (2.3)
2

Полученное выражение равно нулю в том и только том случае, когда 
(dpo/dp^ dpj/dp) =  0 почти всюду по мере р! Поскольку это имеет 
место тогда и только тогда, когда (x0- L » мы доказали утвержде­
ние (II).

Чтобы доказать (I), заметим, что функция g(x0, л^) =  x jx } -11, 
x Q ^  0, х х ^  0, вогнута. В силу неравенства Иенсена для условных 
математических ожиданий мы имеем при %2 
Е [g(X«>, Х1>)\®ж,] < g  [Е д а 1 33,,), Е д а .  | ^ ) ]  =  £ № - * ? ) •  (2.4)
Взяв математические ожидания от обеих частей и возводя их в квад­
рат, получим С<С- (2.5)
Из неравенства Гельдера немедленно следует, что г*< ;1 . Это завер­
шает доказательство теоремы Крафта.

3. Вычисление г\ для гауссовских мер. Выберем в качестве Р 
упорядоченное множество разбиений отрезка [0, Г] и обозначим через 
23* борелевское поле, порожденное координатными функциями 
Х(( ) , (£к .  Легко видеть, что

$ д а н ^ ^ р = $ ( ^ у ^ ,  (3.1)

если р^<да> как и обстоит дело в случае, когда матрицы рт, / =  0,1, 
положительно определены. Интеграл в правой части (3.1) после пере­
вода в евклидово координатное пространство принимает вид

оо оо

^(рЦх , , ... ,xn))a(p i(x1,. . . ,x n)y~adxv ... ,dxn, (3.2)
— ос ■—оо

П
Р \ ( Х ) = (2тг)_“I piI -1/2ехр((р!)-1*,*)], / =0,1,

где х =  (х1, ,  х п) и я считается состоящим из п точек. Применяя 
обычные методы интегрирования и проделав несложные преобразова­
ния, получим

^  =  1р5 Г - |р*1‘ ./1р:1- (3-3)
Тем самым доказаны утверждения (I) и (II) теоремы 1. Чтобы полу­
чить соответствующие утверждения теоремы 1', следует положить
/?’|(д;) =  (21с)— /2 | р - | - ! / 2 ехр [ - 4 " ((РГ)-1 (З-4) -
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<•

Дополняя показатель степени подинтегральной функции в формуле
(3.2) 'до полного квадрата и используя легко проверяемое тождество

-  ^ ‘ (“РсГ1 + О -  а) РГ1)-1 “PtT1 =  а (! -  а)((1 -  а) Ро +  «Pi)-1. (3,5)
приводим квадрат интеграла (3.2) к требуемому виду, т. е. к вы­
ражению

-s’a = raeXP [ -  a 0  — a)((«Po +  ( 1 — a)p]')- 1 « ’t > « ’')]• (3.6)
Перейдем теперь к доказательству последнего утверждения 

теорем 1 и 1'. Предположим, что t1, t2, — некоторая бесконечная 
последовательность различных точек, всюду плотная на [О, Г], и что 
р0 и рх непрерывны на [О, Г ]Х [0 , Т\. В приложениях в качестве {tn} 
может быть выбрана, например, последовательность „двоичных точек" 
вида kT-2~m, k =  1,3, . . . ,  2m — 1, /га =  1,2, . . . .  Покажем, что боре- 
левское поле 93 может быть заменено борелевским подполем 9Э0, 
порожденным координатными функциями X  (tn), п =  1 , 2 , . . . .  Для любой 
точки t отрезка [О, Г] существует подпоследовательность га', такая, 
что В силу непрерывности р0 и рх X  (/V) —► X (t) в среднем
квадратичном по мере р, =  р0 +  ^ . Переходя к новой более редкой 
подпоследовательности п" , мы получим соотношение: X {tn") —> X {t), 
почти всюду по мере р. Отсюда следует, что X  (t) почти 
всюду относительно обеих мер р0 и рх совпадает с 330-измери- 
мой функцией. Далее, для каждого множества В £ $  существует 
множество Д0£3\ , такое, что (р0 +  P j)(5 0A5) =  0. Это означает, что 
соотношения р0 j_ рх относительно ЗВ0 и р0 j_ рх относительно 33 выте­
кают одно из другого. Тем самым доказательство завершается, так 
как последовательность г”" >  /'^"+1, га =  1, 2, . . .  стремится к нулю 
в том и только том случае, когда р0 _]_ рх на 2>0. Поскольку Я — ли­
нейно упорядоченное множество, наши утверждения являются всего 
лишь частным случаем теоремы Крафта, доказываемой с помощью 
обычной теоремы о сходимости мартингалов.

Автор благодарен Дэвиду Слепяну за помощь и поддержку. 
Большую пользу ему принесли также беседы с С. П. Ллойдом.
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