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АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ БЛОЧНЫХ КОДОВ, 
ИСПРАВЛЯЮЩИХ НЕЗАВИСИМЫЕ ОШИБКИ 

В- А. Зиновьев 

Цель настоящего обзора-осветить те основные направления 
алгебраической теории блочных кодов, исправляющих незави­
симые ошибки, которые касаются только построения и суще­
ствования кодов и описания их некоторых свойств. Будут об­
суждены достижения этого раздела алгебраической теории 
корректирующих кодов и, насколько это возможно, продемон­
стрированы его методы с тем, чтобы можно было представить 
современное состояние предмета- Наряду с традиционными на­
правлениями алгебраической теории кодирования такими, как 
верхние и нижние оценки мощности наилучших кодов, цикли­
ческие коды, коды БЧХ, нахождение весовых спектров в кодах, 
рассмотрены и наиболее интересные новые направления: кас­
кадные коды, абелевы коды, аддитивные коды, коды Гоппы, 
теорема Глисона и другие вопросы. Ввиду ограниченности раз­
меров данный обзор, 'конечно, не претендует па полноту даже 
в этой части алгебраической теории блочных кодов. . Вопросы 
декодирования в обзоре не затрагиваются. 

Автор искренне благодарен своим коллегам В. В- Зяблову, 
И. И. Грушко, В. К. Леонтьеву и В. И. Таиряпу за полезные 
советы и особенно Л. А. Бассалыго за тщательный просмотр 
рукописи и критические замечения по ней. Автор очень призна­
телен также иностранным коллегам профессорам. Касамн из 
Японии, Вулфу и Слоэну из США. Гёталсу и Дельсарту из 
Бельгии и.Титвайнену из Финляндии за своевременную инфор-
мгкньо и присылку своих работ. 

§ I. БЛОЧНЫЕ КОДЫ: 
ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

Пусть Еп — множество всех векторов длины я над некото­
рым конечным алфавитом E-={0, 1, . . . , q — 1}. Весом Хэмминга 
-is) (а) вектора aQEn назовем число его ненулевых компонент, 
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а расстоянием Хэмминга d(a, b) между а и b из Еп назовем 
число компонент, в которых векторы а ш b различаются. Любое 
подмножество ACE" назовем блочным кодом над E и обозна­
чим через A(^, n, d, N). Здесь: ^ — основание кода; /г—-длина 
кода; N — мощность кода, т. е. число кодовых векторов 
в A (N = \A\)', d —минимальное расстояние (Хэмминга) кода, т, е. 

d=min{d(a, b)}. (1 .1 >* 
аФЬ 

а, Ь£А 

Скорость кода Д определяется как /•? = — logqN. Так как все-
кодовые векторы различны, то 1 <Л/<^" и 0 < i ? < 1. 

Пусть S (а, г) —сфера с центром в а радиуса /-, а В (а, г) — 
шар с центром в а радиуса г, т. е. 

S(a,r) = [xeEn\d(a,'x) = r}, (1.2) 

В (а, /-)= U S(a, i) = {xeEa\d(a, x)<r]. (1.3) 

Ясно, что 
\Sia,r)\ = {q~iyCrn, (1.4), 

г 

Если [x] — целая часть х, то код с расстоянием d исправляет 
любые t — [(d— l)/2] случайных ошибки. Это означает, что. 
шары В (a, t) радиуса t с центрами в КОДОВЫХ векторах не 
пересекаются, и каждой точке любого такого шара соответ­
ствует один кодовый вектор на расстоянии < t , а именно.' 
вектор, находящийся в центре этого шара. 

Для данного кода А длины п и фиксированного вектора-
а$А пусть t\i{a) обозначает число кодовых векторов b таких,,. 
что d(a, 6)-=t. Набор /г+l чисел (i%(a), ^(a), .. „ij,(a)) назы­
вается спектром расстояний кода А относительно вектора а,., 
и называется спектром весов, если w (а) = 0, т. е. если а — 
нулевой вектор. 

Если элементы Е — {0, 1, . . . , д — 1} обозначают элементы 
поля Галуа GF (q), TO E" можно рассматривать как линейное 
пространство над GF(q). Если код А является подпростран­
ством E", то А называется линейным кодом над полем GF (q). 
В линейном коде мощность N=q'!, где к — число информаци­
онных символов и R — kjn. Число п—к называется числом; 
проверочных символов, а линейный код A(q,n,d, q!l) называют 
также (п, /е)-кодом. Базис (/г, /г)-кода А называется порождаю­
щей матрицей кода и обозначается через GA. Пространство 
наибольшей размерности, ортогональное данному (n, А)-коду Аг 
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является некоторым (л, п—-£)-кодом A1, называемым двойст­
венным к коду А. Базис кода А1, т. е. порождающая матрица 
ОАХ ЭТОГО кода, называется проверочной матрицей исходного 
кода А и обоаначается НА, т. е. для любого а~(аг, .. .,а„)бА 
справедлива следующая система уравнений (или система 
проверок): 

aHA = 0, (1.6> 
где Нт~-матрица, транспонированная к Н. 

Так как расстояние Хэмминга инвариантно относительна 
сдвига, т. е. для любых векторов a, b, x всегда d(a, b) = 
= d(a-\-x, b-\-x), то в любом коде попарные расстояния между 
векторами не изменятся, если ко всем словам прибавить один 
и ТОТ же произвольный вектор. В линейном коде минимальное 
расстояние равно минимальному весу ненулевых кодовых слов 
и спектр расстояний (v,0(a), -|1 (a), .. .,ij„ (а)) относительно лю­
бого кодового слова а не зависит от выбора этого слова и. 
совпадает со спектром весов (т,-, 7)1, .. .,'/)„). Производящая 
функция г](г) спектра (т,-, 7)1, .. .,~|л): 

п 

т] (г) — 2 - ъ г ' (1.7> 

называется весовой функцией кода. 
§ 2. ВЕРХНИЕ И НИЖНИЕ ГРАНИЦЫ МОЩНОСТИ КОДА 

С ЗАДАННЫМ РАССТОЯНИЕМ 

Пусть в множестве Еп имеется некоторый код A {q, n, d, N) ==• 
== {а, Ь, с,...} с минимальным расстоянием d = 2£+L Каждую-' 
кодовую точку а окружим шаром В (а, г) некоторого ра­
диуса г и обозначим через v(e,r) число шаров, в которые вхо­
дит произвольная точка е из Еп. Из определения следует, что 

Г 

2 v(e, r)=N-\B(a, r)[=iV{cdot}{sum} (-7--У^.- (2.1> 
ебЕп г=° 

Равенство (2.1) является основным для получения верхних 
и нижних оценок мощности N=N(n,d) .наилучшего кода (т. е.. 
содержащего максимальное число кодовых слов при заданных 
п и d) как некоторой целочисленной функции длины кода п, 
и минимального расстояния d. Обозначим через N(n,d,Br) (со­
ответственно, через N(n,d,Sr) максимальное число кодовых 
точек, ВХОДЯЩИХ в шар В (а, г) (соответственно, лежащих на 
сфере S(a, г)) радиуса г. Тогда, очевидно, v(e, r)<N(n, d, Br) 
и, как заметил Л. A. Бассалыго [4], из (2.1) получаем, что 

N(n, d)<N(n, d, - r ) • -7" / {sum} {q-l)lCl
n. (2-2). 
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Тем самым мы получили ВОЗМОЖНОСТЬ получать\ верхние 
•оценки мощности кода N(n,d) из верхних оценок для N(n,d, 
.Sr). Легко получить оценку на число N(n,d,Sr) кодовых век­
торов, лежащих на сфере S(a, r) радиуса г (Джонсон [186], 
Л- А. Бассалыго [4]): 

N(n,d,Sr)<[-^=±-ii-d/(r*---Zf±-(2r-d)n)]. (2.3) 
Эта оценка справедлива, когда знаменатель под знаком целой 
части положителен. Если обозначить через г1 минимальный 
корень уравнения г2 — (1 —-1/ff) (2r — d)n—Q, то гг === (1 — 1/<?)п.X 
Х(1—-УТ—qdl{q — \)n) и оценка (2.3) справедлива при всех 

./•</-!. В частности, при значении 

' . • — f M . - V 7 - - - f c ) •?•*> 
•(/"Я<Г1, если учесть, что d = 2t + l), называемом радиусом 
Злайеса, оценка (2.3) сводится к следующей оценке: 

N(n, d,SfE)<d. 
Отсюда сразу следует, что N (k, d, 5-£)<(r£—-^ + l)d, и учет 
этого приводит к следующей верхней оценки: 

N (/г, d) < (гБ- t + l) dq» \ S (q - 1)г Cl
n, (2.5) 

/ .=-о 
где /-в~-радиус Элайеса, определяемый выражением (2.4). 
В асимптотической форме (если положить N (и, d) = qk и 
JR = k/n) при n{to} оо эта верхняя граница (2.5) имеет вид: 

/ ? < l - ^ / ( - - f ) . l o g , 2 - ^ l o g ( / ( g - l ) , (2.6) 
где функция 

Н (х) = —-.x log2 x — (1 — x) log2 (1 — x) (2.7) 
— двоичная энтропия. Граница (2.6), называемая границей 
Элайеса, была анонсирована Элайесом в работе Джонсона 
[186] без доказательства. Первое доказательство этой границы 
появилось в работе Л. A. Бассалыго [4]. 

Интересно, что из (2.1)-можно получить и нижнюю границу 
на максимально возможную мощность N(n, d) кода A(q, n, d, 
N). В самом деле, в оптимальном коде v{e, d—1)>1 (если бы 
v(e, d—\) =0, то точку е можно было бы присоединить к коду 
без уменьшения его расстояния, что противоречило бы опти­
мальности кода). Тогда учет этого неравенства в (2.1) дает 
известную нижнюю границу Варшамова [20]—Гилберта [147] 

/ 2 ' 
N(n,d)>q« / 2 (q-lYCln, (Щ 

. = 0 
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или в асимптотической форме при /г {to} оо 

R>\-H[±)\ogq2~^\ogq{q-\). (2.9) 
Таким образом, скорость передачи R кода A{q",''n, d, N) не 

может превышать верхней оценки (2.6), но для любых d, n су­
ществует код A(<7,n, d, N), скорость передачи которого удов­
летворяет неравенству (2,9). Как следует из выражения (2.4), 
радиус Элайеса гж значительно меньше минимального .расстоя-
ния d = 2t+l, и соответственно верхняя граница (2.6) и' нижняя 
граница (2.9) довольно сильно отличаются друг от друга. В 
настоящее время известно много семейств кодов (часть из НИХ 
мы укажем ниже) про которые доказано, что среди них имеют­
ся коды, достигающие границы Варшамова—Гилберта (2.9). 
Более того, в ряде работ [45, 46, 55, 145, 277] доказано, что 
двоичный линейный случайно выбранный код почти наверное 
лежит на границе (2.9). Остановимся на этих результатах не­
сколько подробнее. 

Зададим на множестве всех двоичных (kXя)-матриц равно­
мерную вероятностную меру, считая, что элементы этих-матриц 
представляют собой взаимно независимые случайные величины, 
принимающие значения 0 или 1 с вероятностью •---. Пусть -.„ — 
случайная величина, равная минимальному расстоянию кода, 
порожденного такой случайно выбранной (£Хя)-матрицей, и 
обозначим через фп(х) — Р {£„>л:} ее функцию распределения. 
Пусть, далее, P — kln, а р<——-корень уравнения 1— R — 

, =Н(р). Границу Варшамова— Гилберта для случая q—2 
можно сформулировать в следующей форме (М. В. Козлов [45]): 
если разность 

«p + -g-(log3-—---• )~llog2n-sn (2.10) 

ограничена снизу некоторой константой ср (зависящей только 
от р), то (3„(s„)>0 (т. е. существует код с минимальным рас­
стоянием sn). Результат Галлагера [145] и В. Н. Кошелева [55] 
выглядит в этих терминах следующим образом: если разность 
(2.10) стремится к • -+ оо, то Р„ (s,,)-> 1 при «.{to} со (т. е. любой 
случайно выбранный код почти наверное имеет расстояние srt). 
Пирс [277], однако, установил, что существует очень мало 
длинных кодов (т. е. кодов с большими п), для которых sjti 
превышает р на сколь угодно малую величину, т. е. что 
Рл (Р +е)-»-0 ПРИ п-> оо для любого е > 0 . Более точный ре­
зультат получил М. В. Козлов [45]: если разность (2.10) 
стремится к —-оо, то i-,-(sra){to}0 при /i{to}oo. Следующий ре­
зультат М. В. Козлова [45] несколько улучшает (правда, не 
асимптотически) границу Варшамова—Гилберта для q = 2: если 
разность 
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nP + (log2-—---) bg2 n-sn 

ограничена снизу некоторой константой, то p„(sn)>0, т. е. 
существует (n, к)-код с минимальным весом 

Щ + (-°g2 -r-Ч 1og2« + 0(l) или более. 
Помимо попыток улучшить нижнюю границу на R, не пре­

кращаются попытки улучшить верхнюю границу. Совсем недав­
но В. М. Сидельников [80] и В. И. Левенштейн [57] доказали 
для случая q = 2 возможность асимптотического улучшения гра­
ницы Элайеса (2,6). Это улучшение достигнуто за счет улуч­
шения верхней оценки (2.3) числа N(n, d, Sr). Принципиальная 
новизна подхода состоит в следующем. В. М. Сидельников [79]., 
изучая взаимно корреляционные свойства векторов над конеч­
ным полем, ввел в рассмотрение для произвольного множества 
X={Xi=(xii xin), i= l , . , . ,m} векторов n-мерного евклидо­
ва пространства Rn сумму 

т т / п \П 

2(X;,X/=SS 1>л , (2.и> 
где А —натуральный параметр, a (X;, Xj) — скалярное произве­
дение. Стандартный переход от векторов S (0, г) с метрикой 
Хэмминга к векторам Rn, лежащим на единичной сфере S(1)> 
с обычной евклидовой метрикой, осуществляется взаимно од-
нозначным отображением U: 1 •«-> —V(n — r)/nr, 0+*Vr/n(ti~r).. 
В. М. Сидельников установил [79], что сумма (2.11) для лю­
бого множества X неотрицательна и доказал [80], что для 
любого такого множества X из т векторов, принадлежащих 
единичной сфере S(1) пространства /?" и являющихся образами 
векторов из S(0,r)c:E" при отображении U, и для любого» 
/i = 0, 1,2, . . . справедлива оценка 

±%{xt, XjY>£ I WJ_r(1-г1^Г- (2Л2> 
t, J. п J-=0 

Эта оценка (если ее переписать для метрики Хэмминга и выра­
зить как верхнюю оценку на N(n, d, Sr)) позволяет получить 
верхнюю границу на R, которая при соответствующей миними­
зации по г приводит к оценке, лучшей оценки Элайеса (2.6) 
для всех скоростей передачи 0<R<\ (Это было сделано в ра­
боте В. М. Сидельников а [80] и в улучшенном виде в работе-
В. И. Левенштейна [57]; см. также [325]). 

В ряде работ рассматривались aie асимптотические нижние 
и верхние оценки на мощностЬ| кода (или на расстояние). 
Из последних работ следует указать обзор Слоэна [304] по 
конструктивной алгебраической теории кодирования, а также 
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работы Хелгерта и Стинаффа [182] и Джонсона [188] (см. так­
же ссылки в этих работах). 

Верхние границы на N(n, d, S-), т. е. границы на мощность 
равновесных кодов, подробно исследовались Джонсоном [186, 
189]. В. И. Левенштейн [56, 57] асимптотически улучшил гра­
ницу Джонсона, а также некоторые ее обобщения, полученные 
Фрейманом [144] и Бергером [94]. Интересный подход, с по­
мощью тождеств, выражающих нормированные центральные 
моменты кодового расстояния через линейные преобразования 
характеристической функции равновесного кода, предложен 
Э. М. Габидулиным и В. Р. Сидоренко [28]. Связь равновесных 
кодов с тактическими конфигурациями подробно исследована в 
работах Н. В. Семакова и В. А. Зиновьева [73, 74]. 

§ 3. СОВЕРШЕННЫЕ И РАВНОМЕРНО УПАКОВАННЫЕ КОДЫ 

Если в неравенстве (2.2) положить r = t=[(d—1)/2], то 
N(n, d, Bt)=l и (2.2) сводится к классической границе Хэм-
минга [169] (границе сферической упаковки) 

N(n,d)<q» Г%(д-\УС'Я. ' (3-1) 
/ г-=о 

Получив некоторую границу, естественно попытаться найти 
случаи, когда эта граница достигается. Код A (q, n, d, N) с d — 
= 2if+l, МОЩНОСТЬ которого N удовлетворяет равенству в (3.1), 
называется совершенным или плотно упакованным. Существо­
вание совершенного кода A(q, n, 2t+.l, N) означает, что прост­
ранство Еп полностью разбивается на N непересекающихся ша­
ров В (a, t) радиуса t с центрами в кодовых точках aGA(q, п, 
d, N). Помимо тривиальных случаев ((1) один кодовый вектор 
длины n — t; (2) два кодовых вектора длины n = 2t+l для слу­
чая q=2 (3) все пространство Еп с t = 0), известны следующие 
совершенные коды: 

(а) коды Хэмминга [169] длины п= (qm—1)/(<7—1) и с d — 
-=3( t=1), существующие для всех q, равных степени простого 
числа и для всех т — 2, 3, 4 , . . . в линейном виде, а для т > 2 
( т > 3 при .7 = 2) существующие в нелинейном виде (Ю. Л. Ва­
сильев [26], Шонхейм [294], Линдстрем [228]); 

! (б) линейные коды Голея [157—159] A (2, 23, 7, 212) и A (3, 
11,5,3-).-

Коды Хэмминга и Голея были построены более 20 лет назад 
и тогда же возникло предположение о несуществовании других 
нетривиальных совершенных кодов. Это предположение было 
доказано недавно одновременно в двух работах. 

Т е о р е м а 3.1. (В. A. Зиновьев и В. К. Леонтьев [40], Тит-
вайнен [319]). Единственными нетривиальными совершенными 
^-ичными кодами для всех q = ps, где р— простое число, a s = 
= 1, 2 , . . . , являются указанные выше коды Хэмминга и Голея. 
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Различные частные случаи этой теоремы были доказаны ра­
нее в работах [39, 229—232, 237, 296, 318, 321] (см. также ссыл­
ки в [234, 235]; Мы приведем основную идею i доказательства 
теоремы 3.1. Главную роль играет следующее интересное 'необ­
ходимое условие существования совершенного кода, называемое 
теоремой Ллойда. 

Т е о р е м а 3.2. (Ллойд. [237]). Если существует совершен­
ный код A (q, n, d, N), исправляющий t—(d—1)/2 ошибок, то 
полином Pt(n, i) (называемый полиномом Кравчука) степени t 
по переменной £, определяемый равенством 

t 

Pf(n, 5)= S ( - i ) ' ( 7 - i r ^ - ' 6 q _ i . (3-2) 
I—О 

где С1
а = а(а— \)...(а — i + l)/il для любых а, имеет t различ­

ных целых корней среди чисел \, 2,..., п. 
Ллойд [237] доказал эту теорему для q = 2, Мак-Вильяме 

(ссылка в [232]) обобщила ее на случай q=ps, p — простое 
число, s = l , 2,..., Глисон (ссылка в [232]) дал алгебраическое 
доказательство этой теоремы для этого случая, а Дельсарт 
[133], Ленстра [220] и Л. А. Бассалыго [5, 6] независимо до­
казали эту теорему для любых д. Наиболее простое и есте­
ственное доказательство получил Л. A. Бассалыго [6] и мы 
приведем схему его рассуждений. Каждому множеству ACE" 
может быть поставлена в соответствие его характеристическая 
функция. Рассмотрим теперь в пространстве всех комплексно-
значных функций на Еп линейное преобразование Mt, которое 
характеристическую функцию каждой точки а^Еп переводит в 
характеристическую функцию шара В (a, t) радиуса t с цент­
ром в а. Ясно, что это преобразование переводит характерис­
тическую функцию любого совершенного кода, исправляющего 
t ошибок, в характеристическую функцию всего пространства 
Е'\ Но если A--=A(q, n, d, N)~совершенный код, исправляю­
щий t ошибок, то множество а+А при любом а£Еа также яв­
ляется совершенным КОДОМ A (q, n, d, N) в силу инвариант­
ности метрики относительно сдвигов. При этом характеристи­
ческие функции множеств а + А, по крайней мере при всех 
aQB(Q, t) (т. е. при всех а веса w (а) < г!), линейно независимы, 
откуда следует, что в случае существования совершенного 
кода дефект линейного преобразования Mt достаточно велик 
(заведомо не меньше \В(а, t)\ — l). Это условие, когда най­
дена полная система собственных функций преобразования Mt 
и их собственных значений, эквивалентно тому, что достаточ­
но МНОГО собственных функций имеет нулевое собственное 
значение. Ясно, что те же самые рассуждения могут быть 
проведены и с другими подходящим образом выбранными 
функциями множеств, в том числе и весовыми. 

Основная идея получения теоремы 3.l из теоремы Ллойда 
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состоит в следующем. Пусть существует совершенный код 
A(q, n, d, N), где ^ — степень простого числа, a d = 2t + l. 
Тогда условие равенства в (3.1) означает, что 

2(.7-1)<С<-<Г*, (3.3) 
. . = о 

где N = qk. По теореме 3.2 полином Pt(n, V) имеет t различ­
ных целых корней ?1,..., £f6{1, 2,..., п]. Из (3.2) и (3.3) легко 
получить, что 

t 

eI"-e<=42<?--)'c</-=ti г*"'. Ф-4) 
4 i=-0 

Ex + ... + E ^ < ^ ( « + l - ^ £ f i ) ) . (3.5) 

Сравнивая с помощью (3.4) и (3.5) сумму и произведение кор­
ней |i, . .., g.:, нетрудно убедиться, что при достаточно больших 
п среднее арифметическое чисел gi , . . . , i . примерно равно их 
среднему геометрическому, т. е. эти числа должны быть при­
мерно одинаковы. Однако условие целочисленности корней 
i i , . . . , ii, записанное в виде (3.4), показывает, что на самом 
деле эти корни должны существенно различаться. Исходя из 
этих соображений, можно получить верхнюю границу для дли­
ны п возможного совершенного кода. С другой стороны, доволь­
но просто можно получить ряд нижних; оценок на возможную 
длину п совершенного кода (см., например, [8, 39, 319, 320]). 
Сравнение этих оценок и приводит к теореме 3.1. Существенное 
упрощение технической стороны этой схемы доказательства по­
лучено в недавней работе Титвайнена [320] для случая q>2. 

Перенос техники доказательства теоремы 3.1 на случай 
произвольного q = Pi,-.-p1™ позволяет только доказать 
(Л. А. Бассалыго, В. A. Зиновьев, В. Л. Леонтьев [8]) наличие 
такой эффективно вычисляемой константы t (q), что при всех 
t>t(q) не существует нетривиальных совершенных КОДОВ, 
исправляющих t ошибок. Доказательство же несуществования 
при всех t>2 (случай / = 1 требует особого рассмотрения; 
см. [163] и обсуждение соответствующей проблемы в [232, 
235]) наталкивается на значительные технические трудности. 
Использование следующего результата, представляющего ва­
риант известной теоремы А. О. Гельфонда: если h и / — нату­
ральные числа и ln / > 5, то 

позволило преодолеть эти трудности в простейшем случае 
-7 = 2аЗр, а, (3 — 1, 2, 3,..., (Л. А. Бассалыго, В. А. Зиновьев, 
В. К. Леонтьев и Н. И. Фельдман [9]). 

Интерес к совершенным кодам и, в частности, к проблеме 
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их существования, не случаен. В значительной степени он объ­
ясняется интересной комбинаторной и алгебраической структу­
рой этих кодов. По этому вопросу (и вообще по связи кодов с 
различными комбинаторными конфигурациями) смотри работы 
[1, 72, 77, 87—89, 92, 104, 111, 115, 134—137, 153, 269, 299]. Так 
векторы постоянного веса w в совершенном коде A(q, n, d, N) 
образуют тактическую конфигурацию Т(п, w, (d+l) / (2 , a) 
(AccMyc и Матсон [88]). B частности, расширенные коды Голея 
А{2, 24, 8, 21-) и A(3, 12, 6, З6) (т. е. коды с добавленной пози­
цией так, чтобы сумма всех элементов каждого кодового слова 
была равна нулю) приводят к двум замечательным системам 
Штейнера Т(24, 8, 5, 1) и Т( 12, 6, 5, 1). Группами симметрии 
этих кодов являются известные пяти-транзитивные группы 
Матье M2i и Mi3 (Ассмус и Матсон [87]). На основе кодов Го­
лея можно построить решетки Лича [215—218]. Доказан ряд 
интересных теорем единственности кодов Голея (Плесе [279]), 
Сновер (ссылка в [139]), Дельсарт и Гёталс [139]). Гёталс 
[152] (см. также [76]) рассмотрел подкоды двоичного кода Го­
лея, а Берлекэмп [100] изучил группы симметрии этих подко-
дов. В связи с этим представляют интерес такие обобщения со­
вершенных кодов, которые сохраняют все их интересные ком­
бинаторные свойства. 

Рассмотрим сейчас одно из таких возможных обобщений, вве­
денное Л. А. Бассалыго, Г. В. Зайцевым и В. А. Зиновьевым 
[7]. Определим для кода A~A(q, n, d, N) внешнее расстояние 
А как максимальное удаление точек множества Еп от данного 
кода А: 

А = max {mind(е, a)}. (3.6) 
ебя" aGA 

Если A = t, то код A (q, n, d, N) — совершенный, если же 
A = i + 1 , код называется квазисовершенным. 

Обозначим через ft(e) число кодовых векторов, лежащих 
на расстоянии I от вектора е. Назовем код А равномерно 
упакованным, если существуют (рациональные) числа а0, 
а{ ал такие, что для любого вектора eQEn выполняется 
равенство 

л 
2а,/-(в) = 1. (3.7) 

Частный случай таких кодов, соответствующий значениям 
A = t + l и а0=а1== . . . = а м = 1, а — а.,+1==1/т., где т—нату­
ральное число, был рассмотрен ранее Г. В. Зайцевым, 
В. А. Зиновьевым и Н. В. Семаковым [77], а для значения 
m=[nl(t -\-Щ рассмотрен Гёталсом и Сновером [156]. Для 
совершенных кодов a0 .= aj = . . . = « , = Л . 

Число слов равномерно упакованного кода 
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# — W{sum}«i(?-l)'Ci. (3-8) 
/ t-JQ 

Другое необходимое условие дается следующей теоремой, 
•являющейся обобщением теоремы Ллойда 3.2: 

Теорема 3.3 (Л. А. Бассалыго, Г. В. Зайцев, В. A. Зи­
новьев [7]). Пусть A (q, п., d, N) - равномерно упакованный 
жод с параметрами а0, аг, ...,аА. Тогда многочлен по % сте­
пени А 

л. . 
¥л.(л. -) — 2 а А ( « . -)- (3-9) 

где Рг(/г, •;) определяется (3.2), имеет А различных целых кор-
•ней, заключенных между 0 и п. 

Как следствие этой теоремы, легко выписывается спектр 
весов [7]: 

Ч {х) = (1 + (-/---->*)"_+ у W i + ( f ?_ i) *у--,(1 _ *)*-. (3.10) 

где S.. —корни многочлена х¥&_(п, £), а р. —константы, опреде­
ляемые начальными условиями. Поэтому в равномерно упако­
ванном коде с A < d спектр расстояний от произвольного 
вектора а$А до других векторов кода полностью опреде­
ляется основными параметрами кода, не зависит от выбора 
этого вектора и тождественен спектру весов кода c нулевым 
вектором. Так же, как и для совершенных кодов в равномер­
но упакованном коде A(qt it, d, N) с A < d , множество всех 
векторов а&А веса w образует тактическую конфигурацию 
Т (и, w, d—А, а). Коды, полученные расширением равномерно 
упакованных кодов, ведут к тактическим конфигурациям 
T ( / i+ l , w, d—A + 1, а). 

Интереснейшим классом равномерно упакованных кодов яв­
ляются коды Препарата [288] с параметрами 

п = 4т— 1, Ь 4 т - 4 m , d=5, т = 2, 3 (3.11) 
Зти коды нелинейны и максимальны, так как удовлетворяют 
границе Джонсона [186]. Соответствующие коды БЧХ(см.п.5) 
содержат в два раза меньше кодовых слов, хотя являются ква-
-зисовершенными. В [77] было показано, что коды Препарата 
равномерно упакованы с параметрами А=3, ao = ai = l, с..2 = 
= a,3 = 3/n. Кердок [211] построил нелинейные коды с парамет-
.рами 

n=4m— 1, /e = 4m, d = ( ( n + l ) —Y~(n + T)J2, m = 2, 3 , . . . , (3.12) 
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«двойственные» кодам Препарата в том смысле, что весовые 
спектры обоих кодов удовлетворяют тождеству Мак-Вильяме 
[249] (см. и. 4). Код Нордстрома—Робинсона [270] с парамет­
рами /г— 15, к — 8, d = 5, построенный также независимо в {73] и 
являющийся младшим членом обоих семейств при т — 2, был: 
изучен в ряде работ [73, 76, 100, 152, 287, 289]. Коды Препара­
та и коды Кердока вызвали значительный интерес [38, 76, 77, 
135, 156, 234, 248, 335]. В этой связи очень интересен ре­
зультат Гбталса {154], который! построил два подобных (и 
«двойственных» в том же смысле) семейства нелинейных кодов 
для длин 4"1—1, т = 3, 4 , . . . . Коды одного из семейств имеют 
(1 — 1 и в четыре раза больше кодовых слов, чем соответствую­
щие коды БЧХ. 

§ '1. ОГРАНИЧЕНИЯ НА ВЕСОВЫЕ СПЕКТРЫ 
В ПРОИЗВОЛЬНЫХ КОДАХ 

ДЛЯ нахождения весового спектра в произвольных линейных 
кодах главную роль играет ставшая уже классической следую­
щая теорема Мак-Вильяме: 

Теорема 4. 1. (Мак-Вильяме [240])- Пусть А = 
-~A(q,ti, d, qk)—линейный код над GEO?) с весовым спект­
ром t\{x) и пусть А^-~А (у, it, dJ-, q"~'') — двойственный к нему 
код с весовым спектром -q1 (х), Тогда 

*) (х)-</*-« (1 -| (д- 1) x ) V ((1 -г ) / (1 -|- (q-l)x)). (4.1> 
Теорема Мак-Вильяме. дает систему я + l уравнений, 

связывающих n + 1 коэффициентов весовой функции ч\(х) с 
л + 1 коэффициентами -.у1, (x): 

и 

'4-i 2W-.0. 0<j<n, (4.2> 
4 LA) 

где Pj{n, I) -полином Кравчука (3.2). 
Дельеарт [133, 135] предложил рассмотреть и исследовал 

преобразование (4.2) для произвольного (д+ 1)-набора г,= 
. (-tt , 4in) рациональных чисел v Обозначим через Л (г|) 
число ненулевых компонент набора ~j без учета •%, а через. 
d(-ri) наименьшее целое /г, к .•••..=•-l,...,/г, такое, что щф=0 (если 
такое число существует). Связь между d(-q) и Л (vj) дает 
следующая 

Теорема 4.2. (Дельсарт [133]). Пусть дай произвольный 
(я 1 -1 )-набор У, с •% ф 0. Тогда А (г,1) > (d (r,) - l)/2. 

Далее для произвольного кода А~А(д, и, d, N) определим 
усредненный спектр расстояний как (/г+1)-набор г\(А) = 
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==(71о(-^)>. • •. ""..-(-А)) неотрицательных рациональных чисел ?,,(Л> 

•Ч* (А) = -J7 I -(а> й)б^21 Й («- 6) - i) I. (4. 3> 

Ясно, что d(7j(A)) = d, а Л = A(7j(A)) равно числу различных 
значений, принимаемых функцией d(a,b), a=fcb, a, b&A. Дель-
сарт [133] доказал, что для любого кода А ~^-(А)>0 для 
всех k=-0, 1,..., п. Этот результат Дельсарта естественным 
образом приводит к одной задаче линейного программирования, 
решение которой дает верхнюю границу на мощность кода 
А с заданной областью значений функции d (a, b), a,bQA. 

Если "i = Y) (A) — усредненный спектр расстояний произволь­
ного кода A = A(q, n, d, N), то, кроме параметров d=-d(v)) и 
Л==А(7]), имеются еще два параметра dx = d(rrix) и Л 1 — А^ 1 ) , , 
определяемых данным спектром *.-, которые также имеют 
комбинаторный смысл. Так, параметр А 1 представляет собой 
внешнее расстояние кода А (см. (3.6)). Все эти четыре пара­
метра d, A, dx и Л 1 подробно исследованы Дельсартом [135]. 

Кроме того, Дельсарт обобщил теорему Мак-Вильяме на 
широкий класс аддитивных кодов. Отобразим произвольным об­
разом алфавит Е порядка q на некоторую аддитивную абелеву 
группу G порядка q. Тогда точки Еп можно рассматривать как. 
элементы группы Gn=(G, +)n и расстояние Хэмминга d(a, b) 
между векторами а и Ъ равно весу их разности, 

d{a, b) = w(a~~b), уд, 66G». (4.4). 
Пусть g0 — 0, gx, • • ..£-7_1 — элементы О, а Ф0, Ф1, . . . , Ф9_1 — 

групповые характеры О, пронумерованные таким образом, что 
<&l(gj) = ®j(gl). В частности, Ф0—- главный характер: Ф0(£г) —-
для всех i. Тогда для a, bQQn определим скалярное произве­
дение (a = (ai, . ,.,ап), Ь = {ЬЪ . . .,Ьп)): 

п 
(а,Ь) - = П Ф - , К ) . где ^•—•-•«• (4-5) 

г - 1 

Код A = A(q, п, d, N) над G назовем аддитивным кодом, если 
его слова образуют подгруппу Gn. КОД А1 , двойственный к. 
коду А, определим следующим образом: 

AL = {bb&\(a, b)=l, уабА}. (4.6) 
Когда q—-простое число, аддитивный код есть просто-

линейный код над полем Галуа GF (q) и двойственность есть 
классическое ортогональное дополнение; Если А-аддитивный 
код над G, то ясно, что усредненный спектр расстояний г\(А)-
сводится к обычному весовому спектру: т), (А) — число кодовых. 
слов веса i. 
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Теорема 4.3. (Дельсарт [133]). Пусть А —аддитивный 
жод над G, а А1 —двойственный к нему код. Тогда весовой 
спектр кода Л 1 представляет собой преобразование Мак-
Вильямс (4.2) от весового спектра кода А, 

|A|.%(-AX)-=^(A), 0<k<n. (4.7) 
Интересным следствием теоремы Мак-Вильямс является 

'результат В. К. Леонтьева [61, 62], полученный им для двоич­
ных линейных, кодов и легко обобщаемый на аддитивные 
коды. Если 7; (х) — весовой спектр двоичного линейного кода А, 
то в силу симметрии отношения двойственности функция 
•cp(x)—'/l(x)7]--(x)(2/(1 + x))" должна удовлетворять уравнению 

*<*>-*(TTJ)- <4-8> 
Решение этого функционального уравнения в поле рациональ­
ных чисел приводит к следующему результату. 

Теорема 4.4. (В. К. Леонтьев [61, 62]). Весовая функция 
т, (х) произвольного двоичного линейного кода длины п удов-
летворяе-т следующему соотношению: 

п 

щ (х) тг1 (x) - S cl (1 + x2)< (1 + хГ1, (4.9) 
.=0 

где ct—рациональные числа. 
п 

Весовую функцию ^(x) = 2 t\iXl иногда удобно представ-
.лять как функцию двух переменных 

и 

Если (п., /г)-код А над OF (q) имеет весовую функцию ч\ (х, у), 
а двойственный к нему (п, п—А)-код А1 имеет весовую функ­
цию vj-1- (JC, у), то в этом случае формула Мак-Вильямс (4.1) 
переписывается следующим образом: 

т)(х, y) = q,i~n-<\1{X'\-(q~\)y, х — у). (4.10) 
Назовем (я, /г/2)-код А самодвойственным, если А1 = А. 

В этом случае весовая функция "ц(х, у) удовлетворяет условию 
п(х,у)^(*ЛМ^,^. (4.П) 

Глисон [148] нашел в нескольких случаях все возможные 
решения функционального уравнения (4.11). 

Теорема 4.5. (Глисон [148]). Пусть т)(л:, у)—-весовая 
функция самодвойственного кода длины п над GE (q), все веса 
которого кратны с. Тогда 
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•ц {х, у) = S KTJi (x, y)rf2 (x, y)s, 

•где г, 5 —неотрицательные целые числа, Кт —комплексные 
числа и 

(1) Л (.к, .У)—.к2 + У2. Л(х, y ) = x V ( x 2 - y 2 ) > n - 2 r + 8s и 
"%_* — '•..• Дл я в с е х j> если •7 = с— 2; 

(2) / , ( * , у)-xs + i 4 x y + £,-, fax, y)=xty*{x*-y*)* и 
•in = 8r + 24s, если 2q = c = 4; 

(3) /i(Jc, r / ) = ^ + 8xi/3) / 2 ( X ] ^ ^ ( i - ^ H ^ ^ + l b , 
если q = с ±= 3. 

Фейт, ТОМПСОН (см. ссылки в [246]), а- также Берлекэмп, 
Мак-Вильямс и СЛОЭН [105] дали несколько интересных доказа­
тельств теоремы Глисона, а Мак-Вильямс,; Мэллоус и Слоэн 
•[246] обнаружили связь этой теоремы c классической теорией 
инвариантов. Оказывается, ряд обобщений и сама теорема Гли­
сона непосредственно следуют из теории инвариантов. Проблема 
.нахождения весовой функции самодвойственного кода является 
специальным случаем более общей проблемы нахождения поли­
номов, инвариантных относительно группы линейных преобразо­
ваний. Многие из теорем о весовых функциях были известны еще 
„в прошлом столетии в другой формулировке (см. ссылки в [246]). 

Мак-Вильямс, Слоэн и Томпсон для .7 = 2 [250], а Плесе и 
Пирс для других q [284] доказали, что среди самодвойственных 
жодов имеются коды, лежащие на границе Варщамова—Гилбер­
та (2.9). Несколько работ [91, 142, 191, 280—283, 285] посвяще­
ны построению, классификации и перечислению самодвойствен­
ных кодов. Мэллоус и Слоэн [254] получили точное выражение 

для весовой функции самодвойственных кодов в том случае, ког­
да расстояние d принимает максимально возможное значение, и 
привели все такие весовые функции для двоичных самодвойст­
венных кодов с весами, кратными 4, для длин n<200 и n = 256. 
Для случая, когда п кратно 24, а веса кодовых векторов крат­
ны 4, Мэллоус и Слоэн [254] предположили существование ин­
тересного класса самодвойственных кодов с d=n/6 + 4. Первым 
двум значениям п. соответствуют: расширенные (24,12) —код Го-
лея с d-=8 и квадратично вычетный (48,24) —код с d— 12. Су­
ществование уже следующего самодвойственного (72, 36) — ко­
да с d = l6 является открытым вопросом (Слоэн [305]). В даль­
нейшей работе Мэллоус и Слоэн [255] доказали аналог теоре­
мы Глисона для двоичных (п, (п—1/2)-кодов А таких, что 
ЛсЛ-- . 

§ 5. ЦИКЛИЧЕСКИЕ КОДЫ И КОДЫ БЧХ 

Линейный (п, k) - код называется циклическим, если он 
удовлетворяет следующему условию: циклический сдвиг любого 
кодового слова также является кодовым словом. Для циклим е-
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ских кодов более, удобно представление Еп как кольца F[x]/ 
/(xn—1) полиномов над F=GF(q) по модулю хп—1, осуществ­
ляемое с помощью очевидного перехода 

л - 1 

а —(а, О' in-xW1 ** S --**'=а (X)£F М-
1=0 

(5.1) 

Тогда подпространство AcE" является циклическим (п., k)-
кодом, если и только если оно является идеалом в F[x]l(xn — 1) 
(см. книги [51, 96, 232, 273, 276]). Это означает, что слова а(х) 
циклического кода А представимы в виде: a(x) = fa(x)g(x), 
где многочлен g(x) степени n — k называется порождающим 
многочленом кода и g(x) делит хп— 1. Многочлен h(x) — 
= (xn — l)lg{x) степени k называется проверочным, так как 
для любого a(x)QA выполняется следующее условие ортого­
нальности 

а (х) h (x) == 0 mod (хп — 1). (5.2) 
Большинство рассмотренных и изученных к настоящему 

времени кодов являются циклическими. Среди них наилучшие' 
коды — коды БЧХ, которые мы сейчас кратко рассмотрим. 
Пусть: q — ps, где р — простое число, s —= 1, 2, . . . ; m=oxdn(q) — 
порядок q по модулю п, (т. е. наименьшее натуральное число т 
такое, что q"г= 1 mod и); а — примитивный корень я-ой степени 
из 1 в GF{qm). Тогда БЧХ код (Боуза —Чоудхури [113, Ш ] — 
Хоквингема [184]) длины п над полем OF(q), задаваемый про­
верочной матрицей 

# = 

1 
1 

i 

а 
а-

ada-l 

а2 

а" 

a2(~V -
1).' 

. а"-1 

. аС«--)2 

. а{Я-1)(</ .1-1) 

(5.3> 

имеет параметры 
k>n — m](d0— l)(q— l)lq[, d>d0, (5.4) 

где pc[ — наименьшее целое, не меньшее х, а ^ — конструктив­
ное расстояние. Если обозначить через т^х) — минимальный 
многочлен для а1 (т. е. неприводимый над GF (q) нормированный 
многочлен, корнями которого являются а1, а"7, . . . . а--7т-1), 
то порождающий многочлен данного кода БЧХ над GF (q) на­
ходится по формуле 

g (x.)==M. О. К. [т^х) т2(х) ... md„-i(x)]. (5.5) 
Так как любое кодовое слово а (х) делится на g (x), то из (5.4) 
вытекает, что а(х) содержит в качестве корней элементы 
a, a'2, ...,ad°~l. Обобщением этой идеи является следующая 
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Т е о р е м а 5.1. (Граница БЧХ [273, 276]). Если для цикли­
ческого кода длины п над OF(д) элементы am», a"vi-i. . . . 
. . . , amo+<V'2, являются корнями любого кодового слова, где 
а—-примитивный корень n-ой степени из 1 в соответствующем 
расшинении поля GF(-?), TO в этом коде расстояние d > d 0 . 

Большое число работ посвящено проблемам построения не­
приводимых полиномов над полями Галуа, необходимых для 
построения циклических кодов с заданным расстоянием [21— 
24, 29, 35, 96, 97, 107, 116, 117, 162, 219, 276, 316, 336]. 

Если n = qm—1, то код БЧХ называется примитивным. Пи-
терсон [274] высказал предположение, что для примитивных 
кодов БЧХ d=do- В 1969 году Касами и Токура [208] показа­
ли, что для любого /п>6, тФ%, 12, имеются двоичные прими­
тивные коды БЧХ длины 2™—1, для которых d>dQ. B этой же 
работе они показали также, что для любого четного т > 6 
имеются двоичные циклические коды длины 2т—1, которые 
имеют больше информационных символов k, чем коды БЧХ с 
теми же /г и d. ПОДХОД Касами и Токура основан на следующих 
двух интересных результатах: 

Т е о р е м а 5.2, (Питерсон {274]). Расширенные примитив­
ные коды БЧХ инвариантны относительно афинной группы под­
становок. 

Т е о р е м а 5.3. (Соломон, Мак-Элис| [265, 312]). Пусть: 
A — двоичный циклический код с проверочным полиномом h(x); 
г — наименьшее целое такое, что yr\>2.. .уг— Г где h(Ti)—0 и 

y i ^ l для всех i=\,...,r. Тогда четные веса кодовых слов кода 
А делятся на 2'""1. 

С другой стороны, имеется целый ряд случаев, когда в при­
митивных кодах БЧХ d = d0. В. К. Леонтьев [60] обнаружил, 
что если do—1<2т/2, то двоичный БЧХ код длины 2т—1 имеет 
d = do. Берлекэмп [98] показал, что если расширенный двоич­
ный код БЧХ длины n = 2,n имеет d0---2m_1—2i для некоторого 
i>m/2—l, то d = dQ. В дальнейшем этот результат Берлекэмпа 
был обобщен Касами [197]. , 

Выражение для k в кодах БЧХ (см. (5-4)) также является 
оценкой снизу- Нахождению числа информационных символов 
в кодах БЧХ посвящены работа Манна [257] и Берлекэмпа [95, 
96]. Берлекэмп получил точное выражение для скорости рас­
ширенных примитивных БЧХ кодов с фиксированным отноше­
нием din. В другой работе Берлекэмп [101] вывел верхнюю и 
нижнюю границу на конструктивное и на действительное рас­
стояния расширенных примитивных кодов БЧХ с фиксирован­
ной скоростью R. В частности, Берлекэмп получил следующую 
асимптотически точную оценку расстояния do: 

где С ограничено. Поэтому в кодах БХЧ как do, так и d ПРИ 
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ft{to}co растут как 2n lni?_1/log2n. Отсюда следует, что для двоич­
ных примитивных БЧХ кодов оценки (5.4) асимптотически точ--
иы. Тем не менее точное определение условий на п и d0, при. 
которых d=d0, остается нерешенной проблемой. 

Укажем еще несколько интересных результатов, полученных. 
для двоичных примитивных БЧХ кодов. Коды БЧХ с t~ 1 яв­
ляются совершенными кодами Хэмминга (см. п. 3). Горенстейн,, 
Питерсон и Цирлер [164] показали, что при i = 2 эти коды БЧХ 
являются квазисовершенными, т. e. имеют внешнее расстояний 
А---3 (см. (3.6)), а Л. A. Бассалыго, Г. В. Зайцев и В. А. Зи­
новьев [7] показали, что такие коды БЧХ длины "=22m+1—1 
являются равномерно упакованными кодами (см. £. 3). Однако... 
как установил В. К. Леонтьев [60] при 2<t< У^п/lnn и т>7,. 
коды БЧХ длины п = 2т—1 уже не являются квазисовершенны­
ми. В. М. Сидельников '[78] получил асимптотические формулы 
весового спектра КОДОВ БЧХ. Он показал, что для t< Y'n/101 

число т|„, слов веса w в коде БЧХ c du — 2t+l имеет вид (при 
некотором ограничении на w) 

7)я-=(л+1Г'С5?(1 + е), (5.6>. 
где |е| < с/Г"0,1. Используя известные теоретико-числовые 
результаты по оценке экспоненциальных сумм . в конечных 
полях, Андерсон [86] показал, что в коде, двойственном к 
коду БЧХ длины /i-=2 - 1 и с dQ=2t-\-\, расстояние по 
меньшей мере равно 2m~l — 1 — (t —-1)2"-/- (по этому вопросу 
смотри также [63, 78]). 

Из работ, посвященных построению циклических кодов с 
d — d0, необходимо указать еще [201, 202, 275, 276]. Гёталс 
[150] и Касами [194] улучшили границу БЧХ для кодов состав­
ной длины. Хартманн и Тзенг [175] значительно упростили 
технику Касами и обобщили его результаты. Кроме того, 
Хартманн [170—173, 175 — 179] дал много дальнейших интерес­
ных обобщений границы БЧХ, Дело в том, что граница БЧХ 
для циклических кодов над GE(<7) не использует того, что. 
коэффициенты кодовых слов принадлежат этому полю, а. 
порождающий многочлен g(x), кроме корней am», a-~vH, . . . 
. . . . a"-o+rf«-2, имеет еще и другие корни. Хартманн смог учесть 
эти факты с помощью введенных Берлекэмпом [96] многочле­
нов— локаторов кодовых векторов. В качестве примера при­
ведем две теоремы Хартманна. Следующая теорема представ­
ляет собой нижнюю границу для минимального нечетного веса 
в коде. 

Т е о р е м а 5.4. (Хартманн [179]). Пусть щ делит п. Если 
для некоторого п^Ог/п-х элементы а"*' являются корнями по­
рождающего многочлена g(x) для всех i —== 1, 2, . . ../г.-, то 
минимальный нечетный вес в коде по меньшей мере равен щ* 

Вторая теорема обобщает границу БЧХ на случай, когда 
g (х) имеет несколько множеств последовательных корней. 
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Теорема 5.5. (Хартманн [179]). Если g(a««+*+6(./--i)) —ф 
для i=--0,l, . . . ,d 0 —2 и / = 1,2,.. . ,г , где (Ь, п) = \ так, что 

.порождающий многочлен g (х) имеет г множеств по d- — 1 
корней в каждом, то d>du-\-r. 

Из других работ по уточнению расстояния в циклических 
кодах необходимо указать также работы [25, 51, 54, 89, 90,. 
121, 122, 130, 149, 161, 213, 221, 238, 239, 241, 263, 278]. 
Интересно сопоставить следующий результат, независимо-
полученный в [51, 54] (и переоткрытый в [179, теорема 2]), c 
теоремой 5.4: 

Теорема 5.6. (В. Д. Колесник и Е. T. Мирончиков [51], 
В. И. Коржик [54]). Если циклический код над OF (q) длины; 
ть—ПхЩ имеет расстояние d >«-, то хотя бы один элемент 
вида ate>, г—0,1, . . . , « - — 1, является корнем порождающего» 
многочлена .g(x) данного кода. В противном случае код содер­
жит слово веса щ. 

Варшамов Р. Р. и Тененгольц Г. М. [25] нашли расстояние-
в кодах (предложенных Г. M. Тененгольцем [84]), провероч­
ный полином которых равен произведению различных прими­
тивных полиномов с попарно взаимно простыми степенями (см. 
также [36]). 

Определение расстояния в циклических кодах является част­
ным случаем более общей и, конечно, значительно более труд­
ной задачи нахождения весового спектра г)-=(т)о, г\и---,Цп)-
В п. 4 были рассмотрены некоторые общие результаты о спект­
рах линейных кодов. Ясно, что векторы любого циклического-
кода могут быть разбиты на циклы. Цикл состоит из всех раз­
личных циклических сдвигов одного вектора, называемого пред­
ставителем этого цикла. Размер цикла, или его период, делит 
длину кода, все векторы в цикле имеют одинаковый вес и на­
хождение спектра сводится к перечислению представителей 
ЦИКЛОВ по их весам и периодам. 

Циклический код над GF(.7) длины п, (q, n )= l , является 
минимальным идеалом, если его проверочный многочлен 1г(х) 
неприводим над GF(q). Геталс [149] и Нили (ссылка в [317]) 
дали метод 'нахождения циклических представителей для мини­
мальных идеалов, а Мак-Вильяме [241] сделала это для пря­
мой суммы двух минимальных идеалов. Пусть циклический1 

(п, £)-код А над GF(q) порожден полиномом g(x) — (xn—1)/' 
lh(x), где (п, q)~ 1 и tn = ordn(q)> т. е. n=(qm—l)Jc для нату­
рального с. Пусть, далее, li(x)=h{(x) .. .hs(x), где Ы(х) — 
неприводимый над GF(q) полином степени т . и периода ei 
(т. е. ei наименьшее число j , для которого Ы(х) делит х-—1), 
i = l , . . . , s. Пусть минимальный идеал Ai порожден gi(x) = 
= {хп—\)lhi(x). Исходный код А является прямой суммой ми­
нимальных идеалов Ai и циклические представители А опреде­
ляются представителями Ai, которые удобнее задавать с по-
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n{to}co растут как 2n lni?_1/log2n. Отсюда следует, что для двоич­
ных примитивных БЧХ КОДОВ оценки (5.4) асимптотически точе­
ны. Тем не менее точное определение условий на п и d0> при. 
которых d—dQ, остается нерешенной проблемой. 

Укажем еще несколько интересных результатов, полученных. 
для двоичных примитивных БЧХ кодов. Коды БЧХ с t—l ЯВ­
ЛЯЮТСЯ совершенными кодами Хэмминга (см. п. 3). Горенстейн,., 
Питерсои и Цирлер [164] показали, что при t = 2 эти коды БЧХ 
ЯВЛЯЮТСЯ квазисовершенными, т. е. имеют внешнее расстояние: 
А==3 (см. (3.6)), а Л. А. Бассалыго, Г. В. Зайцев и В. А. Зи-
новьев [7] показали, что такие коды БЧХ длины n = 2~m+1—1 
ЯВЛЯЮТСЯ равномерно упакованными кодами (см. п. 3). Однако... 
как установил В. К. Леонтьев [60] при 2<t< j/^n/lnn и m>7_. 
коды БЧХ длины п = 2т— 1 уже не являются квазисовершенны­
ми. В. М. Сидельников ;[78] получил асимптотические формулы 
весового спектра кодов БЧХ. Он показал, что для t< Уп/№> 
число т)„- слов веса до в коде БЧХ с dQ —2t+l имеет вид (при 
некотором ограничении на w) 

"» — (й+1Г'Сл(1 + е), (5.6>. 
где |е|< сят0,1. Используя известные теоретико-числовые 
результаты по оценке экспоненциальных сумм . в конечных 
полях, Андерсон [86] показал, что в коде, двойственном к 
коду БЧХ длины it—2т— 1 и с du = 2t-\-\, расстояние щ> 
меньшей мере равно 2ffrt — 1 — (t —1)2"1''2 (по этому вопросу 
смотри также [63, 78]). 

Из работ, посвященных построению циклических кодов с 
d = dQ, необходимо указать еще [201, 202, 275, 276]. Гёталс 
[150] и Касами [194] улучшили границу БЧХ для кодов состав­
ной длины. Хартманн и Тзенг [175] значительно упростили 
технику Касами и обобщили его результаты. Кроме того, 
Хартманн [170—173, 175 — 179] дал много дальнейших интерес­
ных обобщений границы БЧХ. Дело в том, что граница БЧХ 
для циклических кодов над GE(<7) не использует того, что-
коэффициенты кодовых слов принадлежат этому полю, а 
порождающий многочлен g(x), кроме корней а»1», а '^ 1 , . . . 
. . . , а"г°+<А>-~, имеет еще и другие корни. Хартманн смог учесть. 
эти факты с помощью введенных Берлекэмпом [96] многочле­
нов—локаторов кодовых векторов. В качестве примера при­
ведем две теоремы Хартманиа. Следующая теорема представ­
ляет собой нижнюю границу для минимального нечетного веса 
в коде. 

Т е о р е м а 5.4. (Хартманн [179]). Пусть пх делит п. Если 
для некоторого (цКп/щ элементы а".' являются корнями по­
рождающего многочлена g(x) для всех г== 1, 2, . . ,,/г-, то-
минимальный нечетный вес в коде по меньшей мере равен и.-.. 

Вторая теорема обобщает границу БЧХ на случай, когда 
g(x) имеет несколько множеств последовательных корней. 
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Теорема 5.5. (Хартманн [179]). Если g(am»-H+M/--i))=-- О 
для t=-=0,1, .. .,d0 —2 и / = 1,2, .. . ,г, где (8,/г) — 1 так, что 
порождающий многочлен g-(̂ :) имеет г множеств по d0 — \ 
корней в каждом, то d>d0-\-r. 

Из других работ по уточнению расстояния в циклических 
кодах необходимо указать также работы [25, 51, 54, 89, 90,.. 
121, 122, 130, 149, 161, 213, 221, 238, 239, 241, 263, 278].. 
Интересно сопоставить следующий результат, независимо-
полученный в [51, 54] (и переоткрытый в [179, теорема 2]), c 
теоремой 5.4: 

Теорема 5.6. (В. Д. Колесник и Е. T. Мирончиков [51], 
В. И. Коржик [54]). Если циклический код над OF(q) длины 
й = в д имеет расстояние d>/z-, то хотя бы один элемент 
вида a'"s г = 0 , 1 , .. .,п.2 — \, является корнем порождающего-
многочлена g(x) данного кода. В противном случае код содер­
жит слово веса пх. 

Варшамов Р. Р. и Тененгольц Г. М. [25] нашли расстояние 
в кодах (предложенных Г. М. Тененгольцем [84]), провероч­
ный полином которых равен произведению различных прими­
тивных полиномов с попарно взаимно простыми степенями (см.. 
также [36]). 

•Определение расстояния в циклических кодах является част­
ным случаем более общей и, конечно, значительно более труд­
ной задачи нахождения весового спектра Г[={щ, г)ь • • •> ты)-
В п. 4 были рассмотрены некоторые общие результаты о спект­
рах линейных кодов. Ясно, что векторы любого циклического' 
кода могут быть разбиты на циклы. Цикл состоит из всех раз­
личных циклических сдвигов одного вектора, называемого пред­
ставителем этого цикла. Размер цикла, или его период, делит 
длину кода, все векторы в цикле имеют одинаковый вес и на­
хождение спектра сводится к перечислению представителей 
циклов по их весам и периодам. 

Циклический код над GF(q) длины п, (q, n) •== 1, является 
минимальным идеалом, если его проверочный многочлен h(x) 
неприводим над GF(q). Гёталс [149] и Мили (ссылка в [317]) 
дали метод 'нахождения циклических представителей для мини­
мальных идеалов, а Мак-Вильяме [241] сделала это для пря­
мой суммы двух минимальных идеалов. Пусть циклический1 

(n, /г)-код А над GF(-7) порожден полиномом g{x) = (хп—1)/ 
/h(x), где (n, <7)-=1 и т== ordn^), т. е. n=(qm— 1)/с для нату­
рального с. Пусть, далее, h(x) =A1(x) . . . ns(x), где hi(x)— 
неприводимый над GF(q) полином степени mi и периода ei 
(т. е. ei наименьшее число j , для которого hi (л:) делит х-—1), 
i — l,...,s. Пусть минимальный идеал Ai порожден gi(x) = 
= (хп—\)/hi(x). Исходный код А является прямой суммой ми­
нимальных идеалов Ai и циклические представители А опреде­
ляются представителями Ai, которые удобнее • задавать с по-
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мощью идемпотентов. Напомним, что вдемпотентом Ai назы­
вается такой полином &г(х) из Ai, что 

s£(x)= 1modA;(x), (5.7) 
вЦх)^в1(х)той(хп— 1). (5.8) 

Мдемпотенты минимальных идеалов циклического кода орто­
гональны, т. е. 

e;(x)ey(x).s0mod(.x:'l~-l). (5.9) 
я идемпотент е (x) циклического кода А равен сумме идемпо­
тентов е, (х) его минимальных идеалов. Нетрудно показать, 
что период всех циклов в минимальном идеале At равен е„ 
т.е. периоду h^x), и так как A t содержит .7'"-—-1 ненулевых 
кодовых слов, то он имеет ci = (qm'—\)lei циклических пред­
ставителей, множество которых мы обозначим через Ft(x). 
НИЛИ (ссылка в [317]) и Гёталс [149] показали, что 

Fi(x)^{a((x)ei(x), У=-0, 1 с*—1}, (5.10) 
где а, (я) —любой примитивный элемент в поле Галуа QF {qmi), 
порожденном неприводимым полиномом h{ (x). С. Ш. Оганесян 
и В. Г. Ягджян [67] и позже Таварес, Аллар и Шива [85, 317] 
получили рекуррентные выражения для всех циклических пред­
ставителей произвольного двоичного циклического (п, &)-кода 
А нечетной длины через представители его минимальных 
идеалов. Формула для представителей идеала А, полученная 
C. Ш. Оганесяном и В. Г. Ягджяном [67], имеет следующий вид: 

2/.(л)*3 '--*у + Л(-*). (5.11) 
1=1 

где kjBKj, fdx)eFt(x)t /O==|0,l (Н .О .К .^ , . . - , ^ ] , 
•bj+i — l)j. здесь t?i = \, если из множества Ft(x) выбран 0, и 
bl — el в остальных случаях. Период этого представителя 
равен H.O.K. [&!,..,, bs]. Таварес и др. [85,317] использовали 
другой подход. Некоторые интересные соображения по этому 
вопросу имеются также в работах [19, 295]. 

Вычислять спектр циклического кода, пользуясь выражения­
ми (5.11), трудно даже для случаев, когда код является пря­
мой суммой небольшого числа минимальных идеалов. Эти вы­
числения значительно упрощаются, если разбивать все кодовые 
слова на p-ичные представители, объединяющие циклические 
представители по одинаковым весам посредством возведения в 
степень, равную характеристике поля.' Для минимальных идеа­
лов подобное разбиение сделал Гёталс [149], а для прямой 
суммы двух минимальных идеалов это было сделано С. Ш. Ога­
несяном и В. Г. Ягджяном [68]. В ; последующей работе 
С. Ш. Оганесян, В. И. Таирян и В. Г. Ягджян [71] полностью 
решили задачу нахождения вида всех циклических и р-ичных 
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представителей для произвольного циклического кода длины 
л над GF{q = pm), (n, <7) = 1. Этот подход позволил найти весо­
вые спектры для некоторых классов циклических КОДОВ 
(С. Ш. Оганесян и В- Г. Ягджян, [69, 70], С. Ш. Оганесян, 

В. И. Таирян и В. Г. Ягджян [271]). 
В.самом общем виде задачу нахождения спектров цикличе­

ских кодов можно решать, разбивая код на непересекающиеся 
G-орбиты (G-орбитой называется множество кодовых векторов, 
переходящих друг в друга под воздействием группы G, сохра­
няющей вес векторов). Для группы 0, порожденной преобразо­
ваниями: (1) а(х)-+ха(х), (2) а(х)~^а(х)Р, (3) а(х)-+ат(х), 
где а(х) —вектор циклического кода над GF(q=pm), a a — 
примитивный элемент GF(q), задача определения структуры G-
-орбит произвольных циклических кодов была решена В. И. Таи-
ряном и Г. Г. Хачатряном [83]. 

Баумерт, Мак-Элис и Рамсей [93, 266], обобщая более ран­
нюю работу Дельсарта и Гёталса [138], дали метод определе­
ния весового спектра всех минимальных идеалов и выписали 
•спектры для всех таких двоичных кодов с п<106. 

Коды БЧХ над GF(q) длины n<q—1, соответствующие зна­
чению т—\ в (5.3), называются иначе кодами Рида—Соломона 
(Р—С) [292] и имеют параметры 

п, k, d = n - / г + 1 . (5.12) 
TaK как для любого кода d<n—/г+1, то коды с параметрами 
(5.12) максимальны (их называют еще кодами, с максималь­
ным достижимым расстоянием). Этот факт позволяет вычислить 
•спектр весов КОДОВ Р—С, что было сделано независимо Ассму-
сом, Матсоном и Турином (ссылка в [96]), Форни [143] и Ка-
сами, Лином и Питерсоиом [202]: в коде A (q, n, d, qh) с d— 
= n+.l—/г, в котором имеется вектор веса 0, число слов веса 
w, w^d, задается формулой 

т—d 

•n9=*CZ(q-\) 2 (-1)-Ci_tf«---. (5.13) 

Асмусе и Матсон [89] доказали, что любой циклический код 
с простой длиной п над GF(pm) для всех р (кроме конечного 
числа) является кодом с d = n+\—/г при всех т. 

Коды Р—С эквивалентны изучаемым в комбинаторике орто­
гональным расположениям, индекса 1 [111, 112, 120, 167, 256, 
299, 300]. Буш [120] построил такие расположения длины п — 
= <7+1 и в случае q=2s и /. = 3 или к = п—3 длины n—q-\-2. По­
этому коды Р—С всегда могут быть расширены до длины q + l 
или <7 + 2. Соответствующее расширение недвоичных кодов 
БЧХ было осуществлено Вулфом [334]. Он показал, что если 
в коде БЧХ d0<q-\~l, то добавление двух определенных столб­
цов веса 1 к матрице (5.3) Н дает проверочную матрицу Н' но­
вого линейного кода с параметрами n ' = n + 2, k' — k + 2, d'>d0. 
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В другой работе Вулф [334] описал дальнейшее расширение. 
кодов БЧХ длины qm—1 над GF{q) с d0<<" + l. Пусть: а — при­
митивный элемент GF(qm)\ mi (л.) -—минимальный многочлен 
для а над GF(q); М — сопровождающая матрица многочлена 
m1(x). Если в проверочной матрице Н' заменить а1 на матрицу 
М\ i = l , 2 , . . . , qm—2, элемент 1 заменить на единичную матри­
цу 1т порядка т, а элемент 0 заменить на (mXm) -матрицу из. 
нулей, то получим проверочную матрицу кода над GF(q) с па­
раметрами 

n=m(qm,+.l), k = n—m(d0—l), d>d0. (5.14) 
Интересное расширение циклических кодов предложили 

В. И. Андрианов и В. Н. Сасковец [2] (см. также [51, 96]).. 
Несколько другое расширение кодов как линейных, так и нели­
нейных, основанное на разбиении кодов на подвода с большим. 
расстоянием, было рассмотрено независимо Слоэном, Редди и. 
Чеиом [307] и Г. В. Зайцевым, В. A. Зиновьевым и Н. В. Сема­
ковым [76, 335]. В частности,, были расширены коды БЧХ. 
[307], а используя разбиения кодов Хэмминга на коды Препа­
рата, были получены новые нелинейные коды с d = 5 и с макси­
мально возможным /г [76, 307, 335]. Некоторые из этих кодов. 
с d = 5 оказались квазисовершенными, т. е. имеющими внешнее-
расстояние Л = 3 [335]. 

Одним из важнейших вопросов, касающихся циклических. 
кодов, является вопрос об асимптотическом поведении их пара­
метров. Целый ряд интересных результатов здесь уже получен,. 
Как мы уже видели для кодов БЧХ, d —• 2n lnR~lllog2n (Берле-
кэмп [101]) и поэтому отношение d/n{to}0 при n{to}co (это впер­
вые показано Лином и Велдоном [226]). Очень интересен ре­
зультат C. Д. Бермана (см. теорему 7.1). Касами [195] дока­
зал, что любой код с заданным отношением din, инвариантный; 
относительно аффинной группы перестановок, должен иметь ско­
рость /?{to}0 при /г->-с-о (это относится и к БЧХ кодам, если учесть 
теорему 5.2 Питерсоиа). Результат Касами говорит о том, что* 
хорошие линейные коды не могут быть слишком симметрич­
ными. В этой связи интересен результат Мак-Элиса [264]. Он: 
доказал существование сколь угодно длинных кодов (не обяза­
тельно линейных), инвариантных относительно больших групп 
перестановок и удовлетворяющих границе (2.9) Варшамова— 
Гилберта. Иначе говоря, не только одна симметрия делает КОД, 
плохим. 

Существование сколь угодно ДЛИННЫХ кодов, лежащих на 
границе Варшамова—Гилберта, доказано для укороченных: 
циклических кодов (Касами [195], Чен [124]) и для скорости 
передачи R—1/3 для квазициклических кодов (И. И. Грушко» 
[34]). Касами [198], опираясь на результаты Чеиа, Питерсона 
и Велдона [126, 329], для скорости i? = 1/2 доказал существо­
вание квазициклических кодов, удовлетворяющих несколько бо­
лее слабой, границе, чем граница Варшамова—Гилберта. 
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§ 6. КОДЫ ГОППЫ 

Рассмотренные в п. 5 циклические коды над полями Галуа 
OF(q) были связаны с представлением Еп как алгебры много­
членов над OF(q) по модулю хп—\. В. Д. Гоппа [31,32] (см. 
также [102]) развил другой метод алгебраизации множества 
E". Ввиду важности этого подхода, рассмотрим его более под-
робно. Пусть: /-----{[31,./.,[-,,}, %j*$)t faQF(q"), и GF{q™)-
минимальное поле, содержащее L; Фп—векторное пространство 
рациональных функций вида 

п 

^М = Е Д . bteGF(q). (6.1) 
Отображение b = (bu..., bn)-*-ib(x) является изоморфизмом E" 
на Ф", позволяющим определять коды как некоторые подмно­
жества Ф". Пусть теперь g(x) — многочлен над OF (дт), не 
имеющий корней в L. Определим (L, g)-i<OR как множество эле­
ментов -.(.хОбФ" таких, что k(x) = 0modg(x). Линейность такого 
кода над OF (q) вполне очевидна, а параметры его имеют вид 

n*Cqm, k>ii—m,'degg(x), d>degg(x) + l. (6.2) 
Проверочная матрица (L, g)-i<ofla может быть представлена 

несколькими способами (В. Д. Гоппа [32]). Один из них при­
веден здесь: 

•Г 1 (P.) • • • f ! ( W 
г 1 (Pi)Pi •••гЧР.Ж H(L,g) = 

lg-l^i)fi---.g-l(h)K-1J 

N-=degg(jc). (6.3) 

(L, £)-коды называются кумулятивными (В. Д. Гоппа [32])» 
если g(x) = (x — x0)v, т.е. g(x) имеет один корень x0eGF(qm) 
кратности v = degg'(x). Длина кумулятивных кодов, очевидно, 
не превышает qm—l. Частным случаем таких кодов при 
g(x) = xv являются коды БЧХ. В этом случае проверочная 
матрица (6.3) //(L, g) превращается в проверочную матрицу 
(5.2) Н кода БЧХ. Ясно, что все кумулятивные коды с одним 
и тем же v имеют одинаковые весовые спектры. (L, #)-коды 
Называются сепарабельными (В. Д. Гоппа [32]), если g(.x:) = 
= (х — Хх)...(х — Ху), т.е. g(x) не имеет кратных корней. 
Двоичные сепарабельиые коды так же, как и коды БЧХ, до­
пускают улучшение оценки своих параметров. Так как любая 
дробь % (х)&Фп может быть представлена в виде Ь(х) = 
==/г(^)1/(^)^ле/(х) = (х—^)ьк..(х—^11)ьп, то из сравнения 
•-(x)==0modg(x) следует, что i;(x)--=0modg-(x) (ибо все кор­
ни g(x) различны, а производная в поле характеристики 2 
является квадратом). Следовательно, при degg(x) =- у двоич-
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ные сепарабелькые коды имеют параметры 
п<2т, k>n — mi, d > 2 v + l. (6.4) 

Сепарабельные коды обладают следующей специфической 
формой проверочной матрицы (матрица Коши): 

# c ( L , g ) , - [ ( x . - P ; ) - 4 , i = l,...,v, /=--1,...,«, (6.5) 

где Xj,...,^^—-корни g(x) в поле GF(qm) или некотором его 
расширении. 

Интересно, что среди (L, g) -кодов имеются и очень хорошие 
коды. Справедлива следующая 

Т е о р е м а 6.1. (В. Д. Гоппа [32]). Пусть L = GF(n = qm), 
Н(х) —энтропия (см. (2.7)). Для любого 0 < Я < 1 и е>0 веро­
ятность того, что случайно выбранный многочлен g(x) над 
GF(qm) степени [Xn/\og2n], не имеющий корией в L, порождает 
(L, gO-код с параметрами /г/п>1—H(d/n)—s стремится к еди­
нице с ростом п. 

Частным случаем сепарабельных (L, g)-кодов являются 
коды Сриваставы, описанные в книге Берлекэмпа [96]. Порож­
дающий многочлен ЭТИХ кодов распадается в минимальном 
поле, содержащем L, Для кодов Сриваставы справедливы сле­
дующие оценки: 

n<qm—2t, k>n—2mt, d>2t+.l. (6.6) 

Хелгерт [180] подробно рассмотрел коды Сриваставы, привел 
оценки для их параметров /г "и d и нашел целый ряд двоичных 
кодов Сриваставы с наилучшими известными параметрами. 
В другой работе [181] Хелгерт определил два класса линейных 
кодов, являющихся также (как и коды Гоппы) нециклическими 
обобщениями кодов БЧХ и кодов Сриваставы и проверочные 
матрицы, которых основаны на модификациях матриц Ван-
дермонда и Коши (т. е. вполне положительных матриц, все ми­
норы которых порядка < v положительны). 

На основе (L, g)-кодов В. Д. Гоппа [33] построил линей­
ные суичные коды с параметрами (сравни с (6.6) и с (5.14)): 

n=qmm, k = n—2mt, d>2z. + 1, (6.7) 

п = qm-2t + m(2t —1) + 1, k = n—m{2t — l) — 1, d>2if + l. (6.8) 

Берлекэмп и Морено [106] показали, что расширенные коды 
Гоппы с расстоянием d--=6 являются циклическими кодами. 
В частности, расширенные (2ОТ + 1, 2"—.2от)-коды Гоппы c d = 6 
изоморфны циклическим кодам с проверочным полиномом 
(jc+l)/(jc), где / ( x ) —реверсивный (т.е. f (х) = хйае Н*) f (х"1)) 
неприводимый полш-юм периода 2 т + 1 (реверсивные коды 
рассматривались в работах [260, 323]). 
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§ 7. АБЕЛЕВЫ ГРУППОВЫЕ КОДЫ, 
КОДЫ РИДА—МАЛ Л ЕРА И ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ КОДЫ 

С. Д. Берман [11, 12] предложил следующее обобщение 
циклических кодов. Пусть L?-=={g1,...,g„}—мультипликативная 
абелева группа порядка я, a F = OF (q — ps). Множество всех 
формальных сумм 

a>=a1g1 + ...-\-angn, ateF, (7.1) 
с очевидными сложением и умножением образует групповую 
алгебру GF. Любой идеал А алгебры EG назовем абелевым 
EG-кодом. Введенные таким образом коды являются естествен­
ным обобщением циклических кодов, которые можно рассмат­
ривать как идеалы групповой алгебры циклической группы. 
Многие свойства циклических кодов переносятся на абелевы 
EG-коды, как, например, существование порождающего кодово­
го слова. C. Д. Берман [11, 12] выделил несколько классов та­
ких кодов. 

Абелев FG-код А назовем полупростым, если характеристи­
ка р поля E не делит порядок п группы G. В этом случае груп­
повую алгебру FG можно представить в виде прямой суммы 
минимальных идеалов 

FG---A, + . . . + 4 m . (7.2) 
Следующие две теоремы С. Д. Бермана [12] показывают, 

что в одинаковых условиях абелевы полупростые коды лучше 
обычных циклических кодов: 

Т е о р е м а 7.1. Пусть pv ,..,pm— фиксированные простые 
числа, а V— {А} — семейство циклических кодов .над GF (/?•?), 
рфрь - = 11...»/ге> каждый из которых,имеет длину^/г (Л) •= pf%... 
...р^11- Если Для в с е х кодов AgV отношение к (А)//г?(А) > р > О, 
то существует такая константа С, что'_|для|каждого кода А$У 
расстояние d(A) не превышает С. (jjjjj; ?>-•••• 

Т е о р е м а 7.2. Пусть jo1, ...,pm—фиксированные простые 
числа (p..-7-=2, i = l, ...,/и). Существует класс {А} двоичных 
абелевых кодов длины п {A) = р^>... р^"- 'такой^что 

lim k{A)jn(A) = \ 
(ai+...+am)-->oo 

и при ЭТОМ d(A)->-oo. 
Абелев FG-код А назовем /--кодом, если G является p-rpyn-

пой, т. е. группой порядка п — рг. Пусть разложение р-группы 
О в прямое произведение циклических групп имеет вид: 
G —(/i)X...X(/m)> гл-е (/г) — циклическая группа порядка 
pat(i = \, ...,m; a 1 > . . . > a m > 0 ) . Среди идеалов алгебры FG 
особую роль играет радикал J? алгебры, т. е. максимальный 
идеал. Базис идеала R над полем F образуют элементы 

( / i - 1 ) ' ' . . - ( / « ~ 1 ) 4 (7-3) 
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где ij=0, 1,...,pa/ — 1 и (fb . . . , y =--=(0, ...,0). Базис идеала 
i?v(l<v<pa--f-... + p°-m — tn) состоит из всех произведений 
вида (7.3), где i1 + ...-)-i..1>v. 

Радикальными p-кодами назовем p-коды, соответствующие 
степеням радикала JRV алгебры FO. С. Д. Берман [11] нашел 
минимальные расстояния всех радикальных p-кодов. Особенно 
интересен случай, когда группа G является группой типа 
(р,...,р). Пусть v, l<v<( /? — l)m, представляется в виде 
v = (p — \)g-{-h, где 0 < / г < р —1 и 0<g-<m. Тогда идеал /?V 

имеет d=pe(h-\-\), а число информационных символов k вычис­
ляется по формуле 

т(р-\) 
/!•= 2 K(i,m,p), (7.4) 

где /<"(t, т, р) — число разбиений i на т слагаемых, каждое 
из которых меньше р. В случае р = 2 и F—OF (2) коды R"* 
совпадают с известными двоичными кодами Рида —Маллера 
(Р-М) [267, 291] (/Й — ЧО-ГО порядка (см. также [51, 96, 273," 276]), 
имеющими параметры: 

т. 

й = 2*, A----2CJ,, d = 2v. (7.5) 

Коды Р—М первого порядка имеют параметры к — т+\ и 
d = 2m~l = n[2 и эквивалентны линейным матрицам Адамара по­
рядка п — 2т. Берлекэмп и Слоэн [108, 109] нашли весовые 
спектры в кодах Р—М второго порядка, Касами и Токура [209] 
нашли выражения для части спектра, заключенного в пределах 
от d до 2d, для кодов Р—М. любого порядка г, а Касами, Току­
ра и Азуми [196, 210] расширили этот результат до 2,5d. Эти 
результаты позволили найти весовые спектры во всех кодах 
Р - М длины п<256 [196, 314] (ем. также ссылки в [210]). 
В. Д. Колесник и Е. Т. Мирончиков [50, 51] и независимо Ка­
сами, Лин и Питсрсоп [206] установили, что отбрасыванием 
одного символа и соответствующей перестановкой столбцов все 
коды Р-—М приводятся к циклическому виду и нашли порож­
дающие многочлены этих кодов. Аналогичный результат для 
радикальных кодов, в случае группы G типа (р,..., р) получен 
Г. К. Кладовым [44]. Берлекэмп [98] и Касами [197] нашли 
весовые спектры некоторых подкодов кодов Р—М второго по­
рядка. Работы [99, ПО, 111] посвящены нахождению весовых 
спектров н смежных классах при разложении группы E" по 
двоичному коду Р—М первого порядка. 

Кроме рассмотренного выше обобщения С. Д. Бермана [11] 
известен целый ряд других возможных обобщений кодов Р—М 
на исдвоичпый случай [13, 81, 82, 96, 140, 205—207, 262, 263, 
327]. Мы рассмотрим ТОЛЬКО ОДНО еще такое обобщение, вве­
денное Касами, Лниом и Питерсоиом '[205]. Обобщенным кодом 
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Р—М длины п = с/т и порядка г называется код, получаемый 
расширением циклического кода над GF(q) длины qm—l, по­
рождающий многочлен которого задается равенством 

g ( x ) - П (х-of), (7,6) 
0<j<qm~l 

0<w{])<(q-l)m-r 

.где w(j)—сумма цифр в ^-ичном представлении числа /, а 
•а — примитивный элемент поля GF(qm). Так же как и в обоб­
щении С. Д. Бермана, число k информационных символов в 
обобщенном коде Р—М r-го порядка определяется выражением 
•типа (7.4) 

Г 

k^K(i,m,q). (7.7) 

Пусть теперь r—(q—l)g + h, где 0<h<q— 1 и 0 < g < m . Тогда 
обобщенный код Р—М длины п = qm и порядка г является под-
кодом расширенного примитивного кода БЧХ длины п с кон­
структивным расстоянием dQ= (q—h)qm~l~s. В случае q=p эти 
коды совпадают с радикальными p-кодами С. Д. Бермана, ког­
да G — группа типа (р,...,р), a F = GF(p). Во всех других 
случаях они выигрывают по расстоянию (и проигрывают по 
простоте декодирования). 

В последующей работе [207] Касами, Лин и Питерсон вве 
ли широкий класс циклических кодов: полиномиальные коды,. 
содержащий в качестве подклассов уже известные нам коды 
"БЧХ, обобщенные коды Р —М, коды Р —С и другие коды. 
Для понимания идеи построения этих кодов очень кратко опи­
шем представление циклических кодов с помощью полиномов 
Матсона —Соломона [263]. Пусть: F = GE(2); EG = 
= E[x]/(x"+1)—-кольцо полиномов над F по модулю хп-\-\\' 

•я — примитивный корень д-ой степени из 1 в GF (2т), где 
га—1 

т=ord,j(2). Если &(x) = 2 btxl—-любой полином в EG, то поля­
г—о 

ном Матсона — Соломона для b (x) определяется следующим 
п 

образом: ё"й(г) — 2 Ь {а,>)гп~1. Это позволяет, кодовый вектор 
(Ьй,Ьи...,Ьп_х) представить через g{z) как (g(a°), g(a), ... 
•• • • ••g'O-'1"1)). Следующее полезное свойство g(z) есть следст­
вие предыдущего: вес Ь(х) равен п — г, где г — степень 
наибольшего общего делителя g (г) и zn + 1 в кольце полиномов 
;над GF(2m). В недавней работе Кердок, Мак-Вильямс и 
•Одлыжко [212] установили, что для любого полинома Матсона — 
Соломона g(z) справедливо равенство zg' (z) (zn-\~ 1) = 
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В полиномиальных кодах кодовый вектор а(Р) также пред­
ставляется в виде 

а (Р) — (Р (а°), Р (а) ,..,Р (а*--)), (7.8} 
где а-примитивный элемент GF (qms), a P (а.-*) - полином от /га-
переменных 

Р И = Р (аг], . •., amy) -= 2 Pv,.. - v / S • • • -С™ (7{cdot}9> 
где ^ = ^ + 02,(1+ . . . +amJa«-\ al0}F(q») и р ^ „ . ^ б С ^ И ; 
здесь n — (qms—\)lb, а й-делитель qs — \. Множество всех 
векторов над OF (q) вида (7.8), когда показатели tt в (7.9) 
удовлетворяют условиям: (1) 0<V;<^"?, (2) v-+ . . . -\-чт = 1Ь, 
где 0</<|х</п( '5" ? —1)/&; образуют циклический (и, т, s, (*, g)-
полиномиальный код [207]. Случай т= 1 и (х = / г - d 0 соответ­
ствует коду БЧХ длины (^—\)/Ь и с конструктивным рас­
стоянием do, а случай s = l и 6 = 1 соответствует обобщенному 
коду Р - М длины qm—-1 порядка {mu}. Двойственными к полино­
миальным кодам с b = qs—1 являются обобщенные проективно-
геометрические коды (ПГ-коды), а если Ь=1 и |x = 6(-7s—1), то 
двойственными ЯВЛЯЮТСЯ обобщенные евклидово-геометри-
ческиекоды (ЕГ-коды). Оба указанных класса конечно геометри­
ческих кодов, введенных независимо В. Д. Колесником и 
Е. T. Мироичиковым [48, 49], Рудольфом [293] и Велдоном 
[328, 330] и обобщенных Дельсартом [128], представляют зна­
чительный интерес, ввиду простоты их декодирования, и поэтому 
подверглись интенсивному исследованию [47, 50, 51, 66, 123,, 
125, 132, 155, 166, 168, 174, 223, 225, 247, 310]. Полиномиальные 
коды исследовались в работах [52, 127, 130, 200, 224]. В част­
ности, В. Д. Колесник и Е. Т. Мирончиков i[52] и одновременно 
Лин [224] получили выражения для числа информационных 
символов в полиномиальных кодах, которые в случае ПГ- и ЕГ-
кодов значительно упрощаются. Дельсарт [131] показал, что, в. 
свою очередь, полиномиальные коды являются специальным 
случаем более общего класса линейных кодов, которые инва­
рианты относительно аффинной группы подстановок. Некоторые 
другие аспекты абелевых кодов рассмотрены в работах Г129, 
242, 243]. 

§ 8. КАСКАДНЫЕ КОДЫ 
И ПРОСТЫЕ СПОСОБЫ КОДИРОВАНИЯ 

Идея каскадного кодирования чрезвычайно проста. Если в-
коде A(q2> п2, d2, N2) (называемым внутренним кодом), где-
t-й символ, t' = 0, 1, . . ., .71—1, заменить t'-ьш кодовым вектором 
кода A(q2, n2, d2, N2) (называемым внутренним кодом), где-
N2>qi, то получаемый при этом каскадный код, очевидно, имеет 
параметры 

q=q2, n = nin2, d>dxd2, N = NU (8.1} 
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Каскадные коды как некоторая схема кодирования и деко­
дирования с применением двух различных типов кодов были: 
рассмотрены Форни [143]. В. B. Зяблов [42] рассмотрел кас­
кадные коды как линейные коды, порождающая матрица кото­
рых является кронекеровским произведением порождающих. 
матриц подкодов. При таком подходе особенно наглядно видна 
связь итерированных кодов, введенных Элайесом [141] и пред­
ставленных в виде кронекеровского произведения Слепяном 
[302], с каскадными кодами. Вулф [333] рассмотрел коды, про­
верочная матрица которых есть кронекеровское произведение 
проверочных матриц подкодов. Э. Л. Блох и В. В. Зяблов [14] 
объединили каскадные и итерированные коды в один класс-
Целый ряд работ [10, 27, 65, 75, 119, 142, 150, 151, 160, 227,. 
233, 236, 272, 290, 304, 309, 313, 332] посвящен кодам, являю­
щимся произведением, суммой или соединением нескольких ко­
дов. 

Интерес к каскадным кодам возрос после работ В. В. Зябло-
ва [43] и Юстесена ([190]. В. В. Зяблов предложил алгоритм 
построения каскадных двоичных линейных кодов, y которых от­
ношение d/n при п-^-со и заданной скорости R>0 ограничено1 

снизу положительной константой (такие коды называют асимп­
тотически «хорошими»): 

^ > т а х ( ( 1 — /?/г)Я-1(1—г)}, (8.2> 

а число элементарных операций, необходимое для задания кода 
длины п, не превышает Сп2. В качестве внешних кодов 
В. В. Зяблов использовал коды Р—С, а в качестве внутренних 
кодов—коды, достигающие границы Варшамова—Гилберта 
(длины n2<log2n). Все известные алгоритмы построения кодов. 
с линейно растущим расстоянием и с фиксированной скоростью. 
R до работы В. В. Зяблова [43] требовали экспоненциально по' 
п числа операций. Юстесен [190] предложил другой более прос­
той способ выбора внутреннего кода. Пусть: 0</?<1/2; a = 
= (fli,..., a n j — произвольный вектор (ni, /е1)-кода Р—С с d i -
— щ—£1 + 1 над GF(q), •7 = 2 m = n i + l ; a — примитивный эле­
мент в GF(q). Каждому такому вектору а ставится в соответст­
вие вектор ((01, aai) , (a2, a 2 a 2 ) , . . . , (an,, аУ ant)) и получен­
ный вектор над GF(q) длины 2/г1 представляется как двоичный1 

вектор длины n = 2ftim. Множество таких векторов образует 
код с Rn~kil'2tii>R и с d, линейным по п: 

- ^ > ( 1 - 2 / ? ) / Г - (1/2)«0,11 (1 — 2/?). (8.3} 
Коды в диапазоне скоростей 1/2</?<1 получаются отбрасыва­
нием последних s позиций в двоичном представлении вектора 
(ai, a*ai) для всех i. Полученное при этом расстояние d в коде 
ограничено следующим образом: 

4->(1-/?/г)Я-1(1-г), (8.4> 
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где г —корень уравнения l+1og2(l— Я_1(1— г)) =r2/R. Как это 
видно из (8.2) и (8.3), при скоростях Я<0,3 граница Юстесе-
на (как и некоторые ее модификации [315, 330]) ведет себя 
хуже, чем граница (8-2) В. В. Зяблова. Несколько более точные 
•оценки расстояния в кодах Юстесена имеются в работах Слоэ-
«а [303] иМесси [261]. 

Интересен следующий факт, полученный при рассмотрении 
•ансамбля случайных каскадных кодов: 

Т е о р е м а 8,1 (Э. Л. Блох, В. В- Зяблов [15, 18]). Среди 
двоичных линейных каскадных кодов существуют коды, рас­
стояние которых удовлетворяет границе Варшамова—Гилберта. 

В последующих работах Э. Л. Блох и В. В. Зяблов [16, 17] 
•ввели понятие обобщенных каскадных кодов т-го порядка. ЭТИ 
коды линейны и строятся на основе т внутренних двоичных 
(tti, kii)-кодов с расстояниями dii, i=l m, и т внешних 

.•̂ -ичных (n2> &2i)-кодов с расстояниями d2i, qd=2hu, t—1, . . . 
. .., m (в частности, кодов Р—С). Результирующий код имеет 
параметры 

т 
п = пх1ц, A = k11k2i + 2(*H~^i('-i))'-2Z) d>min{dn , d2/}. (8.5) 

..-=2 • 

Э. Л. Блох и В. В. Зяблов установили [16], что с ростом т 
(Параметры обобщенных каскадных кодов т-го порядка улуч­
шаются, но граница Варшамова—Гилберта не достигается. 
В несколько более общем виде, включающем и нелинейные 
•коды, обобщенные каскадные коды были рассмотрены В, A. Зи­
новьевым и Г. В. Зайцевым [37]. 

Берлекэмп и Юстесен [103] показали, что на основе любого 
двоичного циклического кода, проверочный полином которого 
неприводим, и соответствующего кода Р—С можно построить 
•двоичный циклический каскадный код. Используя этот резуль­
тат, авторы построили ряд таких кодов с наилучшими извест­
ными параметрами, В частности, используя в качестве внутрен­
них кодов квадратично-вычетные коды простой длины р, такой, 
•что огс1-,(2) = (p—1)/2 (известны такие числа р до порядка 
10е), Берлекэмп и Юстесен построили линейные циклические 

.коды до длин п ~- Ю10" со скоростью R и расстоянием 
d>(\—2#)n/VTio&nt (8.6) 

что лучше, чем в кодах БЧХ (см. п. 5). Касами [199] обобщил 
результаты [103], показав, что любой циклический код длины 
П\Пч. над GF(q), где (<7, ni) = (q, n2) -= («1, n 2 ) - l , можно пред­
ставить в каскадном виде с внутренним д-ичным циклическим 
кодом длины п2 и с соответствующим внешним циклическим ко­
лом ДЛИНЫ П.. 

Ответом на давно поставленный вопрос о возможности «прос­
того» задания асимптотически «хороших» кодов явился отме-
••чениый выше результат В. В. Зяблова [43]. Наряду с «прос-
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-тым» заданием «хороших» кодов, интересен также вопрос об 
их «простой» реализации. Еще результат Р. Р. Варшамова [20] 
••о существовании «хорошего» линейного кода можно интерпре­
тировать как «простой» способ реализации «хорошего» кода 
(так как любой линейный код может быть реализован на схе­
ме из Сп2 сумматоров по mod 2), С другой стороны, ясно, что 
лри любом способе реализации «хорошего» кода на схемах из 
сумматоров по mod 2 число сумматоров не может быть меньше 
•C\ii. Замечательный результат C. И. Гельфанда, Р. Л. Добру-
шина и М. С. Пинскера [146] состоит в том, что некоторые 
«хорошие» коды могут быть реализованы на схемах из сумм'а-
торов по mod 2, число которых не превышает С%п (точнее, для 
любого е>0 существует код, реализуемый на схеме из С2(е)п 
сумматоров, и удовлетворяющий границе Варшамова—Гилбер­
та с точностью до е). Интересно, что при ограничении на класс 
•схем, а именно при переходе к схемам постоянной глубины, 
верхняя и нижняя оценки числа сумматоров при реализации 
•«хороших» кодов асимптотически также совпадают и имеют по­
рядок Cnlog2n (С. И. Гельфанд, Р. Л. Добрушин [30]). 
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