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В теории неприводимых уравнений Пенлеве [1] наряду с другими 
рассматривается уравнение 

ww" = w'2 + w' X aj(z)w2-i+ £ bi(z)wA-1. ( 1 ) 
/ = 0 / = 0 

Методом малого параметра из ( 1 ) отсеиваются все уравнения с много­
значными подвижными особыми точками, однако структура решений 
отсеянных уравнений в окрестности этих точек остается невыясненной. 

В большинстве случаев исследование отсеянных из (1) уравнений про­
водится переходом с помощью подходящей замены переменных к системе 
двух уравнений Врио и Буке, а по характеру решений этой системы дела­
ется заключение и о структуре решений отсеянных уравнений. 

Особое место при этом исследовании занимает случай нулевого корня 
характеристического уравнения системы Врио и Буке, описанный, на­
пример, в [ 2 ] . 

Д л я уравнения ( 1 ) этот случай осуществляется при условии 

M 2 ) e _ i * i 2 L . (2) 
В настоящей работе решение уравнения (1) с условием (2) , обладаю­

щее свойством w-+oo, до'-^оо при z-+zo, строится методом Н. П. Еругина 
[3, 4] без перехода к системе Врио и Буке. Построение решения ведется 
в плане работы [ 5 ] . 

Не теряя общности [ 1 ] , положим 

а0(г)=2, (3) 

и будем считать остальные коэффициенты уравнения ( 1 ) голоморфными 
функциями в некоторой области £). 

Введя переменные х и у согласно равенствам 

w = xy, w' = x(l-\-x)y2, (4) 

перейдем от уравнения (1) к системе 

1 — xQ 1 

dx=J(T+Wdy> dz= v a + Q ) d y - ( 5 ) 

Здесь 

Q 

933 



Рассмотрим вспомогательную систему 

dx= -\-dy, dz = —2 dy> (7) 
У ху2 

которая имеет решение 

x = Ln у + С9 (8 , ) 

z - * o = \ 2 / т

 d ? r . , ( 8 2 ) [ y2(Lny+C) 

где С — произвольная постоянная и 2 0 Е А . 
Ввиду очевидной оценки 

\z — Zo\ = 
[ y2(Lny+C)\ чТУ 

(9) 

установим, что г — го -И), если «/->-оо вдоль пути L(oo,y) из некоторого 
сектора S*. 

С другой стороны, интегрируя (82) по частям, получим [6] асимпто­
тическое разложение 

z-Zo~-L-l л „ ( Ь п у + С ) Л | / = ( - 1 ) ' + 1 / ! , ( 1 0 ) 

У / = о 

справедливое в том ж е секторе S*. 
Равенства (8i) и (10) можно рассматривать как нулевое приближение 

решения системы ( 5 ) . На основе их легко получить оценку для Q в (6) 

Q = 0(-L). ( . 1 ) 
В силу оценки (11) первое уравнение системы (5) можно записать 

в виде 

* - ( X + 0 ( J d * + £ ) ) * . ( 1 2 ) 

Интегрируя это равенство по пути L ( o o , y ) e S * , найдем первое прибли­
жение для х 

* = ( L n i , + C ) ( l + 0 ( - ^ ) ) - (13) 

Подставляя (11) и (13) во второе уравнение системы ( 5 ) , получим 

d z =

 1 ( i + 0 ( „ L ) ) d y . ( И ) 
y2(Lny + C) \ ^ V У // 

Равенства ( 1 2 ) , ( 1 4 ) и позволяют развертывать ряды по методу 
Н. П. Еругина. 

Интегрируя теперь ( 1 4 ) по пути L ( оо, у) G S * , получим первое прибли­
жение и для 2 — Zo 

2 " г ° = Т , £ " " | L n ! ' + c »" ' " l + 0 (p ( i^+cr ) ' < 1 5 ) 

В силу первого приближения решения системы (5) получим новую 
оценку для Q в ( 6 ) , а используя эту оценку, найдем следующее прибли­
жение решения. Продолжая же процесс неогоаниченно, установим, что 
функции 
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oo oo 

* = ( L n y + C ) [ l + I ( I fin/(Lny+C)-'>-"], 
n = l / = 0 

(20) 

где функции / ^ ( с о , т|, и, у) ( / = 1 , 2) голоморфные в области 

Ы<ги 1 л К п , | и | < г ь Ы < п . (21) 

Д л я определения ы л ((о) , у п(со) подставим (19) в (20) и, сравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях г], образуем линейные уравнения 

(О 
2 Л / Л 

» , ^ - - я * . + « > / ! ? 1 , . (22) 

г д е / ^ ! _ i = f ^ L i ( c o , «х, оя) (A.</i— 1, / = 1 , 2) — полиномы от ии vx с голо­
морфными по со коэффициентами. 

В силу леммы (34.1) из [7] при каждом фиксированном п существуют 
частные решения уравнений (22 ) , которые асимптотически разложимы 
при со-Ч) в степенные ряды по со 

оо оо 

U n ~ X UnjiO1, V n ~ X Vnl®1 ( 2 3 ) 

в каждом замкнутом секторе S с вершиной в точке со = 0 и центральным 
углом, не превосходящим я: 

S c z S = ( 0 < | ш | < р , a < a 0 < a r g c o < p 0 < a + ^ } . (24) 

Непосредственной проверкой несложно убедиться, что коэффициенты 
Unh Vnj рядов (23) совпадают с коэффициентами рядов (16) , но оценки, 
полученные в [ 7 ] , отмеченных выше частных решений уравнений (22) для 
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I ( I A „ y ( L n y + C ) - ' > - n 

n=1 / = 1 

формально удовлетворяют системе (5 ) . 
В ходе построения рядов (16) все коэффициенты Вп\ и Л п / определяются 

единственным образом. Д л я доказательства сходимости рядов (16) введем 
новые функции 

х= -j- [1 + и(®,ц)]9 z Zo = v(со, ц) (17) 

и новые независимые переменные 

" — Г - - < 1 8 ) 

В новых переменных формальное решение х, z — zo системы (5) имеет вид 

и= J М<о)л п > i> = J и п (со )л п , (19) 
rt=l л = 1 

а функции и и v удовлетворяют системе уравнений в частных производных 
ди | 2 ди , п 

(16) 



нас мало пригодны, поэтому представим эти решения в интегральной 
форме и оценим по модулю, тогда легко установим, что 

i „ I ^ ( п c o s avS ° Л ' f 1 1 / п cos arg со\ , _ d ) . . . , 

(25) 

0) 

для каждого arg со = const из S. 
Функции ffi ограничены по модулю как голоморфные по со; функ­

ции при п> 0 вновь ограничены как полиномы относительно огра­
ниченных ж е асимптотически представимых функций и*(со), у*(со) с голо­
морфными по со коэффициентами, поэтому из (25) получим 

|«.к О + Р ^ Р " * ' 1 , 1 , lVnl<^lSLi[ (26) 
л | ^ n c o s 2 a r g c o ' 1 n l ^ п cosargco v 7 

Возьмем для каждой из функций /* у ) ( / = 1 , 2) из (20) в качестве мажо­
ранты функцию 

6 = 5 7 7 Х — • ( 2 7 ) 

j _ , 2 t / + T| 

г 
где r = m i n ( r b p ) , М = т а х ( s u p | Т^ 0!, s u p l ^ l ) . 

Введя обозначения 

Л , = sup — * + р , А2= sup 2 , (28) 
a r g u e s cos arg со a r g o n s cos arg со 

легко найдем такое голоморфное решение 

и= I ипц» (29) 
п = 1 

уравнения 

dU 
d = Л Э , Л = т а х ( Л ь Л 2 ) , (30) 

что \ ип\ < [/„, | vn\ < К л , откуда следует сходимость рядов (19) при доста­
точно малых г] по крайней мере вдоль лучей argco = const из S в (24 ) . 

Итак, уравнение (1) имеет решение в параметрической форме 

w=y(Lny+C)[l+ I ( I Bni(Lny + C)-j)y-n], 
п=\ i=o 

( 3 1 ) 

2 ~ г о = I ( I AmlLay+Q-ty-*, 
п=1 / = 1 

обладающее свойством 

w-+oo у ш ^ о о , z — Zo-^О при у-+оо (32) 

по пути L ( o o , у) G S * , И область S * естественным образом связана с сек­
тором S. 
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