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С. Б. Козырев 

О МНОЖЕСТВАХ УРОВНЯ ТИПИЧНЫХ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ, 
ОПРЕДЕЛЕННЫХ НА МЕТРИЧЕСКИХ ЛОКАЛЬНО-КОМПАКТНЫХ 
ПРОСТРАНСТВАХ 

Эта работа посвящена изучению непрерывных функций на метри­
ческих пространствах Е с точки зрения их множеств уровня. Для 
произвольной функции f^C(E) примем следующие обозначения: 

•5а = {х |^/ (х) = а} — горизонтальные сечения ее графика, Mf = supf„ 
Е 

Mf=inif. В работе [1] доказана 
Е 

Т е о р е м а А. Остаточное множество (дополнение до множества 
1 категории Бэра) в С [0, 1] образуют функции f, горизонтальные се­
чения которых имеют вид 

{ха} при a = mf, Mh 

Ра При О Е ( / П | , Mf)\D, (1) 
. ^ a U W П Р И a e D c ( m f , Mf), 

где {xa} — изолированная точка, Ра — совершенное нигде неплотное 
множество. D не более чем счетно. 

В [2] этот результат усилен. 
Т е о р е м а Б. Остаточное в С[0, 1] множество образуют функ-

ции f, сечения которых имеют вид (1) и, кроме того, все точки ха яв­
ляются строгими локальными экстремумами для f. 

Естественно возникает аналогичный вопрос о горизонтальных се­
чениях, типичных в смысле категории непрерывных функций от не­
скольких переменных. В настоящей заметке изучаются сечения не­
прерывных функций на более общих метрических пространствах, чем 
замкнутая область я-мерного линейного пространства. 

Т е о р е м а 1. Пусть Е — метрическое сепарабельное компактное 
пространство без изолированных точек. Тогда в С(Е) остаточное мно­
жество F = F(E) образуют функции, удовлетворяющие следующим 
трем свойствам: 

1 ) не существует нестрогих локальных экстремумов; 
2) множество локально экстремальных точек плотно в Е, а зна­

чения локальных экстремумов плотны в образе Е; 
3) значения локальных экстремумов попарно различны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . На Е есть счетная база^{Р^}£=1, причек 

можно считать, ч т о % ^ V r k { b k ) — открытые шары с центром в bh и ра­
диусом г*. Через Xkm обозначим (k и m — натуральные) множества 
функций f g C ( £ ) , д л я которых d i a m ( S a n p f e ) > — при a = sup/ ; через 

m p f e 

Xkm —множества функций / , для которых diam (Sa Г) h) > — при a = 
m 

= inff; через Yk — множества функций, которые на не имеют ни 

•одной локально-экстремальной (хотя бы нестрого) точки; через Zm — 
множества функций /, для которых существуют две точки а\ и а2 такие, 
что а\ и а2 экстремальны на Vi/m(ai) и V\/m(a2) соответственно, 
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р(аи а2)>2/т и f{ax) = f(a2). Нетрудно убедиться, что все функции 
из множества 

со , со п со оо 

F = C(E)\(( U Хы){]( U X F E M ) U ( U n ) U ( U Z M ) ) 
&,m=l k,m—\ k—\ m=l 

удовлетворяют требованиям теоремы. Проверим для f^F выполне­
ние пункта 2). Пусть / — некоторый интервал на числовой оси. По-

оо , . 

скольку / E C ( f ) \ (J Yk9 то прообраз f~l(I) открыт и, если только 
он непуст, найдется шар $ k cz f~l ( /) , в котором есть экстремальные 
точки со значениями в / . П у н к т ы 1) и 3) проверяются непосредствен» 
но. Чтобы доказать теорему, надо убедиться, что все множества X'kmp 

Xkm, Yk и Zm нигде неплотны. 
Зафиксируем произвольно f^C(E) е > О, т и k. Подберем точ­

ку а е Р ь так, чтобы f ( a ) > s u p / — ~ ; затем число с е [ О , — V 
h 8 ^ \ 2т ) • 

так, чтобы Vc(a) cz p f e. Определим непрерывную функцию 
г 0, если х ф. Vc(a), 

^^~~\—(с—р(х, а))у если x<=Vc(a). 
\ 2с 

Очевидно, Ve/8(/ + g) cz Ve (/), Для любой функции f е V e / 8 ( / + g) s 

имеем: f(a) > / (a) + -f"8 и / (х) < f (а) + -7"> если * е p f t \ V c ( f l ) . 
о 4 

Иначе говоря, на Vc(a) функция f достигает максимума a = max/> 
h 

а ее сечение Sa таково, что . diam (S a f | Р л ) < — . Следовательно, мно-
т 

жества Xkm и Yk нигде неплотны. Аналогично можно показать не­
плотность множества Xkm. Чтобы доказать неплотность множества 
Z m , определим для f модуль непрерывности со(6)= sup \f(x')—f{x")\ 

* р(*',х")<6 
— неубывающую числовую функцию, определенную на (0, + о о ) . 

Ясно, что lima)(6) = 0, поэтому можно подобрать 6 > 0 так, чтобы 
6->0 

6 < — и с о ( б ) < - ~ . Построим на Е конечную 8-сеть {xJJLi, та* 
кую, что р(Х{, Xj)^8 при 1ф\. Подберем теперь число s ^ 2 так, что­
бы выполнялось [\ -\—Мб< — . Ясно, что шары Vu/s(Xi) попарно 

\ s J т 
не пересекаются и в каждом из них можно выбрать по два непересе­
кающихся шара Vc(di) и Vc(di+n) с достаточно малым радиусом 
с > 0. На отрезке [0, с] возьмем непрерывную возрастающую функ-

2 
цию h, такую, что /г(0) = 0 , ft(c) = l, h(t)> — со(£). Такая функция 

8 
2 ' 2 I 6 \ 1 найдется, поскольку — со(с)< — со ( — < — . Определим теперь 
8 8 \ S / 2 

функцию 
3 
л • еХс (l—h(р(di9 х)))9 если х е= Vc(d*), 
4 

- | - 8 ^ + / г ( 1 — h(р ( й + я , х)))9 если x g V c ( d £ + n ) , 

О, если XGzE\(\ Vc(dj); 
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здесь 1 < л ^ я, а числа из интервала ^ 1 , 1-g-j -мы выберем 

чуть позже. Положим f = f + g. При х ^Vc{di), i^n, имеем 

T(di)-f(x) ==g(di) + f(di)-f(x)-g(x)>^EXi-co(9(dii * ) ) _ J - e ^ + 

+ ^-&lih(p(diy x))>0, 

то есть di — точка максимума f на Vc(di). Аналогично можно пока­
зать, что di+n при i^n есть точка минимума на Vc(di+n). Подберем 
теперь числа Я / е ( I, 1 , 1 ̂  / ^ 2п, так, чтобы значения f[dj) 

5 

были попарно-различными. Затем подберем число у е ( 0 , —— 
\ ю 

так, чтобы интервалы Jj = (f[dj)—у, f ( r f j ) + y ) попарно не пересека 
лись на числовой оси. Ясно, что V^(f)cz Vz{f). Возьмем какую-нибудь 

п 
функцию /<=У Т ( / ) . Какой бы ни была точка x e £ \ U Vc(di)J в ее 
б-окрестность попадет некоторая точка. а в окрестность цели-

т 
ком попадет шар У.ь/8{х%), содержащий шары Vc(di) и Vc(di+n). По­
этому можно написать 

f(dt)-J(x)>ndt)-4{x)—j-> 

( 4 ) - / ( X i ) + /(Xi)-/(х)-±- > 8 - 2 ( 0 ( б ) - - * - > 0. 
4 5 4 5 

Аналогично доказывается, что в — - окрестности точки х б £ \ 
n m 
(J Vc (d{+n) найдется точка d i + n , такая, что f(di+n) — f(x) < 0. Таким об-

разом, у функции f все точки, экстремальные в радиусе — , могут 
т 

быть лишь в шарах Vc(dj), а / принимает в этих точках значения из 
Jj. Легко убедиться, что J €£'Zm, то есть Zm нигде неплотно и доказа­
тельство закончено. 

С л е д с т в и е . Сечения функций из множества F(E) имеют вид 

S e = Uu{*.b ( 2 ) 

где Ра нигде неплотны (быть может, пусты) и не содержат локально-
экстремальных точек, а ха — строгие локальные экстремумы, и их 
лишь счетное число. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Надо лишь показать, что если функция f 
принадлежит F(E), то все ее сечения Sa нигде неплотны. Действи­
тельно, если бы это было не так, то на некотором шаре $ k функция f 
была бы постоянной. Поскольку diam > 0, функция f не могла бы 
принадлежать F[E). 

Т е о р е м а 2. В условиях теоремы 1 существует остаточное мно­
жество функций W= W(E)a F(E), у которых множества Р а , участ­
вующие в представлении (2) сечений Sa, таковы, что для любой точ-
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ки х ^ Ра и любой ее окрестности U (х0) во множестве Е\Ра най­
дется связная компонента, целиком принадлежащая U(xo). 

З а м е ч а н и е 1. Ясно, что тогда множество U(x0)\Pa состоит 
из бесконечного числа связных компонент, если только Р^ф0. 

З а м е ч а н и е 2. В случае Е = [0, 1] теорема Б следует из тео­
рем 1 и 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. - Обозначим через Qk (k — натуральное) 
множество функций, у которых при каком-либо значении а существует 
не экстремальная локально точка xo^Sa, такая, что в шаре V\/k(xo) 
не лежит целиком ни одна компонента связности множества £ \ 5 а . 
Мы докажем, что все Qk нигде неплотны, и тогда нетрудно будет убе-

оо 

диться, что множество W = F [}(С (Е)\ [j Qk) удовлетворяет теореме. 
k—\ 

Итак, пусть заданы f e C ( £ ) , е > 0 и k. Выберем 8 g ( 0 , Y/k) так, 
чтобы выполнялось и) (б) < г/8 (здесь со ( б ) — определенный выше мо-

о 

дуль непрерывности для / ) . Затем построим на Е — б-сеть такую, 
3 

что р{хс, xj)^ — 6 при 1Ф\. Поскольку шары Ущ[Х{) попарно не 

пересекаются, можно положить 
| / (х) + - | - в ^ 1 — -~~Р(х, если р(х, x t ) < - у , 

f(x) = if W'+"|"8(—
 2 + " f " p ( X j ^ ) ) ' если р(х, х{) ge - ~ , -j~y 

п 
f (х)9

 4 если х е £ \ (J V6/4(Xi). 

Очевидно, Ve/8(f)cz Ve{f). Возьмем некоторую функцию f е У в / 8 ( / ) ' и 
некоторую точку х^Е, не являющуюся локально-экстремальной для 
| . Рассмотрим три случая. 

Г. Пусть при некотором i выполняется p(x0f x t-)< Тогда 
32 

найдется точка г / е У б / 8 ( ^ ) , такая, что f(y) > f{xQ) = a. Какую бы 
точку из E\V6/8(Xi) ни соединить связным путем с точкой у, этот 
путь должен пройти через границу шара V6/S(xi) в некоторой точке 
г, для которой имеем . 

m-J{x0)<f ( г ) - / ( * „ ) — § - о (т)-~т < °> 
то есть путь, соединяющий у и г, должен пересечь множество S a . Сле­
довательно, связная компонента множества £ \ S a , содержащая точ­
ку у, целиком лежит в Vb/s(Xi)c^V\/k(Xo). 

2. Пусть при некотором i имеет место < р (х 0 , x t ) < ~ ^ ~ ' 

В шаре Уб/4{Х{) найдется точка у, такая, что f_(#),"< ?.(*о). Но для 
всякой точки z на границе шара V^(Xi) 

Г(г) - / ( * „ ) > / (г)-/ (х 0) + - | - > - | - - с о > 0. 

Аналогично заключаем, что связная компонента множества E\Say со­
держащая у, целиком лежит в У б/ 4(л:г)с: V\/k{xo). 
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3. Пусть х 0 s £ \ U Узе/16 (*г)- Найдется хотя бы одно такое i, 

что Vt/4(xt)czV6(X(y)cz Vi/k(xQ). Для любой точки z с условием 

P(z, xt) = Y 

№ - Г(*о) < / (г) ~ в - / (*0) + - i - + А е < со (б) - ± . < О, 

НО 

№) -f(x0) > / (*t) + -j-e—f (х0) - - 1 — - | - е > - | со (-1 б) > О, 

то есть связная компонента множества E\Sa, содержащая точку хи 
целиком лежит в V6/a(Xi)cz V\/k(xo). 

Во всех трех случаях f е Qk, то есть нигде неплотно. 
Т е о р е м а 3. Если Е — метрическое сепарабельное локально-

компактное пространство без изолированных точек, то в С\Е) суще­
ствуют остаточные множества F{E) и W[E), удовлетворяющие тео­
ремам 1 и 2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В условиях теоремы существует последова-
со 

тельность компактных множеств Тп, таких, что Е— [} Тп и Tncz 

c i i n t Гп-н (см. [3], т. 2, с. 51). Очевидно, Тп можно выбрать совер­
шенными. Обозначим через Fn и Wn множества из С(Е), сужения 
функций которых на Тп удовлетворяют теоремам 1 и 2 соответствен­
но. В силу теоремы Титце ( [3] , т. 1, с. 134) любую , функцию из 
С(Тп) можно непрерывно продолжить на Тп+и Тп+2 и так далее на 
все Е без увеличения максимума модуля, поэтому Fn и Wn — остаточ-

СО СО 

ные множества в С(Е). Множества F(E)= f| Fn и W(E)= f) Wn 

n=l n=l 
удовлетворяют теоремам 1 и 2 соответственно. Теорема доказана. 
Результаты, полученные для горизонтальных сечений, сохраняют 
силу и для сечений, параллельных произвольной непрерывной 
функции. 

Т е о р е м а 4. В условиях теоремы 3 для любой последовательно­
сти {gn}n=\, gn^C{E), существует остаточное множество Н cz 
czC(E), такое, что для любой f<=H и любого п функция f — gn при­
надлежит WczF. 

З а м е ч а н и е 3. Идея доказательства заимствована из работы 
[4, теорема 3.4], в которой теорема А получает более сильное обоб­
щение, но лишь для случая линейных сечений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Множество W, как и всякое остаточное 
со 

множество, содержит всюду плотное Go-множество П Uiy где Ut 
открыты и всюду плотны в С(Е). Ясно, что множества тоже 
открыты и всюду плотны в С(Е), поэтому множество Я = 
П остаточное. Если f е Я, то f—gncz (]UiCzW. 
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СЕПАРАТРИСНЫЕ ДВУУГОЛЬНИКИ АНАЛИТИЧЕСКИХ ВЕКТОРНЫХ 
ПОЛЕЙ НА ПЛОСКОСТИ 

В предлагаемой статье теоремы о секториальной нормализации 
резонансных векторных полей и отображений применяются к исследо­
ванию окрестности сепаратрисного двуугольника. Напомним, что осо­
бая точка векторного поля на плоскости называется элементарной, 
если оператор линеаризации поля в этой точке имеет хотя бы одно 
ненулевое собственное значение. 

Т е о р е м а 1. Пусть аналитическое векторное поле на веществен­
ной плоскости имеет сложный цикл, состоящий из двух элементарных 
особых точек и двух сепаратрис — сепаратрисный двуугольник. Тогда 
в некоторой окрестности этого сложного цикла нет предельных. 

Из этой теоремы можно вывести следующую. 
Т е о р е м а 2. Полиномиальное векторное поле с компонентами 

второй степени (квадратичное векторное поле) на плоскости имеет 
лишь конечное число предельных циклов. 

Р. Бамон [1] недавно получил доказательство этой теоремы; он 
независимо доказывает частный случай теоремы 1 для квадратичных 
векторных полей. Другое доказательство теоремы 2, в небольшой 
своей части использующее соображения Бамона, получено М. Г. Го­
лицыной, А. Котовой и р . Мартьяновой; это доказательство будет 
опубликовано отдельно; здесь доказывается теорема 1. 

В случае, когда хотя бы одна особая точка на сложном цикле 
невырождена, теорема 1 следует из известных результатов [2, 3 ] . По­
этому ниже рассматривается только случай, когда обе особые точ­
ки— вырожденные элементарные: одно собственное значение линеа­
ризации равно, а другое не равно нулю. 

§ 1. Подготовительные результаты. В этом параграфе описаны 
отображения соответствия для вырожденных элементарных особых 
точек (п. 1.4); в пп,, 1.1—1.3 собраны известные результаты, необхо­
димые для дальнейшего (см., например, [4], гл. 5) . 

1.1. В к л ю ч а е м ы е и н о р м а л и з у ю щ и е о т о б р а ж е н и я . 
О п р е д е л е н и е . Росток биголоморфного отображения 

g: ( С , 0 ) - > . ( С , 0) , z ~ z + az*+... 

называется включаемым, если он представим е виде сдвига за еди­
ничное время по фазовым кривым голоморфного векторного поля 
v(z) с особой точкой 0 и линейной частью 0: v(0) = i / (0) = 0; обозна­
чение: g = gv1-

Т е о р е м а (см., например, [5, 6 ] ) . Всякое отображение 
g:z*-»z + azh + ..., афО * .(1) 
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