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ВВЕДЕНИЕ 

Цель настоящего обзора—-отразить современное состояние 
классической теории, развитой, в основном, в работах итальян­
ского математика Дж. Фано [28—35] (см. также Рот [50]), 
трехмерных алгебраических многообразий с отрицательным ка­
ноническим обратимым пучком. Такие многообразия мы будем 
называть многообразиями Фано. Общеизвестны трудности, ко­
торые доставляет проблема классификации алгебраических мно­
гообразий с кодаировской размерностью, равной —1 [39, 59], 
к числу которых ОТНОСЯТСЯ и многообразия Фано. В последнее 
время в этом направлении был достигнут значительный успех: 
была решена классическая проблема нерациональности трех­
мерной кубики [25] (подробно об этом сказано в предыдущем 
обзоре настоящего сборника [19]), а также нерациональность 
трехмерной квартики (см. [10] и (§2; гл. II) следующего обзо­
ра [9]). Были описаны группы бирациональных автоморфиз­
мов для двух классов многообразий Фано (см. [4, 5]; а также 
(§3; гл. II) и (§4; гл. II) следующего обзора). 

В настоящем обзоре речь будет идти, в основном, о бире-
гулярных свойствах многообразий Фано ('бирациональным свой­
ствам посвящен следующий обзор [9]). Здесь излагаются c до­
статочно полными, по возможности, доказательствами резуль­
таты, полученные в работах [6, 7, 8] и в работах В. В. Шоку-
рова «Гладкость общего антиканонического дивизора многооб­
разия Фано» и «Существование прямой «а многообразии Фано» 
(в печати). Обзор дополнен также .некоторыми новыми ре­
зультатами (гл. IV). Опишем кратко план работы. 

Все многообразия рассматриваются над алгебраически 
замкнутым основным полем k, char&=-0. В главе I (после крат­
кого исторического введения §1) собраны предварительные ре­
зультаты и описаны некоторые технические средства, исполь­
зуемые при изучении бирегулярных свойств многообразий Фано 
в этой и последующих главах §§ 2 и 3. В §4 изложены простей­
шие свойства многообразий Фано, касающиеся их численных 
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характеристик. В § 5, следуя работе В. В. Шокурова «Глад­
кость общего антиканонического дивизора многообразия Фано» 
(в печати), доказывается существование гладкого дивизора в 
линейной системе \3ev\, где 2@ — делитель антиканонического 
обратимого пучка Xv~K Последний § 6 этой главы посвящен 
описанию многообразий Фано V, для которых линейная система 
\3@v\ содержит базисные точки. 

В главе II дано описание моделей специальных многообра­
зий Фано: многообразий индекса г ^ 2 (§1); гиперэллиптиче-
ских и тригональных многообразий (§§2 и 3). Основные резуль­
таты содержатся в теоремах 1.1, 2.2 и 3.4. 

Глава III посвящена изучению семейств прямых и коник на 
многообразиях Фано. Вопрос о прямых на многообразиях ин­
декса г>2 был исследован в [6]; о прямых и кониках на мно­
гообразиях основной серии — в [7] (в предположении сущест­
вования хотя бы одной прямой). Теорема о существовании пря­
мой доказана в работе В. В. Шокурова «Существование прямой 
на многообразиях Фано» (в печати). Результаты этой главы 
носят вспомогательный характер и используются в последующих 
главах для классификации многообразий Фано первого рода и 
ограниченности степени. 

В главе IV изучаются, следуя [7], многообразия Фано 
ОСНОВНОЙ серии,, т. е. многообразия V2.?-2c:P--+I, класс гипер­
плоского сечения которых совпадает с антиканоническим..клас­
сом —Kv- Основное содержание составляет описание много­
образий Фано первого рода, т. е. с Pic V^l. Классификация 
таких многообразий была дана Ротом в [51], однако, как отме-' 
чено в [7] и [8], в его классификации пропущены два типа 
многообразий. Полный список таких многообразий приведен в';' 
таблице (3.5; гл. IV). Основным средством изучения является 
восходящий к Фано [34] метод «двойной проекции» из доста­
точно общей прямой, лежащей на V. Такой подход не только1 

решает вопрос о существовании многообразий Фано первого ро­
да, но и доказывает их рациональность при g^9. 

В последнем параграфе §4 этой главы дан набросок дока­
зательства теоремы об ограниченности степени многообразий 
Фано: —/<T-3{le}64. -уто утверждение выводится из теоремы (2.5;. 
гл. III) о существовании прямой. Обсуждаются другие возмож­
ные подходы к его доказательству. В заключение формулируют­
ся некоторые гипотезы и оставшиеся открытыми вопросы. 

В этом и следующем обзорах мы будем придерживаться 
следующих обозначений. Для любого дивизора D на много­
образии X через Ox (D) будет обозначать соответствующий 
ему обратимый пучок, в частности, -й:-1 —0х(—Кх), где 
Кх— канонический дивизор на гладком многообразии X. 
Для любого обратимого пучка % = QX(D) символ |.2!| ИЛИ \D\ 
обозначает полную линейную систему эффективных дивизо-
ров —нулей всех сечений из Н°(Х,Х). По определению 
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pim|i#| = dim/-/0(X, X)~\. Символ .—• будет обозначать линей­
ную эквивалентность дивизоров. Обратимый пучок X опреде­
ляет рациональное отобралсение Ф -̂ (или фо, если %, = 0X(D)) 
из X в Р(Я°(Х, S))~Pdim|£?l. Если Mcz|^|-линейная подсис­
тема, то определяемое его рациональное отображение будет 
обозначать через флг. 

Если X — гладкое полное многообразие. У- Г2--непри-
водимые подмногообразия в X, codimF2>2, yi — l г, и 
целые неотрицательные числа, то символом 1.2!.— v-Г-,—... 
. . . — v,rr| (или \D — v-Г". — . . . — ...КГ|, если X = Ох (D) будет 
обозначать полную линейную подсистему полной линейной 
системы \Х\, состоящую из всех дивизоров Е)£\%\ таких, что 
yi, чу1 (D)>vh где vy- (E>) — кратность D в общей точке y.6Y. 
(более точный алгебро-геометрический смысл этого обозначе­
ния будет расшифрован в гл. I следующего обзора). 

Для произвольного когерентного пучка f на X вместо 
dim Hl (X, f) часто будем писать hl(X,f), или просто h-(f). 
Через А(Х) будем обозначать кольцо Чжоу классов циклов по 
модулю численной эквивалентности. Для любых двух циклов 
У, Z на X через (Y-Z) или Y-Z будем обозначать произведе­
ние соответствующих классов в А(Х). Иногда будем писать 
Z2 вместо (2.Z), Z3 вместо (Z-Z-Z) и т. п. 

На протяжении всего обзора внутри каждой главы принята 
обычная система ссылок. При ссылках на какой-нибудь пункт из 
другой главы указывается номер этого пункта и добавляется 
к нему номер соответствующей главы (например, 2.4; гл. 1). 

Глава I 

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБЩИЕ СВОЙСТВА 
МНОГООБРАЗИЙ ФАНО 

§ 1. Краткий исторический комментарий 

1.1. В 1928 году на Международном математическом Кон­
грессе в Болоньи Дж. Фано сделал сообщение о .своих предва­
рительных результатах по изучению трехмерных алгебраических 
многообразий V2g-2 в Pg+1 с «каноническими кривыми—.сечения­
ми» (см. [30]). Речь шла о многообразиях (не обязательно не-
особых), погруженных в проективное пространство с помощью 
полной антиканонической линейной системы |— Ку\. Интерес к 
изучению таких многообразий был вызван, прежде всего, старой 
проблемой: рациональна ли гладкая кубическая гиперповерх­
ность в Р4 (см. [50])? Отрицательный ответ на этот вопрос да-
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вал .бы решение проблемы Люрота Для трехмерных многообра­
зий в отрицательном смысле (как и оказалось впоследствии, 
см Г25]) К тому времени из критерия рациональности Кастель-
нуово было известно, что все алгебраические поверхности с 
обильным антиканоническим классом (поверхности Дель Пеццо) 
рациональны (в частности, рациональны кубические поверхно­
сти в Р3). Можно ли распространить методы изучения рацио­
нальных поверхностей на трехмерные многообразия с обильным 
антиканоническим классом? В небольшой заметке [29] Фано 
сделал попытку дать утвердительный ответ на этот вопрос. Он 
распространил метод Нётера «раскручивания» бирациональных 
автоморфизмов плоскости Р2 «а трехмерные квартшш V4 и пол­
ные пересечения квадрики и кубики V6 = F2<"IF3 в Р5- При наличии 
весьма существенных пробелов ан «доказал» в [29], что гладкая 
квартика не имеет бирациональных автоморфизмов, отличных 
от проективных, и «описал» (не полную, как показано ъ [5]; см. 
также (§4; гл. II) следующего обзора) систему образующих 
для группы бирациональных автоморфизмов Bir l/e. Нерацио­
нальность К» и V6 является, конечно, следствием этих результа­
тов. Унирациональность общего многообразия V6 была установ­
лена Энриквесом в [27]. Бели бы утверждение Фано о нерацио­
нальности V6 было строго доказано, то многообразие V6 служи­
ло бы контрпримером к проблеме Люрота в размерности три. 
Однако для конструкции такого контрпримера Энригазес (см., 
например, [50]) исходит из некоторого конкретного многообра­
зия IV и «доказывает» его нерациональность другим (как ока­
залось ошибочным, см. [57]) методом. Впоследствии утвержде­
ние Фано о квартике было доказано в [10] и более точное 
утверждение о группе Bir V6 —в [5] с помощью развития и уси­
ления его метода. 

Работа Фано [35] посвящена доказательству нерационально­
сти других многообразий его серии, а именно, Vs в Р6 — .пересе­
чение трех квадрик, Vi0 в Р7—сечение грасшаниана G (1.4) 
прямых в Р4 квадрикой и линейным подпространством кораз­
мерности 2 и V14 в Р9 —сечения граосманяана G (1.5) прямых 
в Р общим линейным подпространством коразмерности 5. Ранее 
в [31] (см., также [9]) Фано показал, что V14 биращгонально 
эквивалентно трехмерной кубике V3. Поэтому, если на пути, ука­
занном в [35], удалось бы доказать нерациональность V14) то тем 
самым нерациональность кубики можно было бы установить 
другим (отличным от метода Клеменса и Гриффитса [25]) ме­
тодом, который возможно позволил бы описать ее группу бира­
циональных автоморфизмов. K сожалению, результаты работы 
1-.&J остаются пока не восстановленными из-за пробелов пред­
ставляющих -собой трудно преодолимые препятствия. Всё ска-
3 w Z °™0СИЛ0СЬ„П0ка ч т о «• бирацтанальной теории мно-
гоооразии Фано, которой посвящен следующий обзор Г91 Сде­
лаем теперь несколько замечаний о бирегулярной теории. 
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1.2. При изучении трехмерных алгебраических многообразий 
с обильным антиканоническим классом Фано обнаружил, что ие 
только бирациональная, но и бирегулярная их теория далеко не 
тривиальна и иамного сложнее и содержательнее соответствую­
щей теории в двумерном случае. Основы бирегулярнои теории 
были заложены им в работе [32] и развиты потом в [33, 34]. 
Результаты исследований Фано были подытожены >в книге 
Рота [50]. В настоящем обзоре отражено современное состояние 
этой теории. 

Один из основных фактов в [33] —это ограниченность сте­
пени: не существует многообразий Фано V с —/Су3>72 (ИЛИ С 

Kz 

g(V)>37, где g = — _ + 1 — р о д канонической кривой — сече­
ния многообразия V при антиканоническом вложении в Р.-"1"3. 
Однако рассуждения, которые приводятся в [33] (см., также, 
[50]) для доказательства этого факта, не достаточно обоснова­
ны. Для гладких многообразий Фано V в работе автора «Трех­
мерные многообразия Фано III (в 'печати) (см. также гл. IV 
настоящего обзора) несколько другим способом доказана оцен­
ка— К\ <64, т.е. степень многообразий Фано .при антиканони-
ческом вложении не превосходит степени антиканонического об­
раза пространства Р3 в Р34. Оба типа многообразий с —XV3 == 72, 
указанных в [33], содержат особые точки. Один из них — это 
образ конуса Веронезе W9 в Р10, основанием которого является 
поверхность Дель Пеццо степени 9, при отображении с помощью 
полной линейной системы, высекаемой квадриками на W9. Вто­
рой тип описан в гл. IV. 

Отметим, что в своей теории Фано широко пользовался ме­
тодом проектирования многообразий из прямых и коник, лежа­
щих на V, и из касательного пространства к достаточной общей 
точке «GV. Как правило, такое проектирование приводит к мно­
гообразиям с изолированными особенностями. Так как при этом 
образ исходного .многообразия Фано также является многооб­
разием с «каноническими кривыми —сечениями», то Фано не 
ограничивался рассмотрением только гладких многообразий, 
включая в определение и многообразия с особенностями. В на­
шем. обзоре мы изучаем только гладкие многообразия Фано 
(см. определение 4.1, гл. 1). 

В классификации Фано [33] были выделены в специальный 
класс многообразия «.первого рода», т. е. многообразия Vag-2 в 
Р--"1"1, группа Pic V которых изоморфна Z с .положительной обра­
зующей —Ку Многообразия с делимым антиканоническим клас­
сом —Kv назывались многообразиями «второго рода». (В книге 
[50] принято несколько другое разделение на классы): В нашем 
определении (2.1; гл. IV) многообразия первого рода — это мно­
гообразия Фано V с Picl-—-Z. Многообразия индекса г>2 (см. 
§1; гл. II) —это .многообразия «второго рода» .в смысле Фано 
[33]. 
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1.3. Центральную роль при изучении многообразий ^первого 
рода» V2g-2—pg+1 играет факт существования на .них прямых. 
'Рассуждения, приведенные в [33] для доказательства этого фак­
та, недостаточно обоснованы. Полное доказательство'дано в -ра­
боте В. В. Шокурова, упоминавшейся выше. Классификация 
многообразий «первого рода», начатая Фано в [33] и [34], была 
продолжена Ротом в [51]. Однако, как уже отмечалось в вве­
дении, в классификации Рота пропущены два типа многообразий 
(см. [7, 8]), а также (3.1; гл. IV) настоящего обзора. 

Среди многообразий У2.?-2 —->fi+1 (с антиканоническим вло­
жением) Фано выделил класс тригоналыных многообразий, т, е. 
содержащих тригональную каноническую кривую — сечение, 
которые он изучал в [32] и [33]. Полная классификация таких 
многообразий (гладких) дана в [7] и (§ 3; гл. II) настоящего 
•обзора. Кроме тригоналыных многообразий и многообразий ин­
декса г.5-2 («второго рода» в смысле [33]), мы выделяем еще 
класс гиперэллиптических многообразий (с гиперэллиптическими 
каноническими кривыми) и даем их полное описание в (§ 2; 
гл. II) (см. также, [6]). Многообразия, относящиеся к этим трем 
классам, мы называем специальными (см. гл. II). Многообразия 
V2ir_2crPg+1 (с антиканоническим вложением) мы называем мно­
гообразиями основной серии. (Некоторые специальные многооб­
разия, например, все тригональные, являются также и много­
образиями основной серии). 

§ 2. Некоторые сведения из теории поверхностей 
Дель Пеццо и поверхностей типа КЗ 

Всюду в дальнейшем мы предполагаем, что основное поле k 
алгебраически замкнуто и char k=Q. 

2.1. О п р е д е л е н и е . Гладкая полная поверхность F над k 
называется поверхностью Дель Пеццо, если антиканонический 
обратимый пучок 0F{—KF) на F обилен. 

Из определения двойственности и теоремы Кодаиры об обра­
щении -в нуль немедленно получаем, что: 

А°(0^(-яЛ>))-=О, v n < C ; 
А-(0.,(-лА>)).-О> vnGZ; (2.1.1) 

h2 (0F ( - tiKP)) =-» A° (0F ((» + 1 ) KP)). 

Отсюда, в частности, получаем, что Ь> (Ор) = h2(Op) = 0 и 
Р я = №(ОР(ПЮ))—0, п>0, т. е. поверхность F —рациональ­
на. Следовательно, по формуле Нетера 

l < ( ^ - / ^ ) = 1 0 - r k P i c E < 9 . (2.1.2) 
Наибольшее целое число г > 0 такое, что —Kp~rD для не-
64 



которого дивизора D, называется индексом поверхности Дель 
Пеццо F. 

Из (2.1.2) следует, что 1 < г < 3 . Из (2.1.1) и теоремы 
Римана —Роха получаем: 

h ° ( - M - - ^ ) ) — ( ^ . / ^ ) + l. (2A-3) 
Пусть _•—•-обратимый пучок; через фь будем обозначать ра­
циональное отображение, определяемое полной линейной систе­
мой \9?\. 

2.2. П р е д л о ж е н и е . Пусть F — поверхность Дель Пеццо 
индекса г и —Kp~rD- Тогда 

(1) линейная система |—/CF| не имеет неподвижных компо­
нент и базисных точек, кроме случая (KF-KF) = 1, в котором 
\—KF\ является пучком неприводимых эллиптических кривых с 
одной базисной точкой; 

(п) если /" = 3, то ЧффуР^Ф2 — изоморфизм, если г-—2, 
то q>@{D):F->Q2c.P3 — изоморфизм на гладкую квадрику; 

(Ш) при 3 < ( K F - K F ) < 9 морфизм cp-^-.E-s-P^ является вло­
жением и образ F'•-= ср (E) является поверхностью степени п 
в Р", 3<n— (KF-KP)<-§ ; естественный гомоморфизм градуи­
рованных алгебр 

S*#-(E' , 0F.(\))^®H°(Fr, 0Р'(т)), 

где слева стоит симметрическая алгебра, порожденная 
H°(F', Op* (1)), сюръективен, т . е . F'— проективно нормально 
в Р"; при п>4 поверхность F' является пересечением квадрик 
в Р", содержащих F'\ 

(iv)) если (KF-KF) —2, то ^Kp:F{to}Р2 — двойное накрытие 
с гладкой кривой ветвления степени 4; морфизм ff-2KP:F-*Ps 

является вложением на проективно нормальную поверхность 
F' = q>-2KF(F) степени 8; во взвешенном проективном простран­
стве P(x0, . . . , x3)> гДе degx 3 =2» deg.x* = l, £-=-0, l, 2, по­
верхность F может быть задана одним однородным уравнением 
степени 4; 

(v) если (KF-KF) = \, TO y-2KP'-F{to}Q'^crP3—морфизм степе­
ни 2 на квадратичный конус Q\ в Р3 с ветвлением в неособой 
кривой CcQsj, высекаемой кубикой в Р3, не проходящей через 
вершину конуса; отображение cp_3,,-F:E{to}P- является вложе­
нием на проективно нормальную поверхность F' степени 9; 
во взвешенном проективном пространстве Р (xQ ха), гДе 

degx/ = 1, £ = 0, 1, degx2 = 2, deg-x3 — 3. поверхность F может 
быть задана однородным уравнением степени 6. 

Н а б р о с о к д о к а з а т е л ь с т в а . Из формулы (2.1.3) 
находим, что dim\ — KF\ = (KF-KF) и, стало быть, линейная 
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система |— KF\ не пуста. Пусть XQ\-~KF\, тогда, по формуле 
присоединения, находим: 

/G=X-(X+/^)=o. 
Отсюда X—кривая рода \. Точная последовательность пучков 

О {to} OF {to} OF (X) {to} Ох (X) -->- О 
индуцирует точную последовательность когомологий 

О {to} Я° {OF) {to} H° (0Р (X)) {to} Ho (фх (X)) {to} 0. 
Так как род X равен 1, то при (X-X)>1 пучок Ох (X) на X 
порождается своими сечениями, а при (X.X) = l h° (Ox (X)) = 1. 
Это доказывает утверждение (i). Неприводимость слоев эллип­
тического пучка \ — KF\, В случае (KF-KF) = U вытекает из. 
обильности OF(-KP). 

Остальные утверждения стандартным образом выводятся 
из теоремы Римана—Роха (утверждение (ii)), из лемм 3.4 и. 
3.5 и хорошо известных соответствующих фактов для эллип­
тической кривой X<3| — KF\ (утверждение (iii)) (см., например,. 
[42]). Существование гладкой эллиптической кривой XG|—KF\ 
следует из теоремы Бертини. Ограничение пучка OF(—KF) на 
X определяет вложение X в P n _ 1 на кривую степени п, 3 < n < 9 . . 
Согласно [42], при я > 4 образ кривой X в Рп~г проективно 
нормален и высекается квадриками. 

В (iv) и (v) утверждения о вложении E{to}P6 и проективной 
нормальности образа следуют аналогичным образом из 3.4,, 
3.5 и [42]. Уравнения во взвешенных проективных простран­
ствах получаются следующим образом. Ограничимся случаем 
(v). Редукцией к эллиптической кривой X6| —/<>| доказывается,, 
что градуированная алгебра ®H0(F, Ор(-тКр)) порождается; 
начальными компонентами с те —1,2 и 3. По теореме Римана — 
Роха 

№{0Р{-КР)) = 2, №{OF{-2KF))^A, ЬР(ОР{ — ЪКР)) = 7. 

Имеем естественные вложения: 

OHS2H'>(OF(-KF))^H'>(OF(-2KF)), 

Р :Ho (ОР{-КР))&Н° (OP (-2KP)) {to}H° (OF (— ЗА»).. 
s 

где ® означает симметрическое произведение. Коядра Coker ж 
и Сокегр одномерны. Пусть ' х2еН°(0р(~2Кр)), -x2€lma,. 
х3еН°(Ор(-ЗКр)), x3<--n-!3, и х0, xi — базис в H°(OF(-KF)). 
Тогда ®H0(Or{ — mKr))c*k[xa,...,xa\/Ij>, где в кольце 
многочленов k [x0l . . . , x3] градуировка определяется весами 
degxo = de.gxi = l, d e g x 2 - 2, degx3 = 3. По соображениям 
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размерности идеал IF является главным. Его образующий 
элемент принадлежит однородной компоненте Iе степени 6. 
Действительно, в точной последовательности 

0 ^ / ^ S 2 (S3H- (QF(~KF))@(H» (OF {-КР))®кхг)®кхъ)-+ 
-+H°{GF{-QKF))^0 

размерность среднего члена равна 23, a h0(<yF(—QKF)) =22. 
Следовательно, dim/У—1 и любой ненулевой элемент Ф6 (xo, •• • 
•. •, Яз) <-/F6 порождает идеал h- Положим Р (х0, ..., х$) ---
= Proj k[x0, ..., л;3] с указанной градуировкой, тогда <-D6(.v0, • •• 
. . . , x3) —0 является искомым уравнением F в взвешенном 
проективном пространстве Р(xo, . •. , xa). И 

2.3. П р е д л о ж е н и е , (i) Любая проективно нормальная 
гладкая поверхность F степени п в Р", 3 < n < 9 , является по­
верхностью Дель Пеццо и любое двойное накрытие плоскости 
Р2 с гладкой кривой ветвления степени 4 и любое двойное на­
крытие квадратичного конуса Q2*{subset}P3 с ветвлением в гладкой 
кривой, высекаемой на Q2": кубикой, не проходящей через вер­
шину конуса, является поверхностями Дель Пеццо. 

(ii) Любая поверхность Дель Пеццо степени 9 в Р9 имеет 
индекс 3 и является антиканоническим образом 'плоскости Р2; 
существует два типа поверхностей Дель Пеццо степени 8 в Р8: 

а) поверхности индекса 2 — образы Веронезе квадрики Q2-— 
- Р 3 ; 

б) поверхности индекса 1—антиканонические образы пло­
скости Р2 с одной раздутой точкой; 

(in) любая поверхность Дель Пеццо F индекса 1 содержит 
конечное число исключительных кривых первого рода, причем 
(—Kp'Z) — l для любой исключительной кривой первого рода 
ZczF, т. е. при 3<п= (KF-KF)"<8 исключительные кривые на 
F — это прямые и только они, лежащие на антиканоническом 
образе F - c p _ ^ ( F ) в Рп ; 

(iv) при \<п~ (KP-KF)<8 всякая поверхность Дель Пеццо 
F индекса 1 изоморфна образу плоскости Р2 при моноидальном 
преобразовании с центром в 9—п точках, находящихся в общем 
положении в следующем смысле: никакие 3 не лежат на одной 
прямой, никакие 5 — на одной гладкой конике, и все 8 (при 
п— 1)—на одной неприводимой кубике с одной двойной точ­
кой из этих 8; обратно, всякое такое моноидальное преобразо­
вание с центром в 9—п точках ПЛОСКОСТИ Р2, находящихся в 
общем положении, приводит К поверхности Дель Пеццо F, при­
чем линейная система |—KF\ является собственным прообразом 
линейной системы кубик, проходящих через точки раздутия; 

(v) пусть F^-F' — бирациональный морфизм гладких про­
ективных поверхностей; если F — поверхность Дель Пеццо, то и 
F' — поверхность Дель Пеццо, если F' — поверхность Дель Пец­
цо, (KF-KF)>1, и если все кривые на F с отрицательным ин-
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дексом пересечения ЯВЛЯЮТСЯ исключительными кривыми пер­
вого рода, то F — также поверхность Дель Пеццо. 

Все эти результаты являются классическими и хорошо из­
вестными (см., например, [14, 15,60]). 

2.4. Замечания, (i) При 7>п>5 все поверхности Дель 
Пеццо степени п в Рп изоморфны (проективпо эквивалентны), 
поскольку проективные автоморфизмы плоскости Р2 транзитов-
но действуют на системах из (9—n)<4 точек в общем положе­
нии. 

(и). В [14] (гл. IV, п. 2,5, п. 2,8, п. 4.3) оставлен открытым 
вопрос о достаточности условий «общности положения» точек, 
сформулированных в (2.3, iv). Достаточность этих условий до­
казана в работе автора «Минимальные модели рациональных 
поверхностей над произвольными полями» (в .печати). 

(Ш). Если (9—я) точек плоскости Р2 не лежат в общем 
положении и линейная система кубик, проходящих через эти 
точки, не имеет неподвижных компонент, то при п>3 эта ли­
нейная система отображает Р2 на поверхность степени п в Р'1 

с изолированными двойными точками. 
(iv). Число исключительных кривых первого рода, лежащих 

на поверхности Дель Пеццо, хорошо известно, известна также 
и конфигурация, которые они образуют (см., например, [14], 
гл. IV, п. 4.3, п. 4.9). 

Изложим теперь некоторые необходимые для дальнейшего 
сведения из теории поверхностей типа /(3. 

2.5. Определение. Гладкая проективная поверхность F 
над полем k называется поверхностью типа /<3, если выполне­
ны следующие два условия: 

(и) Кя=0, где Kir — канонический класс дивизоров. 
Сформулируем несколько свойств поверхностей типа /<3, 

которые являются непосредственными следствиями теоремы 
Римана—Рохаи двойственности Ceppa (см., например, [1, 52]). 

2.6. Лемма. Пусть С — эффективный дивизор на поверх­
ности F типа i(3, тогда 

( I ) d i m | C | - - 5 — - + l ; 

(И) (С.С) =2/?а(С)—2, где р«(С) - арифметический род 
дивизора С, в частности, (С-С)>~-2 для любой неприводимой 
кривой С и (С- С) = - 2 , если и только если С — рациональная 
неособая кривая; 

(Ш) предположим, что линейная система |С| не имеет не­
подвижных компонент, тогда либо 

а) (С.С)>0 и общий элемент из \С\ является неприводи­
мой кривой рода р я ( 0 = . - ^ - + 1 : в этом случае А1 (О/- (С)) = 0; 
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б) либо (С.С)=-0 и С~/пЕ, где т > 1 — некоторое целое 
число, Е — эллиптическая кривая — слой эллиптического пучка 
|£ | на F; 

(iv) если С — неприводимая кривая, то линейная система 
| С| не имеет базисных точек; 

(v) для любой кривой С полная линейная система |С| ие 
имеет базисных точек вне неподвижных компонент. 

2.7. П р е д л о ж е н и е . Пусть X = OF (С) — обратимый пу­
чок на поверхности F типа /<3 такой, что (С.С)>0 и линей­
ная система \С\ не имеет неподвижных компонент, и пусть 
Ф :E->P" — соответствующий морфизм. Тогда 

(1) deg"Ф<-,-~l или 2, во втором случае ф (F) является по­
верхностью степени ра(С) — \ в Р а и поверхность F назы­
вается гиперэллиптической; если де#ф = 1 , то deg ф (E) •=-
= 2ра(С)-2 в Р""{С); 

(ii) поверхность F является гиперэллиптнческой только в 
следующих случаях: 

а) существует неприводимая кривая E с ра(Е)—Л и 
(Я.С) = 2; 

б) существует неприводимая кривая В с /;а(б) —2 и 
X-^0F(2B) (см. [52], (5.2)). 

2.8. П р е д л о ж е н и е . В условиях (2.7) пусть degф — 1. 
тогда 

(i) общий элемент линейной системы | С | гладок; 
(ii) гомоморфизм алгебр 

а: S*tf» (OF (С)) -> ® Я" (OF (mC)) 
сюръективен; 

(Ш) пусть //.. — ядро гоморфизма а и /;а(С)>4, тогда о« 
порождается элементами степени 2 и 3: 7- порождается эле­
ментами степени 2 во всех случаях, кроме следующих: 

а) существует неприводимая кривая Е такая, что ра(Е)~ 1 
и (E-6>==3; 

б) ,'/' — OF (2B-\-Z)) где В — неприводимая кривая рода 2, 
Z —-неприводимая рациональная кривая такая, что (E.Z) — 1 
(см. |52|, (7.2)). 

2.9. П р е д л о ж е н и е. (i) Пусть X — обильный обратимый 
пучок па поверхности F типа КЗ, тогда X принадлежит к од­
ному из следующих типов: 

а) Х^ОР(С), где С-неприводимая кривая c pa(C)>l; 
б) Х^-ОР \mE-\~Z), где E—-эллиптическая кривая, Z — не­

приводимая рациональная кривая такая, что (E-Z) — \ и /?г>3, 
(ii) Xй порождается своими сечениями для n > 2 и очень 

обилен для n > 3 ; более того при / i>3 общий элемент линей­
ной системы | X" | ие является ни гиперэллиптической, ни три-
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тональной кривой и не является кривой, изоморфной плоской 
кривой степени 5; (см. [52], 8.1, 8.3). 

§ 3. Некоторые общие результаты 

3.1. Л е м м а . Пусть XcrP^— алгебраическое многообразие 
(т. е. неприводимая приведенная проективная /г-схема), не ле­
жащее ни в какой гиперплоскости Р№~'—Pw, тогда 

degX>codimX+il. (3.1.1) 
3.2. О п р е д е л е н и е . Многообразие XczP^ называется 

проективно нормальным, если выполнено одно из следующих 
двух, очевидно, эквивалентных условий: 

(i) ДЛЯ любого целого т > 1 каждый дивизор из полной 
линейной системы \Ох{т)\ на X высекается некоторой гипер­
поверхностью степени т в Р^; 

(11) естественный гомоморфизм градуированных алгебр 
S*H*{Ox(\))-+ G^H*{Ox(m)) 

сюръективен, где S*H° (Ох (1))—-симметрическая ^-алгебра, 
порожденная пространством Я°((?л:(1)). 

3.3. О п р е д е л е н и е . Многообразие XczP^ называется 
многообразием «арифметически Коэна — Маколея», если оно 
проективно нормально и hl(Ox(m)) = 0, VmQZ, 0 < i < d i m X . 

3.4. Лемма . Пусть XcPA—проективно нормальное мно­
гообразие и Е — общая гиперплоскость в PN. Предположим, 
что градуированный идеал Ixf\E гиперплоского сечения XnE 
порождается однородными компонентами степени < г , тогда 
идеал Iх также порождается однородными элементами степе­
ни < г . В частности, если X H E является пересечением квад­
рик, его содержащих, то и X является пересечением квадрик, 
его содержащих. Более того, каждая квадрика, содержащая 
XflE. однозначно продолжается до квадрики, содержащей X. 

Эта лемма стандартным образом выводится из точной ком­
мутативной диаграммы глобальных сечений, ассоциированной 
со следующей точной коммутативной диаграммой пучков: 

0 0 0 
\ Y Т 

0 {to} 1Х (т — 1) {to} Ix (m) {to} 1ХПЕ (т) {to} 0 
1 1 •!> 

O{to}0pjV(m-l){to}©p.v(m){to}0£(m){to}O (3.4.1) 
Y 4 | 

0-*-Ох{т — \)-+Ох(т)-+Охпв{т)-»0 
Y Т У 
0 0 0 

(см. [6], (2.1.0) 
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3.5. Лемма- Пусть X — алгебраическое многообразие 
:% — обратимый пучок на X и F6|-SS| —эффективный дивизор 
Предположим, что последовательность ограничения 

H°(X,Xm)-^W{Y, Xy)-^0 
точна для любого целого т, 0 < m < r , где г —некоторое 
фиксированное целое число. Тогда если градуированная алгебра 

© ,Н° {У, 56у) порождается компонентами степени < г , т о й 
тз>0 
градуированная алгебра © Н° {X, Хт) порождается компонентами 

т>0 
степени < г . 

Эта лемма легко доказывается по индукции (см., например, 
[6], 2.9). 

Стандартным способом доказывается также следующая 
лемма. 

3.6. Л е м м а . Если X — многообразие «арифметически 
Коэна—Маколея» и Y=Xf\E— гиперплоское сечение, то Y 
также «арифметически Коэна—Маколея». 

Сформулируем теперь классическую теорему Нетера—Энрик-
веса—Петри о канонических кривых (см., например, [21])-

3.7. Т е о р е м а . Пусть Xc:P-r~1— гладкая каноническая 
кривая рода g>3. Тогда 

(i) X —-лроективно нормальна в Р.?-1; 
(И) если g = 3, то X — плоская кривая степени 4, если g>4 , 

то градуированный идеал 1Х порождается компонентами степе­
ни 2 и 3; 

(iii) идеал 1х порождается компонентой степени 2 во всех 
•случаях, кроме следующих: 

а) X — тригональная кривая, т. е. содержит одномерный ряд 
£з[ степени 3; 

б) X—кривая рода 6, изоморфная плоской кривой степе­
ни 5; 

(iv) в исключительных случаях а) и б) квадрики, проходя­
щие через X, высекают поверхность F, являющуюся, соответст­
венно, 

а) неособой рациональной линейчатой поверхностью степени 
,g—2 в Р-?-1, g>5, причем g3' на X высекается линейной систе­
мой прямых на F; при g—4— квадрикой в Р3 (возможно, 
•особой); • ' 

б) поверхностью Веронезе -F4 в Р5; 
Из этой теоремы и лемм 3.4, 3.5 и 3.6 выводится следующий 

общий результат. 
3.8. П р е д л о ж е н и е . Пусть Xc:Pw — гладкое неприводи­

мое «арифметически Коэна — Маколея» многообразие размер­
ности п, Н — его гиперплоское сечение. Предположим, что су­
ществует такое целое г, что тН~ (—Кл) и п—/•<2. Тогда 
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идеал /-- многообразия X в градуированной алгебре 
S*H°(X, (_?А'(1)) порождается элементами степени 2 (квадри­
ками), кроме следующих случаев: 

а) гиперповерхности степени d = n—г+2>3; 
б) пересечение V с общим линейным подпространством в PjV 

коразмерности п—\ является канонической кривой исключи­
тельных типов а) и б) из (3.7, iii): в этом случае /-- порождает­
ся элементами степени 2 и 3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть С — общая кривая—(линей­
ное) сечение X. Тогда С неособа и по формуле присоединения 
Кс={п—г—\)Н-С. По условию, п~г—\<\. Если п—г—1 = 1. 
то С—-каноническая кривая и результат следует из теоремы 
3.7 и лемм 3.5 и 3.6. Если п—г—1=0, то С — кривая рода 0 и 
утверждение следует из [53]. Случай п—г—1<0 возможен 
только, если X — квадрика в PN. Ш 

3.9. В дальнейшем мы существенным образом будем исполь­
зовать классификацию неприводимых алгебраических много­
образий X в PN (не лежащих в гиперплоскости) с условием 

degX = codimX+l, (3.9.1) 
т. е. таких, для которых в (5.1.1) достигается равенство. Много­
образия с условием (3.9.1) описаны в классической литературе 
(см. также, [52]). Мы воспроизведем здесь это описание и от­
метим один из вариантов доказательства. Начнем с конструк­
ции наиболее общего многообразия такого типа. 

Пусть d ! > d 2 > . . . > d m > 0 —набор целых чисел и 
# = 0 р . (d.)©0p.(d-)© • • • ©6>p.(dm) — локально свободный пучок 
ранга т на Р1. Положим X==Ppi(#) и обозначим через f:X^-Pv 

естественную проекцию. Пусть Ж--=/*0Р.(1) и M = Oxi^{\) — 
«тавтологический» обратимый пучок Гротендика (т. е. такой,. 
что f^Jt — Щ). Обозначим через L и М классы дивизоров на X,. 
соответствующие X и М. 

3.10. П р е д л о ж е н и е . В обозначениях 3.9 имеют место 
следующие утверждения: 

(i) пучок М порождается своими сечениями и является очень 
обильным, если и только если d. > 0 , vi = 1 m; 

(И) образ <Pjfc(X) при отображении с помощью пучка ,М 
является многообразием «арифметически Козна —Маколея»; 

т 
(Ш) Ао(.ЛГ,Л9 = А°(Р1, / , Л 0 = 2 •# + -)• 
(iv) идеал 1Х — ядро естественного сюръективного гомомор­

физма алгебр a:S*H°(X, Ji)->®H°(X,Л") порождается эле-
л>,0 

ментами степени 2 в случае, когда он отличен от нуля; 
(v) degrP i£(;0 — codimtpj£(XH-l; 
(vi) пусть /--наименьший индекс (\<j<.m) такой, что 

dj—Q, тогда многообразие Чд,{Х) является конусом с основа-
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иием, изоморфным Ppif © 0pi (d;)] и с вершиной ф^(Рр4 © 0pt ) ) - : 

c-pm-j. ограничение ф Л | р ( © 0 Р ' ) совпадает с проекцией 
pr.P'"--/XP1{to}P'n_-/. 

Мы опускаем доказательства ЭТИХ утверждений, которые 
легко выводятся c помощью индукции по размерности из опре­
деления, рассмотрения спектральной последовательности Лере 
ЕР'Я^НР (Р1, R"f*Mn)=>HP+;i {X, Лп) (для морфизма / и пучка 
Мп) и предложения 3.8 (см., например, [52]). 

О п р е д е л е н и е . Пусть Х — Р(Щ такое же, как и в (ЗЛО). 
Тогда многообразие q>jg{X) будем называть рационально-линей­
чатым. 

Например, рационально-линейчатыми многообразиями яв­
ляются нормальные рациональные кривые степени N в PN и 
рациональные линейчатые поверхности степени (N—1) в PN. 

Сформулируем теперь интересующий нас классический ре­
зультат. 

З.И. Т е о р е м а . Пусть X<^zPN— многообразие, не лежа­
щее в гиперплоскости и такое, что 

degX-=codimX,+ 1, 
тогда X является одним из следующих: 

{i) проективное пространство Р^; 
(ii) квадрика в PN\ 
(iii) рационально-линейчатое многообразие; 
(iv) поверхность Вероиезе степени 4 в Р5; 
(v) конус над поверхностью Веронезе. 
Один из способов доказательства этой теоремы основан на 

индукции по степени многообразия при фиксированной размер­
ности. Если XczPN — многообразие с условием degX=codimX+ 
+ 1, то проекция из достаточно общей точки х&Х является би-
рациональиым отображением (в силу неравенства (3.1.1)) и ее. 
образом будет, следовательно, многообразие X'czPN~l с тем же 
условием и на единицу меньшей степени. Продолжая спуск, 
приходим к многообразиям маленькой степени, которые легко> 
перечисляются явно. Корректное оформление этого способа до­
казательства требует, однако, довольно громоздких выкладок. 
Продемонстрируем это на примере поверхностей (следуя не­
опубликованным заметкам Рида). В классической литературе 
случай поверхностей был разобран Дель Пеццо. 

Пусть РсР^—неприводимая поверхность степени N — \. 
Будем обозначать через E„,r —рационально-линейчатую поверх­
ность вида P(cV (n-fr)©0Pl(r)), n > 0 , r > 0 , и через E 4 ~ 
поверхность Веронезе в Р6. Нам надо показать, что F изоморф­
на либо Fn>r для некоторых п и г, либо поверхности F4-
Доказательство будем проводить индукцией по Л/, проектируя 
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F из достаточно общей точки pQF, Начало индукции — случай 
jV---=3 очевиден (это квадрика в Р3)-

Проекция из точки pQF дает следующую диаграмму мор-
•физмов 

E{ to }E 

V 
F' , 

где о : Fp-+F — раздутие точки р и F' — образ F при проекции. 
По предположению индукции, F' является либо Fn, r, либо F4. 

Пусть Е~о~1(р), тогда Е — исключительная кривая первого 
рода (так как точка р неособа на F) и, следовательно, (Е-Е) — 
=—Г Ясно, что п(Е) —прямая на F'. Если it — изоморфизм, 
то F' содержит прямую с индексом самопересечения — 1 и, ста­
ло быть, это только F1,i. В этом случае поверхность F изоморф­
на Р2 и F не может быть ничем иным, как только поверхностью 
Веронезе F4. 

Будем предполагать, следовательно, что F^F^ Тогда я — 
.не изоморфизм и, стало быть, стягивает, по крайней мере, одну 
прямую, проходящую через общую точку р на F. Если через р 
лроходит несколько прямых, то это же верно и для F', так что 
F'= Fo.i (случай F' = P2 исключается, так как мы предполагаем 
N>3) . Отсюда видно, что такой поверхности F не существует. 
Таким образом, через общую точку F проходит только одна 
-прямая. 

Теперь нужно рассмотреть два случая: F' — конус и F' — 
гладкая поверхность. 

Пусть f — конус Fn, о (n = N—2), тогда прямая я(£) 
является образующей конуса -Fn.o. Прообразы всех других об­
разующих пересекают Е в ОДНОЙ единственной точке. Пусть 
В — стягиваемая морфизмом п прямая. Если точка я(В) отлич­
на от вершины конуса, то она является второй точкой пересече­
ния прямой Е с прообразом некоторой образующей, ЧТО невоз­
можно. Следовательно, я (В)—вершина конуса. Отсюда уже 
легко следует, ЧТО поверхность F также является конусом (над 
некоторой нормальной рациональной кривой степени /V—1 в 
PN~l) и, стало быть, имеет вид Fjv--i,o. 

Пусть теперь F' — гладкая поверхность. Тогда F получается 
из F' следующим образом: 

а) выбором прямой £'(«я(-Е)») на F'; 
б) раздутием одной (или возможно двух в ^случае F ' = Fo,i 

точки, лежащей на Е'\ 
в) выбором подходящей линейной системы |D | (на получен­

ной поверхности) такой, что ф|С| стягивает Е' в неособую точку, 
отображает вклеенную при раздутии прямую (или две прямые) 
на прямую, проходящую через точку р, и переводит гииерплоские 
сечения поверхности F' в гиперплоские сечения поверхности F, 
проходящие через р. Элементарная (и хорошо известная см., 
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'Например, [15]) проверка показывает, что применение этого 
процесса к поверхности En,- приводит к поверхности Fn+x,r или 
-/^-г-., г+1 в зависимости от того, лежит точка раздутия на исклю-
•чительном сечении или находится в общем положении. 

Отметим некоторые геометрические свойства многообразий 
т 

A ' - P ( g ) , -£=©<%.№)• t=x 
3.12. П р е д л о ж е н и е (М. Рид). В обозначениях (3.9) имеют 

м е с т о следующие утверждения: 
т 

{\) L--=o, L .^-- -=1 , MOT=21^; 

(ii) PicX = ZL©ZM и /Сх—— /r ,M+ {sum}d;-2 \L; 

(Hi) пусть К-неприводимое гиперплоское сечение X (т. е. 
1т—1 \ т т~г 

Ув\М |), тогда К - Р ( © 0p I (d^)j, 2 - ^ = 2 a*i и Дл я каждого I, 
i=\ 1 = 1 1=1 

1 < i < m - l , либо dui = d'r либо d, < d j . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждения (1) и (И) доказываются 

элементарными вычислениями. Докажем (Ш). Так как К непри-
водимо, то оно не содержит слой морфизма /:X{to}P'. Следо-

т т—1 
вательно, 2 ^ - = _1 &\ и если s — сечение, соответствующее Y, 

i=i i=i 
т о имеет место точная последовательность 

s m А т—1 
O-5-0pi{to}© C>pi(d;)->© O p ^ d ^ - y O , 

1 - Х 1 = 1 

г д е А = (а1}), a^eHo^P^d;-^)), a;,-f 0-^d* < d). 
Отображение А сюръективно, в частности, оно сюръективно 

т—1 
и на © О id'). Следовательно, существует, по крайней мере, 

i=i 
i^tn — l — X) dj таких, что d ; < d ) . Более того, если таких d} 

т-1 

в точности (т — I— 1), то ограничение А': © О(dt)-> © О(d[) 
отображения А сюръективно тогда и ТОЛЬКО тогда, когда 
d e t A ' - ^ O . Но det А ' 6 # 0 ( ^ ( 2 № ~ ^ ) У с л е д ° в а т е л ь н ° . е с л и 

clj^d'j в точности (т—-I— 1), то d;+1 = dj, V t > / , что 
и утверждалось. 

3.13. П р е д л о ж е н и е (М. Рид). Пусть Х = Р{$), 
т 

Ш = ® СР. (di), dj > . . . > dm и пусть d! > dm. Для каждого целого 
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def 
числа с, di>c>din, положим Fc-=PPi($c), где # — ® <%•(#;).. 
Отождествим Yc с подмногообразием в X при вложении, опре­
деляемом проекцией <£->&с. Если а и Ь — такие целые числа,, 
что Н° (X, Ма®Хь) Ф 0, то для того чтобы всякое сечение 
sg//0 (X, JCa®Xb) имело на Yc нуль порядка > .7, необходимо. 
и достаточно, чтобы выполнялось неравенство 

ac+b + (di-c){g — \)<Q. (3.13.1) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . При а>0 имеют место естественные 

изоморфизмы 
Н°(Х, Ла®£ь)^Нй(Р1, /Л.^а®^*))-^Я0(Р1, S°g®0P. (&)), 

где SaC£ — а-тая симметрическая степень пучка Щ. По условию 
леммы, Н°(Х, Ла®£»)фО, поэтому a>0. Пусть $'*= ® Opi{di)r 

dr>c 

тогда ш=&е®ше и 

i -0 ' 

Подмногообразие }"„ на X определяется обращением в нуль 
всех сечений из H°(Pl, <8'c)<zH°(X, Л). Поэтому для того 
чтобы всякое сечение sG/7° (P1, Sa$®0?i{b)) имело на YC нуль 
порядка ><7, необходимо и достаточно, чтобы s имело степень 
> д в членах Щ'с. Для этого необходимо и достаточно, чтобы 
степени всех пучков ранга 1, входящих в разложение пучка 
St<8'c®Sa~l8c®Opi(P) в прямую сумму, были отрицательными для 
любого г<<7. Это равносильно тому, чтобы наибольшая из этих 
степеней (при i — q — \) была отрицательна, т.е. чтобы выпол-
шлось неравенство (3.13.1). Щ 

В заключение этого параграфа приведем еще один из общих 
|езультатов, которым мы постоянно будем пользоваться на 
протяжении этого (а также следующего) обзора. Речь идет о 
таблице умножения в кольце Чжоу моноидального преобразова­
ния трехмерного многообразия. 

3.14. Лемма. Пусть .X —гладкое полное многообразие,. 
dimX=-3 и а:Х' -+Х— моноидальное преобразование с гладким 
центром YcX. Положим a~1(Y) = Y' и пусть / — класс прямой,, 
если У-—плоскость, или класс слоя, если Y'— линейчатая по­
верхность в кольце Чжоу А(Х'). Тогда: 

(i) A (X')—cr:|!A (X)©Z-K' + Z . / как аддитивная группа, причем 
-,(П-=<-*(/)---0, о*а*А(Х)^А(Х); 

(ii) мультипликативная структура в А (X') задается следую­
щей таблицей умножения: 

(а) У — точка, 
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< К ' ) 2 = - / > ( И - - ( - " • . / ) - - - - , (K'.(T*Z) = (/.0*Z)==0 (3.14.1) 
для любого цикла ZdA(X)', 

(б) Y — гладкая кривая и пусть c^X) —первый класс Чженя 
многообразия X, ЖГ)Х-нормальный пучок на Y и Cx{JVY,x) — 
•его первый класс Чженя, 

(ro2=—0*r+Cl({cdot}^m)/, 
{Y'?=-cx{JrYlx), {У'./)=-1, (3.14.2) 

(У •-*£)) = (Y •£>)/, (f-a*D) = 0, VDe.A-(.X), 
(Г'.с*С) = (/.а*С), VC6A2(X), 

где Л-(X) - ..-тая компонента градуированного коразмерностью 
циклов кольца А (X). 

Кроме того, имеет место обычное соотношение для первых 
классов Чженя 

' cl(Jiry/x)^-2-2g(y)^cl(X)-Y, (3.14.3) 
где g(Y) — род кривой Y. (см. [12, 13]). 

§ 4. Определение и простейшие свойства многообразий Фано 

4.1. О п р е д е л е н и е . Гладкое полное неприводимое алгеб­
раическое многообразие V размерности 3 над полем k будем 
называть многообразием Фано, если антиканоиический обрати­
мый пучок ЗСух на нем обилен. 

Напомним формулу Римана-Роха для гладкого полного 
неприводимого трехмерного многообразия X и обратимого пуч­
ка Охф) (см., например, [20]): 

з 

1=0 

+ -1 D • {К2
Х + с2 (X)) — ~ Кх • с, (X); 

Кх-с2(Х)==-24(\-# (Ox) + h* (Ox)-h*(Ox)), 
где с2 (X)6А (X) — второй класс Чженя многообразия X. Из ЭТОЙ 
формулы двойственности Серра и теоремы Кодаиры об обра­
щении в нуль немедленно получаем. 

4.2. П р е д л о ж е н и е . Пусть V — многообразие Фано, тог­
да 

(i) hl(Ov( — mKv) = 0, vmeZ, i = 1,2, более того 
fil(Ov( — mKv) — 0, если i > 0 , m > 0 и если i < 3 , m<0, в 
частности, hl(Oy) = 0 для £>0; 
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(ii) hv(Qv(-mI<v))^mim + l]¥m + l)(-KvY + 2m-\-\, 

в частности, 
—К3 

h°(6v(-Kv)) = uim\-Kv\-J
rl=—21+3>4. 

К3 

4.3. Определение . Целое число g = g{V)——o^+l бу­
дем называть родом многообразие Фано V. 

Оправданием ЭТОГО определения служит тот факт, что в 
случае, когда пучок Ж~1 очень обилен, Ф..—1 (1/) — V ,̂̂ —P--4" 1~ 
многообразие с каноническими кривыми —сечениями (линейны­
ми подпространствами коразмерности 2) рода g. 

Введем еще один целочисленный инвариант. Для ЭТОГО за­
метим, что поскольку №(Оу)<=0, то группа Picl/ не имеет 
делимой части и, следовательно, конечно порождена. Поэтому 
существует только конечное число классов обратимых пучков 
•SSgPicl/ и целых чисел s > l таких, что !£s~Cfi'yl. 

4.4. Определение . Наибольшее целое число г > 1 та­
кое, что ЖГ~£К-Х для некоторого S^gPic V, будем называть 
индексом многообразия V. 

Ясно, что пучок Ж обилен так же, как и СИ?-1. Пусть Н — 
такой дивизор, что Ж = Оу(Н). Из формулы Римана —Poxa,. 
двойственности Серра и теоремы Кодаиры об обращении в 
нуль получаем 

4.5. Предложение , (i) hl {V, 0v(t)iH)) = O, ym£L, i = 
= 1,2, более того hL(V, Ov(mH) = 0, если t > 0 , m > l — г, и 
если i < 3 , т.<0, где ."—-индекс V; 

(11)А0((?К(/ЯЯ)) = - - - ^ — - — - - H' + ^ + l , 
если m > l - r , в частности, 

h°{ov(H))= ( ^ - н ^ 2 ) я - + | + 1 > 3 . 
Пусть Н$\Ж\ — некоторая поверхность. Из точной последо­

вательности 
0-yOv{ — H)^Qv^GH->0 

и соответствующей ей когомологической последовательности, 
а также из (формулы присоединения 

KH = H-(H + KV) 
получаем 

4.6. Предложение . Если Н^\Ж\ — гладкая поверхность, 
то 

(i) Н является поверхностью Дель Пеццо, если г > 2 ; 
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(ii) H является поверхностью типа /-С3, если г — 1. 
З а м е ч а н и е . В следующем § 5 будет показано, что в: 

линейной системе \Ж\ всегда существует гладкая поверхность 
(см. 5.1). Используя этот факт, докажем следующее 

4.7. Пред л о жен и е. Пусть г > 2 —индекс V, Н£\Ж\~ 
гладкая поверхность. Тогда: 

(i) 1 < г < 4 ; 
(ii) если г = 2, то 1 < Я 3 < 9 ; 
(Ш) если г - -3 , то Н3 = 2; 
(iv) если г = 4, то Н3=\. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , Согласно (4.6, i). # —поверхность. 

Дель Пеццо. Следовательно, 
К(Кн-Кн)<$. 

По формуле присоединения 
Кн=-{г~\)Н-Н. 

Подставляя это в предыдущую формулу, получаем 
l < ( r - A ) 2 # 3 < 9 . 

Отсюда вытекают утверждения (1), (И) и (iv), а для случая 
г —3 получаем два значения Н3—\ ИЛИ 2. Но так как K3

V = 
._ r3J-p == 2g — 2 = 0 (mod 2), то остается только одно значение 
F/3==2, что и утверждается в (Ш). Ш 

Следующий целочисленный инвариант является, в сущности,, 
степенью многообразия V при вложении с помощью обратимого' 
пучка Ж (если он очень обилен). 

4.8. О п р е д е л е н и е . Положим d — d{V, Ж) = Н3. 
Отметим несколько общих фактов о многообразиях Фано, 

для которых пучок Ж порождается своими сечениями. Пусть 
ф.̂ ?:У'->-Рс'|т1, '̂1 —определяемый и м морфизм. Имеют место сле­
дующие утверждения 

4.9. П р е д л о ж е н и е . (1) Пусть deg ср^ — степень морфизма 
Ф »̂, тогда degфl^----•l или 2; 

(ii) если deg Ф,^ — 1, т. е. морфизм ф ^ бирационален, то он 
является вложением, т. е. пучок Ж очень обилен; 

(Ш) при условии (ii) образ <р#$(У) является многообразием 
«арифметически Коэна —Маколея» и для него выполнены усло­
вия предложения (3.8). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (i) Пусть d = H3. Комбинируя нера­
венство (3.1.1) с формулой для h°(Qv(H)) (4.5, ii), получаем 
следующее неравенство 

Это неравенство, как легко проверить, имеет решение в целых 
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•положительных числах d, r и degcp^., если ТОЛЬКО deg9^»--= 1 
или 2, что и требовалось доказать. 

(и) С помощьк) леммы 3.5 из (2.2, Ш) и (2.8, ii) выводим, 
что естественный гомоморфизм градуированных алгебр 

5 *Я(> (pv (#)) {to} ® Я ° {Ov (пН)) 

сюръективен. Согласно [42], это доказывает утверждение (И). 
(Ш) Это следует из (ii) и из (4.2, i), (4.5, i). Ш 
В заключение этого параграфа приведем еще один общий 

результат о многообразиях Фано. 
4.10. П р е д л о ж е н и е , (i) Группа PicV не имеет кручений; 
(И) в случае k = C Pic 1/----Я2 (V, Z) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) Предположим, что D— дивизор 

кручения. Тогда mD—Kv — обильный дивизор для любого 
целого то > 0 . Это следует из численного критерия обильности 
[ ]. По двойственности и критерию Кодаиры получаем: 
hl{Qv{mD))~№-l{Gv{-mD+Kv)^h?-l{Ov{- (m.D-Kv)) = 0, 
i=---0. Следовательно, для т>0 имеем: Л°(Ov (mD)) = — + . . . 
. . . + 1=-L Отсюда D-.--0. 

(ii) Этот изоморфизм немедленно следует из точной кого­
мологической последовательности, порожденной экспоненциаль­
ной последовательностью пучков 

ехр 

0{to}Z{to}Oi/{to}O*v,{to}1 
и из того, что hl(pv) = Q, i > 0 . • 

§ 5. Существование гладкого дивизора в линейной системе \3ё\ 
Здесь мы следуем работе В. В. Шокурова (в печати). 
5.1. П р е д л о ж е н и е . Пусть V — многообразие Фано индек­

са г > 2 и Ж —такой обратимый пучок, что fflr~!K-$-. Тогда 
в линейной системе |й^| существует гладкий неприводимый 
дивизор # 6 | Ж \. 

При доказательстве этого предложения будем различать 
случаи г= 1 и г>2. Начнем со случая г=1 , 

Следующие две леммы о кривых на поверхностях типа КЗ 
мы приведем без доказательства (см. вышеупомянутую работу 
В. В. Шокурова). 

5.2. Л е м м а . Пусть С —такая кривая (эффективный ди­
визор) на поверхности F типа КЪ, что h[(CF(C)) =0 и для неко­
торого целого т>0 линейная система \тС\ не содержит непод­
вижных компонент. Тогда каждая неподвижная компонента 
(если она существует) линейной системы \С\ имеет кратность 1. 

5.3. Л е м м а . В условиях леммы 5-2 предположим допол­
нительно, что линейная система | т С | не имеет базисных точек 
и определяет морфизм F на некоторую поверхность (в этом слу-
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чае условие Л1 ((Ур(С)) = 0 выполняется автоматически [43]). 
Тогда линейная система |С | может иметь не более одной не­
подвижной компоненты, которая является гладкой рациональ­
ной кривой. (Эта лемма является естественным обобщением 
утверждения (2-9,6)). 

Обозначим через W образ рационального отображения 
9^_1:1/{to}W'c-.Ptl'mMri/l. 

5.4. Л е м м а . d i m W > 2 , т. е. линейная система | — Kv \ 
не может быть составлена из пучка. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что W—кривая. Обо­
значим через D0 неподвижную часть линейной системы |— Kv\, 
а через D — общий дивизор подвижной части. Так как 
Л1 (6ty)-=0, то W — кривая рода 0, и поскольку отображение 
V - i задается полной линейной системой |— Kv\, то W — глад-
кая нормальная кривая степени g + 1 в Р*"1"1, где g = g(V) — род 
многообразия (см. 4.3 и 4.2, ii)). Следовательно, E)~(g + 1)E, 
где Е— такое, что пучок | E | определяет рациональное 
отображение ic:I/{to}P1. Имеем 

-Kv(D0 + (g + \)Ef^2g-2 и -Kv(D0 + (g+\)Ef = 
- - Kv • ((g + 1)2E2 + (g + 1) (Da • E) + (— Kv • D0)). 

Из обильности Ov(-Kv) и подвижности E получаем неравенства: 
(-Kv-E2)>0, (-KvY-D0>0, (-Kv-D0-E)>0. 

Ecim(-KvE*)>0, T o 2 g - 2 — - ^ > . ( D 0 + (g-+l)E)2>(g + 1)-, 
что приводит к противоречию. Поэтому (-Kv-E2) = 0. Следо­
вательно, E 2 - О и TC:V'-->P1 является морфизмом. Так как 
Ov(-Kv) обилен, то любой дивизор из | - K v \ связен. Стало 
быть, D0--=0 и общий элемент из | E | высекает на D0 некото­
рую кривую. Отсюда ( - K v - D 0 - E ) > 0 и (Kv-E>o)>0- Поэтому 
равенство 

2g — 2 = (g - f l ) ( — ^ - D 0 . E ) + ( ^ - D 0 ) 
возможно, если только (-/<V-EVE)=- и (Ky-DQ) = g-~3. 
Отсюда, очевидно, (/<;>•£)•— 1. В силу обильности Ov(—Kv), 
это влечет неприводимость и приведенность любого слоя мор-
физма it. Поэтому D0 не имеет компонент в слоях it. 

Так как ( — Kv-D0-E) = \ и Ov\ — Kv) обилен, то Д,— не­
приводимый и приведенный дивизор и более того слои морфизма 
it | DQ : D0 -у Р1 являются неприводимыми и приведенными кривыми 
из линейной системы | E . D 0 | D на £>0. По формуле присоедине­
ния имеем 

-KE = {-E-KVE) = (-KVE)^(DQ-E). 
Следовательно, (D0-E) — кривая рода 1 и Е—-поверхность 
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Дель Пеццо с (КВ-КЕ) = Е-КУ*=\, а ^ — поверхность с линей­
ным пучком кривых рода 1 (ВОЗМОЖНО особых). Когда Е про­
бегает элементы пучка | Е |, единственная базисная точка 
в линейной системе \—КЕ\ заметает гладкую рациональнук> 
кривую В— сечение морфизма тс. Поверхность D0 содержит В' 
и так как ( — Kv-D0-E) — l, то D0 неособа вдоль В. 

ПО формуле присоединения имеем 
- t f D - D 0 . ( - / C v - D o ) = (£+l) (A, - ) • 

Отсюда h2(0D)~O. Из точной последовательности 
О {to} Ov (— D0) {to} Ov {to} 0D o {to} 0 

и двойственности Серра находим 
h\(OD)^h?(Ov{-D0))~V(Gv(-(g + l)E)). 

Точная последовательность 
О {to} Ov (— (g + 1 ) E) {to} Ov {to} 0{g+i)E {to} 0 

дает равенство Д1 (0V(— (g + 1) E)) =h° (0{g+l)E) + 1 = g + 3 . 
Следовательно, А1 (0О(,)-—g + 3. Но, с другой стороны, так как 
D 0 —поверхность с линейным пучком эллиптических кривых, т о 
h.1 ( 0 д ) < -. Это противоречие доказывает утверждение леммы. 

5.5. Доказательство предложения 5.1 (случай г-—1). По 5.4. 
d i m W > 2 . По теореме Бертини, следовательно, общий эле­
мент линейной системы |—Kv\ имеет вид D- + D , где D 0 —не­
подвижная часть и D—неприводимый приведенный дивизор,-
пересекающий D 0 no кривой и не имеющий особых точек вне 
базисного множества линейной системы | D | . Разрешим точки 
неопределенности рационального отображения, определяемого 
| D |, с помощью моноидальных преобразований с неособыми 
центрами. Пусть <r:V{to}V —это разрешение. По теореме Бер­
тини собственный прообраз D общего дивизора D, гла­
док. Пусть a* (D)—полный прообраз дивизора D, тогда. 

a* (D) = D + 2 « . ( E b где Ei — полный прообраз н а У t-того цент-
pa раздутия . 

Имеем |о* ( - / C 1 / ) | = |o*(D0) + o* (D) | , где о* (D0) —непод­
вижная часть линейной системы |о* ( — Kv) \ . Следовательно,. 

_ ^з 
h° {Оу (£))) = А» {Оv (a*D)) - A- {Ov (D)) = f + 3 (последнее 
по 4.2, И). При раздутии кривой канонический класс вычис­
ляется по формуле 

Ку=°*(Ку) + Е, 
а при раздутии точки — 

% = o * ( ^ ) + 2E. 
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N 

Поэтому в нашем случае Д'р- = а* (/С-/) =_{sum} 8.'---̂ 2:- где •-•;•—1 или 2 
/ = 1 

в зависимости от того, раздувается кривая или точка. Или пе­
репишем это несколько иначе 

N 

— ̂  — 5+а* (А,) + 2 ( / . , - 8 г )Я г . (5.5.1) 
г - 1 

Так как раздутие делается только в базисных кривых и точ­
ках, то в случае кривых (n..-8i)>0. По формуле присоедине­
ния получаем 

/ С о - - - . О - ( 2 ( л 4 - - 0 . Е , + о*(.О0)|. 

Пусть Pg = Pg(D), q==q(D) — геометрический род и иррегу­
лярность поверхности D, соответственно. Наша ближайшая 
цель--установить неравенство pg — q —1>0, из которого мы 
выведем потом, что D —поверхность типа КЗ. 

Рассмотрим на D следующие дивизоры: 

F = D-(o*(DQ + D)) и G = S . ( 5 + 2 & i E A 

так что G = F-|-/(--. По теореме обращения в нуль имеем: 
h^O^(G))^^(Os(K^-G))^^(OB{-F)) = 0 (см. [46]), 

Кроме того, очевидно, h2(O^(Q)) = 0, поскольку k°(Op(—F))= 
0. Отсюда по теореме Римана — Роха получаем: 

G (О--*-) 
ho(0^(G)) = _ _ _ + 1 _ ? + ^ . (5.5.2) 

Используя когомологическую последовательность в нулевых 
членах, соответствующую ТОЧНОЙ тройке 

0 + о¥ {to} Ov ф) {to} Оъ {D) {to} 0, 

получаем неравенство: 

№(01;(Q))>h°(Ou{D))>-:^ + 2. (5.5.3) 

Вместе с (5.5.2) это дает: 
К3у G-(Q~K ) 
-r-f2< 2 °J

 + \ - q + Pg. (5.5.4) 
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Перепишем (5.5.4) в виде: 

сЧ-КуУ (5.a*(-..-Cv)-5 + 2e<--i) 
2 " 2 — ~<Ps-q-\. (5.5.5) 

Левую часть можно переписать следующим образом: 

D-2(nl-bt)El + a*(D0)) + 
г=1 

°*(-КуУ;" 
i=\ 

(5.5.6) 

Все члены из (5.5.6), очевидно,' положительны (в силу обиль­
ности Ov{ — Kv) и подвижности D), кроме, быть может, 

1 5—--j--)-(ni—-^i)Ei) в случае, когда о (С.) — точка на V 
(в противном случае /г,->-7). Но в этом случае соответствующий 
член равен нулю по формуле проекции (см. (3.14.1)). Следова­
тельно, из (5,5,5) мы получаем нужное неравенство pg — q — 1 >0 . 

Выберем теперь достаточно общий дивизор D из подвиж­
ной части линейной системы j — ЛГИ> Для гладкой модели кото­
рого выполнено неравенство pg—q—l>0. Разрешим особен­
ности D с помощью моноидальных преобразований многообра­
зия V с центрами в особых множествах D. По теореме Бер-
тини можно предполагать, ЧТО ЭТИ особые множества содер­
жатся в базисных. Пусть а':V" -> 1/ — это разрешение и, соот-

/V' Л " 

ветственно, a'* ( D ) - D ' + ^n\E\, Kv=o'*(Kv)+^ Ь\Е[ . 
Так как на этот раз мы делаем моноидальные преобразования 
только в особенностях D, то «,>-•,, v... Поэтому по формуле 
присоединения /<о'<0. Следовательно, р<,<\. Из неравенства 
pg—q — 1>0 получаем: ps=\, <7-=0 и АГо'—О. Это означает, 
что D'—поверхность типа Л'З. 

Отсюда немедленно получаем, что £>0 = 0 и Kv D'. 
N' 

Следовательно, ст'*( — Kv) = -9' + . 2 b'iE'i и 

i=i 

Ao^(/J' + |;7iE;jj-=AO((5v(—^))——^43 
для максимальной подвижной части 

N' 

г-=1 

W 

D'+2s;E; 
i=i 
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где y)<--y Ввиду неподвижности E., имеем неравенство 

N' 

где G' — D'- D'-f{sum}B̂ Ê  . Отсюда, используя как и выше 
i—i 

теорему о вырождении [43] и теорему Римана — Роха, получа­
ем оценку:. 

- ^ + 2<ho ( 0 D , (GO)<-^- + 2, (5.5.7) 
так как в правой части KD' — O, q = 0 и pg=l- Так же, как 
и в (5.5.5), устанавливаем, что в обеих частях (5.5.7) имеет 
место знак равенства. Отсюда следует, что линейная система 
\G'\ при ограничении на D' имеет неподвижную компоненту 

Y ; )E: j -D' . 

IV' 

Так как о'*( —ATy)~D' + ^ 8|E^ и моноидальные преобра-
зования делаются только в особых точках D£\ — Kv\, то 
S|=2,Vf, следовательно, D имеет не более чем изолирован­
ные двойные точки. 

Если | — Kv\ и никакая линейная система —собственный 
прообраз ее на i-том шаге раздутия не содержит базисных 
кривых, то все раздуваемые точки являются особыми для об­
щей поверхности системы. Следовательно, у) = 0, vi. и при 
1ф\ линейная система \G'\ имеет на D' неподвижную компо­
ненту кратности 2, что противоречит лемме 5.2). 

Если на каком-то i-том шаге, скажем, на первом |—-Kv\ 
имеет базисную кривую X, тогда предыдущие рассуждения 
не проходят, если только раздуваемая точка xQXcV являет­
ся переменной (квадратичной) особой точкой для поверхностей 
из |— Kv\- Покажем, что этого не может быть. 

Пусть a1:Vi {to}1/—раздутие точки x, Е1 = а-1(х), Н* = 
= а*(Н) и #-—//* —2E1. Тогда точная последовательность 
0->H°(6Vt(H*-2El))~+I-I0(GVl(H*-E1))-±H(>(6El(H*-El)) 

показывает, что: 
а) либо k°(GVl(H*-2Ei))<h°(0vi(H*-El))^h%Gv(-I<v))-2--

в этом случае поверхности из | — Kv\, имеющие особенности 
в некоторых точках на X, в пространстве параметров линей­
ной системы | — Kv\ составляют замкнутое подмножество 

85 



коразмерности > 1 и, следовательно, общая поверхность из 
\~Kv- неособа вдоль X; 

б) либо ha{QVl(H*-2El))<h\OvXH*~E,) = h\Qv{~Kv))-\, 
YxQX; в этом случае поверхности из ] — АГт-' | касаются 
вдоль X. 

В последнем случае линейная система | G' | на D' содержит 
кратную неподвижную компоненту (прообраз X), что также 
противоречит лемме 5.2. Тем самым, предложение 5.1 доказано, 
в случае г = 1. Ш 

Аналогичное доказательство (с упрощениями) проходит 
и в случае г > 2 . Пусть W обозначает образ рационального 
отображения у#g-.V->WаРй[т^1, ЬЩЖ\ — некоторый эффек­
тивный дивизор. 

5.6. Лемма. dlmW>2, т.е. \Ш\ не составлена из пучка. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное. Тогда 

| H | — |D0-l-/n.E|, где D0 — неподвижная компонента, 
пъ = A0(Ov (Я)) — 1 и пучок | £ | определяет рациональное ото­
бражение *:К->Р-. Согласно (4.5, И), т--——^———Я3 + 
+ 4 > 2 . Отсюда Яз— {r + l£+2) r{r + f){r + 2)<m при 
г > 2 . Используя соотношение Я3 = (Я -т2Е2-\- тЕ • D0 + Я . Д ) , 
обильность Оу{Щ и отсутствие неподвижных компонент в |Я | , 
доказываем, как и в случае г — 1, что (Я-E2) — О. Так как 
Н связно, то (F/-E.D0)>1 и (Я2-£)-)>-• Стало быть, 
m.>//3>/n-T-l. Противоречие. 

5.7. Лемма. При г > 2 линейная система \Ж\ не может 
иметь базисных кривых и более чем одна неподвижных ком­
понент. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По доказанному выше (г =1) общая 
поверхность E6| — Kv\ неособа и, следовательно, является 
поверхностью типа КЗ. Предположим, что \Ж\ имеет базисную 
кривую. Тогда из того, что последовательность 

Я° (Оу (Я)) {to} Я0 (OF (Я)) {to} 0 
точна (см. 4.5,0, следует, что \QF{H)\ на F имеет базисные 
точки, что противоречит (2.6, v), если только \Ор(Н)\ не имеет 
неподвижных компонент. 

Так как пучок OF{H) обилен на F, то, согласно 2.9, непод­
вижная компонента может быть только в случае, когда 
.\GF(N)\ — \Z-\-mE\, m>3, Z — неподвижная кривая, E —слой 
эллиптического пучка, (Z-E)=l. В таком случае, либо \Ж\ 
содержит неподвижную компоненту, либо базисную кривую Z. 
Последнее исключается. Действительно, в противном случае, 
опять же, согласно 2.9, ограничение \—Kv\ на F имеет вид 
\Z-\-wJE'\, где т ' > 3 и E' —слой некоторого эллиптического 
пучка на F, (E'-Z) = \. Следовательно, rZ-\-rtnE~Z-\-m'E'. 
Пересекая с Е', получаем противоречие. Ш 
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5.8. Лемма. Предположим, что \Ж\ имеет только изолиро­
ванные базисные точки и Н 3 <8 , тогда общая поверхность 
из \Ж\ неособа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если изолированная базисная точка 
jcfrV является особой для всех Н£\Ж\ кратности v, то Я 3 > 
>v~>8. В 

5.9. Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 5.1 (случай 
г>2). Общий элемент Н^\Ж\ имеет вид D0 + D, где /J0— не­
подвижная часть, a D — неприводимый приведенный дивизор, 
пересекающий DQ no кривой и имеющий особые точки только 
в базисном множестве линейной системы | D \, Kv rD0 — rD. 
Разрешим с помощью моноидальных преобразований точки не­
определенности ]D|. Пусть a:V->V — это разрешение. Имеем: 

о* (D) = б + {sum} i»Eh Л° (Оу Ф)) = h° (-V (H)) = 
* - 1 

^-—±i||———№+i + 1, 

- К> - rD + 2 И - - 8«) E* + г** (D0) 
i - 1 

/ C - y = - D f ( r - 1 ) D + S (г/1£ — 8,)^ + го*ф0) | , 

чгде /.-.•>&., если центр г-того раздутия--кривая. Пусть 
E = (D-a*(D0 + D)) и 0 = ( 5 . 5 + 2 8 * £ г ) . тогда O - r E + ^ - j . 
•Используя теорему об обращении в нуль [46], как в случае 
г = 1, для системы \rF\ получаем неравенства: 

(г + 1)(г + 2) ,H3.+ i<A-(g>g(D))= ( ^ b " - + l - g , (5-9.1) 

здесь pg—0, поскольку, как легко проверить, K,j<0. Отсюд 
выводим неравенство: 

< l - . 7 - . - J . (5.9.2) 
Подставляя в (5.9.2) выражение для о* (# ) - a* (D0 + D) и соби­
рая'подобные члены, получаем: 

N 
(г -1) (г-2) 

12 
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о*(Я)-5.Л + 28(£*] + 

l-.7-.-J


+ '(r + 1 } j f + 2) (--*(Я)22^/ + о*(А))+ (5.9.3) 

+ --------̂ ---̂  
Так же, как и в случае г — \, доказывается положитель­

ность левой части (5.9.3). Поэтому q=Q и DQ = 0. Последнее 
следует из того, что 

(о* (Я) • D • cr* (D0)) - (Я • D • D0) > 1 
из-за связности Я . 
. Так как D0 — 0, то по лемме 5.7 \Н\ может иметь только 
изолированные базисные точки. Тогда по лемме 5.8 можно 
считать, что Я 3 > 8 . Пусть d - = Я 3 > 0 , Д = 3 + d - h° (Ov (Я)), 
g определяется из соотношения 2g —2-=(АГ1/+2Я)-Я2=--
- - ( 2 - r ) № , т . е . g--=i2-r)

2
d + 2. Зная размерность кЦОу{Н)) 

(см. 4.5 И), легко проверить, что Д < £ при d=>H3>2. Отсут­
ствие базисных точек в | Ж | следует в таком случае из тео­
ремы 4.1 в [36]. Следовательно, по теореме Бертини общая 
поверхность в \Ж\ неособа. Ш 

§ 6. Базисные точки в. линейной системе \Ж\ 

Пусть V —многообразие Фано индекса г>\ и X&lzV — 
такой обратимый пучок, что Жг^Жух. В предыдущем пара­
графе было показано, что линейная система | Ж | содержит 
гладкую поверхность. Отсюда немедленно следует, что она 
не имеет неподвижных компонент. Исследуем вопрос о базис­
ных точках. 

6.1. П р е д л о ж е н и е . Линейная система | 3 ^ | на много­
образии Фано V не имеет базисных точек, кроме следующих 
двух случаев: 

а) r -=2 , //3----1; \Ж\ имеет единственную базисную точку;. 
б) г = 1; существуют такие'гладкие неприводимые кривые 

Z и Е на гладкой поверхности Я б | ^ | . что Z — кривая рода О,. 
Е — слой эллиптического пучка | E | на Я , (.Z.E) — 1 и Жн = 
= 0H{Z-{-mE), где т>3-целое число; | 5^ | имеет единствен­
ную базисную кривую Z и не имеет других базисных точек.. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как hl(Ov)~0, то последова­
тельность 

Я° (О v (Я)) {to} Я" {Он (Я)) {to} О 
точна. Поэтому каждая базисная кривая в \Ж\ является не­
подвижной компонентой системы | Он (Я) | на Я и, обратно,, 
каждая неподвижная компонента в \Он(Н)\ является базисной. 
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кривой линейной системы \Ж\. Если в \Ж\ нет базисных кри­
вых, то базисные точки линейной системы | Ж \ и только они 
являются базисными точками линейной системы \Жн\. 

Пусть сначала г > 2 . Тогда по (4.6, i) //—поверхность. 
Дель Пеццо и, согласно (2.2, i), | Жн | не имеет неподвижных. 
компонент и только в одном единственном случае г— 2, 
(Кн-Хн) = \ она имеет одну базисную точку. Следовательно,. 
эта точка и только она является базисной точкой \Ж\, что-
дает случай а). 

Пусть г = 1, тогда / / — поверхность КЗ, (2.2,11), и пучок 
Жн обилен на Н. Согласно (2.9, i), линейная система | Жн | не 
имеет базисных точек. Она может иметь неподвижные компонен­
ты только, если Жн~Оц(£-^-тЕ), где Z и Е такие же, как 
и в 6). Следовательно в этом случае | Ж | имеет единственную 
базисную кривую Z и не имеет других базисных точек,. 
поскольку их не имеет линейная система | тЕ | на Н. Ш 

6.2. Лемма. В случае б) предложения (6,1) т не может 
быть больше 4. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть в (6.1,6) Яб|Ж| — гладкая 
поверхность (типа КЪ), тогда (Z.Z)#—— 2, Н3=2т — 2: 
и d im |^ | = m + 1 (см. (4.2, Ц)). Отображение ф^:1/->Рт+1 

не определено ТОЛЬКО В Z И его образом является некоторая 
поверхность W, degW — m. Действительно, ограничение Ф ^ 
на Н является морфизмом, определяемым обратимым пучком 
Он {тЕ). Линейная система | тЕ | составлена из эллиптического-
пучка | Е \ и отображает Н на нормальную рациональную кри­
вую степени т в Рт. Но эта кривая есть не что иное, как: 

гиперплоское сечение W = y^(V) гиперплоскостью в Р'"+-<-
соответствующей дивизору Н. 

Пусть о:1/'->-V — раздутие кривой Z, Z' = с-1 {Z) — вклеенная 
линейчатая поверхность. Обозначим через S' исключительную 
кривую — сечение рациональной линейчатой поверхности Zr-+Z 
и через Е' — ее. слой. Пусть Н' и Е'— собственные прообразы 
Н и Е, ф' = Ф,^-". 

Легко проверяются следующие утверждения: 
1) y':V'-+W является морфизмом. 
2) -Kv~H'. 
3) Общий слой морфизма Ф' является геометрически непри­

водимой гладкой эллиптической кривой. 
4) Пусть Ж2 —нормальный пучок на Z в V, тогда имеет 

место точная последовательность 

O_>0z(--2){to}.7Fz{to}(5z(m-2)-^O (6.2.1) 

и существуют только следующие возможности: 
jrz^Oz{dl)®Oz{d2), - 2 < d ! < d 2 , ^ + ^ - о т - 4 . (6.2.2> 
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5) W — либо гладкая линейчатая поверхность, либо конус 
лад нормальной рациональной кривой степени т. Ограничение 
.q/ на Z' является бирациональным морфизмом ф'|Z': Z'{to} W, 
переводящим слои линейчатой поверхности Z'-*-Z в прямые на 
W. Если поверхность W неособа, то y'\Z'— изоморфизм, в про­
тивном случае y'\Zr стягивает исключительное сечение 5' в 
вершину конуса W. 

6) Z'^P(J-z)^Fn, n = d2-du 

где F„ — обозначает стандартную рациональную линейчатую 
поверхность с квадратом исключительного сечения, равным—я; 
W—Fmr, r==di+2 (см. обозначения на стр. 73). 

7) Пусть F — слой линейчатой поверхности (или конуса) IV, 
•S — исключительное сечение (или вершина конуса). Пусть У— 
-—ф'-1 (—)» тогда У —неприводимая поверхность на V', содер­
жащая пучок неприводимых (возможно особых) эллиптических 
кривых, сечением которого является кривая 5' — исключитель­
ная кривая поверхности Z'. Более того, YTIZ — 5' и У неособа 
в окрестности кривой S'. 

Исходя из этих утверждений, закончим доказательство лем­
мы следующим образом. По формуле присоединения вычислен 
канонический (дуализирующий) обратимый пучок на ловерх-
лости У, определенной в 7): 

.^K,~tV( — (d2+2)E'), 
где E' —слой эллиптического пучка на V. Так как m>3, 
•di + d2 = w —4 и di<d2, то hQ{Xy)>Q> и, следовательно, 
А°(УСу) = 0 и по двойственности h2(Oy) — 0. Из того, что на 
Y' существует линейный пучок кривых рода 1, следует, что 
.hl(pY-)<\. 

С другой стороны, из точной последовательности 
0-+Ov (—Y')-+Gv ->0r-{to}O 

получаем, что h> (Оу>) = fi2(Ov (—К')) — hl(Qv (Yr—Н')) (послед­
нее равенство—двойственность Серра). Обозначим через 
X' —прообраз на V прямой на W. Тогда имеем 

Qv (У'-Н')^бу. (-(d2 + 2)X0- (6.2.3) 
Из точной последовательности 

0-+Ov(-{d2 + 2)X')-*Ov'-+Oldri.i)X.+0 
получаем, что h> (Or (—• d2 + 2)X/) = ^2 + l. Так как A-((VX1, 
т>3 и di + d2 = m — 4, di<d2> то из предыдущих рассмотре­
ний видно, что возможны только два случая: т — 3, dx= — \, 
,rf2 = 0, Z—F1 и m —4, dl = d2 = Q, Z— F0.H 

6.3, Теорема . Существуют многообразия Фано типа 
(6.2,6) с /ге —3 и 4. Если т = 3, то всякое такое многообразие 
является образом при раздутии гладкой кривой рода 1 Е—слоя 
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рационального отображения ф^ : \ / ->Р 2 многообразия V типа 
(6.2, а). Если /тг —4, то V^^X?, где F — поверхность 
Дель Пеццо с {KF-KF)~\. 

З а м е ч а н и я , (i) Существование многообразий Фано типа 
(6.2, а) доказано в теореме (1.1, гл. И.) 

(И) В работе [6], 3.3 ошибочно пропущен случай т = 4. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим сначала случай -%-=3. 

Пусть V — многообразие Фано типа (6.2, а), Е — гладкая эл­
липтическая кривая —слой отображения ф,-%?: Va {to} Р2 и cr:1/{to} 
{to}V — раздутие кривой E. Тогда V — гладкое многообразие. 
Пусть У = сг1(£), тогда 

-Kv~o*(-Kva)~r~2o*(Ha)-Y, 
где Н£\Жа\ и Ж2

а^CfC-1. Поверхность На можно выбрать 
гладкой (см. 5.1) и содержащей слой Е, тогда (Е-Е)н — l. 
ЕСЛИ ЖЕ — нормальный пучок на £ в Vа, то он представляется 
в виде расширения 

О {to} 0 £ (1) {to} .Жя {to} 0я (l) {to} О, 
которое, как легко видеть, распадается в прямую сумму 

Следовательно, F—P (Jr^—^XE. где ЖЕ — пучок, двойствен­
ный к ЖЕ. 

Линейная система \о*На\ имеет, очевидно, единственную 
базисную кривую Z — d~xty), где vQVa — базисная точка линей­
ной системы \Жа\. B точной последовательности 

0 {to} Я° (Ov (о*Н — Y)) {to} Я° (Ov (a*rl)) {to} Я- (Оу (а*Н)) 
последняя стрелка — эпиморфизм и размерность последнего 
пространства равна 1, так как \о*Н\ высекает на У только 
кривую Z, являющуюся слоем проекции P'XE{to}£ и не варьиру­
ющуюся в линейной системе, поскольку Е — эллиптическая 
кривая. Отсюда следует, что поверхность а~1(Н)—У высекает 
на У некоторый слой проекции У->Р'. Действительно, 
УП(сг'(#)—У) численно эквивалентно циклу вида E + aZ. Но 

(E + aZ .E+aZ) r =- (a*#— У)2-У=--0, 
согласно формулам (3.14.2). Отсюда а = 0. 

Покажем теперь, что линейная система |—Kv\ имеет един­
ственную базисную кривую Z- Для этого заметим, что эта си­
стема высекает на У кривые, численно эквивалентные циклу 
вида E + pZ. Число р находим из условия 

(E + pZ.£ + pZ) y = (2а*Я— У)2У=2. 
Отсюда p = L Очевидно, что линейная система | E + Z ] на У 
имеет единственную неподвижную компоненту Z. Следователь-
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но, является единственной базисной кривой линейной системы 
| - A V | . 

Для доказательства обильности Ov{—Kv) достаточно (по 
численному критерию обильности) проверить, что (—KvZ)>0. 
Прямое вычисление дает. 

{—Kv'Z) = (2a*#—Y-Z) = 1. 
Стало быть, V —многообразие Фано. В силу предложения 6.1,. 
оно имеет тип (6,1.6) и т = 3, так —Kv3~4 — 2m—2. Это дока­
зывает первое утверждение теоремы в случае m = 3. 

Докажем теперь второе утверждение в этом же случае. Вос­
пользуемся обозначениями из доказательства леммы 6.2. Пока­
жем, что поверхность y'czV' удовлетворяет условию стягивае­
мости на неособую кривую. Пусть Jfs'—нормальный пучок на 
5 ' в V, тогда он представляется в виде расширения 

О {to} Os- {to} JVS- {to} Os- ( — 1 ) -> О, 
которое, очевидно, распадается в прямую сумму JV's' — Os1® 
®Qs>{—\). Имеем: hu{JTs<) = \ и hl (JVS') = 0. Следовательно,. 
по общей теории деформации [37] на V существует однопара-
метрическое семейство деформаций кривой S' и база этого 
семейства иеособа в точке, соответствующей S'. Более того, 
поскольку слагаемое Os1 в -JV'S' является нормальным пучком 
на 5 ' в У, то все деформации кривой S' принадлежат У и, 
в силу тривиальности нормального пучка, не пересекаются 
между собой. Отсюда следует, что У —линейчатая поверхность 
с гладкой одномерной базой, скажем, E, т. е. существует 
морфизм a:Y'{to}E. Кроме того, эллиптический пучок на У оп­
ределяет морфизм p:K'{to}P1. Следовательно, определен морфизм. 
aXpiY ' -^EXP 1 - Tai< как слой морфизма а пересекает слой 
морфизма р в одной точке и слои морфизмов а и р неприво-
цимы, то а Х р — изоморфизм. Отсюда E —гладкая эллиптичес­
кая кривая. 

Так как второе слагаемое пучка Ж5- имеет вид 0S'(— 1), 
го линейчатая поверхность Y'{to}E удовлетворяет условию 
:тягиваемости на неособую кривую, изоморфную Е. 

Заметим теперь, что из того, что У C\Z' = S', следует,. 
что морфизм a:V'-*-V стягивания Z' сохраняет структуру ли­
нейчатой поверхности на К = сг(К'). При этом численное усло­
вие стягиваемости У, по-прежнему, выполняется: a(S') — Z и 
( Z . r ) = - 1 , (Z.H) = m —2 = 1, так как m = 3. 

Пусть т:V-+V —стягивание (в категории' алгебраических 
пространств [2]) на гладкое пространство Vа, %(Y) = E — глад­
кая эллиптическая кривая на Vа. Покажем, что антиканоничес-
кий обратимый пучок £№~1 обилен на Vа. Для первых классов 
Чженя имеем: 

i*Ci(V) = c1(Va), 
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поскольку t —бирациоиальный морфизм, отсюда 

и по известным формулам поведения канонических классов 
при моноидальиых преобразованиях [12] 

x*(—Kva)~H + Y. 
Согласно численному критерию обильности, нам надо пока­

зать, ЧТО ( — Kv„-C)yO для любой неприводимой кривой CcVa. 
Для этого достаточно проверить, что 

(t*(—/Ci/a)-t*C) = (tf + F.T;*C)>0. 
Если С=£Е, то цикл х*С численно эквивалентен кривой 

•Co + vZ, v>0, где С0 —собственный прообраз кривой С. Имеем: 
(Я + Y•t*C)=(Я + r.Co + vZ) = (Я•Co) + (K.C•-) + v(Я + E•Z)>0, 
так как (Я + К.г) — 0, (Я.С0)>0, в силу обильности Ov{H) 
и (К.С-)>0, поскольку СОФУ. Если С — E, то (Н + У-х*Е)=2. 
Тем самым обильность пучка Жу1 доказана. 

Покажем теперь, что индекс Vа равен 2. Для этого заметим, 
что —tfye~f„(.fiQ.—тЛЯ —У) (так как ~г̂ (Г)--=0) и Я - Г ~ 
~2Х = 2o(X') (см. обозначения в доказательстве леммы 6.2). 
Следовательно, —Kv делится на 2. С другой стороны, 
_/(^--=г*(-.Т-,а)- = (Я + П3 = 8 по формулам (3.14.2). Стало 
быть, индекс Va равен 2 и Vа — многообразие Фано типа (6.1, а). 
Ясно также, что кривая Е является слоем рационального 
отображения ср^ . 

<аъ а. 
Теперь рассмотрим случай т = 4. Здесь Z'~F0 = P1XP1, 

W=F0,2— поверхность степени 4 в Р6 и SczW — сечение 
с (S.S) = 0, так- что поверхность У варьируется в пучке \У'\ 
на V (в обозначениях 6.2) и Я'—'Y'+2X '. Для нормального 
пучка JTs- имеет место разложение: 

Отсюда так же, как и в случае т=3, выводим, что f - ^ f X P 1 , 
где E —эллиптическая кривая, варьирующаяся -в пучке \Е\Х, 
при вариации Уб| К'б| Y'\. Если Х — а(Х'), где a:V{to}V — стяги­
вание Z1, то по формуле присоединения 

-KX^X-Y, 
где Y—a(Y')~Y'. Отсюда следует, что X—поверхность Дель 
Пеццо с (Кх-Кх) = \. Так как У-Г 7 и Y'—EXP1 для любого 
K'6|Y'| и соответствующей эллиптической кривой Е, то F----EXP1 

и V-XXP 1 . Теорема 6.3 полностью доказана. 
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Глава II 

СПЕЦИАЛЬНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ ФАНО 

§ 1. Многообразия индекса г>2. 

1.1 Т е о р е м а . Пусть V — многообразие Фано индекса г > 2 
и #?6ГicV —такой обратимый пучок, что МТ^Щ}1, Нъ\Ж\~ 
гладкая поверхность, й--Нъ и ср̂ « : V"->PdImlf%'' —отображение^ 
определяемое Ж. Тогда: 

(i) если г > 3 , то при 
г = 4 : ф„.:1/-5Р3 —изоморфизм; 
г — 3: Ф^:1/ - ->\ /2—Р 4 —изоморфизм на гладкую квадрику V* 

в Р4; 
(ii) если /• = 2, то многообразия V существуют только для-

l < d < 7 и при d > 3 морфизм 9^?:l/--?\/dcP"-+1 является вло­
жением на проективно нормальное («арифметически Коэна — Ма-
колея») многообразие Vй степени d в Р-4'1, являющееся при d > 4 
пересечением квадрик, его содержащих; обратно, всякое глад­
кое проективно нормальное и не лежащее ни в какой гипер­
плоскости трехмерное многообразие Vd в P-m , 3 < d < 8 , . 
является многообразием Фано, которое имеет индекс 2, кроме 
случая d = 8, где г = 4 и V8 — образ Веронезе Р3 в Р9; 

(iii) если г = 2 и 3<d<7 , то при 
d=7: V7 является проекцией многообразия Веронезе V8crP9' 

из некоторой своей ТОЧКИ; 
d = 6 : Ve-^P'XP'XP1, вложенное в Р7 по Сегре; 
d=5 : V5 в Р6 единственно с точностью до .проективной экви­

валентности и может быть реализовано одним из следующих 
двух способов: 

а) как бирациональный образ гладкой квадрики IFczP4 при 
отображении линейной системой \(?w{2)—Г| квадрик, прохо­
дящих через пространственную кубическую кривую У; 

б) как сечение грассманиана G(l, 4) прямых в Р4 общим 
линейным подпространством коразмерности 3; 

d = 4 : V4 — любое гладкое пересечение двух квадрик в Р5; 
d=S:V3~любая гладкая кубическая гиперповерхность в Р4;, 
d=2:q>'V->P3 — двойное накрытие с гладкой поверхно­

стью ветвления L>4 степени 4 и всякое такое накрытие являет­
ся многообразием Фано с г = 2 и d — 2; оно может быть реа­
лизовано также 

а) как гладкая гиперповерхность степени 4 во взвешенном 
проективном пространстве Р (x 0 , . . . , x4), где x4 имеет вес 2, а 
все остальные Xi — вес 1; 
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d-=1 :y-.V->P2 — рациональное отображение с одной един­
ственной точкой неопределенности и с неприводимыми эллип­
тическими слоями; V может быть реализовано также одним на­
следующих двух способов: 

а) как двойное накрытие ф ^ - Г . ^ - ^ ^ с г Р 6 , 
где W — конус над поверхностью Веронезе Ft в Р5, c гладким 
дивизором ветвления D {subset} \V, высекаемым на W кубической ги­
перповерхностью, не проходящей через вершину; обратно всякое 
такое накрытие является многообразием Фано индекса 2 с d = l; 

б) как любая гладкая гиперповерхность степени 6 во взве­
шенном проективном пространстве Р(лг0, •••> x4), где xi, i— 
= 0, 1,2, имеют вес 1, x3 — вес 2, a x4 — вес 3. 

1.2. Д о к а з а т е л ь с т в о l.l, i. Утверждение об ограничен­
ности индекса уже было доказано в (4.7, i; гл. I). Утверждения 
о вложениях — очевидные следствия теоремы Римана — Роха,. 
предложения (6.1; гл. I) и леммы (3.1; гл. I). 

1.3. Д о к а з а т е л ь с т в о 1.1, ii. Утверждение о вложении 
есть следствие (6.1; гл. I) и (4.9; гл. I). Утверждения о проек­
тивной нормальности и о пересечении квадрик содержатся в 
(3.8; гл. I). Обратно, если V=Vd — гладкое трехмерное много­
образие степени d > 3 в Pd+1, не лежащее в гиперплоскости, то 
его гладкое гиперплоское сечение Я является рациональной 
поверхностью (см. [15]). Поэтому, используя точную последо­
вательность 

0->Я° (Ov (от —1))->#° (Оу (т))-*Н° (Он (т))-> ... 
и теорему Кодаиры об обращении в нуль, легко показать по 
индукции, что ат— эпиморфизм для любого целого числа т>0. 
Отсюда следует, что если многообразие V—проективно нор­
мально, то и Я в Pd проективно нормально. Следовательно (см, 
2.2; гл. I), Я — поверхность Дель Пеццо и d<9. По теореме 
Лефшеца имеет место естественное вложение PicV{subset}Pic#. От­
сюда, по формуле присоединения, получаем Ху_;—OV(2), т- е-
V — многообразие Фано индекса 2 или 4. Из (1.1, i) следует, 
что индекс может быть отличен от 2, только если d = 8, r = 4 и 
Vs — образ Веронезе Р3 в Р9. 

Для доказательства (1.1, ii) нам осталось показать, что не 
существует многообразий Фано Va индекса 2 в Рй+1 с d = 8 и 9. 

Рассмотрим сначала случай d = 9. Пусть Я — гладкое гипер-
плоское сечение V. Тогда Я — поверхность Дель Пеццо степени 
9 в Р9, т. е. образ Вероаезе плоскости Р2 при вложении полной 
линейной системой кубических кривых. Можно считать, что 
& = С— поле комплексных чисел. По теореме Лефшеца сущест­
вует эпиморфизм 

Я 2 (Я, Z) X Я 2 (V, Z) -> 0, (1.3.1) 
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тде i : # - > V — естественное вложение. Так как Н%(Н, Z)-==-Z и 
гкЯ-(\/ , Z)-^-0, то ^—изоморфизм. По двойственности, 
Л 2 (1 / , Z)^H2(H, Z); отсюда, согласно (4.10; гл. I), Р1сУ----Р1сЯ 
при естественном ограничении. Но это невозможно, поскольку 
Pic V порождается пучком Ж, а ограничение Шн пучка Ж на 
Н делится в Pic Я на 3. Это противоречие показывает, что не 
существует многообразий Фаио индекса 2 и степени 9. 

Пусть теперь d=8 . Для гиперплоского сечения Я здесь 
имеются две возможности (см. 2,2; гл. I): 

а) Я — образ Р 'ХР 1 при антиканоническом вложении; 
б) Я— образ стандартной рациональной линейчатой поверх­

ности F. при антиканоническом вложении. 
Так как PicV—#2(V, Z) и Ж — примитивный (т. е. недели­

мый) элемент в группе PicV, поскольку индекс V равен 2, то 
по двойственности Пуанкаре существует такой элемент 
Ze#2(V, Z), что (H-Z) = 1. Из (1.3.1) видно, что цикл Z можно 
выбрать на гиперплоском сечении Я. Так как поверхность Я 
рациональна, то любой цикл из Я2(Я, Z) гомологичен некото­
рому дивизору. Можно считать, следовательно, что Z— дивизор 
на Я. В случае а) мы, таким образом, сразу получаем проти­
воречие, поскольку любой дивизор на ЯсгР8 имеет четную 
степень. 

B случае б) на #с=Р8 лежит одна и только одна прямая — 
образ исключительной кривой на F.. Покажем, что на У в этом 
•случае должна лежать плоскость, заметаемая прямыми. Пусть 
.X — Hif\H2 — гладкое пересечение двух гиперплоских сечений 
Я[ и Я2, тогда X— неприводимая гладкая кривая рода 1. По­
верхности Hi и Я2 порождают пучок гиперплоских сечений с 
базисным множеством X, который определяет рациональное 
•отображение ijKV-s-P1, не определенное только в X. Каждый 
неособый слой этого отображения содержит одну прямую. Эти 
трямые заметают некоторую' линейчатую поверхность на V. 
1усть PczV — ее замыкание. Кривая X не лежит на Р, иначе 
>на была бы сечением рациональной линейчатой поверхности, 
гто невозможно, поскольку род X равен 1. Следовательно, пе­
ресечение -РПЯ состоит только из прямой Z и, стало быть, 
degP = l,r. е. Р — плоскость. 

Так как прямая Z лежит на Р, то ее нормальный пучок JVZ 
в V представляется в виде расширения 

O{to}6>z(l){to}.Ĵ {to}02(—1){to}O, 

которое, очевидно, распадается в прямую сумму JVZ = OZ(\)® 
®Oz( — l). Второе слагаемое —это ограничение' на Z нормаль­
ного пучка к Р в V. Следовательно, плоскость Р удовлетво­
ряет условию стягиваемости в неособую точку. Стягивание Р 
задается обратимым пучком Оу{Н-\-Р). Действительно, так как 
е>я(# + Р ) - 0 р ( 1 ) ® 0 / - ( - 1 ) - 0 р и hx(pv(#))-0 (по 4.5; гл. 1), 
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то имеет место точная последовательность 
0->#° ((V (Н))-+НЦОу (Н+ Р))->//° (0р)->0, 

которая показывает, что пучок OvP(H-\-P) определяет бира-
циональный морфизм, стягивающий Р в неособую точку. Легко 
проверяется, что 1//----ф|Я+Р|(1/)~-гладкое многообразие степе­
ни 9 в Р10 и 

%(Kv) = Kv>. 
Отсюда 

т. е. Ov< ( — Kv)—Oy (2). Следовательно, V — многообразие 
Фано индекса г = 2 ИЛИ 4. Так как — К%, = 23.9, то г = 2 . Но 
выше уже было показано, что таких многообразий не сущест­
вует, следовательно, не существует и многообразий Фано 
индекса г —2 и d==8. 

1.4. Д о к а з а т е л ь с т в о 1.1, ш: случай d—7. В этом слу­
чае гладкое гиперплоское сечение V является поверхностью 
Дель Пеццо Н степени 7. Согласно (2.3; гл. I), любая такая 
поверхность является образом плоскости Р2 при рациональном 
отображении линейной системой кубик, проходящих через 2 
различные точки. На .поверхности И лежат три прямые Z0, Z\, 
-Z2, составляющие следующую конфигурацию: 

Среди них прямая Z0 выделяется тем, что она пересекает обе 
оставшиеся прямые, в то время как каждая из Z\, Z2 пересе­
кает только Z0. Как и в доказательстве 1.1, ii (см. 1.3), пока­
зывается, что при варьировании Н в некотором достаточно об­
щем пучке прямая Z- заметает плоскость PczV, причем Р стя­
гивается в неособую точку с 'помощью бирациональног" 
морфизма 

q>]H+Pl:V^V'czP9, 
где V —многообразие Фано степени 8. 

Из доказательства (1. 1, ii) видно, что V может быть 
только образом Веронезе Р3. Отображение, обратное к ф|Я4-Р1> 
является проекцией из некоторой точки V. Достаточно, 
следовательно, доказать, что образом такой проекции является 
гладкое и проективно нормальное многообразие V. Тогда по 
(1.1, ii) будет многообразием Фано индекса 2 и, очевидно, 
степени d—7. Покажем это. 
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Пусть e:V-*V' — моноидальное преобразование с центром 
в точке vQV многообразия Веронезе степени 8 в Р9, Р — сГ1^). 
Тогда проекция %v из точки v определяет морфизм 

cp|a*tf._p|:V{to}P8 . 

Так как (а*Н' —-Р)3-=8—-1=7, согласно формулам (3.14.1; гл.1), 
то Фю*я'-р| — бирациональный морфизм на некоторое много­
образие V степени 7. Отображение <?\а*н'-р\ задается ПОЛНОЙ 
линейной системой, так что V линейно нормально в Р8 и так 
же, как и в 1.3, легко показывается, что, в действительности,. 
V проективно нормально, а следовательно, и нормально в Р8.. 
Так как при раздутии точки 

Kv~a*Kv+W, 
то Оу ( — — Ку\—Оу (а*Н'— Р). Достаточно показать, следо­
вательно, что пучок Оу-(о*Н'~Р) обилен. При линейной про­
екции из точки, могут стягиваться только прямые на V, 
проходящие через точку v. Но на V прямых нет, так как 
класс гиперплоского сечения в Pic.I/' делится на 2. Тем самым,. 
бирациональный морфизм ^\а»н'-р\ ничего не стягивает и 
поскольку V нормально, то у\в*н'-р\ — изоморфизм. Это дока­
зывает (1.1, iii) случай d=7 . 

1.5. Д о к а з а т е л ь с т в о (1.1, Ш): случай d—6. 
Гладкое гиперплоское сечение Н многообразия Фаио V 

степени 6 в Р7 является поверхностью Дель Пеццо степени 6. 
На Н лежат прямые (см. 2.3; гл. I), следовательно, они лежат 
и на V. Как будет показано в (1.3; гл. Ш), для общей прямой 
ZcV ее нормальный пучок Jfz имеет вид 0Z®OZ. Согласно. 
(1.3, п; гл. III), существует гладкое гиперплоское сечение Н, 
проходящее через прямую Z. 

Пусть a:Vr->V — раздутие Z, Z' = a~l (Z) — линейчатая по­
верхность, изоморфная F0-—Р1ХР1. И* = а* (Н), Я ' = а-1 (Я) — 
— Z'. Тогда справедливы следующие, легко проверяемые,, 
утверждения: 

1) Линейная система \Н'\ на V не имеет базисных точек: 
и неподвижных компонент. 

2) Морфизм ywf-V'-+у\н'\{У') бирационален и dig-yiff'̂ V7) —-•••• 
Если тс-:V{to}P6 — проекция из прямой Z, то <?\H'\--=KZ°O. 

3) Морфизм <р|Я'| |Z/:2'{to}<p|^'|(Z')cP3 является изоморфиз­
мом на гладкую квадрику Q в Р3. 

4) Пусть Eel/—-линейчатая поверхность, заметаемая пря­
мыми, пересекающими прямую Z (см. Г4; гл. III), и Е' — соб­
ственный прообраз поверхности E на V. Тогда Е' состоит 
из двух непересекающихся неприводимых компонент Е[ и Е'2, 
морфизм ф|Я'||У — E':V' — E'-+W — ч\нч(Е'), где W=.<piffi(V') 
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является изоморфизмом и cpw-| стягивает Е' на две непересе­
кающиеся прямые Y\,Y% в W. 

Докажем утверждение 4). Для этого заметим, что через 
общую точку vGV проходят три прямые- В самом деле, общая 
касательная гиперплоскость в точке о на V высекает поверх­
ность Дель Пеццо #„ степени 6 с двойной точкой v, содержа­
щей все прямые на V, проходящие через v. Рассматривая Hv 
как образ при раздутии точек х1, х2, хъ на Р2 с антиканониче­
ским отображением, видим, что в этом случае все три точки 
Х\, Х2, х3 лежат на одной прямой, которая стягивается в особую 
точку v; три вклеенные прямые — образы раздутых точек — и 
только они лежат па Hv и проходят через v. 

Стало быть, в силу общности выбора прямой Z, через 
общую точку vQZaV проходят еще две прямые, лежащие 
на V. С другой стороны, на неособой поверхности Н, содер­
жащей Z, две из шести прямых пересекают Z. Следовательно, 
если У = Е' ПZ '~ as•-]-(3/, где s —класс стандартного сечения 
и / — класс слоя линейчатой поверхности Z', то а = 2 и 
(F'.X')z'—2, где X' = H'f)Z'~s + f. Отсюда р-=0. 

Очевидно, что проекция %z ИЗ прямой Z стягивает поверх­
ность E. При этом две прямые, проходящие через v, проекти­
руются в разные точки, если только они вместе с прямой Z 
не лежат в одной плоскости P2czP7. Но три прямые не могут 
лежать в одной плоскости, так как V является пересечением 
квадрик, его содержащих (см. 1.1, и). Следовательно, У 
не может быть удвоенным сечением s (иначе qj|.v-| было бы не 
определено в У), а состоит из двух непересекающихся сече­
ний Уг и Уг Отсюда следует, что Е' состоит из двух непере­
секающихся неприводимых компонент Е\ и Е'г Ясно, что образы 
Е[ и Eg на W совпадают с образами Y\ и У2 и являются, 
следовательно, прямыми Y\C.W и Y^aW. 

Пусть С с V — неприводимая кривая, которая при проекции 
ir~:V{to}W стягивается в точку. Тогда она вместе с прямой Z 
лежит в одной плоскости. Поскольку V является пересечением 
квадрик, его содержащих, то С может быть только прямой, 
пересекающей Z. 

Таким образом, бирациональный морфизм Ф|Я,,| V' — E'-.V — 
— E'->W — (Г. (JY2) ничего не стягивает. Далее, так как W 
удовлетворяет, очевидно, условию degW — c o d i m ^ + l , то оно 
проективно нормально (3.10; гл. I), следовательно, нормально 
в Рб, поэтому ф | /Г[ | V — E' — изоморфизм. 

5) Многообразие WczP5 неособо и является образом Р 'Х 
ХР2 при вложении Сегре. 

Докажем это. Так как degl^=codimlV+l, то, согласно (3.11; 
гл. I), W—либо такое, как в 5), либо конус над гладкой по­
верхностью _F3c:P4, либо конус над нормальной рациональной 
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кривой С3с=Р3. Нам надо исключить две последние возможно-
сти. Предположим, что W — конус, тогда из 3) следует, что его 
вершина должна лежать на квадрике QczW. Но легко видеть, 
что на конусе W нет гладких квадрик, содержащих вершину | 
(нульмерную или одномерную). Это противоречие доказывает j 
утверждение 5). > 

6) Существует изоморфизм V—Р-ХР1ХР1 и Ж^р\Ор1(\)® 1 
®p*0P. (1)®р*0Р. (1), где pi — i-тая проекция, i ==1,2,3. \ 

Действительно, отождествим W с Р'ХР2. Тогда Q отождест- \ 
вится с Р'ХР1 при некотором линейном вложении второго MHO- i 
жителя Р1 в Р2 и Уь У2 отождествятся с прообразами некоторых [ 
двух точек уи Z/2.-P1 при проекции Р^Р ' -^Р 1 на второй мно­
житель. Бирациональное преобразование, обратное к проекции | 
т • V-+W, строится очевидным образом: раздуваются прямые i 
У1 и Уг и стягивается собственный прообраз квадрики Q-—Р'Х \ 
ХР1. Эти преобразования согласованы с проекцией Р'ХР'-^Р1 •] 
на первый множитель и перестраивают слой Р2 в Р'ХР1. \ 

Имеем I 
^^P.xP'-pt0-?1 (^)®PpPi (2)®p*0P. (2). 

Отсюда получаем требуемое выражение для пучка Ж- Следо­
вательно, 1/'----Р1ХР1ХР1 и вложение cjwl/{to}P8 совпадает 
с вложением Сегре. 

1.6. Д о к а з а т е л ь с т в о (LI, iii): случай d = 5 . Этот 
случай во многом аналогичен рассмотренному в 1.5 случаю [ 
d=-6. В тех же обозначениях имеют место утверждения, ана- | 
логичные 1) —3), где y{H,{(y') = W~ квадрика в Р4. Следующие 
утверждения несколько отличаются от соответствующих | 
утверждений для случая d = 6 и мы приведем их с полными I 
формулировками. 

4) В обозначениях (1.5, 4) поверхность Е' иеприводима, I 
морфизм | 

4m\V'-E>:V'-E<-»W-4m{E') j 
является изоморфизмом и стягивает Е' на гладкую рациональ j 
ную кривую VcQ степени 3, где Q==ср|Я-|(Z')—• гладкая квад , 
рика в Р3. ' 

Действительно, точно так же, как и в (1.5, 4), показывает­
ся, что почти через каждую точку vQZaV проходят, кроме 
Z, еще две прямые, лежащие на У и не лежащие вместе с Z 
в одной плоскости Р2сР3. На поверхности Дель Пеццо Н сте­
пени 5 каждую прямую пересекают еще три прямые. Отсюда 
мы выводим,, что У — E'n.Z'~2s + / на Z'. Ясно, что 
Ср|Я,|(-')-=ср|Л'|(У). и пусть У = ср|Я'|(У0- Тогда Г - Г , YcQ и 
кривая рода нуль и степени 3. Такая кривая особа тогда— 
только тогда, когда она приводима. Покажем, что кривая Y 
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неприводима и, следовательно, неособа. Для этого заметим, 
что морфизм ф|Я'| пропускается через моноидальное преобразо­
вание ar'V'-^-V: 

V'Xv" 
<Р|Я'| 1 \°Y 

Предположим, что кривая Y приводима (и, следовательно, 
особа), тогда многообразие V" содержит особые точки, оста­
ваясь нормальным. Пусть y&YcW —-особая точка, тогда слой 
Т[я.|(1/)-=(Р°сгг)~1(У) приводим. Но это противоречит тому, что 
проекция -т.- стягивает в точку y$W только одну прямую, а 
cpi//{cdot}l|Z':Z'{to}Q является изоморфизмом. Следовательно, Y — 
гладкая кривая и ^н^-.У —>W — моноидальное преобразование 
с центром в Y. Это доказывает 4). 

5) Квадрика W не может быть конусом. 
Это немедленно следует из только что проведенных рассуж­

дений в 4). 
6) Обратное отображение W-+V задается линейной систе­

мой \Ow(2) — Y\, состоящей из всех сечений W квадриками, 
содержащими кривую F. 

Действительно, dim) CV(2) —Y] = 6, и если cy:V"-+W — раз­
дутие Y, то отображение 4\QW{2)-Y\ , поднятое на V", является 
бирациональным морфизмом •<p":V"->V, образом которого яв­
ляется многообразие V степени 5 в Ра . Отображение y\Q W-YI 
стягивает прямые на W, пересекающие Y в двух точках, и 
только их. Такие прямые заметают двумерную неособую квад­
рику QczW — единственное гиперплоское сечение, содержащее Y. 
Собственный прообраз Z" на V" поверхности Q является неосо-
бой линейчатой поверхностью, удовлетворяющей условию стя­
гиваемости, и 9":V"->-V —морфизм на гладкое многообразие 
Фано индекса 2, стягивающий Z" на некоторую прямую Z. 

7) Все многообразия Фано индекса 2 и степени 5 в Р6 про-
ективно эквивалентны. 

Это следует из утверждения 6) и того факта, что группе 
PGL(5) автоморфизмов Р4 транзитивно действует на множеств.; 
пар (W, У), где W — гладкая квадрика, а YczW — нормальна? 
рациональная кривая степени 3 (см. [6], 6.5). 

Хорошо известно (см., например, [16]), ЧТО общее сечение 
грассманиана G(l,4) прямых в Р4 линейным подпространством 
коразмерности 3 является многообразием Фано с г = 2 и d = 5. 
Из 7) следует, что любое многообразие Фано с этими парамет­
рами получается таким способом. Случай d = 5 ПОЛНОСТЬЮ 
разобран. 

1.7 С л е д с т в и е . PicV=--Z и порожден <JV ( l ) . 
Это вытекает из (1.6, 7) и теорема Лефшеца. 
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1.8 Д о к а з а т е л ь с т в о (1.1, iii): случаи d = 4 и 3. Утвер­
ждения в обоих случаях немедленно следуют из (1.1, и) . При 
d — 4 нужно отметить только, ЧТО V, являясь пересечением квад­
рик, его содержащих, и имея степень 4 и коразмерность 2, 
является на самом деле полным пересечением двух независимых 
квадрик. Обратные утверждения — следствия формул для кано­
нических классов полных пересечений. 

1.9 Д о к а з а т е л ь с т в о (1.1, iii): случаи d = 2 и 1. Случай 
d = 2 элементарен. Действительно, морфизм 

имеет степень d=-=2. Двулистное накрытие неособо тогда и 
только тогда, когда неособ дивизор ветвления /ЗсР 3 . Этот 
дивизор находится из формулы 

2 Я ~ -KV=*<?M(-KP*)-J<?*X(D). 

Отсюда следует, что V тогда и только тогда является много­
образием Фано с /'=2 и d=2, когда D —гладкая квартика в Р3. 

Представление V в виде гиперповерхности степени 4 во 
взвешенном проективном пространстве также очевидно- В дей­
ствительности, легко показать, что любое циклическое накры­
тие степени т. проективного пространства Р,г с ветвлением в 
дивизоре D c r P n реализуется как гиперповерхность степени 
degD во взвешенном проективном пространстве размерности 
п + 1 , где одна координата имеет вес — degD, а остальные — 
вес 1. 

В случае d = l нетривиальным является только представле­
ние V в виде а). (Представление в виде б) доказывается так 
же, как и в случае соответствующей 'поверхности Дель Пеццо 
Ч&\Ж\ (2.2, v; гл. I). Рассмотрим случай а). 

Заметим, прежде всего, что линейная система | Ж21 — | Wv1 • 
яе имеет базисных точек и неподвижных компонент. Действи­
тельно, пусть Н^\Ж\ — гладкая поверхность, тогда имеет мес­
то следующая точная последовательность 

Я° (О,/ (2Я)) -> Я- (Он (2Я)) -> 0. 
Согласно (2.2, V; гл. I), линейная система [2Я |я = | — 2Кн\ не 
имеет базисных точек и неподвижных компонент, отсюда сле­
дует требуемый результат. 

В силу (4.9; гл. I), deg-"w_i = 1 или 2. Ограничение ф«—1 
на Н имеет степень 2, следовательно, dig Ф-̂ —i = 2. Пусть 
W'-=q>w-i(V), тогда WaP6 — многообразие степени 4. Поверх­
ность Я является прообразом прямой при рациональном отоб­
ражении (f-.V-^P2 и ее образом на W является квадратичный 
конус (см. 2.2; гл. 1). Отсюда легко следует, что W — конус 
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над поверхностью Веронезе E4 в Ps. Утверждение о дивизоре 
ветвления также следует из (2.2, V; гл. 1). Обратное утверж­
дение о том, что всякое двойное накрытие W указанного типа 
является многообразием Фано с г = 2 и d—1, выводится из 
•формулы поведения канонического класса при двойном накры­
тии. 

1.10. С л е д с т в и е . Если V — многообразие Фано с г = 2 и 
d=\ или 2, то PicV-^-Z и порожден пучком Ж. 

Это вытекает из представления V в виде гиперповерхности 
во взвешенном проективном пространстве и из аналога теоремы 
Лефшеца о группе Pic для полных пересечений размерности 
> 3 во взвешенных пространствах (Долгачев И. В., Weighted 
projective varieties, препринт). 

§ 2. Гиперэллиптические многообразия 

2.1, О п р е д е л ение . Многообразие Фано V будем назы­
вать гиперэллиптическим, если антиканоническое отображение 
<р„„_- является морфизмом и degqv--i--=2. 

ог у My 
Из теоремы \.\ следует, что среди многообразий индекса 

•г>2 существует только один тип гиперэллиптических многооб­
разий— это многообразия с г = 2 и d—\ (.см. 1,9). Поэтому в 
дальнейшем мы будем предполагать, что т (V) = 1. 

2.2. Т е о р е м а . Пусть V — гиперэллиптическое многообра­
зие Фано (г — 1) и 9«?:K{to}WrcP-r+1 —соответствующий мор-
•физм степени 2, где Ж — СКуХ и g —род V. Тогда многообра­
зие W неособо и V однозначно определяется парой (W, D), 
где D с W — дивизор ветвления морфизма Ф„,. Пара (W, D) при­
надлежит одному из следующих семейств (и если D — гладкий 
дивизор, то для каждой такой пары существует многообразие 
•Фано V): 

(i) W—Р3, D — гладкая гиперповерхность степени 6; в этом 
•случае V реализуется так же, как гладкая гиперповерхность 
.степени 6 во взвешенном проективном пространстве P(xo> •• 
. . . , х4), где degxi=l, t — 0, . . . , 3, degx4=3; 

(ii) W= 1̂ 2 — гладкая квадрика в Р4 и D = WznVit где V4— 
квартика в Р4; в этом случае V реализуется так же, как глад­
кое полное пересечение квадратичного конуса и гиперповерхно­
сти степени 4: 

F2(xo х4) = 0> von 
F4(x0 x5)=0 [ ' 

во взвешенном проективном пространстве Р {хй x6), где 
•deg Xi.= l, i = 0 4, degxB —2; 
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(Ш) в обозначениях (3.9; гл. I) Wr = P(g) —рационально ли­
нейчатое многообразие с вложением 

причем имеют место только следующие случаи: d-— d2 — d3 — 11 
I ^ ~ p i x P 2 с вложением Сегре, De|4M —2LJ, где Ow (M)— 
~р]0Р>(1)®РрР*(1), Ow{L)^p\0^(\); d1 - 2, d 2 - -=d 3 =-; 
WaP6, degW-=4, De|4M|; di-=d2-=d3-=2; W^PlXP'2 « 
вложение в Р8 задается обратимым пучком M^p\0Pi (2)® 
®p\Ov>(\), DQ\ p*20?>. (4) |, многообразие V в этом случае есть 
произведение Р1ХН, где Я —гладкая поверхность Дель Пец-
цо с {Кн-Ки) = 2 (см. 2.2, iv; гл. I). 

2.3. Н а ч а л о д о к а з а т е л ь с т в а теоремы 2.2. Дока­
жем сначала гладкость W. Из обильности Ж следует, что-
Ф«в:V{to}W —-конечный морфизм, в частности, каждый его слой 
нульмерен. Предположим, что wQW — особая точка, тогда так 
как V неособо, то существует только одна точка v£V такая,. 
что q>gg(v) — w. Поскольку мы предположили, что W особо, то, 
согласно (3.11); гл. I). оно может быть только конусом с нуль­
мерной или одномерной вершиной. Рассмотрим сначала случай, 
когда W — конус с вершиной w. Из (3.11; гл. I) следует, что 
основанием конуса в этом случае является либо неособая ра­
циональная линейчатая поверхность, либо поверхность Вероиезе 
в Р5. Если основание является линейчатой поверхностью, то мы 
можем выбрать две плоскости Ри P2czW, каждая из которых 
содержит вершину w. Ясно, что Рх и Р2 не пересекаются вне w^ 

Пусть Q- и Q2 —замыкания подмножеств ф--А (Pi —• w). 
и ^r^£(Pi — w) на V. Тогда поверхности Qi и Q2 пересекаются 
только в одной точке vQV, что невозможно на гладком трех­
мерном многообразии. 

Если основание конуса W есть поверхность Веронезе, 
го в этом случае индекс V равен 2 (см. 1.9). 

Рассмотрим теперь случай, когда W—-конус над нормальной? 
рациональной кривой с одномерной вершиной Z. Здесь мы тоже 
можем выбрать гиперплоское сечение E, содержащее вершину Z 
и проектирующееся из нее в /г—deg W—кратную точку осно­
вания. Пусть Н— Z'' = у-^(Е — Z), <p^(Z')=Z. Тогда поверх­
ность H — Z', а следовательно, и ее замыкание Н является 
я-кратной. Стало быть, многообразие V должно иметь индекс 
п=deglJ7>l, что противоречит условию. Таким образом,, 
W неособо, и поскольку оно удовлетворяет условию degW— 
-=codiralF+l, то, по (3.11; гл. I), оно может быть проективным 
пространством Р3, квадрикой в Р4 или рационально линейчатым 
многообразием. 
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Покажем теперь, что V однозначно определяется парой 
(W, D). Для этого нужно вычислить H2(W—D, Z). Нам удобнее-
работать с /-адическими когомологиями. Пусть U = W—D, тогда 
достаточно показать, что Hl(U, |i2) — Z/2Z, где ц.2 — 2-адическая 
локальная система корней степени 2 из 1. Заметим, что из глад­
кости D в нашем случае следует его неприводимость. Действи­
тельно, если W—Р3 или 1V2, то это очевидно. Если W — рацио­
нально линейчатое многообразие, то W-+-P1 — локально три­
виальное расслоение со слоем Р2 и Picl-i7--Z©'Z (см. 3.12; гл. I). 
Ниже мы покажем, что D не состоит только из слоев, поэтому 
любые две компоненты D (если он приводим) имеют непустое 
пересечение в каком-нибудь слое. Это противоречит глад­
кости D. 

Из неприводимости D следует, что H°(U, Oy)^k* и точная. 
последовательность Куммера 

1 {to}Я- (U, 0*)/tf° (U, GIY-+W (U, l»2){to}PicsU{to}0, 
где Pic2UcPicU —подгруппа периода 2,- дает изоморфизм 

H-(U, ^«PiCaU , 
Поскольку существует, по крайней мере, одно накрытие 
cp-i(U){to}U, то #*(U, ^)Ф0. С другой стороны, PicU— 
— PicW7Zev(D) не может иметь подгруппу периода 2, кроме... 
как Z/2Z, поскольку PicVt^-i-Z или Z©Z. Следовательно,. 
№ ( i / . h ) - - Z / 2 Z . 

Утверждения (i) и (ii) в 2.2 очевидны и -мы не будем на них 
останавливаться. 

2.4. Д о к а з а т е л ь с т в о 2.2, Ш, Вычислим канонический 
класс Kv через дивизор ветвления: 

Kv = 4?a(Kw + jD). (2.4.1). 

Из (3.12, ii; гл. I) получаем: 

i^—-3M + [2d/-2JL. (2.4.2). 
Отсюда находим: 

E ) ~ 4 M - 2 ( d 1 + d2 + d3 -2 )L , (2.4.3) 
где DcW — дивизор ветвления морфизма ср^. Так как W не­
особо, то d 3 > 0 (см. 3.10; гл. I). Рассмотрим сначала случай, 
когда d . - - d 2 = d3. Тогда 

Из (2.4.3) получаем: 
De|4M + (4-2d1)L| . 
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I 
Поскольку D — эффективный дивизор, то 4—2di>0, и так как 
di>0, то имеются только две возможности: di---1, di = 2. Обе 
эти возможности реализуются. Действительно, если d1 = l или 
2, то, как легко .видеть, линейная система |4М+(4—2d1)L| не 
имеет базисных точек и неподвижных компонент и не составле­
на из пучка. Следовательно, по теореме Бартини .почти все ди­
визоры D из этой линейной системы являются гладкими и не­
приводимыми. Так как 0W(D) делится на 2 в Pic 1F, то сущест­
вует гладкое двойное накрытие V-+W с ветвлением в D. Ясно, 
что V — гиперэллиптическое многообразие Фано. 

Рассмотрим теперь случай di>d3- Воспользуемся предложе­
нием (3.13; гл. I). Так как дивизор D должен быть гладким, 
то, как было показано выше, он должен быть и неприводимым. 
Следовательно, линейная система |4/И—2(d1-j-d2 + d3~~2)L| 
не должна иметь неподвижных компонент, в частности, поверх­
ность Yds (в обозначениях 3.13; гл. I) не может быть неподвиж­
ной компонентой. Аналогично, дивизор D, ввиду гладкости, 
не может содержать Yd, с кратностью q>2. Полагая в нера-

з 
венстве (3.13.1; гл. I) а — 4, b = 4 —2{sum}d„ c—di и q=\, 
а также c = d3 и q = 2, получаем, что линейная система 
4 M —2(2 —^•.djJLI, содержащая гладкий дивизор D, удов­
летворяет системе неравенств: 

d1 + d3<2 + d2. di + 2d2<4+d3 . (2A.4) 
Легко найти все решения (2.4.4), удовлетворяющие условию 
d{>d2>d3. Их всего три: (1, 1, 1), (2, 1, 1) и (2, 2, 2). Среди 
лих только (2,1,1) удовлетворяет условию di>d3. Очевидно, 
что 4М—4L делится на 2. Осталось только показать, что линей-
лая система \АМ—4L|, (di=2, d2 = d3 = 1), содержит гладкий 
цивязор. 

Рассмотрим пучок М®Х~Х. Имеем: 
/ , (j?®-ie- i).=Opt(i) ©Ср.©©?.. 

Следовательно, пучок М®Ёг1 порождается своими сечениями 
и определяет морфизм Ф^^гр-^^^Р3» стягивающий поверх­
ность Yd2—Pl X P1 на некоторую прямую в Р3. Отсюда по тео­
реме Бертини следует, что линейная система |4M-—4L| содер­
жит гладкие неприводимые дивизоры. 

Отметим, что ср „ , (D) является гладкой поверхностью 
степени 4, стало быть, пучок ц>*„„ (МФХ'1) определяет морфизм 
V{to}P3, имеющий степень 2 в общей точке и ветвление в квар-
тике ср м^д>-\ (Щ- Иначе говоря, V изоморфно многообразию с 
г = 2 и d==2 с раздутой прямой. Ш 
106 



2.5. С л е д с т в и е . Если V — гиперэллиптическое многооб­
разие индекса 1, то PicV----Z тогда и только тогда, когда №-~--Р3 

или Wz, В противном случае PicV----Z©Z. 

§ 3. Тригональные многообразия 

3.1. О п р е д е л е н и е . Пусть V=V2g~2CzPs+l— многообра­
зие Фано с антиканоничееким вложением. Многообразие V 
будем называть тригональным, если оно содержит гладкую 
тригональную (т. е. содержащую линейный ряд gV размерности 
1 и степени 3) каноническую кривую — сечение X. 

3.2. Л е м м а . На тригональном многообразии V с g > 4 
каждая гладкая каноническая кривая — сечение тригональна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно (1-3; гл. IV). V не являет­
ся пересечением квадрик, его содержащих. Следовательно (см. 
3-8; гл. I), каждая каноническая кривая — сечение X не являет­
ся пересечением квадрик. Случай, когда X изоморфно ПЛОСКОЙ 
кривой степени 5, будет исключен в (1.3; гл. IV). Стало быть, 
ло теореме (3.7; гл. I), остается единственная возможность: 
X — тригональная кривая. 

3.3 П р е д л о ж е н и е . Пусть y-=V2g-2c:Pfi+1 —тригональ-
ное многообразие и g>5. Обозначим через W замкнутую под­
схему в Р.-"1"1, являющуюся пересечением всех квадрик, содержа­
щих W. Тогда W=Wg-2 — неособое рационально линейчатое 
многообразие в Pg+1 размерности 4 (см. определение 3.10, гл. I). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ps~l— достаточно общее ли­
нейное подпространство в P«+I такое, что X=V0Ps~1— гладкая 
кривая. Так как по 3.2 X — тригональная кривая, то квадрики, 
через нее проходящие, высекают (см. 3.7; гл. I) в Р8'1 рацио­
нальную неособую линейчатую поверхность F = Wf\P8~l степени 
g—2. Следовательно, существует неприводимая и приведенная 
компонента W0 схемы W, содержащая V и такая, что uimW° = 
=4, degWQ=g—2, т. е. deg№-codim№°+l. Согласно (3.10; 
гл. I), всякое такое многообразие высекается квадриками. Хо­
рошо известно (см., например, [21]), что через гладкую линей­
чатую поверхность F в Р8~х проходит-^ (g—2) (g—3) линейно 
независимых квадрик. Это следует из проективной нормально­
сти поверхности F (3.10; гл. I) и теоремы Римана — Роха. 
В силу леммы (3.4; гл. I), столько же их проходит и через W°, 
а стало быть, и через W. Так как W°cW, то отсюда следует 
совпадение W° = W. 

Покажем, что W неособо. Предположим, что w&W — особая 
точка. Используя теорему Бертини, легко показать, что через 
w можно провести линейное подпространство Ре~х так, чтобы 
кривая X=VflP--'~1 была неособа. Тогда, с одной стороны, по 
теореме (3.7; гл. I) поверхность F=W(\Ps~'[ должна быть не-



особой, с другой — F особа, поскольку Р̂ ""1 проходит через осо­
бую точку W. Это противоречие доказывает гладкость W. 

Таким образом (см. 3.9; гл. I), существуют такие целые 
d->d 2 >d3>^4>0, что W = ФЖ(Р(Щ. где 8=Ot»(dl),®... 
... ®Gp\ (dA) я М — обратимый пучок Гротендика на Р($). Ш 

3.4. Теорема. Тригональные многообразия Фано Т^-г с 
.§">5 существуют только для следующих значений инвариантов: 

п" 

1 

2 

3 

dl 

1 

2 

2 

d, 

1 

i 

2 

d, 
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1 

2 

dt 

1 

1 

2 

.? 

6 

7 

10 

VcP'XP3; К: /..Р. + ^ О . - О , где 
(h> ti)—однородные координаты 
P \ a F3, 03—кубические формы 
в P3 

V—раздутие плоской кубической 
• кривой на гладкой кубике в Р-

У = Р1Х-Г-'. где ЯсР3—гладкая ку­
бическая поверхность 

Замечание . В случаях g —3 и 4 любая непшерэллипти-
ческая кривая тригональна. Соответствующие многообразия Фа­
но— это квартана в Р4 (g = 3) и полное пересечение квадрики 
и кубики в РБ (g-4) (см. 1Л; гл. IV). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По (3.12, И; гл. I) имеем: 

^ = - 4 М - 2 - 2 ^ V 
и по условию: 

KV = V-M. 
По формуле присоединения: 

Kv = V-(V + Kw). 

Отсюда I/~3M+(2-{sum}d.)L на W. 
В обозначениях (3,13; гл. I) неприводимость и гладкость 

1/6 
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З.М +[2—2-*<]-- влекут следующие два условия: 



Y'а, не содержится в V с кратностью <7>1; 
Yd, не содержится в V c кратностью <у>2. 

Согласно предложению (3.13; гл. I), это приводит к следующей 
системе неравенств: 

2d2 + 2 — d 1 ~ d 3 - d 4 > 0 , 
d 4 + 2 - d 2 - d 3 > 0 . ' " 

Все решения системы (3.4.1) с условием d1> . . . >d4>0 выпи­
саны в следующей таблице: 

л» 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

<*i 

1 
2 
2 
2 
3 
4 

d-

1 
1 
2 
2 
2 
2 

.... 

1 
1 
2 
1 
1 
1 

dt 

1 
1 
2 
1 
1 
1 

Покажем, что первые три случая из (3.4.2) действительно 
реализуются, т. е. существует гладкое V с такими значениями 
параметров, а в случаях 4, 5 и 6 многообразие V всегда имеет 
особые точки. 

Случаи 1 и 3. Здесь W-:P-xP8- J^p*C>p.(l) ®p*20p,(1) 
в случае 1 и J£-^p*0pl (2) ®p*e>ps(l) в случае 3. Пусть M 0 -
класс дивизоров, соответствующий пучку p*0p, (1). Тогда 

V 6 | 3 M - 2 1 | = |3M0 + L| в случае 1, 
1/6|3M—6L|-]3M0 | в случае 3. 

В каждом из этих случаев соответствующая линейная систем г 
не имеет, очевидно, базисных точек и неподвижных компонен1 

•и существование гладкого дивизора V следует из теоремы Бер 
тини. Впрочем, в этом можно убедиться и непосредственно, на­
писав общее уравнение для V в Р-ХР3. Оно имеет вид, указан­
ный в формулировке теоремы (случаи 1 и 3). Отсюда видно, в 
частности, что многообразие V рационально. 

Случай 2. Пусть Мй — М®Х~1 и M--класс дивизоров, 
соответствующий М0. Тогда I/6|3M0]. Пусть f:P($)=W-* 
{to}P1 —естественный морфизм,тогда Д.Л£0 —g<8>0pi(— 1). Отсю­
да видно, что Л0 порождается своими сечениями и определяет 
бирациональный морфизм 
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являющийся раздутием плоскости Р2 = ср (Р(0р1©б'р1©0р1))сР* 
(см. 3.10; гл. I). Линейная система |3M0j является прообразом) 
линейной системы кубик |0Р«(3)| в Р4. Следовательно, Ф^ |l/'•-
:l/-~>•l'//—раздутие гладкой плоской кубической кривой 
G = T / /nP2 на гладкой трехмерной кубике V'cP 4 . Тем самым; 
доказана реализуемость случая 2. 

Случаи 4, 5 и 6. Здесь d3--=d4=1 и каждый дивизор 

ve 
4 

3M+ 2-2-*/ U 
i = l 

содержит квадрику Yd, = P(0Pi(l)® 
®Opi(\))cW с кратностью Г Действительно, полагая в фор­
муле (3.13, 1; гл. l) c = d3, .7=1, а = 3, dz = di----\ и 

Ь= 2 — ̂  d; 1> получаем неравенство 3—-d^—d3<0> которое 
выполняется во всех случаях 4 — 6. С другой стороны, если в 
тех же условиях q — 2, то неравенство (3.13.1; гл. I) не вы­
полняется. 

Нетрудно вычислить- размерность dim 3M + [2-2d)jL 
убедиться в том, что в случаях 4, 5 и 6 она больше нуля. 

Покажем теперь, что V не может быть неособым. По тео­
реме Лефшеца вложение i:V->W индуцирует изоморфизм 
i*:Pic W-5Pic V. Поэтому в качестве образующих PicV можно 
взять i*M и i*%. Так как V неособо, то существуют такие 
целые числа а и [3, что 

Ограничим это соотношение на слой L: 
Ydu-L~3aM2-L 

и пересечем с M, получим равенство 1=3а, которое невоз­
можно при целом а. Следовательно, V имеет особые точки и 
Yda не является дивизором Картье на V. Теорема полностью 
доказана. 

3.5. Следствие. Каждое тригональное многообразие Фа-
но содержит пучок кубических поверхностей — ограничение на 
Vпучка \L\ на W; PicV--Z ©Z. 

3.6. Замечание . Метод доказательства теоремы 3.4 при­
меним также и к тригональным многообразиям, допускающим 
изолированные двойные особые точки. Простые вычисления по­
казывают, что род таких многообразий ограничен: g'<10. Это' 
согласуется с результатами Фано [33]. 
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Глава III 
СЕМЕЙСТВА ПРЯМЫХ И КОНИК НА МНОГООБРАЗИЯХ ФАНО. 

§ 1. Прямые на многообразиях индекса г —2. 

\Л. Определение . Пусть V — многообразие Фано индекса 
г > 1 и #[?—Ov(H) — такой обратимый пучок, что Жт^9Су1- Кри­
вую ZcV будем называть прямой, если (Z-H)=\. 

Если 9^,:l/->Pdiml^l —вложение, то <р̂ 1Z) — обычная прямая. 
в pdiml{cdot}-̂ l; это служит оправдание определения 1.1. 

Существование прямых использовалось в главе 11 при опи­
сании многообразий Фано индекса 2. Геометрия семейств пря­
мых и коник на многообразиях Фано индекса 1 будет сущест­
венным образом использоваться в главе IV. 

Согласно общей теории схем Гильберта [37], семейство пря­
мых на V, если ОНО не пусто, параметризовано некоторой 
проективной схемой Г — Г(У) (Это схема Гильберта замкнутых 
подсхем в V с многочленом р(п) = n+1) . В случае, когда 
9«f;V'{to}PdIni',^?' — вложение, Г является замкнутой подсхемой 
грассманиана прямых в pdlml^l. 

1.2 Обозначим через S = S (V) семейство прямых на V и пусть 

S{to}l/ 
4 О-2-1)' 
г 

— диаграмма естественных морфизмов, тогда тс:5->Г—-локально 
тривиальное расслоение на прямые над Г. Пусть R — R(V) — образ 
р (S) семейства S на V. Прямую на V и соответствующий ей 
слой в S будем обозначать одной и той же буквой Z. Через 
Jfz\v обозначим нормальный пучок на Z в V, а через Jfz\s — 
нормальный пучок на Z в S. Так как -::S{to}Г — локально три 
виальное расслоение, то JVZ\s — тривиальный пучок ранга, рав 
ного размерности касательного пространства Зарисского соот­
ветствующей точки y = n(Z). 

1.3. П р е д л о ж е н и е . Пусть V — многообразие Фано индекса 
г —2. Тогда 

(i) на V существует прямая; 
(И) если d—// 3 >3, то для нормального пучка JVZ\v имеются 

только две возможности: 
а) jrz,v^Oz®Oz, 
б) Jrzlv^Oz(~l)®Oz(l); {L6A)' 
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(iii) если d>3 , то каждая неприводимая компонента Г° схе­
мы Г является гладкой проективной поверхностью; 

(iv) пусть d>3 и 5°->Г° — семейство над неприводимой ком­
понентой Г°, тогда 

а) либо /?:S0{to}r° сюръективное отображение; в этом случае 
для почти всех точек убГ° нормальный пучок соответствующей 
прямой имеет тип (1.3.1, а), и если d e g p > 1 и D°cS° —подмно­
жество тех точек из S0, где р не является этальным, 
то существует такая замкнутая кривая С0сТо, что D0—тг-(С°) 
и JfZ\v имеет тип (1.3.1, б) для Z такой, что K(Z)QC°; 

б) либо /?(So)-—/^о—плоскость на V; в этом случае S-==P2 

и для любой прямой ZczR^aV нормальный пучок имеет тип 
(1.3.1, б). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (i) Существование прямой на V сле­
дует из того, что она существует на гладкой поверхности 
Hf.\3^\, являющейся поверхностью Дель Пеццо (см. 4.6; гл. 1 
и 2,3; гл. 1). Впрочем, в этом можно убедиться и непосредствен­
но, проектируя V с Н — й, 2<d<7,'Ha Vr c Н'г = й—\ из неко­

торой достаточно общей точки v&V и используя тот факт, что 
на гладком V нет плоскостей (если d<7) (ем. 1.4, i). Следова­
тельно, через точку и на V проходят прямые, которые при про­
екции стягиваются в особые точки на V', лежащие на плоско­
сти — образе точки v. 

(ii) Покажем, прежде всего, что при d > 3 через любую пря­
мую ZczV можно провести гладкую поверхность НЧ.\Ш\. 
Используя теорему Бертини, достаточно показать, что поверх­
ности из линейной системы \Н—Z не имеют переменных осо-
-бых точек вдоль Z. Согласно (1.1, и; гл. II), V^VdczPd+1-
Пусть oSZczVc--—произвольная точка, тогда каждое гиперплос­
кое сечение И, имеющее в v особенность, содержит и касатель­
ное трехмерное пространство к V в точке v. Отсюда следует, 
что гиперплоские сечения, имеющие особые точки на Z, обра­
зуют подмногообразие коразмерности > 3 в пространстве пара­
метров линейной системы \Ж\, а гиперплоские сечения, содер­
жащие Z — линейное подпространство коразмерности 2. Это 
доказывает существование гладкой поверхности Н£\3в\, содер­
жащей Z. 

Пусть / / — такая поверхность, тогда JVZ/V представляется 
в виде расширения 

0{to}^(-l){to}^z/y{to}6z(l){to}0, (1.3.2) 
где e>z(—1) — нормальный пучок на Z в Н и 0z( —1) — огра­
ничение нормального пучка JfH\v на Z. Из (1.3.2) видно, что 
максимальный подпучок в J^z/v—это либо Oz, что дает слу­
чай а), либо Oz (—1), что дает случай б). 

З а м е ч а н и е . Утверждение (ii) остается верным и в слу­
чае d-=2, если ТОЛЬКО прямая Z не лежит на дивизоре 
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ветвления D двойного накрытия <p^:V->Р3. Если ZczD, то 
JVZ\V~OZ(—2)®QZ{2) и почти все поверхности из \H — Z\ 
содержат три переменные двойные точки на Z. При d=--1, 
кроме случаев а) и б), возможны еще случаи 

в) JVZJV^OZ(-2)®OZ(2), 

г) ^z/v,-=-e>z(—3)©e>z(3). {[-6А> 
(Ш) Утверждение следует из инфинитезимальной теории 

деформации (см. [37]), поскольку (1.3.2) показывает, что 
ho(jrZjV)^2 и А-(Ж-,у)-=0.. 

(iv) Очевидно, что dimp(S°)>2. Если dim/?(5°) = 2 , то 
i?0-—p(S0)—поверхность в V, содержащая двумерное семей­
ство прямых. Стало быть, R0 — плоскость. Так как JVZIR° — 
—0.-(l), то JVziv— Oz(l)®Oz( — 1), т. е. имеет место случай б). 

Пусть теперь dimp(S0)-=3, тогда p(S°) = V и морфизм 
p:Sn-+V конечен в общей точке, т . е . через почти .каждую 
точку vQV проходит конечное число прямых. Следовательно, 
в окрестности общей точки достаточно общей прямой ZczS0 

морфизм р этален (так ка char£=-0). Поэтому ограничение 
дифференциала dp на нормальный пучок 

dp:JfZ\so->Jfz\v 

Oz®Oz 
не имеет ядра в общей точке такой прямой Z, Отсюда сле­
дует, что Jfziv—Oz®Oz, так как не существует ненулевого 
гомоморфизма пучка Oz в пучок Oz{ — Vj. Следовательно, для 
достаточно общей прямой ZaV морфизм 

dp:JVz/s°^-JVziv 
является изоморфизмом. Более того, dp не является изомор­
физмом для тех и только тех прямых ZczS0, для которых 
^ziv—Oz(—1)®Oz(l), причем в этом случае dp имеет, по 
крайней мере, одномерное ядро. Следовательно, дивизор 
ветвления D0aS0 (в случае degp>1) составлен из слоев 
морфизма i-:S°~>r°. Тем самым, имеет место случай а). Пред­
ложение 1.3 доказано. 

1.4. П р е д л о ж е н и е , (i) Многообразие Фано V индекса 
2 не содержит плоскостей при d < 7 и содержит единственную 
плоскость при d—7. 

(ii) Через каждую точку v&V проходит, по крайней мере, 
одна прямая. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (i) Для K d < 5 это следует из того, 
что PicV—Z-# (см. 1.7; гл. II, 1.10; гл. II) (для d = 3 и 4 по 
теореме Лефшеца). Б случаях d — б и 7 — из явного описания 
соответствующих многообразий (см. 1.4; гл. П, 1.5; гл. II). 
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(ii) Утверждение очевидно в случае d = 7: через любую точ­
ку uGV, не лежащую в плоскости PczV, проходит одна единст­
венная прямая (см. 1.4; гл. II). При K d < 6 это следует из-
1.4, i, 1.3, i и 1.3, iv. 

1.5 З а м е ч а н и е . В случаях d — З и 4 поверхность Г -пря­
мых на V хорошо изучена (см. [17, 22] для d==3 и ,|Т45, 48] для 
d = 4 ) . B случае d—З — это гладкая неприводимая поверхность 
Фано прямых на трехмерной кубике, многообразие Альбанезе 
которой изоморфно промежуточному якобиану J(V). B случае 
d=4 поверхность Г также неприводима, изоморфна якобиану 
кривой рода 2 и промежуточному якобиану /(V). 

При d = l и 2 инварианты поверхности прямых Г на V не­
известны. 

Описание поверхностей прямых в случаях d = 5, 6 и 7 со­
ставляет содержание следующего предложения. 

1.6. П р е д л о ж е н и е , (i) В случае d = 5 поверхность пря­
мых Г на V изоморфна Р2. 

(ii) В случае d — Q поверхность Г является несвязным объе­
динением трех поверхностей ri-^-P'xP1 , t = l, 2, 3, каждое иа 
семейств Si изоморфно V----PlxP1XP1 и морфизм к совпадает 
с i-той проекцией Р ^ Р ' Х Р ' - . - Р ' Х Р 1 . 

(iii) В случае d—7 поверхность Г состоит из двух компонент 
Го, Гь каждая из которых изоморфна Р2. Если S- и Si— соот­
ветствующие семейства, то p(So)—Ro — плоскость на V, а 
р : Si {to} У— изоморфизм. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (i) Покажем, прежде всего, что се­
мейство прямых {Z\ZcV, Zr\Zo=/=0}, пересекающих любук> 
заданную прямую Z0, параметризуется гладкой неприводимой 
рациональной кривой Y0. Если Ж2(р/у—Ог,®Ог„, то ЭТО было 
доказано (1.6; гл. П). Согласно (1.3.1), остается рассмотреть 
еще случай, когда jrzjV~GZll(— l)e© z(l) . 

Пусть Е0 — линейчатая поверхность на V, заметаемая пря­
мыми, пересекающими Z0, и а: V {to} V — раздутие Z0. ПОЛОЖИМ, 
Zo=o--(Zo), # * - - * ( # ) , H' = y*(H)-Z'0 и .^-собственный 
прообраз на V поверхности E0. Рассмотрим точную последо­
вательность 

o{to}H-(-v (F/*—2Zo)){to}#-(<v(tf*-zo)){to}#°(0 - (tf*-z;)). 
•-о 

Из нее видно, что h°(Ov {Н* — 2Z'Q))>\. Собственный прообраз 
на V любой прямой Z, пересекающей Z-, имеет отрицательное' 
пересечение (равное —1) с H* — 2Z'Q. Поэтому поверхность EQ. 
должна быть неподвижной компонентой линейной системы 
\Н — 2Z0 |. Ho так как PicV — ZH (см. 1.7; гл. П), то каждая 
поверхность из \H — 2Za\ неприводима и, следовательно, 
\Н — 2Z0| содержит только E0. Причем E06 | H — 3Z01, так как 
через общую точку v^Z0cV проходит, кроме Z0, еще не бо­
лее двух прямых. 
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Пусть Xo — EoflH для достаточно общего гиперплоского 
сечения Н. Тогда, поскольку поверхность E0 неприводима, то 
неприводима и кривая XQ. Арифметический род ра(Х0) равен 1 
и X- имеет одну двойную точку х&Х0, x0 — Z0P\H. Через 
каждую точку х£Х0, x=£x0 проходит только одна прямая из 
E-, иначе точка х была бы особой для X-, что невозможно. 
Пусть Х'0 — собственный прообраз на V кривой Х0, тогда 
Х'0—-гладкая неприводимая рациональная кривая, являющаяся 
сечением линейчатой поверхности Eg. Следовательно, база этой 
линейчатой поверхности —гладкая неприводимая рациональная 
кривая. 

Из доказанного утверждения следует, что Г — неприводи­
мая поверхность, и каждой точке убГ сопоставляется гладкая 
неприводимая кривая рода нуль Yy. Покажем, что (Yyt • Yy2) = 1, 
Vyi, ЧгбГ- Гак как семейство {Г,.|у6Г} параметризовано непри­
водимой и, следовательно, связной поверхностью, то достаточно 
проверить это для одной произвольной пары точек уи \2- Вы­
берем Yi. Y2 так. чтобы соответствующие им прямые Z1, Z2 на 
V не пересекались. Нам надо показать, что существует толь­
ко одна прямая ZaV такая, что ZpiZ^0 и Z{\2^ 0 . Для 
этого заметим, что гиперплоское сечение E,, заметаемое пря­
мыми, пересекающими Z1, не содержит Z2, так как 2-П-?-:2=0. 
Следовательно, (Ei.Z2)=A и через точку пересечения проходит 
только одна прямая из E.— это и есть та единственная пря­
мая, пересекающая Z1 и Z2. 

Отсюда следует, что поверхность Г рациональна и все кри­
вые Yy, Y6T. линейно эквивалентны. Следовательно, Г--~-Р2. 

(И) Это немедленно следует из того, что У-^-Т^Х^ХР1 

и ^-^p*0p.(1)®p*20p.(l)®p*30p.(l) (см. 1.6; гл. II). 
(Ш) По теореме (1.1, iii; гл. II) многообразие V изоморфно. 

образу при раздутии P3 в одной точке х£Р3 и вкладывается 
в Р8 с помощью линейной системы | б>Рз(2) — х\. Отсюда немед­
ленно следует (Ш). Ш 

1.7. Замечание . При d = 2 поверхность Г, как легко 
показать, неприводима и имеет двойные особые точки, если 
только 'соответствующие прямые лежат на дивизоре ветвления 
накрытия ф : V{to}P3. В общем случае поверхность Г является 
гладкой. При d—\ поверхность Г в общем случае тоже непри­
водима и иеособа. Для некоторых специальных многообразий 
она также может приобретать изолированные особые точки. 

§ 2. Прямые на многообразиях индекса г—1. 
2.1. , Предложение . В обозначениях Г2 предположим, 

что на многообразии Фано индекса один V существует прямая 
ZczV и пусть Г0-—неприводимая компонента схемы Г, a S0 —-
соответствующее семейство прямых над Г°. Тогда 
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(i) если многообразие V не гиперэллиптическое, то для нор­
мального пучка JVz\v имеются только две возможности: 

а) JVm~Oz{-\)®Gz, 
б) jrm^Oz(-2)®Oz(l); ("ЛА) 

(ii) Если V не гиперэллиптическое, то drmro = 1 или 2; 
(iii) dimr° —2 тогда и только тогда, когда /?° —p(S0) — 

плоскость на V, причем в этом случае Г0----Р2; 
(iv) в условиях (И), если dimr° = l и схема Г° приведена 

в общей точке, то Г°—-кривая с не более чем двойными осо­
быми точками; /?° — p(S°) —линейчатая поверхность на V и мор-
физм p:5°->/?0 бирационален; 

(v) схема Г° тогда и только тогда неприведена в общей 
точке, когда R?-d— двумерный конус на V. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (i) Так как V не гиперэллиптично, 
то, согласно (4.9, II; гл. 1), ф.̂ -ьУ—1/2£_2 —Р^1 — вложение. 
Так же, как и в доказательстве утверждения (1.2, ii), доказы­
ваем, что через прямую Zc.V2g^ можно провести гладкое 
гиперплоское сечение Н. Поскольку / / — поверхность типа /СЗ, 
то (Z-Z)M= —2, т. е. JVz/н—Oz{—2). Следовательно, Jfz\v 
представляется в виде расширения 

O{to}6>2(-2){to} ẑ/v{to}0z(l){to}O. (2.1.2) 
Отсюда видно, что максимальный подпучок ранга 1 в JVZ/v 
изоморфен либо Oz, либо Oz{\). Это дает, соответственно, 
случаи а) и б). 

(ii) и (iv). Из (2.1.1) следует, что 1 </г°(Ж2/У)< 2. Согласно 
теории деформации [37], получаем: если для общей прямой 
ZcSQ нормальный пучок JVZ\V имеет тип а), то Г0-—кривая, 
неособая в общей точке; если JfZ\v имеет тип б), то либо 
Г° —кривая не приведенная в общей точке, либо гладкая 
товерхность. В последнем случае морфизм p:S°->V не может 
>ыть сюръективным, поскольку дифференциал 

dp:JfZiSt-+jfZiv 
II Л (2.1-3) 

Oz®Qz^Oz{-2)®Oz(\) 
имеет, по крайней мере, одномерное ядро в окрестности общей 
точки прямой Z (не существует ненулевых гомоморфизмов Oz 
в Oz( — 2)). Стало быть, Ru—p(5°) — поверхность, содержащая 
двумерное семейство прямых, т. е. /?° — плоскость. Обратно, 
если на V лежит плоскость /?°, то (Z.Z).->-==-A и нормальный 
пучок JfZ\v имеет тип б). Это доказывает (ii) и (iii). 

(iv) Кривая Г° не может иметь более чем двойные особые 
точки, поскольку, согласно инфенитизимальной теории дефор­
мации, uimmv/m^ = h°(jVZy/v), где ту — максимальный идеал 
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в локальном кольце Оу точки у£Г°, соответствующей прямой 
Zy, и А-(Ж.г7,у)<2. 

Ясно, что dim.R0-=2 и R0— линейчатая поверхность. Оста­
лось доказать бирациональность морфизма р : S°-^-R°. Для это­
го заметим, что степень морфизма р : 5°-v^° не может быть 
больше 1, иначе почти через каждую точку z<5i?° проходила бы 
более чем одна прямая из одного и того же неприводимого се­
мейства 5°. Но так как база Г° семейства S0 одномерна, то это 
невозможно. Следовательно, морфизм р : S°{to}-R° бирационален. 

(v) Если кривая Г° иеприведена в общей точке, то для 
почти всех прямых Z(zS° нормальный пучок Jfziv изоморфен 
€>z( — 2)©б>2(1). Ограничение дифференциала dp на нормальный 
пучок достаточно общей прямой Zc.S®eu определяет ненулевой 
гомоморфизм пучков 

Л red Jl (2.1-4) 
6>2{to}0z(-2)®6>z(l). 

Здесь Oz имеет ненулевой гомоморфизм только во второе сла­
гаемое Oz{\). При этом возникает коядро k2 c носителем 
в одной точке z&Z. Это означает, что общая прямая Zc5 r° e d 
пересекает замкнутое множество L>cSr°ed точек вырождения 
морфизма р в одной точке. Пусть D°cD — неприводимая кри­
вая, обладающая этим свойством, т. е. D 0 —сечение морфизма 
ix:Sr°ed->rr°e(1. Так как P'-S®eu^-R°eu бирациональный морфизм 
(см. iv) и dp имеет вырождения вдоль кривой E>°, TO это 
означает, что р стягивает £>° в точку на Д°геЛ. Следовательно, 
/?°ed — конус на V. 

Осталось показать, что /?° не может быть конусом, если 
кривая Г° приведена в общей точке. В таком случае для всех, 
кроме, быть может, конечного числа прямых ZaS°, имеем 
<^rzjv—Oz{—^)®Oz и гомоморфизм dp:Jrzis«-^-d/'zjv ненулевой. 
Существует только одна возможность: dp-.JVzis^Qz, где Oz— 
второе слагаемое пучка J/'ziv- Следовательно, бирациональный 
морфизм 

p:S°{to}/?° 

является иммерсией в окрестности ZczS° и поэтому R° не может 
быть конусом. Ш 

2.2. С л е д с т в и е . Предположим, что многообразие Фано 
V-g_2_P--*+l содержит прямую и не содержит плоскостей, тогда 
на Vig-2 имеется одномерное семейство прямых, заметающих 
линейчатую поверхность R. В частности, это так, если V2g-2 со­
держит прямую и PicV2g-2—Z (отсутствие плоскостей в послед­
нем случае следует из теоремы Лефшеца). 
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2.3. З а м е ч а н и я , (i) Нормальный пучок Jfz\v на прямой \. 
Z в гиперэллиптическом многообразии V может иметь вид, и 
отличный от а) и б) в (2.1 Л.). Например, в случае ДВОЙНОГО >\ 
накрытия ф ^ - ь К - ^ Р 3 JVZIV—OZ{ — 4)©0-(3) тогда и только \\ 
тогда, когда Z целиком лежит на дивизоре ветвления; в слу- >j 
чае двойного накрытия <p/W_1:l/'{to}Q — квадрики Q c P 4 JVz\v~ -i 
<=*Qz{ — 3)©CZ(2) для прямых, лежащих на дивизоре ветвления ,; 
и только для них. Отметим, что кривая Г, параметризующая N 
прямые на V, в этих случаях может иметь особенности крат- I 
ноет и больше 2. "f 

(ii) По-видимому, не существует (гладких) многообразий ) 
Фано индекса 1, содержащих плоскость. Если Pic У—Z, то их j 
не существует по теореме Лефшеца (даже если V гиперэллип- ] 
тическое). I 

(iii) Как показано в статье [58], линейчатая поверхность 
4 [ 

прямых на квартике Ферма J^ x4 = 0 состоит из 40 конусов, 

высекаемых гиперплоскостями Xi~(.Xj, i=fcj, где С пробегает i 
первообразные корни 8-й степени из 1. Каждый из конусов > 
входит в поверхность R с кратностью 2. Таким образом, j 
в этом примере схема прямых Г приводима и каждая ее ком- | 
понента не приведена в общей точке. j 

2А. П р е д л о ж е н и е . Пусть У — многообразие основной j 
серии (см. 1.1; гл. IV). Предположим, ЧТО PicV----Z#, где Я — I 
гиперплоское сечение, и что V содержит прямую. Тогда j 

(i) если g>4, то в'обозначениях 1.2 Г° приведена в общей . ! 
точке (и, согласно 2.1, одномерна), т. е. по (2.1, v) V не содер­
жит конусов; 

(ii) если g>i, то любую прямую Z{subset}V .пересекает только 
конечное число других прямых; 

(iii) если т—.такое целое число, что R~mH (где R — 
—p{S) —линейчатая поверхность на V), то при g > 4 каждую 
прямую Z, не содержащуюся в множестве особых точек R, пе­
ресекает m + 1 прямых на V (с учетом кратностей). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (i) Согласно (2.1, v), надо показать, 
что при сделанных предположениях на V нет двумерных кону­
сов. Предположим, что JRVI{subset}1/ — конус с вершиной wGV. Тогда 
каждая гиперплоскость в Р.«+1, касающаяся V в точке v, содер­
жит R°red. Такие гиперплоскости высекают на V линейную си­
стему \Н—2w|, содержащую /?°гес1 в качестве неподвижной ком­
поненты и имеющую размерность >g—3. Так как Pie V.~--Z.#, 
то каждое гиперплоское сечение Н неприводимо. Следовательно, 
при g>4 мы получаем противоречие с предположением, что 
R°iea — конус, Отметим, что при g—4 конус R0

red может быть 
только гиперплоским сечением. 
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(ii) Предположим, что прямую Z пересекает бесконечно 
много других прямых из JR. Согласно (i), на V нет конусов, 
•поэтому через каждую точку z6Z должна проходить, по край­
ней мере, одна прямая. Пусть G— неприводимая компонента 
линейчатой поверхности R, заметаемая прямыми, пересекающи­
ми Z, Пусть n > 1 такое, что G~nH и г — кратность G в общей 
точке прямой Z. Проекция nz : V----Р-*-1 из прямой Z стягивает 
в точку любую прямую, пересекающую Z и, следовательно, стя­
гивает G на некоторую кривую (G не может отображаться в 
точку, иначе поверхность G была бы плоскостью, лежащей на 
V, что невозможно). Покажем, что г = п + 1 или n+2 . Любая 
2-плоскость в Ps+1, содержащая Z, может содержать еще не 
более 2 прямых из V, причем 2 только в случае g—4. Действи­
тельно, если g>4 , то поскольку PicV<---Z, V не тригонально и, 
•согласно • (1.3; гл. IV), V является пересечением квадрик, его 
•содержащих. Поэтому VDP2 не более чем кривая второго поряд­
ка на Р2, так как V не содержит плоскостей. Если g = 4, то 
единственная квадрика (ем. 1.4; гл. IV), проходящая через V, 
может содержать Р2 и тогда VflP2 — кривая третьего порядка. 

Выберем достаточно общее гладкое гиперплоское сечение 
.v. 

И, содержащее Z. Тогда G n H = rZ + 2 Z-, где ZjcG—He-

которые прямые. Имеем: 

n = {ZriiH) = {ZrQ)^\ZrrZ^Zl 

- r + (ZrZ.)tf+(zr2z/) = r - 2 + 8, 

где 8 = 0 или 1, так как любая прямая из G, пересекающая 
Zt лежит в плоскости Р2 прямых Z и Zt. Отсюда r--=/1-1-2— 8, 

Пусть o-.t/'{to}У —раздутие Z, Z'=G~X{Z)— линейчатая пс 
верхность. О' — собственный прообраз на V' поверхности С 
.Линейная система \<з*Н — Z' \ задает морфизм cpz:V'{to}P-'_1—раь 
решение проекции KZ. TaK как G' стягивается морфизмом cpz, то 

(о*я--го20'=о. 
Поэтому * 

n(o*H-Z<)5 = (о*Я - Z'f (/го*Я - rZ' + 8Z') = 
^(^H-Z'fG' + b^H-Z'YZ'. (2.4.1) 

Теперь воспользуемся формулами умножения в кольце Чжоу 
«<см. (3.14.2; гл. I). 

Простые вычисления дают: 
(a*# — Z ' ) 3 - 2 g - 6 , ( 0 * Я - 2 ' ) 2 ^ = 3 . 

н 
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Подставляя это в (2.4.1), получаем: 
/z(2g — 6) = 38. (2.4.2> 

Так как 8 = 1 или 2, то равенство (2.4.2) возможно только' 
при £ = 4 и л = 3 . 

Осталось исключить этот случай. Здесь V — полное пере­
сечение квадрики и кубики в Р6, морфизм 

<pz:K'->.p* 
имеет степень 2 (в общей точке) с поверхностью ветвления 
шестой степени D c P 3 . Кривая <pz(G'). очевидно, содержится 
в D и имеет степень, равную числу прямых Z., Zt^=Z, в пере­
сечении G n H , т. e- 6л--г = 13. Обозначим через Д поверх­
ность 9Z(Z/). Имеем: 

degD--(-*/-/— Z')Z' = 3. 
Покажем, что Д с Д Если бы Z' не содержалось в ветвлении 
морфизма <pz, то инволюция перестановки слоев двойного 
накрытия cpz;l/'-»P3 переводила бы Z' в некоторую поверх­
ность Z" и тогда 

ф-1 (Д) == Z' U Z" U О' ~ 3 (&*Н - Z'). 
Так как 0 / .~3a*# —5Z', то Z"~Z'. Но это возможно только 
если Z'--=Z", поскольку Z'— исключительная поверхность, a Z" 
неприводима. Следовательно, Д с О . Пусть Д —дополнитель-
ная кубическая поверхность, т. е. £ > = Д U Д . Кривая С = Д П Д 
содержится в множестве особых точек дивизора ветвления Д 
поэтому (р-1 (С) —поверхность на V такая, что поверхность. 
ооф-1 (С) на V заметается прямыми, пересекающими Z, или 
кониками, дважды пересекающими Z. Однако нетрудно видеть, 
что на гладком 1/ = 1/2.з каждую прямую пересекают дважды. 
только две коники: они лежат в двух плоскостях, содержа­
щихся в квадрике, проходящей через V, и пересекающихся 
ю ЭТОЙ прямой. Следовательно, ооф-'(С)— поверхность, заме­
чаемая прямыми, проходящими через Z. Заметим теперь, что 

degoo<pj-(C)<degO, 
гак.как degC = 9<deg9z(G /) =13. Но это противоречит формуле 
(2.4.2), Утверждение (ц) доказано. 

(Ш) Доказательство этого утверждения, принадлежащее 
Фано [33], воспроизведено в [16] стр. 39. Мы не будем повто­
рять рассуждения, приведенные в [16], отметим ТОЛЬКО, что. 
они верны при условии, что заданную прямую пересекает конеч­
ное число других прямых и что прямая не является особой для 
линейчатой поверхности R. Оба этих условия выполнены в на­
шем случае: первое — в силу утверждения (И), второе — по. 
предположению. 
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Следующий важный результат принадлежит В. B. Шокурову 
(в печати). Мы приведем его без доказательства, поскольку оно. 
ДОВОЛЬНО ДЛИННО и требует многих вспомогательных утвержде­
ний. 

2.5. Т е о р е м а . Пусть V— V2g-2{subset}Pg+I—многообразие Фа-
но с антиканоническим вложением. Тогда, если 

(i) V имеет индекс 1, 
(ii) V не изоморфно Р ' х Р 2 , 

то на V существует прямая. 
В главе IV (§§ 2 и 3) нам понадобятся некоторые факты о-

прямых общего положения на многообразия Фано V с Pic V----
•---Z-Я, которые мы сейчас изложим. 

2.6. Л е м м а . В условиях 2.4 на V=V2g-2> g > 4 , существует 
открытое подмножество U{subset}T (где Г —- кривая, параметризую­
щая прямые на V) такое, что каждая прямая из этого подмно­
жества обладает следующими свойствами: 

(1) Jrz/v^Oz(-\)®Gz; 

(ii) все m + l прямые Zu . . . . Z m + b пересекающие Z, различ­
ны и для каждой из них выполнено (i); 

(Hi) пусть o : V - > V — раздутие Z, Z' = о-1 (Z) — вклеенная ли­
нейчатая поверхность и z\ — собственные прообразы прямых Zv 
I — 1, . . . , т + 1 , тогда vi 

^ > ~ ^ o ( — 1 ) © 0 z o ( — 1 ) 

и точка пересечения z.i=ZTlZi° не лежит на исключительном: 
сечении поверхности Z'; 

(iv) при g>5 через точку обУ проходит не более 4 прямых,. 
причем никакие 3 из них не лежат в одной плоскости; при g = i 
через точку v&V проходит не более 6 прямых, причем никакие 
4 из них же лежат в одной плоскости. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно 2.2 и 2.4, i, прямые со 
свойством (i) образуют открытое подмножество в Г. Конечное 
число прямых, не обладающих свойством (i), согласно 2.4, ii, 
пересекаются не более чем с конечным числом других прямых. 
Следовательно, все, кроме конечного числа прямых из R, обла­
дают свойствами (i) и (ii). В кривой параметров Г они состав­
ляют открытое множество, которое мы обозначим через U. 
Покажем, что для прямых из U выполняются также и свойства 
(in). 

Пусть S' = n~l(U). Тогда из свойства (i), как и в конце до­
казательства предложения 2.2, выводим, что естественный 
морфизм 
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•является иммерсией. Далее, две различные неприводимые ком­
поненты семейства 5 не могут отображаться в одну и ту же 
компоненту поверхности /-.?, иначе не выполнялось бы 2.4, а. 
Отсюда к из 2.2, II следует, что морфизм p:S->./? бирациона-
лен, и, стало быть, р:5'->1/ — бирациональная иммерсия. Поэ­
тому если su s26S', Si=7-=s2, -точки такие, что jp(s1)-=p(s2), 
то точка v = р (s-i) = р (s2) является особой точкой для /? и 
•образы касательных пространств к s1 и s2 V в порождают все 
трехмерное касательное пространство многообразия в V точке •о. 
Лусть Z1 и Z2-прямые, проходящие через точки 51 и s2 и Nx, 
JV2—нормальные окрестности Z1 и Z2, соответственно. Тогда 
из выше сказанного следует, что образ прямой Z1 пересекает 
p(iV2) в точке v трансверсально и тоже самое верно для Z2 и 
p(Ni). Поэтому при раздутии .-1:V"i->V прямой Z1 на V нор-
•мальная оставляющая б>2г-^Zl^Nl

 пУчка ^z,\v заменяется на 
0-л(—•-)> гДе Z2 —собственный прообраз Z2 на V1. Так как 
-ArV( = "'iA'v + -,r1(Z1), то легко вычислить, что det-J^o,-,— 
-<9_о( — 2). Значит, 

-•2 

^ . ' - ^ ( - - ) © ^ ( - - ) -

Аналогичное явление происходит при раздутий прямой Z2. Это 
доказывает первое из утверждений (Ш). Второе утверждение 
•следует из того, что исключительному сечению поверхности Z' 
соответствует составляющая Oz нормального пучка JV^y— 
^Oz(—\)@Oz и из предыдущих рассуждений, показывающих, 
•что направление каждой из прямой Zit i = 1, . . . . т-\-\, транс-
•версально этой нормальной составляющей. 

Докажем утверждение (iv). Если g>5, то так как PicV-=-Z, 
то V не тригонально и является, следовательно, пересечением 
квадрик в Pg+I, через него проходящих (см. 1.3; гл. IV). Пусть 
Ру3 — касательное проективное пространство к V в точке V. 
Тогда прямые, проходящие через v, содержатся в Р-,3ЛУ и так 
как Р„3Г)У высекается квадриками в Р„3, то прямых не может 
быть больше 4. По той же причине в плоскости Р2 не может ле­
жать более двух прямых из V, иначе Р2П V не было бы пересече­
нием коник в Р2. 

В случае g=4 V= V2.3{subset}P5 — полное пересечение квадрики и 
кубики. Следовательно, P-,3flV —кривая 6-го порядка и самое 
большее она может распадаться на 6 прямых. Если в плоскости 
Р2 лежит более двух прямых из V, то Р2 содержится в квадри-
.ке, проходящей через V, и кубика, проходящая через V, высе­
кает на Р2 кривую 3-го порядка. Здесь и выше мы использова­
ли тот факт, что V не содержит плоскостей (см. 2.3, И), щ 
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§ 3. Семейства коник на многообразиях Фано. 

3.1. Пусть y = y2g-2ciP--'+1 — многообразие Фано с антика-
ноническим вложением, Д = Д(У) —- схема, параметризующая 
коники, лежащие на V, — это замкнутая подсхема схемы Гиль­
берта замкнутых подсхем в Pg+1 с многочленом Гильберта 2n+ 
+ 1 . Обозначим через T — T(V) универсальное семейство коник 
над Д, и пусть 

Ч 
д 

--диаграмма естественных морфизмов. Положим Q = q(T). Ко­
нику на V (возможно приводимую или кратную) и соответст­
вующий ей слой в Т будем обозначать одной и той же бук­
вой С. Как обычно, Жс(у будет обозначать нормальный пучок 
на С в V. При разложении JVCiV в прямую сумму или в пред­
ставлении его в виде расширений пучков ранга 1 символом 
Oc(d) будем обозначать обратимый пучок на С степени d (т. е. 
й-степень соответствующего пучку Oc(d) дивизора). 

3.2. Лемма. Предположим, что на V существует гладкая 
коника С. Тогда для JVC\V имеются только 4 возможности: 

а) Жс/у^Ос®Ос, 
б) ЛГс/у^Ос(-\)®Ос(\), 
в) Ж С / ^0 С ( -2)©0 С (2) , 
г) Жс/у~Ос(-4:1®Ос(4). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если через С можно провести глад­

кое гиперплоское сечение Н, то имеет место расширение 
O{to}0c(-2){to}.7K'c/./{to}0c(2){to}O, (3.2.1) 

так как ^"с/Н----б>с( —2), поскольку С—-кривая рода нуль на 
.КЗ-поверхности Н и (С-С)=— 2. Как и в (2.2, i), получае! 
•отсюда первые три возможности а), б) и в). 

Пусть Р = Р(С) —плоскость коники С в Ps+1. ЕСЛИ PerV, т.-
(С.С)р=4 и мы имеем точную последовательность, которая, 
очевидно, распадается в прямую сумму. Это дает оставшийся 
случай г). 

0+Oc(4)—Jfc,v-*-Oc(—4)-—0 (3.2-2) 
Осталось показать, что других возможностей нет. Легко про­

верить, что существует гладкая поверхность FQ\2H—C\, высе­
каемая на V некоторой квадрикой в Pg+1, проходящей через С. 
Так как KF~F-Н, то из формулы для рода кривой С немедлен­
но получаем, что (C.C)j-.--.—4. Отсюда имеем точную последо­
вательность 

0{to}0c(-4){to}.yKc/v--->C>c(4){to}O. (3.2.3) 
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.Зта последовательность показывает, что, кроме случаев а), б), 
в) и г), возможен еще только один: 

д) Л-с/у-Ос(-3)Ф<?с. 
Покажем, что в действительности этот случай не реализуется. 

Пусть D — V0P — замкнутая подсхема в V, высекаемая 
плоскостью Р. Случай D = P уже рассмотрен. Стало быть, мож­
но предполагать, что dimD---1. Ясно, что CczD, и (пусть \x.c{D) — 
кратность схемы D в общей точке коники С. 

Покажем, что цсО-9) =1 или 2, причем [xc(D)=2 только тог­
да, (когда V— V4 — квартика в Р4 и плоскость Р касается V вдоль 
С. Если g>4, то V есть пересечение квадрик . и кубик в Р#+1, 
проходящих через V, (4, 9, Ш; гл. I). Следовательно, D и а Р 
также высекается кониками и кубиками. Отсюда вытекает, что 
jx c(D)=l при g><±. Если g — 3, TO DczP — кривая четвертого 
порядка. Если D = CUC°, где C0 — коника, отличная от С, то,. 
очевидно, (Xc(D)-=l. Остается единственный случай, когда С = Са' 
н D — двойная коника в Р, т. e. fXc(D) =2. 

Рассмотрим линейную систему \Н—С\ на V. Очевидно, что 
D и только D является базисной схемой этой линейной системы. 
Пусть a: V-+-V — раздутие С и С' = а~*(С)—вклеенная линей­
чатая поверхность с классом исключительного сечения s и клас­
сом слоя f. Имеем: 

(о*Я —C')--C - - 2 - * # . C ' 3 + G ' s = 4 (3.2.4) 

(см. 3.14.2; гл. I). Линейная система |cr*#—C'| высекает на С 
некоторую линейную систему сечений, т. е. (а*Н—С) -C'^s + af 
для некоторого целого числа а. Если ^c(D) = l, то эта линейная 
система не имеет неподвижных компонент и, напротив, имеет не­
подвижную компоненту, если jic(D)—2. Из (3.2.4) получаем 

4 = (5-T-a/ .s-f-a/)-= .s-J-2oc . (3.2,5) 
й 

При fj-c(D)-=l исключительное сечение не является непод-
1ИЖНОЙ компонентой, поэтому 

(s.S + a/ )>0-^s2 + a > 0 . 

I учетом (3.2.5), получаем отсюда, что а < 4 и s2>—-4, Так 
как С'-— P(J"c/v), где ^'c\v — конормальный пучок, то .ArC\v— 
^Oc(—d)®Oc(d) с d = 0, 1 или 2. То же верно и для J/'C\v, 
поскольку detjVc/v—Ос- Значит, в этом случае могут реализо­
ваться только возможности а), б) и в). 

Пусть теперь p,c(D)=2. В этом случае гиперплоское сечение 
Я квартики V = V4, проходящее через С, является двумерной 
квартикой в Р3, касающейся плоскости Р вдоль С. Если x0 = 0 — 
уравнение Р в Р3 с однородными координатами (х0, ... ,х3) и 
Q2(xb x2> xe) = 0 — уравнение коники С на Р., то Н задается 
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уравнением вида 
Q 2 ( x l , x2> x 3 ) 2 + xOF3(xO, ...,X3) = 0 , 

где Fs-(xo, • •., xa) —некоторая кубическая форма. Общее тапер-
плоское сечение Н неособо в общей точке кривой С, поэтому ку­
бика E3(x0. •••, --з)=0 не содержит С. Простые вычисления по­
казывают, что Н имеет 6 особых точек на С — это точки пере­
сечения С с кубикой F3(x0, • • •, x3) = 0. Следовательно, линейная 
система \а'*Н—С'\ высекает на С' кривые, эквивалентные s+f>f, 
где р > 6 . Так как {s + $f-s-.+fyf) = 4 (см. 3.2.5), то неравенство 
Р > 6 возможно, если только s2<—8. Поскольку s2 =—2d, то 
остается единственная возможность |3-=6 и d-=4, т. е. случай г). 

3.3. П р е д л о ж е н и е . Предположим, что ТФ0 и пусть Т° — 
неприводимая компонента схемы Т, А0 — соответствующая ком­
понента схемы Л и Q0 = q(T°) — компонента схемы Q. Тогда: 

(i) если для общей кдники CcQ° нормальный пучок Jfc\v 
имеет тип а) из леммы 3.2, то Д° неособа в общей точке, 
dimA° — 2, Qo — у , т. е. морфизм q:T°-*-V конечен в общей точке; 

(И) если Жс/v имеет тип б) для общей коники CczQu, то Л° 
неособа в общей точке, dim А0 = 2, dimQ0 —2 и Q0 является 
либо поверхностью Веронезе в Р6, либо одной из ее проекций 
в меньшее пространство, кроме плоскости Р2 и квадрики в Р3; 

(Ш) если для общей коники С с Q° Jfc\v имеет типв), то Л° 
неособо в общей точке, dim Д° = 3 и Q0 —двумерная квадрика 
на V; 

(iv) если Jfciv имеет тип г) для общей CcQ°, то Q0—• 
плоскость Р2, лежащая на V. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (i) Гладкость А0 в общей точке и ра­
венство dimA°==2 следует из общей теории деформации [37]. 
Ясно, ЧТО dimQ°3--2. Если dimQ0-=2, то Q0 — поверхность, со­
держащая 2-мерное семейство коник. Согласно классической 
теореме Бертини, Q0 является либо поверхностью Веронезе в Р5, 
либо одной из ее проекций в меньшее пространство. Все эти по­
верхности хорошо известны (см., например, [56]): 

E4—поверхность Веронезе в РБ 

F ; > ; / ? 3 в Р4 . (3.3.1) 

S4 RS Q2 В РЗ 

и плоскость Р2, где Si—поверхность Штейнера, R3> R'3~mmeP[-
чатые кубические поверхности, Q2 — квадрика (индекс внизу, как 
обычно, обозначает степень). Непосредственная проверка показы­
вает, что если Q0 —одна из поверхностей диаграммы (3.3.1), 
то JVQ\V имеет положительное прямое слагаемое, т. е. JVC/V— 
£*Oc{ — d)®Qc(d) с d > 0 . Но это противоречит предположению, 
что j\rC\v^-Oc®Oc. Следовательно, Q° = V и морфизм q:T°-+V 
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конечен в общей точке. Мы пользуемся здесь тем фактом, что 
схема 7° собственна над k. 

(И) Первые два утверждения — следствия теории деформа­
ции. Имеем, как обычно, dimQ°>2. Предположим, что Q° = V. 
Тогда морфизм q:T°->V конечен в общей точке и, следователь­
но, его дифференциал 

dq 

\\ Л (3-3.2>-
Oc®Oc-^Oc(-l)®Oc(\) 

невырожден в общей точке кривой С. Однако нижняя стрелка 
диаграммы (3.3.2) показывает, что dq должен иметь, по крайней 
мере, одномерное ядро. Это противоречие показывает, что 
dimQ° = 2 и, следовательно, Q0—-одна из поверхностей диаграм­
мы (3.3.1). Она не может быть (плоскостью Р2 н квадрикой 
Q2{subset}P3, так как для этих поверхностей степень положительной 
составляющей Jfciv больше 1. 

(iii) Согласно теории деформации, здесь могут быть два 
случая: 

а) Д° неособа в общей точке и dimA° = 3, 
|3) А0 иеприведена в общей точке и dimA~2. 
В обоих случаях морфизм 

не может быть сюръективным, поскольку дифференциал 

W'red Г| 

0 с ( -2 )в0 с (2 ) 
не может иметь ранг 2 в общей точке С, так как тривиальный 
пучок JT О может иметь ненулевой гомоморфизм только во 
второе слагаемое пучка JVciv-

Стало быть, Qt) = c7(r°ed) — поверхность из диаграммы (3.3.1). 
Ясно, что в случае a) Qo — Q2—квадрика в Р3. Случай [5) не 
реализуется. Действительно, Q0 не может быть плоскостью Р2" 
1 квадрикой Q2<---P3 по соображениям размерности семейства 
<оник на них. Нетрудно проверить, что для всех остальных 
поверхностей (3.3.1) пучок Jfciv имеет положительную состав­
ляющую Ос (1). 

(iv) Здесь также Q°—<7(7,°ed) является поверхностью из 
(3.3.1). В лемме 3.2 было показано, что Jfc\v имеет тип г) 
только тогда, когда плоскость Р коники С лежит на V или 
когда l/-V4-квартика и Р касается V вдоль С. Последний 
случай исключается, так как гладкая квартика не может со­
держать ни ОДНОЙ из поверхностей (3.3.1) (см. [58], а также 
3.4, И). Остается Q- — P-—плоскость на V. 1 
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3.4. П р е д л о ж е н и е . Предположим, что Pic V----Z и на V 
лежит прямая Z. Тогда: 

(i) на V существует гладкая коника; 
(И) для каждой неприводимой компоненты Т° семейства КО­

МИК Г на V морфизм q : T°{to}V конечен в общей точке; 
(Ш) если g>8, то через каждую точку y6V проходит лишь 

i конечное число КОНИК. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) Согласно 2.4, прямые на V заме-

[ тают линейчатую поверхность R~mH, причем общую прямую 
> из R пересекают еще т-\-\ прямых. Поэтому существует при-
, водимая коника С0 на V, состоящая из двух пересекающихся 
I прямых. Пусть I — пучок идеалов коники С0 в V. Тогда 
\ ЖС оц'-=Нот(// /2 , Оса)~ локально свободный пучок ранга 2, по-
' скольку С0 является, очевидно, локально полным пересечением 
! и потому I/Л—-локально свободный пучок. 
>, Согласно теории деформации Шлессингера [54], 
| dim до > Ао (JrCJV) - А- (ЖСо,v), 
I где Л° —неприводимая компонента схемы коник Л, параметри-
I зующая деформации коники С0 в V. По теореме Римана — Роха 

находим: 
\ ho(^cjv)-hl(jyCalv) = UegjrCa,v+2(l~pa(Cu)) = 2. 
; Следовательно, dimA°.s-2. С другой стороны, распадающиеся 
i коники на V образуют только одномерное семейство, поскольку 
I при g>4 каждую .прямую на V пересекает конечное число дру-
j гих (см. 2Л, ш) . 
| В случае, когда У= У4 квартика в Р4, существование гладких 
! коник на V легко доказать непосредственно (см.,' например, 
\ [58]). Тем самым утверждение (i) доказано. 

(И) Согласно предложению 4.3, если морфизм q : T°{to}V не 
1 конечен в общей точке, то Q° — q (Tred0) —одна из поверхностей 
» (3.3.1). Следовательно, degQ°-s4. По условию PicV-^Z и V со-
!. держит прямую, значит, PicV-^-ZH, где Я — гиперплоское сече­

ние. Следовательно, d\gG>2g—2>4: для любой поверхности 
- GcrV. Тем самым, для .доказательства утверждения (И) нужно 

исключить только единственную возможность V = V4 — квартика 
I в Р4 и Q° = 5 4 — поверхность Штейнера. Но легко непосредствен-
> но убедиться (см. [58], лемма 4) в том, что поверхность Штей-
, пера Si не может лежать на гладкой квартике V4. 
1 (iii) Пусть -об!/ —замкнутая точка и mv — ее пучок идеалов 
i Для любого целого v > 0 имеем: 
! A» ipv {H)®ml) > /г» {Ov (Я)) - ! ! J * ± l . i — _ l . 

1 В частности, при v = 3 и g>9 получаем: 
;- Ао(0у(Я)®/»|)>2, 
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т. е. dim | Я—3v\>l. Если через v проходит одномерное семейст­
во коник,, то поверхность Gv, которую эти коники заметают, 
должна быть неподвижной компонентой линейной системы 
|Я—3v\, так как собственный прообраз такой коники имеет от­
рицательное пересечение с собственным прообразом линейной 
системы \Н—3v\ при раздутии точки v. Но так как Pic V<=--Z#, 
то любое пиперплоское сечение Я иеприводимо, следовательно, 
|Я—3v\ не может иметь неподвижных компонент. Ш 

Глава IV 

МНОГООБРАЗИЯ ФАНО ОСНОВНОЙ СЕРИИ 

§ 1. Определения и некоторые элементарные результаты 

1.1. О п р е д е л е н и е . Многообразием основной серии мы 
•будем называть многообразие фано V=V2g-2 с антиканониче­
ским вложением в Р-?+-, где g>3—pogV (см. 4.3; гл. I). 

Таким образом, согласно (4.9; гл. I) (1.1; гл. II), и (6.1; гл. I), 
все многообразия Фано, кроме гиперэллиптических и многооб­
разий, описанных в теореме (6.3; гл. I), относятся к основной 
серии. 

По (4.9; Hi; гл. I) многообразия Фано основной серии V2g-2 
являются многообразиями «арифметически Коэна—Маколея». 
Из леммы (3.6; гл. I) и из того, что всякая лроективно нормаль­
ная кривая X2..-2 в Р^-1 является канонической, легко следует 
обратное утверждение. 

1.2. П р е д л о ж е н и е . Всякое гладкое трехмерное «арифме­
тически Коэна—Маколея» многообразие V степени 2g—2 в 
Pg+1 является многообразием Фано основной серии. 

Следующий факт будет часто использоваться в дальнейшем. 
1.3. П р е д л о ж е н и е . Если многообразие Фано основной 

серил V2g-2{subset}Pfi+1 не тригоналыно и g>5, то оно является пере­
сечением квадрик, его содержащих. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно (3.4; гл. I), (3.5; гл. 1) и 
(3.7; гл. 1), достаточно .показать, что не существует (гладких) 
многообразий Фано У.-сР7, рода 6, гладкая кривая — сечение 
которого изоморфно плоской кривой степени 5. Переходя к ги-
перллоскому сечению, достаточно показать, что не существует 
(гладкой) поверхности типа КЗ с такими свойствами. 

Предположим, что такая поверхность Я существует, и пусть 
W—-трехмерное многообразие, которое высекают квадрики в 
Р6, проходящие через Я. Тогда гиперплоскими сечениями W 
являются поверхности в Р5, высекаемые квадриками, проходя­
щими через кривую — сечение ХаН. Для гладкой кривой — се­
чения X — эта поверхность есть поверхность Вероиезе E4 в Р5 

(см. 3.7, iv; гл. I). Из теоремы (3.11; гл. I )и теоремы Лефшеца 
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о группе Пикара немедленно получаем, что W — конус над по­
верхностью Веронезе. Противоречие теперь получается таким 
же способом, как в доказательстве предложения (3.3; гл. 11). 

1.4. П р е д л о ж е н и е . Многообразие Фано V2.?-2{subset}Рг+1 

является полным пересечением, если только g = 3 , 4, 5, причем 
V4 — квартика в Р4, 
l/6 = V2-3 — пересечение квадрики и кубики в Р5, 
V&= Учг-ч. — пересечение трех квадрик в Р6. 

Обратно, всякое гладкое полное пересечение указанных типов 
является многообразием Фано основной серии. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть V2ff_2—F«,n • • • nF>ig_,.cP~r+1 — 
полное пересечение гиперповерхностей Fn., i — \,..., g — 2, 
degF„ / -=n i >2, " 1 < . . . < й . 4 . Тогда 

ff-2 

i - i 
Отсюда получаем: g—. 3, 4, 5, и если 

g.= 3, то l / 4 = E 4 , g--=5, то 1/6—F2nF3. 
g = 6, то Va=F'2(]Flf)F;. 

Обратное утверждение вытекает из формулы для каноническо­
го класса полных пересечений 

tfv~(2fti-ff-2W, 

где Н—гиперплоское сечение V, и линейной нормальности пол­
ных пересечений. 

1.5. П р и м е р ы . Укажем еще несколько примеров (кроме 
полных пересечений) многообразий Фано основной серии. 

(i) g—6; VIO — сечение грассманиана G(1,4) прямых в Р4 

двумя гиперплоскостями и квадрикой в естественном плюкеро-
вом погружении G(l,4){subset}P9. Так как Pic G (1,4) -=-Z и порожден 
гиперплоским сечением, то по теореме Лефшеца Pic V10----Z# 
где #-—•—Kv—-класс гипернлоского сечения (см. [16], лек 
ция 4). Обратно, МОЖНО показать, что любое (гладкое) много­
образие Фано Vio в Р7 с PicVio—Z является сечением граосма-
ниана G (1,4) указанного вида. 

Отметим, что многообразие V& в Р5 рода 4 также является 
сечением грассманиана G(l,3) прямых в Р3, который является в 
этом случае квадрикой в Р5, гиперповерхностью степени 3. Это 
«кубический комплекс» прямых в Р3 в классической термино­
логии. 

(ii) g — 7; пусть Ц" = Р 2 х Р 2 - многообразие, вложенное 
в Р8 по Сегре, и Q — достаточно общая квадрика в Р8. Тогда 
V12 = ^nQ-многообразие Фано индекса 1 и c PicV-2—Z©Z. 
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Действительно, по формуле присоединения получаем, что 
0v\2{ — Kvv)~0vl2(V), и по теореме Лефшеца PicVia—PicW — 
--^Z©Z с образующими p*6>P-(l), где pt — i-тая проекция 
Р - Х Р 2 ^ Р 2 . i —1,2. В Р8 существует еще один тип много­
образий Фано V с PicK----Z# (см. 3.1; гл. IV). 

(iii) g = 8; V u e P 9 —сечение грассманиана G(l,5)c=P9 пря­
мых в Р5 линейным подпространством коразмерности пять. По 
теореме Лефшеца Pie Vi4--=-Z/f, где Я—гиперплоское сечение 
(см. [16], лекция 4). По-видимому, любое многообразие Фано 
Vi4 в Р9 с PieVH—Z является таким сечением G(l,5). 

Другого типа примеры доставляют уже известные нам три-
тональные многообразия (см. 3.4; гл. II) и многообразия индек­
са гЗ-=2, кроме многообразий с /—2 и d = l (см. 1.1; гл. И).. 

(iv) g = 4 d + l , d = 2, . . . , 7 ; V2g-2 в P-"+1 — многообразия ин­
декса 2. 

(v) g = 28; V54c:P29—многообразие индекса 3 — антикано­
нический образ трехмерной квартики. 

(vi) g = 33; V64{subset}P34— многообразие индекса 4 —образ Ве-
ронезе пространства Р3. 

Еще один класс примеров — это произведения FXP1 , где F — 
поверхность Дель Пеццо степени n=(KF-KF) с 3=-Sn-̂ 9. 

(vii) 2g—2 = 6n, n = 3, , . . , 9 ; V----FXP1. При n = 3 многообра­
зие V тригоналшо (СМ. 3.4; гл. II); при n = 8 и F-^-P^P 1 мно­
гообразие У имеет индекс 2 и d=6 (см. 1.1; гл. И); при 
n=9 V — единственное многообразие основной серии и индек­
са 1, которое не содержит прямых (см. 2.5; гл. III). 

1.6. З а м е ч а н и е . Если п= (KF-KF) =2, то V = F X P 1 —ги-
перэллиптическое многообразие, рассмотренное в (2.2; гл. П); 
если п=1, то V = FxP* — многообразие, для которого линейная 
система |—Kv\ имеет базисную кривую (см. 6.3; гл. I). 

§ 2. Многообразия первого рода: 
предварительные утверждения 

2.1. О п р е д е л е н и е . Многообразия Фано V будем назы­
вать многообразием первого рода, если PicV----Z. 

Таким образом, многообразия первого рода характеризуют­
ся условиями: PicV-=-Z и /Cv3<0. 

Среди всех многообразий Фано индекса 2, описанных в 
(1.1; гл. II), а также среди гиперэллиптических многообразий 
(2.2; гл. II) легко указать все многообразия первого рода (см. 
таблицу 3.5). Все полные пересечения основной серии (см. 1.4) 
ЯВЛЯЮТСЯ многообразиями первого рода по теореме Лефшеца. 
Многообразия первого рода с g = Q и 8 — сечения грассманиа-
нов — указаны в 1.5, i, iii. Там же высказаны предположения, 
что других (с этими значениями g) нет. Наша ближайшая 
цель — описать многообразия первого рода с g = 7 и g>9. 
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2.2. Обозначения и соглашения. 
V=V2g_2c:P-r+1 — многообразие первого рода и индекса 1; 
ZcrV— 'прямая, существующая по теореме (2-5; гл. Ш), 
o:V'-*-V — раздутие Z; Н*=у*Н, где Н — ги'перллоское сече­
ние, и Ъ' = а~^{1) •—вклеенная линейчатая поверхность; 

зх2 ; v{to}pg-i — проекция из прямой Z; 
Ф.г = n-z °а : V->-Ре-1 — морфизм — разрешение неопределен­

ности проекции Лг) 
V" =• Фг (V) — образ V при проекции тег; 
•#s = <P.z(Z0 — образ линейчатой поверхности Z'\ 
K2Z: V {to} Р--"-6 — двойная проекция из прямой Z, т. е. рацио­

нальное отображение, определяемое линейной системой 
| # - 2 Z | ; 

W — K2Z(y)—-образ V при двойной проекции i.---; 
Q — Qz — поверхность, заметаемая кониками на V, пересека­

ющими прямую Z; 
Q' — собственный прообраз Q на V , 
Q" —= 9z (Q) C.V" — обр аз Q при проекции и.2; 
Z., i= - l , . . . . m - f - l , —прямые на 1/, пересекающие 2 

(см. 2.4, ill; гл. III)); 
Z°—-собственные прообразы прямых Z. на V ; 
-г:V'{to}V'— раздутие всех прямых Z?, i —1 m-j-l; 
Z? —-г1 (Z°) — линейчатая поверхность — прообраз прямой Z?; 
Z' = '--4Z'); 
2/ = Z/flZ'—• точка пересечения прямой Z°, i==l, . . . , m - f l , . 

с линейчатой поверхностью Z'\ 

Изолированную особую точку XQX на трехмерном много­
образии X будем называть обыкновенной двойной, если 
в результате ее раздутия ох:Х'->Х многообразие X' становится 
иеособьга в окрестности V = а~1 (х) и Y'^PlXPl с нормаль­
ным пучком 

Жк ' /х ' - 0р . ( -1 )©Ср . ( -1 ) . 
2.3. Лемма . В обозначениях 2.2 пусть прямая Z обладает 

свойствами (i) — (iii) из леммы (2.6; гл. II). Тогда Z—F1, где 
F1 — стандартная рациональная линейчатая поверхность—раз­
дутие точки па Р2, и если g>5, то 

(i) морфизм 9z:V'{to}V" бирационален, стягивает прямые Z\, 
i — 1,...,яг + 1, в обыкновенные особые точки и является изо­
морфизмом вне них; 

(11) линейная система \H* — Z'\ высекает на Z'^?x полную 
линейную систему |s + 2 / | и Ф2 | Z': Z''--? Ra — изоморфизм на 
гладкую линейчатую поверхность степени 3 в Р4, лежащую на 
V" и проходящую через все двойные точки. 
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(Ш) положим gi — g — 2, тогда V' —l/^i_2cP-r<+I—многооб" 
разие степени 2gx — 2 с изолированными обыкновенными двой­
ными точками, дуализирующий пучок которого обратим и 
изоморфен Ov"(—\), причем Picl/'— TH". 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как Jfz\v—6z{ — l) ®Oz и £— 
= V{^rz\v), где J^z/v — конормальный пучок на Z, то Z — F... 

(i) При проекции icz:V{to}Vr"c:P-r~" прообразом любой точки 
г/61/" является пересечение VflPjJ, где Р^~ плоскость в Р.-"+1, 
проходящая через £ и проектирующаяся в точку t/QPs~l. Так 
как Picl/—Z, то V не тригонально (см. 3.5; гл. II) и, согласно 
1.3, оно является пересечением квадрик. По замечанию (2.3, ii; 
гл. Ш), оно не содержит плоскостей. Следовательно, VflPS 
высекается кониками на Р2

ц. Следовательно, кроме прямой Z 
схема VflP^ может содержать либо одну из прямых Zu 
i = l , . . . , w.-j-1, либо одну точку, причем с кратностью 1. От­
сюда следует, что ограничение морфизма cpz на V — Z' — 

m+l 
— U Z° является изоморфизмом и стягивает каждую из пря­
мых Z\ в особую точку на V". Осталось показать, что ограни­
чение ф-2 на Z' также является изоморфизмом. Это будет дока­
зано ниже в пункте (11). Отметим, что поскольку Ж о/у,— 
—с\о(—• 1)©6> 0( — 1) (см. 2.6, Ш; гл. Ill), то, как легко ви-

zi zl 
деть, каждая из особых точек r?z(Z0^ является обыкновенной 
двойной точкой на V". 

(ii) Каждая неособая поверхность H'£\H* — Z'\ высекает на 
Z' некоторое сечение, скажем, эквивалентное s + af. Имеем 

(s + a/ .s + a/)z, = ( # * - Z ' ) - - / : - 3 0.4.1) 
'см. 3.14.2; гл. I)). Отсюда a = 2. На Z —F1 имеется только 
здна неприводимая кривая с отрицательным квадратом —это 
исключительное сечение s. Так как (s.s + 2/) = l, то <pz не мо­
жет стягивать s в точку. Следовательно, морфизм cpz ничего 
не стягивает, кроме Z\, i = 1,.. . , m + l . 

Если \Н*—Z'\ высекает на Z' неполную линейную систему, 
то найдутся, по крайней мере, две точки zx, z&Z', которые 
морфизм Ф2 отображает в одну точку у&/"". В таком случае 
плоскость R2 содержит две точки 4>2{Zi)> Фг(~-2) (или одну 
Ф2 (г!) — cpz(2:а) с кратностью 2), лежащие на прямой Z. Но это 
невозможно, поскольку схема VflPy высекается на Р2, коника­
ми, каждая из которых содержит в качестве компоненты пря­
мую Z. Так как J\rz\v—Oz{ — 1) ®@z, то плоскость Рг

у не ка­
сается V вдоль Z (т. е. пересечение 1/fiPy не совпадает с 
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удвоенной прямой Z). Тем самым доказано, что |Я* — Z'\ вы­
секает на Z' полную линейную систему |s + 2 / | . Морфизи 
<P_-|Z' совпадает, следовательно, морфизмом, определяемым 
этой линейной системой, который задает изоморфизм Z'--;^3cP4 . 
Так как Z°n---'¥=0. то все особые точки <pz(Z°), i = l , . . . 
. . . , /n + l, многообразия V" лежат на R3-

(iii) Пользуясь формулами (3.14.2; гл. I), находим 
(#*-Z ' ) 3 -=2g-6 , 

следовательно, если gl=g — 2, то degV" = 2g-[ — 2 и V" лежит 
в Pgl+1. Далее хорошо известно, что обыкновенные двойные 
точки являются горенштейновыми, т. е. дуализирующий пучок 
CfCv" на V" обратим. Так как 

Ov, (-Kv)^Ov* (H*-Z')-=T*©v- (1) 
и морфизм fz бирационален, то СКу» = yZi „Pv (Kv) = 6v(— 1)' 
Осталось показать, что PicV— ЪН", где Я" —гиперплоское 
сечение V". Имеем: PicV —Z®Z с образующими Я* и Z'. 
Заметим, что поверхность R,b — yz{Z') не является дивизором 
Картье на V, поскольку она содержит особые точки V" 
и неособа в них. Отсюда легко следует требуемое утвержде­
ние. Ш 

Докажем теперь несколько утверждений, касающихся свойств 
двойной проекции. 

2.4. Лемма. В условиях леммы 2.3 и в обозначениях 2.2 
справедливы следующие утверждения: 

О) если g>5, то hl(Ov (Я* — 2Z'))=-0, г>1 , кЦОу(И*— 
- 2Z'))g ----- - 5 и A- {Ov (Я* - 3Z0) < 1; 

(ii) если g">7, то линейная система |Я* — 2Z'| на V не имеет 
неподвижных компонент и ее базисное множество состоит 
только из прямых Z°t, i = \, ..., m + l; 

(Ш) пусть g > 7 и £ = |Я*-—2Z'|nZ—ограничение линейно* 
системы |Я* — 2Z'| на Z', тогда Lc|2.s + 3/|=-=[ — Кг |, 1 
не имеет неподвижных компонент и ее базисное множестве 
состоит только из точек Zi=Z°[\Zr, i — \ m + l , (следо 
вательно, m<7); 

(iv) при g>7 имеет место равенство 
g = U+№ (Оу (Н* -3Z'))-hl (Оу (Н* -3Z')) (2.4.1) 

и при g > 7 и т =h7 — неравенство 
g < 1 3 + A-(<V(//*-3Z /))-/», (2-4.2) 

причем А°(0к'(Я* —3Z'))=0 или 1 (см. i); 
(v) при g > 7 предположим дополнительно, что базисные 

точки zh i = \, . . . . m + l , в L являются простыми, т. е. каждая 
из zt имеет кратность 1 в L и разрешается одним раздутием; 
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•линейной системой (см. обозначения 2.2), 

тогда базисные прямые Z\, г — 1, . . . , от + 1, в \H* — 2Z'\ также 
ЯВЛЯЮТСЯ простыми и если r:V'-*-V'— раздутие всех Zh i — \,... 
...,т-{-\, и (p2z:1/'-^W/cP-r_6 —отображение, определенное 

т+1 
H*-2Z'-^jZ0

t 
1=1 

то (f2z является морфизмом: 
(vi) в условиях (v), если h°(Qv (H* — 3Z') — 1 и d-^7, 

то Q'~H*-SZ'\ 
(vii) если g>9 и выполнены условия (v), то ф22 — бирацио-

нальный морфизм (кроме, быть может, одного случая: g — 9, 
m — 5 и degcp2z=2), стягивающий поверхность Q (см. обозначе­
ния 2.2) на некоторую неприводимую кривую YczW и каждую 
из поверхностей Z?--=t-1 (Z?) — на некоторую прямую YtczW\ 

(viii) в условиях (vii) имеет место изоморфизм Pic I/—Z; кроме 
-того, многообразие W неособо тогда и только тогда, когда 
<P2Z | Z ' : Z'{to} <p22(Z') —изоморфизм; если W неособо, то оно 
является нормально вложенным в Р.?-6 многообразием Фано 
первого рода и индекса г > 2 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (i) Из точных когомологических после­
довательностей, ассоциированных с точными последователь­
ностями пучков 

0{to}(V ( — Z'){to}cV{to}C>z'{to}0, 
0-+Ov{H*-Z')-+Ov{H9)^Ov(H*)-+0 

и 
0{to} Ov< (H* — 2Z') {to} Qv (H* - Z ' ) {to} Ov (fi* — Z>) {to}0 

получаем: hl(Ov { — Z')) = 0, i > l , A'(6y (#*—Z')) —0 для i > 1 
и, наконец, при g > 5 , (используя 2.3, ii), hl(Ov- (#* — 2Z')) — 0 
для i > l . Отсюда по теореме Римана — Роха находим, что 

Ao (ev ( t f* -2ZO)-g — 5. 
Докажем теперь неравенство h°(Gv (H*—3Z'))--SL Пред­

положим, что это не так, т. е. что линейная система \Н*—3Z'] 
подвижна. Тогда поверхность коник Q' (см. обозначения 2.2) 
является неподвижной компонентой в . \Н*—3Z'|, поскольку 
(Я*—3Z'-C) =—1, где C'crQ'— собственный прообраз доста­
точно общей коники CcQ. Так как Q'=/=Z', то Q — компонента 
некоторого гиперплоского сечения HcV, что -противоречит усло­
вию Pic V=--Z#. Утверждения (i) доказаны. 

(Н) Так как Picl/----Z^, то линейная система \H* — 2Z'\ 
не может иметь неподвижных компонент (при g>7), отличных 
от Z'. Поверхность Z' тоже не может быть неподвижной ком­
понентой, иначе А- (Су (Н* — 3Z')) = А° (<V (H* — 2Z')) -= g - б > 2, 
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что противоречит (i). Докажем, что \H*-—2Zf\ не имеет базис-
т+1 0 

«ых точек вне и Zt. Для этого воспользуемся леммой 2.3. Для 
любой точки v'£V — 1J .2/, используя 2.3 и теорему, Бертини, 
можно найти гладкую поверхность Я'6|#*—Z'| , v'^H'. Более 
того, если У—кривая на V, проходящая через v', то Н' 
можно выбрать так, чтобы она не содержала ни одной из ком­
понент кривой Г'. Так как h> (бу ( —Z0) = O. то | # * — 2Z'l 
высекает на Н' полную линейную систему. В силу выбора Я ' , 
эта линейная система не имеет неподвижных компонент. Так как 
Л ' —гладкая поверхность типа Ко, то всякая полная линейная 
система без неподвижных компонент на ней не имеет и базисных 
точек (см. 2.6; гл. 1). Отсюда следует, что v' не может быть 
базисной точкой линейной системы ]Л*—-2Z'|. Поскольку 
ю'— произвольная точка из V — IJ Zit то этим доказано, что 
вне прямых Z\, i — \ /n + 1, линейная система |Л*— 2Z'| 
не имеет базисных точек. С другой стороны, очевидно, что 
каждая из этих прямых является базисной для |Я* —2Z'|, 
поскольку (Z°, Н* -2Z ' ) = -1. 

(Ш) По формуле присоединения имеем: 
-Kz> ~(-Kv -Z')C]Z' = (H*~2Z')nZ'. 

Отсюда Lcz\ — ATz'l —1---- + 3/1. Ясно, что точки ги i=\, ... 
...,/№ + 1, являются базисными д л я ! и L не имеет других 
базисных точек, поскольку их не имеет линейная система 
|Л* — 2Z'| вне прямых Z0

it i = 1 m + \. 
(lv) Из точной когомологической последовательности, связан­

ной с точной последовательностью пучков 
Q-+Ov(H* — SZ')-+Ov(H*—2Z')-*-Oz'(H*-2Z')^-0, 

используя (i) и (Ш), получаем hl(Qv (Л*— 3Z'))—0 для £>2 
Вычисляя эйлеровы характеристики, получаем равенст 

во (2.4.1). Поскольку A-(0v-(tf*—3Z') = dlm|— Kz< ]-dimL и I 
не имеет неподвижных компонент и базисных точек, кроме zlt 
то А1 (Оу (Н* —3Z'))> т + 1 , если m<7. Отсюда немедленно 
вытекает неравенство (2.4.2). 

(V) Кратность линейной системы |Я*— 2Z'| в общей точке 
прямой Z°i не меньше кратности ее в точке zit которая по усло­
вию равна 1. Следовательно, в каждой из прямых она имеет 
кратность 1. 

Пусть г:V {to} V — раздутие всех прямых Z\, i — l, . . . , т-\-1. 
т+1 

# * _ 2 z - У Ti Ограничение линейной системы 
i = l 

на Z^trl{Z) 
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не имеет базисных точек и неподвижных компонент по условию' 
и по свойству (ill). Покажем, что ограничение ее на каждую-
из поверхностей Z°£, i — 1, . . . , m + 1, также не имеет базисных. 
точек и неподвижных компонент. Согласно (2.6; гл. Ш), Zf-=-
- Р ' Х Р 1 . Пусть sit / г —классы сечения (sf = 0) и слоя линей­
чатой поверхности Z°. Тогда из того, что кратность линейной 
системы |Я*—- 2Z'| в Z° равна 1, следует, что ее собственный 
прообраз на V высекает на Z°i некоторую линейную систему 
сечений, т. е. кривых из класса 5г + аг/-, где а ; >0 — некоторое 
целое. Имеем: 

/ т+1 
2а, = (S, + aifi • Sl + а,/,) = Я* - 2Z> -

отсюда ai = 0, Vj —1, ..., m-j-l. Следовательно, 
m+1 

H*-2Z'-^Z0t f l2?c|S i 

и так как dim | .s. | = 1 и высекаемая система подвижна (это 
следует из подвижности ее на слое над точкой zt), то высе­
кается полная система \st\. Тем самым доказано, что 

пг+1 
не имеет базисных точек и неподвижных H* — 2Z ' - 2 Z ' 

компонент на каждой из поверхностей Zit i = l, . . . , f f i -f l . 
Поскольку уже было доказано в (И), что вне этих поверхнос­
тей базисных точек и неподвижных компонент нет, то она 
определяет морфизм 

где WcP-"6 , так как .Л-(<9v (Я* — 2Z')) = g — 5 (см. i). 
(vi) Пусть h°(Ov (Я* — 3Z')-=1. Любая гладкая коника| С 

на V, пересекающая прямую Z, пересекает ее только в одной: 
точке. Это следует из того, что V есть пересечение квадрик. 
Имеем (С'-Н * — 3Z')— — 1, где С — собственный прообраз 
на V коники C. Следовательно, если \H* — 3Z' \Ф 0, то 
поверхность коник Q' содержится в |Я* — 3Z'| в качестве 
компоненты (Q' неприводима, так как PicV—ZH). Покажем., 
что в действительности Q'~H'— 3Z'. В силу условия 
PicZ^Z-H, поверхность из |Я* —3Z'|, кроме компоненты Q',. 
может, вообще говоря, содержать еще только поверхность Z' 
с некоторой кратностью. Пусть Q' + aZ '~ / /* —3Z', где 
а > 0 —целое. Так как (С'-Я* —2Z') — - - 1 , то поверхность Q'сV* 
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m+1 
имеет степень 0 относительно Я*—2£'-.{sum}Zb т.е. 

/ т+1 \ 2 
Q'. Й*-2 . ! ' -22 ! - 0 . (2.4.3> 

При доказательстве утверждения (v) мы показали, что степень-
Z\ тоже равна нулю. Стало быть равна нулю и степень t*Q'. 
Отсюда, пользуясь формулами (З.14.2; гл. I), получаем: 

г т+г \ 2 / m+l \ 2 
aZ'.(Я*-2Z'-_Z? -(7?*-3Z). Я*-2 .!'-2--? 

' 1 l И 
а (8 - т — 1) -=2g — 28 + 2т. 

При т=--7 из неравенства (2.4.2) находим, что g < H - m . . 
Подставляя это в последнее равенство, получаем: 
а (8 — т —1)<0, отсюда а<0 . Тем самым утверждение (vi> 
доказано. 

(vii) Пользуясь формулами (3.14.2; гл. 1), находим: 

( т+1 \3 > 

H*-~2Z'-^ZQt —2g-22 + m+l. (2.4.4.)' 
В силу леммы (3.1; гл. I), имеет место неравенство: 

cod im^+ 1 —g-8<deg r -= 2 g ~ 2
e

2
g +^ + 1 . (2.4.5)-

Если g > 9 , то из (2.4.2) следует, что т<5. При лг<4 из 
(2.4.5) немедленно получаем, что deg<p2z= 1, т. c. Ф2.г--бира-
циональный морфизм. При d = 5 возможен еще случай: g--9, 
degcp22 = 2. Из (2.4.2) получаем, что при этом h°(&v'(H* — 3Z'))== 
= 1. В следующем параграфе при доказательстве теоремы, 
3.1 будет показано, что в действительности этот случай не 
реализуется. 

Ясно, что морфизм ц>22 стягивает поверхность Q' и каждую. 
из поверхностей Z?. Из доказательства утверждения (v) видно, 
что У, = ф22 (2?) -прямые на W. Осталось проверить, что по­
верхность Q стягивается не в точку. Это следует из того, 
что jQ'n2°-y--0, У1— 1, . . . , т + 1, или из того, что кривая 
Q'f]Z' не может быть стянута в точку при отображении 
Ф22| Z':Z'->((i2z{Z')- В деталях это будет проверено при дока­
зательстве теоремы 3.1_. 

(Viii) Группа Pic V имеет ранг m-f 3 и порождена клас­
сами Н*, Z', Z°, ( = 1 , . . . , то-j-l. Морфизм y2Z стягивает все 
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z°, и поверхность Q'. Отсюда стандартным способом выводит­
ся, что PicW^Z. Точно так же устанавливается, что группа 
классов clW дивизоров Вейля тоже изоморфна Z. Стало быть, 
Picl-Fccll^—Z. Покажем, что на самом деле имеет место 
изоморфизм PicW~z\W. Для этого достаточно проверить, что 
на W группа PicV^' порождена (Я*-—2Z') и классом стяги­
ваемой поверхности Q', т. е.. что класс Z' линейно выражает­
ся через них. Пусть а, Ъ — такие целые числа, что Q'~aH* — 
— bZ'. Если СaQ — достаточно общая коника, то JVC/V^OC®OC 
(см. 3.2; гл. III). Пусть С — собственный прообраз С на V, 
тогда 

^ C V v . - 0 c . ( - l ) © < V 
Отсюда, следует, что (C'-Q')= — 1, так как {C'-Cf)Q,=0. Имеем: 

(C'-Q>) = {C-atI*-bZ')^2a-b — \. 
Следовательно, Qr~a(H*—2Z') — Z' и 

Z'~a(H*-2Z')-Q'. 

Отсюда мы заключаем, что образ Е класса H* — 2Z 

(2.4.6) 
т+1 

• 2 2 ! 
1-1 

иа W является образующим как группы Pic IF, так_и группы 
el W и, более того, образ E —ф22(2') поверхности Z' эквива­
лентен аЕ. 

Из того, что Q'- Я* — 2Z' — {sum} Z\ —0, получаем соотно-

тление 
a(2g —21+/л) + (/л —7) = 0. (2.4.7) 

Отсюда и из 'Соотношений (2.4.1), (2.4.2) находим все возмож­
ные значения g, т и а (разумеется, при g^9): 

(2.4.8) 

Докажем теперь критерий гладкости W. Пусть сначала F = 
— q>2z (Z')<=*Z' — гладкая поверхность. Тогда W не может иметь 
•особых точек, лежащих на F, поскольку F~aE — дивизор 
Картье. Более того, из того, что W обладает гладким гиперплос-
.ким сечением, следует, что на W могут быть не более чем изо­
лированные особые точки. Легко видеть, что W лроективно нор-
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мально в Р«~6. Следовательно, каждая изолированная Особая 
точка является образом при стягивании некоторого подмногооб­
разия X'{subset}V", причем X/nZ' = 0 , иначе особая точка лежала бы 
на F, Но никакая кривая на V, не пересекающая Z', не может 
стягиваться, поскольку она имеет ненулевое, равное ee степени, 
пересечение с Я*—2Z'. Тем самым доказано, что из гладкости 
F следует гладкость W. 

Для доказательства обратной импликации заметим, что по­
верхность F может иметь особые точки только в случае, когда 
бирациональный морфизм ср2г |Z':Z'{to}F стягивает некоторые 
кривые. Пусть X'czZ'— такая кривая. Так как W неособо, то 
Q' — исключительный дивизор первого рода (точнее, он стано­
вится исключительным дивизором первого рода после стягива­
ния всех Z°i) на V, т. е. его образом на W должна быть не-
особая кривая YcW. Отсюда следует, что кривая пересечения 
F--=Q'n.Z' тоже неособа, поскольку она изоморфна Y. Следо­
вательно, кривая X' не может лежать на стягиваемой поверх­
ности Q'. Аналогично проверяется, что она не может лежать 
и на 2°, г — 1 /и. + 1. Других поверхностей, стягиваемых 
морфизмом ф22, нет. Стало быть, q>22 стягивает изолированную 
кривую. Но в таком случае W должно иметь особую точку. 
Это противоречие доказывает, что из гладкости W следует 
гладкость поверхности F — (f2Z(Z'). 

Последнее утверждение в (viii) немедленно следует из пре­
дыдущих рассуждений. • 

2.5. Замечание . Название двойная проекция для ц>22 свя­
зана с тем обстоятельством, что отображение --.,2, определяе­
мое линейной системой \H — 2Z\ на V, можно представить в 
виде композиции двух проекций: 

а) проекции %Z:V->V" из прямой ZcV; 
б) проекции -Сд ;V"-*-W из линейчатой поверхности /••>- — 

«образа» прямой Z при проекции -к 
Вторая проекция индуцирована проекцией P.?-i_>ps-- из 

подпространства Р4—линейной оболочки поверхности R3. Д л я 

устранения неопределенности проекции т-д раздувается Rz на 
V" до дивизора Карье. Пусть 8:VW{to}V" — это раздутие. Тогда 
V" — гладкое многообразие: морфизм 5 является наиболее эко­
номным разрешением особых точек на V" в том смысле, что 
прообразом особой точки является гладкая рациональная кри­
вая—раздутие соответствующей неособой_ точки на поверх­
ности /?3. Пусть #з = S-1 (/?3). Тогда 8|^3:^3{to}^3 —моноидаль-
ное преобразование с центром в m + l точках, особых для V". 
При условиях общего положения 2.4 нетрудно показать, что 
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V" является образом многообразия у' при стягивании поверх­
ностей Z ^ P ' X R 1 , i — \, . . . , » i + l, на другие по сравнению» 
со стягиванием х, множители. 

§ 3. Многообразия Фано первого рода: 
основная теорема 

3.1. Т е о р е м а . Пусть V=V2g-2<---P|f+1. g S ^ , — многообразие 
Фано первого рода и пусть п2г : V{to}lVc—Р--"-6— двойная проек­
ция (см. 2.2) из достаточно общей (в смысле леммы 2.6; гл. Ill) 
прямой Zcz V. Обозначим через Е гиперплоское сечение W. Тог­
да справедливы следующие утверждения: 

(i) g<12; 
(ii) если .§•=-= 12, то W — W5czP6 — многообразие Фано первого 

рода индекса 2 и степени 5 (возможно, с одной особой точкой); 
обратное к it2z отображение р у : W—>V задается линейной сис­
темой |3E—2У|, где YczW — нормальная рациональная кривая 
степени 5 в Р6; 

(iii) не существует многообразий первого рода с g —11; 
(iv) если £ = 10, то \F—Vr2cP4-—квадрика и pr:W~*V за­

дается линейной системой |5E — 2Y\, где К — гладкая кривая 
рода 2 и степени 7 в Р4; 

(v) если g = 9, то W — P3 и py:P3->V задается линейной 
системой |7E — 2У\, где Г—-гладкая кривая рода 3 степени 7;, 

(vi) если g —8, то лгг : V{to}P2— рациональное отображение, 
слоями которого (после разрешения неопределенностей) являют­
ся кривые рода 2 и прообразами прямых—рациональные по­
верхности; 

• (vii) если g = 7, то Ягг : V{to}P'— рациональное отображение.. 
общим слоем которого (после разрешения неопределенности) 
является поверхность Дель Пеццо степени 5 с 8 раздутыми точ­
ками; многообразие V рационально и проекция из прямой ото­
бражает его на полное пересечение трех квадрик в Р6, содержа­
щих гладкую рациональную линейчатую поверхность Яз. 

3.2. С л е д с т в и е (Фано). Многообразия первого рода с 
g—7 и g>9 рациональны. 

3.3. З а м е ч а н и е . В работе [35] утверждается, что много­
образия первого рода с г?=5, 6 и 8 «е рациональны и что много­
образие с g—8 бирационально изоморфно кубике в Р4. Нерацио­
нальность Vs. g —5, доказана в [18] и [23]. Автору удалось.вос­
становить конструкцию бирационального изоморфизма VH> 
g-=8, с трехмерной кубикой. Краткое описание этой конструкции 
дано в следующем обзоре (см. [9], § 1; гл. III). Подробное до­
казательство будет опубликовано в отдельной .статье. 

3.4. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы , (i) Из неравенства 
(2.4.2) немедленно получаем, что g-Sl3, поскольку т>\. Пока-
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жем, что не существует многообразий первого рода с g — 13. 
В этом случае неравенство (2.4.2) становится равенством с m==l 
и к9((Уу (Н*—3Z'))=l. Отметим, что точки пересечения zu z2 
прямых Zi°, Z2° с Z' различны, иначе три прямые Zb Z2 и Z на 
V лежали бы ,в одной плоскости, чего не может быть, так как V 
является пересечением квадрик. Более того, согласно лемме 
(2.6; гл. Ш ) , прямую Z можно выбрать так, чтобы точки zu z2 
не лежали на исключительном сечении поверхности Z'. 

Рассмотрим сначала случай, когда Z\ и 22 не лежат на одном 
слое линейчатой поверхности Z'. В этом случае выполнены все 
условия леммы 2.4 и, согласно этой лемме, образом двойной 
проекции n2z : V-+W является гладкое многообразие Фано пер­
вого рода W степень 6 в Р7. Гладкость проверяется посредством 
критерия (2.4, viii). Однако, как известно (1.1; гл. II), таких 
многообразий не существует. Стало быть, не существует в этом 
случае и многообразий V с g" = 13. 

Пусть теперь zx и z2 лежат «а одном слое поверхности Z'. 
Проследив доказательство леммы 2.4 в этой ситуации, убеж­
даемся, что двойная проекция_-n2z : V->-1 разрешается до бира-
ционального морфизма cp2z '• V'-t-W, стягивающего слой поверх­
ности Z', на котором лежат точки Z\ и z2 в изолированную осо­
бую точку на W. В остальном многообразие W такое же, как и 
в первом случае, т. е. deg W—6 и Pic W^ZE. Анализ доказа­
тельства теоремы (1.1; гл. II) в этом случае показывает, что 
таких многообразий W также не существует. Стало быть g=^13 
и утверждение (i) доказно. 

З а м е ч а н и е . Известно (см. 1.1: гл. 11), что в Р7 суще­
ствует многообразие Фано индекса два ^ - - - Р ' Х Р ' Х Р 1 . Ото­
бражение рк, обратное к двойной проекции w2z, позволяет по­
строить многообразие Фано индекса один V в Р14, g —13. 
Однако V не является многообразием первого рода: Pic V— 
•~--Z©Z®Z. Отображение р.- задается линейной системой |3E — 
— 2Y — Yi — Y2\, где Е — гиперплоское сечение, Y — гладкая 
кривая рода 1 и степени 7 в Р-, Yu Y2 — прямые — хорды кри­
вой Y. 

(И) Рассмотрим теперь случай g — 12. Из (2.4.2) следует, 
что т=\ или 2. Случай т — 1 не реализуется (см. таблицу 
(2.4.8)). Если /» = 2, то h° (CV (H* — 3£'))=-1 и неравенство 
(2.4.2) превращается в равенство, т. е. в формуле (2.4.1) 

к1 (Оу(Н*-№))*= т + 1. 
Отметим, что все три точки zu z2, zs ие могут лежать на од­

ном слое линейчатой поверхности Z', иначе этот слой был бы 
базисной кривой для линейной системы \Н*—2Z'\, что противо­
речит (2.4, И). Кроме того, в силу леммы (2.6; гл. III), прямую 
Z можно выбрать так, чтобы ни одна из точек Z\, z2, z3 не лежа­
ла на исключительном сечении поверхности Z'. Отдельно рас­
смотрим два случая: 
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а) точки ги z2, z3 на Z' находятся в общем положении, т. е. 
никакие две из них не лежат на одном слое и все три — на сече­
нии из класса s-\-f линейчатой поверхности Z'; 

б) точки z b z2, z3 лежат на Z' не .в общем положении. 
С л у ч а й а). Здесь выполнены все условия леммы 2.4 и, 

согласно этой лемме, двойная проекция n2z отображает V на 
гладкое многообразие Фано первого рода W степени 5 в Р6. 
Степень вычисляется по формуле (2-4.4). Существует одно (с 
точностью до проективной эквивалентности) такое многообра­
зие— линейное сечение грассманиана G(l,4) прямых в Р4 (см. 
1.1; гл. II). Теперь, чтобы убедиться в -существовании многооб­
разия "V, мы приведем конструкцию обратного к n2z отображе­
ния ру : W—*-V. Для этого найдем, прежде всего, кривую У с IF,. 
на которую стягивается поверхность коник Q = Qz (см- обозна­
чения 2.2). Пусть Y' = Q'ViZ'— кривая пересечения стягиваемой 
поверхности Qr~H*—3Z' с Z' (см. 2Л, vi). Ясно, что Yf~3s-\-af 
для некоторого целого а, которое находится из равенства 

(3s + a/.3s+a/)z{cdot}-(tf*-3Z')2-Z' = 15. (3.4.1> 
Отсюда а = 4. Кривая У проходит через точки 21, z2, z3 с 
некоторыми кратностями. Чтобы их найти, вычислим сначала 
кратности поверхности Q' в общих точках прямых Z°, Z°, Z\. 

Пусть Н'£ | # * — 2Z' [ — достаточно общая гладкая поверх­
ность. Она существует, в силу леммы 2.4 и теоремы Бертини. 
Тогда Q ' n H — r1ZJ + r2Zo + r3Zg+.A.'> где rh i = 1, 2, 3 -крат -
ности поверхности Q в прямых Z°. Вычисляя пересечение Q'-Z® 
двумя способами, получаем: 

- 2 = (H*-2Z'.Z°i) = (Q'.Z<r)=-ri + (X.Z%,. • 

Tai< как (X .Z°)tf '>0, то r . > 2 , vi — 1 , 2, 3, Значит, кратности 
точек 2; на кривой Y' и подавно не меньше 2. 

Положим Yr = Q' f]Z' на V', Как отмечалось в конце дока­
зательства леммы 2.4, ввиду гладкости W поверхность Q' по­
сле стягивания Z', i = l, 2, 3, становится исключительным ди­
визором первого рода (неприводимость Q' следует из предпо­
ложения Pic У—Z-H). Любая неприводимая коника CcQ 
пересекает Z в одной точке. Отсюда следует, что кривая У 
является сечением линейчатой поверхности Q'. Кривая Y' не-
приводима. B противном случае либо поверхность Q' была бы 
приводима, что не так, либо Y' содержала бы в качестве ком­
поненты слой линейчатой поверхности Q'. Но в этом случае 
такой слой, принадлежащий пересечению Q'aZ', стягивался 
бы морфизмом <p2z:2'->-cp2z(Z/), что противоречит общности по­
ложения точек gj, 22, г3. 
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Таким образом, j-фивая У—неприводимое сечение линейча­
той поверхности Q'—-изоморфна кривой YcW, на которую-
стягивается Q. Отсюда следует также, что Y и Y' — гладкие 
кривые. . _ 

Морфизм X-.V-+V' отображает Y' в Y'. Следовательно, 
кривая Y' неприводима. Из формулы для рода кривой на поверх­
ности находим: 

g(Y') = 
(3s + 4/.3s + 4/ + /Cz.) ! yti(tj-l)_ 

=3_2_%=1)>о, (3.4.2) 
j = i 

где tt>2 — кратности кривой Y' в точках zt, i — l, 2, 3. Отсюда 
получаем: i1=--i2----t3==2 и g(F')-=-0. Стало быть, g(Y)-=-0. 

Вычислим степень кривой Y. Она равна 

IH*-2Z'— _ Z ? j - F - ( 2 s + 3/-3s + 4 j ) - 6 —5. (3.4.3> 

Отметим, что каждая из прямых Yt, i —1,2,3, в которую-
стягивается поверхность Z° пересекает кривую Y в двух точ­
ках, т. е. является 2-хордой для Y. 

Найдем теперь образ гиперплоского сечения Н при двойной 
проекции 1-2г:У->У7 или, точнее, образ линейной системы | # * | 
на V' при морфизме y2z:V'->W. Из общих соображений ясно, 
что 

3 

<p 2 Z(IH*D- пЕ — mY — 2 niiYi 
j = i 

где п, т., mL — некоторые целые числа. Вычислим их. Имеем: 

5/г = Я*[7/* — 22 7 —21? ] =15, 

откуда /г.-3. Число т равно индексу пересечения поверхности 
Н* со слоем стягиваемой в Y поверхности Q', т. е. то-(С• / / ) - 2 , 
где С с Q - произвольная коника. Аналогично, отг = (2гЯ) = 1, 
Vt — 1,2, 3. 

Таким образом, 
3 

MH*I 3£ — 2Г — 2 к г 
i - l 

— |3E~- 2KI 
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Последнее равенство имеет место потому, что Yi автомати­
чески являются базисными кривыми для линейной системы 
|3E — 2К|. Других базисных точек линейная система <.р22(|/?*|) 

не имеет, так как вне Q 'Ul l lZ? морфизм <?2Z является изо-

морфизмом и линейная система | Н* | свободна от базисных 
точек. Следовательно, обратное к i-2Z отображение рк должно 

задаваться линейной ситемой 3E--2Y-2Y; где YaW — i 

гладкая рациональная кривая степени 5 в Рв и К., г = 1, 2, 3, —• 
2-хорды Y. Осталось показать, что оно существует. 

Покажем, прежде всего, что на W существует кривая Y 
c требуемыми свойствами. Пусть /:E{to}P2 — представление 
поверхности Дель Неццо степени 5 (гладкого гиперплоского 
сечения W) в виде раздутия 4 точек хи . . . , х4 в общем положе­
нии на Р-. Тогда собственный прообраз на Е гладкой кривой 
второго порядка на Р2, проходящей через одну из точек хь 
•обладает всеми свойствами кривой Y: три 2-хорды Yh 
i = \, 2, 3, —это собственные прообразы на Е трех прямых на Р2, 
проходящих через пары трех оставшихся точек. Для вычисле­
ний нам понадобится еще информация о нормальном пучке 
JV*Y\W. Так как Y лежит на гладком гиперплоском сечении E 
и (К.К)£-=3, то Жу,в? представляется в виде расширения 

O{to}0r(3){to}.J^K/w{to}ev(5)-->0, (3-4-3) 
где, как обычно в этой статье, Оу (d) означает обратимый 
пучок степени d на Y. Отсюда h0(.Afylw) — \O и А1(Жущ-)=0, 
что, согласно локальной теории деформации, означает 10-мер. 
ность и гладкость семейства этих кривых в окрестности Yt 

Имеются только две возможности: 
1) jryiw^Oy(4)®6y(4), 
2) jrYlWcz:Oy(3)®Oy(5). 

В обоих случаях вычисления приводят к многообразиям V с оди­
наковыми численными характеристиками. Различие нормальных 
пучков сказывается только на геометрических свойствах поверх­
ности Q. Вероятно, что для достаточно общей кривой У имеет 
место случай 1); для наших целей это не является существенным. 

Выберем одну из таких кривых У на W; пусть Уь У2, Уз — ее 
2-хорды. Линейная система |3_—2У—F1—У2—У3| высекает на 
Е, кроме базисных кривых 2У+У. + У2+У3, еще пучок коник 
\С\, (С-С)Е = 0, dim|С| = 1. Отсюда следует, что она «e имеет 
базисных точек вне базисных кривых У и yi, t = l , 2, 3. Кривая С 
пересекает У в трех точках и стягивается отображением ру, 
определяемым линейной системой |3£—2У—Yi—Y2—У3|, в точ-
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ку. Стало быть, поверхность Е, на которой лежит У и хорды У<, 
t=1 , 2, 3, стягивается на некоторую кривую. 

Пусть W'^W — раздутие Y и Yh i —1,2 ,3, E* —( ) -
полный прообраз Е на W, Y' и Y\—прообразы соответствую­
щих прямых, Е' собственный прообраз поверхности E, на ко­
торой лежит Y, т. e. E'~E* — Y'-Y{—Y'2-Y3. ИЗ точной 
последовательности 

i-=i 
O{to}Ho(0w'(2E*-YO)->H0 \Gw 3 E * - 2 Г — 2 - ^ 

{to}H° 0E- [3E* — 2Y'-_ Kj 

находим, что dim 

г 

з 
3E—2Y—{sum}r, 

i = l 
= 13. Следовательно, 

pK(\F)=.l/cP13. Так же, как и в доказательстве леммы 2.4, 
проверяется, что »к индуцирует морфизм p'y:W'-+V. Один из 
способов проверки того, что морфизм p'v бирационален, заклю­
чается в следующем. В силу леммы (3.11; гл. I), degp^ = l или 
2. Более того, если degpJ,-=2, то V—рационально линейчатое 
многообразие в Р13. Морфизм р'г стягивает поверхности У ,̂ i = 
== 1, 2, 3, и поверхность Е'. Отсюда вытекает, что P i c V -
~C11/c=-Z. Этого достаточно для того, чтобы получить проти­
воречие с предположением degp^-2. Другой способ-непо­
средственный численно-геометрический анализ. 

Степень многообразия V вычисляется обычным образом: 

( 3 E * - 2 Y ' - _ Y ; ) =22. 

Мы опускаем детали стандартных вычислений, чтобы не загро­
мождать и так уже довольно громоздкое изложение. При жела­
нии читатель может их легко восстановить. 

С л у ч а й б). ЭТОТ случай отличается от рассмотренного 
случая а) только тем, что многообразие V приобретает одну 
•особую точку. 

(hi) Пусть g = ll . Тогда из (2.4.2) имеем: т = 1, 2 или 3. Мы 
ограничимся- рассмотрением общего случая, т. е. когда точки 
21, . . . , zm+l на Z' лежат в общем положении. Случаи необщего 
положения приводят, как и в (ii, б)), к многообразию W с те­
ми же численными инвариантами, но имеющему изолированные 
особые точки. Из таблицы (2.4.8) -видно, что .случай т = 2 исклю­
чается. Случай m = l тоже исключается, так как противоречит 
неравенству (2.4.5). Остается случай m=3. По лемме 2.4 в этом 
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случае W — многообразие Фано первого рода в Р5 и degW—4,. 
т. e. W — пересечение двух квадрик в Р5. 

Как ив доказательстве утверждения (ii) (случай а)). Пусть 
Y'~Q'(}Z', тогда, так как Q'~#*—3Z' (см. 2.4, vi), то У'~ 
•~3s+4/ на Z'. Кривая Y' проходит через точки Z\,..., 2.4 и име­
ет в них кратность по крайней мере 2. Из формулы для рода 
(3.4.2) выводим, что кривая Y' не может быть иеприводима. 
Отсюда, как и в (ii), заключаем, что приводима поверхность 
Q', что противоречит условию Pic V----Z#. Это показывает, что 
не 'существует многообразия Фано У с g~\\ и Pic V—Z#. Раз­
бор 'Случаев необщего положения подтверждает это заключение. 

Замечание . Если отказаться от условия Pic V---.Z# и 
провести до конца конструкцию, параллельную конструкции 
утверждения (ii), то мы получим следующий факт. 

Существует многообразие Фано V cg = 11 и с PicV — Z©Z,. 
которое получается как образ рационального отображения 

ty'.W-yV, задаваемого линейной системой 
4 

3 - _ 2 Г - У г , 
г=1 где W=WA—полное пересечение двух квадрик в Р6, У = С и Z, 

где С—гладкая коника и Z — прямая, причем Cf]Z= 0,-Ylt 
г = 1,.. .,4,— прямые, пересекающие С и Z. Более того, кри­
вые У и Yt лежат на гладком гиперплоском сечении Е много­
образия W. 

(iv) Пусть g=\0, тогда l < m < 4 (см. 2.4.2). Опять ограни­
чимся рассмотрением случая общего положения точек zu... 
..., г,и+1 на Z'. Таблица (2.4.8) исключает случаи т = \ и 2. 
Случай / » - 3 тоже исключается. Действительно, по лемме 2.4 
uegW = 3, т. е. W — кубика в Р". Как и в (Ш), кривая У== 
=Q' p\Z' оказывается приводимой, что противоречит условию. 
PicV—z#. 

Остается случай /71 = 4. Здесь V7-квадрика в Р4. Пусть 
E-=cp22(Z'). Из (2.4.8) и (2.4.6) находим: 

F~2E , Q ' ~ 2 # * - 5 Z ' . 
Пусть Y' = Q' f)Z', тогда F'<--5s+7/ на Z'. Определим крат­
ности кривой У в точках Zi 2.4. Пусть H'Q\H* — 22' | — 
достаточно общая поверхность. Тогда 

Q'Otf-r1Z»+...+r6Z«;+..¥> 

где rh i = l , . . . , 5 , - кратности Q' в общих точках прямых Z°r 
Вычисляя пересечение Q'-Z°. двумя способами, получаем: 

-3-=(2^*-6Z'.z5)=--(Q'.zs)-=--r,+(j.:.z°)-/,. 
Так как (Х.2°)я,>0, то rt>3 Vi'=l 5. Стало быть, крат­
ность У в точке Zi «е меньше 3. Из формулы для рода, как 
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и в (3.4.2), находим, что гг— .., = г6 = 3 и g(Y') — 2, где У — 
собственный прообраз У на V. Здесь мы воспользовались тем 
фактом, что поверхность Q', а следовательно, и кривая У не-
приводимы, иначе h°(Ov(Я*-32'))-?-=0 и Q'~H*—3Z', что 
не так. 

Как и в доказательстве (П), показывается, что кривая 
Y'—Y неособа. Следовательно, F —гладкая кривая рода 2 и 

degy=-(5s + 7/-2s + 3/)2, - 3 . 5 = 7 . 
Прямые Yi = y2Z(Z°i), i = \,...,5, являются, очевидно, 3-хорда-
ми для Y. Как и в доказательстве (п), находим, что 

%z(\V*\) = 5E-2Y-^Yi 
/ - i 

. Этих данных уже достаточно 
для конструкции обратного отображения ty-.W-+V. Мы не бу­
дем воспроизводить здесь детали этой конструкции. 

(v) Пусть g = 9, тогда l < m < 5 . Опять ограничимся общим 
случаем. Значения т —1,2 и 3 исключается неравенством 
(2.4.5). Если m = 5, то, согласно (2.4.2), ft° (<V (#* — 3Z0) - 1 . 
Тогда по лемме (2,4, vi) Q'~H* — 3Z' и, как в (Ш), кривая 
Y' = Q'f]Z' здесь оказывается приводимой, что противоречит 
условию PicV—Z#. 

Остается случай т—4. По лемме (2.4) имеем degW=l, 
т. е. \F--=P3. Дальнейшие вычисления параллельны вычислениям 
из предыдущего утверждения. Здесь E~3E, Q'~3H*—7Z', 
кривая У содержит точки zu ..., z5 с кратностью 4, Y — У—* 
гладкая кривая рода 3 и степени 7, прямые Yt i = \ 5, 
являются 4-хордами для Y и, наконец, <ргг (| Н* |) = 

5 

7£_2Г_2-Л 
i-=l 

(vi) Если g = 8, то lib(0v(H*—2Z'))-=g-5-3. и, следо­
вательно, двойная проекция --2Z отображает V на Р2. Слоями 
морфизма tp2z.17/{to}P2 являются кривые, поэтому 

.з 
3) Я * - 2 2 ' - 2 2 ° -=-2g-22 + /»+1 . (3.4. 

Отсюда то —5. Имеем: 
б 

Kv H*+Z, %,--#*+£' + 2 ^ -
Пусть H'Q\H* — 2Z' j —достаточно общая поверхность и 

H'e Я*-22' —_.£? — ее собственный прообраз на V'. Тогда, 
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очевидно, - | Н':Н'->Я — изоморфизм. Из формулы присоеди­
нения получаем: 

Следовательно, антиканоническая система | — Кн'\ не пуста: 
она содержит неприводимую эллиптическую кривую D=H'{\ 
П ^ ' ~ 2 5 + 3 / на Z'. Покажем, что hl(QH')=0. Рассмотрим 
точную последовательность 

0 - Я 1 (Ov)-+Hl (cV)->H2 (Ov (-HO). 
По двойственности h2{Ov.{—H')) = hl{Ov{ — Z')). Как было 
показано в начале доказательства леммы 2.4, h1(Ov( — Z'))=0. 
Следовательно, по критерию рациональности Кастельнуово, 
Н', а также Я—рациональные поверхности. Пусть X — слой 
морфизма cp2z.V"{to}P2. Тогда ХаН' и (X-X)JJ, = 0 . По формуле 
для рода получаем: 

giX) = - - -——-+1-я •* Z + 1----2. 

(vii) Пусть g--7. Тогда i-2z отображает V на Р1. Из фор­
мулы (3.4,3) получаем яг=7. В обозначениях (vi) имеем: 

(Kjj,-Kff,)ji,=(D.D)w, = (H*-2Z>r.Z'~-3. (3.4.5) 

Кроме того, на общем слое Я'6 H* — 2Z '—{sum}2' о 
_ / 

i - i 
имеется 8 

попарно непересекающихся исключительных кривых первого 
родаЯ 'П^ . t = l, . . . , 8 . В результате их стягивания 
(Kjj.-Kff,)]], увеличится на 8 и станет равным 5. Как и в (vi), 
показывается, что Я-рациональная поверхность. Пусть 
F—образ Н' при стягивании кривых Н'[\Z\. Для того, чтобы 
показать, что F — поверхность Дель Пеццо степени 5, осталось 
доказать обильность ее антиканонического пучка OF{—KF)-
Воспользуемся численным критерием обильности. Достаточно 
показать, что любая кривая Х'сН' имеет непустое пересече-

8 

ние с D+JQZ0!. НО ЭТО очевидно, поскольку в противном 
случае 

О = X' . (Я* - 2Z')^X'. Я*—О, 
т.е. X'aZ', но тогда (X'D)Z'=(X'-2s+3f)Z' -£0. 

Другой способ доказательства того, что F — поверхность 
Дель Певдо степени 5, получается ,из следующих рассмотрений. 
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Пусть яг : V{to}V" — проекция из достаточно общей (в смысле 
2.6; гл. III) прямой Z. Тогда, согласно 2.3, V"—многообразие 
степени 8 в Р6, содержащее линейчатую поверхность Д3 и обла-
дающее т- |-1--8 обыкновенными двойными особыми точками* 
f 1 , . . . , va, которые лежат на Д3. Пучок гиперплоскостей в Р6, 
проходящих через Д3 (или, что то же самое, через Р4 — линей­
ную оболочку /?з ом. 2.5), высекает на V", кроме Д3, еще пучок 
поверхностей степени 5 в Р5. По теореме Бертини общий элемент 
этого пучка может иметь особые точки только в v\,..., v&. Од­
нако легко видеть, что он их не имеет. Действительно, пучок 
| F | высекает на Rs пучок неприводимых эллиптических кривых 

8 

|2s+3f—2wi|. Стало быть, общий элемент пучка | F | не имеет 
г = 1 

особенностей в точках vit i = l,. . . , 8. Следовательно, F — по­
верхность Дель Пеццо. Ясно, что F является образом поверх­
ности Н' при морфизме qpz : V'-^V". 

Хорошо известно (см., например, [26], современное доказа­
тельство было дано Суиннертоном—Дайером), что поверхность 
Дель Пеццо степени 5, определенная над произвольным по­
лем, рациональна над этим полем. Следовательно, многообра­
зие V рационально, так как общий слой двойной проекции 
J1-2Z : V{to}PJ рационален. 

Нетрудно показать, что V" является полным пересечением 
трех квадрик в Р6, т. е., согласно (3.1; гл. II), не является три-
тональным многообразием. 

Представление V" в виде 'полного (пересечения трех квадрик 
в Р6, проходящих через Д3, является основой для доказательст­
ва существования V. Пусть (х0, ...,x6) — однородные коорди­
наты в Р6. Их можно выбрать так, чтобы Дя задавалась систе­
мой уравнений: 

x0x3—" xlx2=г== *-.» xQx4—".x9= = = ' 

x 1 x 4 — .X2x3 ---Ui 

Тогда общее представление V" будет задаваться системой 
уравнений вида 

x0x3— xl-^2 + x6Lll + -'C6j'12 = 0t 

x0x4 —A:| + x5L21 + x6j-22 — 0> (3,4.6) 

-x 1x4 — x2x3 + .^SLSl + ."-6--32 ~ 0i 

где Lij — произвольные линейные формы от {ха,.. ., x6). £= 1.2, 3, 
/-=1, 2. Если L^ достаточно общие, то непосредственные вычис­
ления показывают, что У", задаваемое (3.4.6), действительно 
имеет 8 двойных точек, лежащих на Д3. Многообразие V строит­
ся с помощью отображения V"{to}V, обратного к проекции пг.Ш 
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Таблица многообразий Фано первого рода 

Л - . 2 

0 

0 

21 

10 

5 

2 

0 

52 

30 

30 

20 

14 

V 

р-

Q-.CP — квадрика 

Vi-vl~4—двойное на­
крытие конуса Веро-
незе 

Vs. -+• Р3 —• двойное накры­
тие с ветвлением в 
квартике 

УаСР4—кубика 

^2-2—•"—полное пере­
сечение двух квадрик 

К5 С Р — сечение грас-
сманиана (1.4) под­
пространством кораз­
мерности 3 

Vi-i-P'—двойное накры­
тие с ветвлением в 
секстике 

VtcP *—• квартика 

V'i -*• Q- СР *—двойное 
накрытие квадрики с 
ветвлением поверхнос­
ти степени 8 

V"2.3CP6 — полное пере­
сечение квадрики и ку­
бики 

1/2-2-2---->в—полное пе­
ресечение трех квад­
рик 

§ 

(1,1; гл. II) 

(1.1; гл. II) 

(1.1; гл. II) 

(1.1; гл. II) 

(1.1; гл. II) 

(1.1; гл. II) 

(1.1; гл. II) 

(2.2; гл. II) 

(1.4; гл. IV) 

(2.2; гл. II) 

(1.4; гл. IV) 

(1.4; гл. IV) 
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Продолжение табл. 

11° 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

г 

1 

1 

1 

1 

1' 

1 

Я ' 

10 

12 

14 

16 

18 

22 

е 

6 

7 

8 

9 

10 

12 

ftV 

10 

5 

5 

3 

2 

0 

V 

Vi-CP — сечение грае-
сманиана 0(1,4) СР9 
подпространством ко­
размерности 2 и ква­
дрикой 

V^CP* 

V14cP9 — сечение грае-
маниана С?(1,5)СР" 
подпространством ко­
размерности 5 

VUCPU 

VlaC.P11 

V2iCPu 

§ 

(1.5; гл. IV) 

(3.1; гл. IV) 

(1.5; гл. IV) 

(3.1; гл. IV) 

(3.1; гл. IV) 

(3.1; гл. IV) 

о •» 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

Ра
ци

о­
на

ль
но

ст
ь 

" • * 

+ 

, , 

+ 

+ 

+ 

г — индекс многообразия Фано V; 
H3=d~-степень (см. 4.8; гл. I); 
.Л1,2 — размерность промежуточного якобиана; 

*> — известна нерациональность только «общего» многооб­
разия указанного типа (см. [23]); 

**> — унирациональность некоторых гладких квартик дока­
зана Б. Сегре [55] (см. также [10]); унирациональность общей 
квартики неизвестна. 

§ 4. Ограниченность степени 
и некоторые открытые вопросы 

4.1. Т е о р е м а . Для любого многообразия Фано V рода g 
справедлива оценка: 2g—2«£б4 (или .д^ЗЗ). Эта оценка дости­
гается для V = P3. 

Набросок доказательства.. Мы ограничимся здесь кратким 
указанием идеи. Полное доказательство требует громоздких 
выкладок, связанных с изучением семейств кривых, степени =-?4 
•на антиканонической модели К^-г —Ру+11 многообразия V. Оно 
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будет опубликовано в работе автора «Трехмерные многообразия 
Фано Ш». 

Прежде всего из классификации (1.1; гл. II) многообразий 
индекса г-Э-2 и классификации (2.2; гл. II) шлерэллиптических 
многообразий непосредственно видно, что оценка 2g—2--S64 
справедлива в этих случаях. Эта оценка верна также и для мно­
гообразия V-^PixP2 . Следовательно, достаточно доказать тео­
рему для многообразий Фано основной серии, кроме Р-ХР2. 

Согласно теореме (2.5; гл. Ш), на антикананической модели 
каждого такого многообразия существует прямая и, следова­
тельно (2.1; гл. Ш), их существует, по крайней мере, одномер­
ное семейство. Детальный анализ показывает, что всегда сущест­
вует пара пересекающихся прямых. Отсюда, как и в (4.4; гл. III),. 
выводим, что на V существует гладкая коника и, следовательно, 
по крайней мере, двумерное семейство их (3.3; гл. III). Из су­
ществования прямых и коник с .помощью теории деформации 
мы получаем, что на У существует по меньшей мере трехмерное 
семейство кривых степени 3, а также 4-мерное семейство кри­
вых степени 4, причем через общую точку vHV проходит 2-мер-
ное семейство таких кривых, и кривые из этого 2-мерного се­
мейства заметают ©се V. 

Пусть а •: V'-^V —раздутие V с центром в достаточно общей 
точке v£V, P = a~1(v) и Н* — а*(Н), где #б|—Kv\- Рассмотрим 
точную последовательность .когомологий 

О{to}Я- (Оу (Я* - (п + l) P)) {to}Я° (0у- (Я* -геР)) {to} 
{to}ЯO(0p(Я*-/tP)){to}... • (4.1.1). 

При re=4 мы имеем А0 (С к (Я* — 5Р))--=0, так как Н* — 5Р 
имеет отрицательное пересечение с собственным прообразом на 
V любой кривой степени 4 на V, проходящей через v, и та­
кие кривые заметают все V. Поскольку Р — плоскость и 
6р{Н* — пР)~0Р{п), то А°(б>р(Я* — 4Р))==15. Следовательно,. 
A°(0j-.(//*—4Р))<15. Отсюда и из (4.1.1) для ге-=3,2,1,0 
мы получаем неравенство 

4 

АО (Qv(-Kv)) = h° (Gr ( Я * ) ) < 2 A- (OP (n)) = 35, 
л-=0 

г. е. g < 3 3 или — 7 ^ = = 2 g - 2 < 6 4 . B 

4.2. 3 а м е ч а н и е. Фано в [33] указывает оценку — Kv3^7%-
Как уже отмечалось (1.2; гл. I), в его теории многообразие V 
не обязательно гладкое. Следуя [33] (см., также [50]), приве­
дем два примера многообразий с особенностями, для которых 
достигается равенство —/СУ== 72. 

(i) Пусть WczP10 — конус над поверхностью Дель Пеццо-
F ^ c P 8 степени 9 и l^=-V72—Р38 — образ W при отображении с 
помощью полной линейной системы квадрик |<--V(2)|, тогда 
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V72—многообразие с каноническими кривыми — сечениями и с 
одной особой точкой, и degl/ = 72. 

Многообразие V представляется также следующим обра­
зом: пусть W — Рр.(0р-©0р-(3)) с «тавтологическим» обрати­
мым пучком J6, тогда q>jg:W'-+W — бирациональный морфизм, 
отображающий W на конус W, а уМг-№-^V —-бирациональ­
ный морфизм W на V. 

(И) Пусть W--=Pp.(g), 8, = 0Р1(6)фСр.(2)еС'р. с «тавтологи­
ческим» обратимым пучком Л, и с i!-=/*C>pi(l), где f-.W-^P1 — 
естественный морфизм. Пусть М и L —классы дивизоров-
на W, соответствующие Л я 2, тогда —Kw — 3M — 6L 
(см. 3.12, гл. I). Пучок CV( — Kw) определяет бирациональное-
отображение Ф-..?.--- '• W^VczP38 на многообразие V степени 72,. 
содержащее две 8-.кратные особые точки и соединяющую их 
двойную прямую. 

Отметим еще два подхода к доказательству ограниченности 
степени — /Су3, не использующие теорему существования пря­
мых (коник и т. д.) на V. К сожалению, ни один из них пока ие 
доведен до конца. 

4.3. Рассмотрим точную последовательность 
Q^-3~H-+S'v\H-4-#'ntv-+0 (4.3.1> 

касательных и нормального пучков, где Я..5| — Kv\ — пшерплос-
кое сечение l/ = У^-з-Р.-4"1. В соответствующей точной после­
довательности когомологий 

О {to} Я° (iTн) ->Я° (grVJH)^H° (Л-н/v) {to} Я 1 (.Гя) (4.3.2). 
имеем: кодГн)=0, h>(_

я)=-Л9, (dimlm8=--18, так как Я— 
алгебраическая поверхность типа /СЗ) и h°(Ntf/vO —h0(C'tfl-)) — 
•=•g•+L Остается оценить h°{£Tvjn). Нужна оценка 
.^0(.^"v/w)<16, т. е. размерности пространства векторных полей 
на Р3. 

Рассмотрим еще одну точную последовательность 
O{to}<rv®0.y(-#){to}<-rK{to}<-rv/tf-*O (4-3-3> 

и соответствующую когомологическую последовательность 
О {to} Я° {ZTv®Ov (- Я)) {to} Я° (<Г v) {to} Я° (fvjfi) -* 

- - • Я 1 (^"v®<S>v(—//)){to}//i (.Ту)-^ „ _ л ч 

S| || (4.3.4) 
H2{Qb) -> Я1 (-Ту), 

где fly1 — пучок регулярных 1-форм на V. Из (4.3.4) видно, что. 
для получения требуемой оценки достаточно доказать: 

а) среди многообразий Фано основной серии (и не триго-
нальных) максимальную размерность пространства векторных 
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•полей (или размерность группы, автоморфизмов)'имеет прост­
ранство Р3; . . . . ' . 

б) гомоморфизм v в (4.3.4) инъективен, по крайней мере, 
•если V имеет достаточно много векторных полей. 

Отметим, что последовательность (4.3,4) показывает, ЧТО ЭТИ 
..вопросы тесно связаны с оценкой размерности промежуточного 
якобиана Гриффитса и размерности пространства модулей 
hl{xv) многообразия Фано V. 

В основе другого подхода лежит теорема Ф. A. Богомолова 
[3] о неравенстве для классов Чженя стабильного векторного 
•расслоения на алгебраической поверхности общего типа и гипо­
теза о стабильности кокасательного расслоения Яу1 на много­
образии Фано основной серии (не тригональном) V. 

4.4. Определение . Пусть Щ — локально свободный пучок 
ранга п. на гладком проективном многообразии X и fa$— 
когерентный подпучок без кручения ранга т (в общей точке) 
такой, что <8/f — тоже пучок без кручения. Положим (следуя [49]) 

д -= д (f) ---- (det gr )«® (det Я)-». 
Пучок Ш называется нестабильным (по Богомолову [3]), если 

•существует флаг 
T x C r - С . . . с Г а С * (4.4.1) 

с когерентными и свободными от кручения f t и 8/f i, и такие 
• * dt целые числа di>0, что обратимый пучок £ = ®&>i обладает 

i—i 
сечением (Н°(X)ф0) и %фОх. В противном случае пучок Щ 
называется стабильным. 

4.5. T е ор ем а (Богомолов [3]). Пусть F—-гладкая поверх­
ность общего типа (см. [1]) и # —локально свободный пучок 
ранга п на F. Если •?!($)-> " c2(g), то Е нестабилен, где 
сг — 1-тый класс Чженя. 

4.6. Предложение . Пусть V=V2g-2c:Psn — многообразие 
Фано основной серии, 2/—кокасательный пучок на V 
и EG| — NKv\ —гладкая поверхность. Предположим, что для 
iV>0 ограничение 2^- стабильно, тогда —-Kv<72. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для 7V>0 поверхность F, как легко 
проверить, является поверхностью общего типа. По условию 
.и по теореме 4.5 имеем: . . 

Ci(Qv\F^<3c2(Qvir). 
."Это неравенство можно переписать в виде 

так как Ci(V) -c2(V) =24 (см. 4.1; гл. I). Сокращая на Л/,, полу-
•чаем требуемое неравенство, я 
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4.7. З а м е ч а н и е . Условие предложения (4.6) выполнено, 
если VicV^Z-Kv (см. [3, 49]). Неизвестно, выполняется ли оно 
для многообразий Фано основной серии (по крайней мере, для 
не тригональных и отличных от Р ^ Р 2 ) . Положительный ответ 
дал бы абсолютную оценку сверху (несколько худшую, чем 
(4.1)) для степени: degVsS72. 

4.8. В заключение сформулируем несколько открытых вопро­
сов. 

(1) Прежде всего осталась незаконченной бирегуляряая 
классификация многообразий Фано основной серии. Для боль­
ших значений g такие многообразия встречаются крайне редко. 
Полное описание всех существующих типов (вплоть до таблицы, 
аналогичной 3.5), возможно, ло-видимому, получить с ПОМОЩЬЮ 
тех же методов проектирования из касательного пространства к 
достаточно общей точке, прямой, КОНИКИ И Т. д., как и описание 
многообразий Фано первого рода 3.1. 

(и) Можно ли описать трехмерные многообразия V, для ко­
торых линейная система |—NKv\ эффективна, N.>0, (без пред­
положения обильности Оу{—Kv))? 

(iii) Не 'полностью изучен вопрос о рациональности (или не­
рациональности) многообразий Фано. Открыт также вопрос об 
унирациональности некоторых типов многообразий Фано (см. 
таблицу 3.5). 

(iv) Ничего неизвестно о многообразиях размерности S-4 с 
обильным антиканоническим обратимым пучком. Главный во­
прос здесь — ограничена ли степень таких многообразий (анти-
каианических моделей) константой, зависящей только от раз­
мерности? .. ,., ,. * 
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