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§ 1. Введение.
Пусть k — поле алгебраических чисел (конечное расширение поля 

рациональных чисел) с кольцом целых алгебраических чисел £). Пред­
положим, что /£>- 3. Обозначим G =  SLn и для любого коммутатив­
ного кольца А 0 А =  SLn (Л). Положим Г  =  Or> с : Ok и обозначим

r q =  ke r (0 £ )-> 0 D/q)

для любого идеала q в £). Подгруппы группы Г , содержащие неко­
торую r q(q=^:0), называются конгруэнцподгруппам и.  Так как 
кольцо D/q конечно, они имеют конечный индекс в Г . Может быть 
поставлена следующая

К о н г р у э н ц п р о б л е м а :  в ся к а я  ли подгруппа копейного  
и н декса  в Г  есть конгруэнцподгруппа?

Мы дадим здесь полное решение этой проблемы. Несмотря на то 
что ответ, вообще говоря, отрицателен, мы можем описать ситуацию 
в общем случае. Так же хорошо, как к числовым полям, наши резуль­
таты применяются к функциональным полям над конечными полями 
и к любому подкольцу £) „арифметического типа". Кроме того, ана­
логичная проблема решена для симплектических групп О =  Sp.In(n^>2). 
Кажется вероятным, что аналогичные явления имеют место для более 
широкого класса алгебраических групп, например для односвязных 
простых групп Шевалле ранга >  1 * 2); мы формулируем некоторые гипо­
тезы об этом в гл. IV. Близкие гипотезы рассматривались независимо 
и с несколько иной точки зрения Кальвином Муром, и он сообщил 
нам ряд интересных теорем, доказанных им в их подтверждение.

')  B a s s  Н., M i l  n o r  J.  and S e r r e  J.-P., Solution of the congruence sub­
group problem for S L „ ( n > 3 )  and Sp2n( « > 2 ) ,  Publ. Math. № 33 (1967), 59—137.

2) Для этих групп конгруэнцпроблема недавно решена Мацумотой. [26]; для 
S L , конгруэнцпроблема решена Серром (см. [29]); о других группах см. [30 ].— 
Прим, перев.
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Глава IV содержит также некоторые применения наших результатов 
(и гипотез) к теоремам о тривиальности когомологий арифметических 
подгрупп группы Ok и, в частности, о „жесткости* этих подгрупп 
(ср. Вейль [24]).

Сейчас мы покажем в общих чертах, как вышеизложенная про­
блема решается для 0  =  S L „ (# > 3 ) .  Имеется нормальный делитель 
£q с  Г ч, порожденный „элементарными* унипотентными матрицами, 
и можно весьма элементарно доказать, что: (а) каждая подгруппа 
конечного индекса содержит некоторую (q Ф 0), и Е  ̂ сами имеют 
конечный индекс в Г; (б) Е  ̂ есть конгруэнцподгруппа, если и только 
если Ец =  r q; (в) группа порождается своим нормальным делите­

лем Cq и матрицами вида 

а  b
d

0л-2 лежащими в Г й, где

€ SL2 (£)).

Из (а) и (б) мы видим, что положительный ответ на конгруэнц- 
проблему эквивалентен тривиальности групп Cq =  Fq/Cq для всех 
идеалов q =f= 0. Если х: —> Cq — каноническая проекция, тогда каж-

а ® 'j (см. (а)), и, по модулюдый элемент из Cq имеет вид х
0 L

элементарных матриц, этот элемент зависит только от первой строки 

(а, Ь) матрицы а. Обозначая этот элемент через ^
а

€ С , . мы име­

ем сюръективное отображение [ ]: —► Cq, где HTq =  {(#, b)\(a, b) ==
=  (1, 0)m odq, aD  +  bD =  £)} — множество первых строк матриц 
«6SL2(D)nrq.

Меннике [16] обнаружил, что это отображение обладает следую ­
щими очень приятными свойствами:

M SI.

b
а

=  1;
о

L J
для всех t £ £>

b +  ta  
а

Ь ' 
а

для всех t £  q и
b

a  -f- tb

MS2. Если (a , 6 j), (а , 62) £ W q ,  то ю __
_1 — ' V ' V

а . а а
В соответствии с этим мы называем символом М еннике  отобра­

жение Wq в некоторую группу, если это отображение обладает свой­
ствами M SI и M S2 . Существует, очевидно, универсальный  символ 
Меннике, такой, что всякий другой однозначно получается из него 
композицией с некоторым гомоморфизмом.

Основная теорема гл. II утверждает, что символ Меннике 
[ ] :'IV q —» Cq (см. выше) универсален. Другими словами, Cq есть 
группа со множеством образующих и определяющими соотноше­
ниями M SI и M S2. Особенно приятно отметить, что в этой теореме 
Cq зависит только от £) и q, но не от п; напомним, что О =  SLn.

Здесь мы сталкиваемся с проблемой явного вычисления универ­
сального символа Меннике на Wq. Мультипликативность (MS2) наво­
дит на мысль о степенном вычете. А именно пусть поле k  содержит 
группу цт  корней т-й степени из 1 . Тогда для a, b £ D ,  где а  взаимно
5 Заказ На 325
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просто с Ьт, определен символ

По определению этот символ при фиксированном b мультипликативен 
по а , или, точнее говоря, под а  здесь следует понимать главный 
идеал а£), и для простого идеала р, не делящего /га, с полем вычетов 
из q  элементов этот символ равен единственному корню /га-й степени 
из 1 , сравнимому с по modp. Очевидно, что таким образом
определенный степенной вычет мультипликативен по b и зависит только 
от вычета b по mod а .

Пусть q идеал и (a, b) £  W .̂ Если т делит q, то, поскольку 

а  == 1 mod q, а  взаимно прост с /га, и мы можем определить ( — )  , если 
Ь=£0. Если b =  О, то элемент а  должен быть единицей!), в этом 

случае мы условимся, что ( — )  = 1 . Нетрудно проверить, что ото- 
бражение

удовлетворяет всем аксиомам символа Меннике, кроме, быть может, 
того факта, что зависит только от вычета а  по mod b. Для
доказательства последнего утверждения мы можем попытаться вос­
пользоваться законом взаимности для вычетов /га-й степени. Этот 
закон утверждает, что

)TO = TC*TC/я,c°0,

где кь обозначает произведение по всем простым р, делящим Ь, но
/ a Nordw»)

не делящим /га, символов , а ъ т и — произведения по
всем простым р, делящим /га и оо соответственно известных „локаль­
ных символов* ( -а ) , которые являются билинеййыми функциями 
на мультипликативной группе локального поля k  ̂ со значениями в рт .

Легко заметить, что кь зависит только от вычета а  по модулю b , 
поэтому мы будем иметь нетривиальный символ Меннике и тем самым 
покажем, что С<, =^{1 } при условии, что мы сможем обеспечить %т =  
=  игм =  1 . От множителя кт легко избавиться. Если мы возьмем q 
делящимся на достаточно большую степень /га (например на /га2), то, 
поскольку а  =  1 mod q, а  будет очень близко к 1 в топологической 
группе £*, если р делит /га. Поэтому а  будет /га-й степенью в £*, та­

ким образом символ (  a,J > — 1 для любого Ь.
\ V / т

Если р делит оо, то =  R или k  ̂ =  С. Любой элемент группы 
С* является /га-степенью. Однако если =  R, то /га =  2  и локальный 
символ, связанный с р, нетривиален при любом выборе q. Это объяс­
няет в общих чертах, как мы приходим к основной теореме гл. I , 
(теорема 3.6):

Е сл и  поле k имеет, вещ ест венное норм ирование, то д л я  
всех  и деалов  q ^ O  в £) все символы М еннике на W  ̂ т ривиаль­
ны. И т ак  C q = { l }  д л я  в сех  q.

•) То есть быть обратимым в кольце О . — Прим, перев.
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В противном случае , т. е. если поле k вполне мнимо, д л я  
к а ж д о г о  и д еа л а  в S  существует нат уральное  число
г =  г (q), т акое, что р,. (корни r -й степени из  1 ) л е ж а т  в поле к 
и степенной вычет

есть универсальный символ М еннике на W И т ак  С ^ р . , .  
Е сл и  т — число корней  из 1 в поле k и то2 делит  q, то г (q) =  т. 
(Мы дадим точную формулу для г.)

Вспомогательные материалы по теории чисел включены в прило* 
жение к гл. I. Оно содержит формулировки результатов теории полей 
классов, в которых мы нуждаемся, вместе с ссылками на литературу 
или доказательствами. Остальные необходимые разъяснения даны 
в самой гл. I.

В гл. III мы доказываем теорему для симплектических групп, 
аналогичную теореме гл. II для SL„. Вместе с результатами гл. I и II 
это дает решение конгруэнцпроблемы для симплектических групп.

Наши результаты о SL„ дают в принципе метод вычисления 
„группы Уайтхеда” Wh(v) конечной абелевой группы тс. Некоторые 
простые примеры таких вычислений мы включили в § 4. Однако 
в общем случае при решении этой задачи возникают серьезные тех­
нические трудности.

Следует также отметить, что теорема гл. II окончательно сфор­
мулирована и доказана как „теорема о стабилизации" для SL„ над 
любым коммутативным нетеровым кольцом. Укажем одно из возмож­
ных применений этого дополнительного обобщения:

пусть  Z [tfj, . . . ,  tm] — кольцо многочленов с целыми коэффи­
циентами от неизвестных tv . . . ,  tm, тогда при п~^>т -\-4 груп­
па  SLn( Z [ ^ , . . . ,  tm]) имеет конечное число о б р а зу ю щ и х 1).

Теперь объясним вкратце, как конгруэнцпроблема связана с рабо­
той Кальвина Мура, упоминавшейся выше.

Конгруэнцподгруппы группы Г и соответственно подгруппы конеч­
ного индекса в Г  образуют базисы окрестностей единицы двух топо­
логий на группе Qk. Вторая сильнее первой, поэтому существует 
непрерывный гомоморфизм

Gk~*Qk
между соответствующими пополнениями, который, как легко видеть, 
сюръективен. Топология конгруэнцподгрупп индуцирована вложением 
Ok c O ^ Af y  где Afk — кольцо конечных аделей поля k, т. е. кольцо

аделей по модулю архимедовых компонент. Хорошо известно (см. 
Б у р б а к и ,  Коммутативная алгебра, гл. VII, § 2, п. 4, предложе­
ние 4), что группа Ok плотна в итак мы можем отождествить

Qk с Таким образом, мы получили расширение топологических

групп

E (G k):

и, так как два члена этой точной последовательности, Gk и ( / / . а ,  я в -
^ \ ь)

ляются пополнениями u k, то это расширение расщепляется над Gk с

J) Это верно и при п =  т +  3, что следует из результатов [27]. — П рим . 
п ерев .

5*



X. Басс, Дж. Милнор, Ж -П . Серр

с  G ^ / y  Конгруэнцпроблема состоит в том, совпадают ли две топо­

логии, которые мы рассматриваем на Gk, т. е. является ли гомомор­
физм к изоморфизмом, т. е. равно ли C(Qk) единице. Из вышеизло­
женного легко следует, что

C ( O J - l i m r q/ £ , = . l l i n C q,

итак мы вычислили, что
|( 1 ), если поле  ̂ имеет вещественное' нормирование,

* I f V  группе корней из 1 поля k, если k  вполне мнимо.

Мы предполагаем, что группа С (Qk) такая же для любой односвяз­
ной простой расщепимой группы О, ранга, большего 1 , над полем k. 
Различие между вещественным случаем и мнимым хорошо объясняется 
работой К. Мура, который предположил, что сущ ествует расширение

 ̂ Gk —> Q Afr 1
полной адельной группы, которое расщепляется над Qh a  QAk и кото­
рое имеет порядок точно [рй: 1 J в H ‘‘(GAk, pft). Мы н“е можем поднять 
его, если сущ ествуют вещественные нормирования, потому что группа 
G r неодносвязна и двуслойное накрытие, найденное Муром, оказы­
вается в этом случае существенно зависящим от вещественных ком­
понент. В противоположность этому, группа Ос односвйзна, откуда
легко следует, что группа Gk должна иметь вид 0 А X  0 *^ , если

поле k  вполне мнимо. Группа Gk является естественным обобщением 
„метаплектической группы" Вейля [25].

Предположим, что О — любая полупростая односвязная алгебраи­
ческая группа, определенная над полем рациональных чисел Q, и 
пусть Г  — арифметическая подгруппа группы G в смысле Бореля —
Хариш-Чандра [ 8]. Если Г „проконечное пополнение" !) группы Г, то 
существует естественный непрерывный гомоморфизм

к: Г —> G

(обозначения см. выше). В § 16 гл. IV мы доказываем:
И р ед п о л о ж и м , что
а) о б р а з  % открыт в 0 Af, а
б) я д р о  те конечно. 1
Тогда, есл и  / :  Г —* GL„ (Q) — любой  гомоморфизм групп, то

сущ ест вует  гомоморфизм
F :  G GLn

а л г е б р а и ч е с к и х  групп, определенный над  Q, такой, что F  сов­
п ад ает  с f  на  некот орой  подгруппе конечного и н декса  в Г .

Из последнего утверждения легко следует, что H l(T, V) =  0 для 
любого конечномерного векторного пространства V, на котором дей­
ствует группа Г . Рассмотрев присоединенное представление группы, 
получаем отсюда тривиальность всех деформаций группы Г  в группе 
O r (ср. Вейль [24]). Такого рода теоремы о тривиальности и жестко­
сти были доказаны ранее во многих случаях Борелем, Гарландом, 
Кажданом и Рагунатаном.

*) Пополнение по топологии подгрупп конечного индекса. — Прим, nepes.



Решение конгруэнцпроблемы для  S L П( п ^ 3 )  и .S p 2n(«  ^  2) 69

Гипотеза а) следует из сильной апроксимационной теоремы, кото­
рая доказана для широкого класса групп М. Кнезером [13]. Гипоте­
за б) есть своего рода „конгруэнцтеорема". В обозначениях, введен­
ных выше и применимых к рассматриваемым сейчас более общим 
группам О, эта гипотеза утверждает, что группа С (G q ) конечна. 
В настоящей работе это доказано для одних групп и предположено 
для других. Например, до некоторой степени интересен уже случай

Г =  SL„ (Z) d  G q =  SL„ (Q) (n >  3),

в котором наша теорема применима.
Теперь мы закончим введение несколькими историческими замеча­

ниями. Конгруэнцпроблему для SLп(п 3) и Sp2„(ft >  2) над Q решили 
независимо Меннике в [16] и [17] и Басс — Лазар — Серр в [4]. Мен- 
нике и Ньюман решили независимо от нас эту проблему для SLn над 
любым вещественным числовым полем. Оба,, Меннике [16, стр. 37] 
и Басс [18, стр. 360 и стр. 416], сообщили неправильное решение для 
всех числовых полей.

Меннике (неопубликовано) анонсировал, и Мацумото [15] описал 
процедуру, которая сводит положительное решение конгруэнцпроблемы 
для односвязных простых групп Шевалле, ранга, большего 1, к двум 
частным случаям: SL3 и Sp4. Эти методы, вероятно, достаточны для 
того, чтобы, отправляясь от наших результатов, доказать по крайней 
мере конечность группы С (Qk).

Настоящий труд был начат первыми двумя авторами в [5]. Более 
полное решение проблемы было получено с использованием результа­
тов третьего автора, которые появились также в форме заметок в [6]. 
Содержание работы [6] излагается в гл. I и небольшой части 
гл. II и III.

Мы благодарны Лэму за критические замечания по рукописи 
и доказательства леммы 2.11 и предложения 4.13, Керверу за лем­
му 2 .10  и Меннике и Ньюману, давшим нам возможность ознакомиться 
с некоторыми их неопубликованными работами.

ГЛАВА I
АРИФМЕТИЧЕСКИЕ СИМВОЛЫ МЕННИКЕ

§ 2. Определение и основные свойства символов Меннике
Всюду в этой главе, где ясно не оговорено противное, А обозна­

чает дедекиндово кольцо, а с[ — ненулевой идеал в А. Тем не менее 
определение W^, q-эквивалентности и символов Меннике имеют 
смысл для любого коммутативного кольца с идеалом, и они иногда 
будут даны ниже в этой общности. В частности леммы 2.2 и 2.10 
справедливы для любого кольца А.

Обозначим

U7q =  {(a , b)€.A2\(a, b) =  ( 1 , 0) modq и аА +  ЬА =  А}.

Две пары (а и b j) и (а2, Ь2) в А2 мы назовем q-эквивалентными, обо­
значив это

(« 1. * i)  — q («я. * 2).

если одна может быть получена из другой с помощью конечного 
числа преобразований вида

(a, b) I > (й, b -f- ta) (t б q)
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(a, b)i-+(a +  tb, Ь) {t£A ).
(Отметим несимметричность определения.) Если мы будем действовать 

группой ОЬ2 (Л) на векторах-столбцах  ̂ ^ ^ левыми умножениями, 

тогда классы q-эквивалентности суть орбиты группы, порожденной 

всеми матрицами (  ]  \ (t 6 q) и всеми

1 t 
О 1

(t£A ).

Л е м м а  2 . 1 . П уст ь А' =  S - 1 А — кольцо частных к ольц а  А 
и q' — ненулевой и деал  кольца  А'. Тогда л ю б а я  п а р а  (a ',  b ' ) £ W q/ 
q'-эквивалент на некоторой  (а , b )£ W { где  q =  q ' n A .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из дедекиндовости кольца А следует, что 
для любого идеала а ' =£0  в А' композиция А —> А!—> А'/а' сюръек­
тивна.

Доказывая лемму, можно считать с самого начала, что а ' и Ь' 
ненулевые. Тогда, как замечено выше, мы можем найти b 6 А, срав­
нимый с Ь' по модулю а'<\'. Запишем 6А =  б1б2> где ЪХ — ЬА'{\А. 
Из стандартных свойств колец частных и дедекиндовости кольца А 
следует, что идеалы и Ь2 взаимно просты и ЪХА' =  Ь А'. Опять, 
используя вышесделанное замечание, найдем а х €  А, сравнимый с а' 
по модулю ЬА'. Затем решим в А систему сравнений

а  =  а х mod Ьи 
а  == 1 mod 62.-

Так как ЬА'=  ЪХА', то из первого сравнения следует, что а з г а х =  
==.а' тобЬА'. Отсюда (а', Ь ' ) ^ ' ( а ' ,  6) ~ q'( a ,  Ь), в частности, (а, £) =  
=  ( 1 , 0) mod q 'f M ' =  q. Для доказательства включения (a, b ) £ W q 
осталось заметить, что аА ЬА =  А, а это легко следует из условий 
аА' +  ЬА' =  А' и а  =  1 mod b2.

Следующие элементарные замечания будут неоднократно исполь­
зоваться без явного упоминания. Пусть а  А +  ЬА =  А. Если кольцо А 
полулокально, то можно найти такой t £ A ,  что элемент a  -f- tb обра­
тим в кольце А. Этот факт тривиален, если А поле, поэтому мы мо­
жем найти t по модулю каждого из (конечного числа) максимальных 
идеалов кольца А. Затем, чтобы найти t с данными вычетами, мы мо­
жем воспользоваться „китайской теоремой об остатках”.

Предположим теперь, что А — дедекиндово кольцо и а — ненуле­
вой идеал. Тогда, применяя предыдущее замечание к полулокальному 
кольцу А[а, мы заключаем, что существует такой t<zA, что элемент 
a  - f  tb взаимно прост с идеалом а.

Л е м м а  2.2. П уст ь ( a , b ) $ W v  тогда
а) (a,  b) ~ q (а,  bq), где q =  1 — а  €  q;
б) если  элем ен т  а  сравним  с единицей по м одулю  b или  

если  b сравним  с единицей по м одулю  а ,  то (a, f t ) ~ q( l , 0).
Д о к а з а т е л ь с т в о ,  a) (a, b) ~ q (а, b — Ьа) =  (а , bq).
б) Если a  =  u — tb, где и — единица, 1 6 А, то 

(a , b) ~ q (а +  tb, b) =  (к, Ь) ~
~ ч (й, b +  u{u~l { 1 — Ь — й))) =  (и, 1 — «) —'q ( 1 , 1 — к ) ~ q ( 1 » 0).
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Теперь предположим, что b — u~\-ta, где и — единица, t £ A .  Полагая 
q =  1 — а,  мы имеем
(a , b) ~ q (a, bq) ~ q (a, bq — a  (tq)) =  (а, и) ~

~ q (а +  u~1(uq), uq) =  (l,  K<?)~q ( 1 , 0).

Л е м м а  2.3. П уст ь  q' с  q — ненулевые идеалы  в А и п а р а  
(а, Ь) £  Wq. Тогда эта п а р а  q-эквивалент на некоторой  (а b')£ Wq>.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Переходя к факторкольцам В ^ А /ц '  
и b =  q/q', мы должны доказать, что любая пара (а, Ь) из Wb 
Ь-эквивалентна ( 1 , 0), причем теперь мы имеем дело с локальным 
кольцом В . Можно найти такой t £ В,  что элемент а  +  tb будет еди­
ницей, тогда

(a, b ) ~ i ( a - \ - t b , b ) ~ 6 ( 1 , 0),
где последняя Ь-эквивалентность получается, как в лемме 2 .2  б).

Л е м м а  2.4 ( М е н н и к е  — Н ь ю м а н ) .  Е сли  даны ( а х, Ь ^ , . . .  
. . . ,  (ап, bn) £ W  q, то м о ж н о  найти т акие (а, с х), . . . , ( а ,  сп) £  W'q, 
что (a, с г)~ < ,(Д г, bt), 1 < Д < я .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем q i=0  в q, и, используя лемму 2.3, 
найдем такие (a'r  чтобы (a't, b\q)^ ^ ( а bt), 1
Далее, мы найдем (a, c iq)^'Cf(a'l, b'tq), 1 < / < ! « ,  и тем самым дока­
жем лемму.

Проводя доказательство индукцией по п (случай п =  1 тривиален), 
мы предположим, что л >  1 и что уже найдены (a', c iq)' '̂q (a\, b'fi), 
1 < / < д ,  причем все 0 . Выберем сп =*Ь'птойа„ так, чтобы сп 
был взаимно прост с с х. . . с п̂ х (лемма 2.2). Тогда очевидно

К -  К я ) ~ А К >  спЯ)-
Запишем а'  — а п =  dq  и решим уравнение d, =  rcn — s c x. . . сп-.х. 

Тогда а '—а п =  rcnq — s c x. . .  cn̂ xq, откуда а п +  rcnq=a'-\-scx. . .  cn- xq ; 
этот элемент и обозначим через а.  Ясно, что
(а ',  с д ) ~ ч{а, c xq), 1 < / < я  и (а , cnq ) ~ q {a'n, cnq), итак, лемма до­
казана.

Теперь мы подходим к главному предмету изучения этой главы.

О п р е д е л е н и е  2.5. Символом М еннике  на называется
отображение

[ ] : Wq ->C,  ( * . * ) > - (  *  ) ,

где С — некоторая группа, если это отображение обладает следую­
щими свойствами:

M SI.

MS2. Если (a, bx), (a, b2) ^ v  то

если (а х, Ьх)

т = [
bi
а

q (#2> Ь2)»

Из этого определения ясно, что сущ ествует универсальный  сим­
вол Меннике [ ]q: такой, что всякий другой однозначно по-
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лучается композицией [ ]q с некоторым гомоморфизмом Cq ~̂  С. В ка­
честве можно взять, например, свободную группу с базисом Wq, фак­
торизованную по соотношениям, вытекающим из свойств M SI и MS2. 

Если q' с  q, то Wq> с  Wq и, очевидно, символ Меннике на W q.
индуцирует символ Меннике на Wq>. Следовательно, существует 
канонический гомоморфизм
(2 .6) Cq, - + C q.

Используя лемму 2.3, получаем из M SI сюръективность этого гомо­
морфизма.

Теперь мы отметим некоторые простые следствия из определения.

Л е м м а  2.7. П р ед п о л о ж и м , что от обр аж ен и е  [ ]:U7q —>С 
удовлет воряет  M SI. Тогда:

а) если а  сравним  с единицей по м одулю  Ъ или Ъ сравним
bс единицей по м одулю  а , то
а

1 ;

б) если  q ' c q  и д а н а  п а р а  (a , b ) £ W q, то м ож н о  найти  

(a', b')€.Wqr, т а к у ю , что ~ b ' ' Ь' '
а а'

в) если  q£(\ и а  ~  1 mod q, то от обр аж ен и е  b bq
а

Ь £ А  и b взаим но просто с а , индуцирует о т о б р а ж е н и е

, где

(2 . 8) U (AjaA) —> С !),

композиция которого с гомоморфизмом U (A )—>U (А[аА) есть  
о т о б р а ж е н и е  в 1 ;

г) л ю б о е  конечное м нож ест во  символов ui
a t

при п одх о­

дящем выборе q u a  л е ж и т  в о б р а з е  о т о б р а ж е н и я  (2 .8), п р и ­
чем. в кач ест ве  а  м о ж н о  взять лю бой  элем ент  из некоторой  
„прогрессии“ а t cq (t £ А), где с взаимно просто с а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение а) следует из леммы 2.2 б); 
б) — из лемммы 2.3;

в) ясно, что класс ^-эквивалентности пары (a , bq) зависит только 
от вычета b по модулю а,  поэтому отображение (28) определено кор-

г bq  1
ректно. Если b единица, тогда а =  1 mod £<7, следовательно,

а
1

согласно а);
г) следует из б) и леммы 2.4.
Л е м м а  2.9. П уст ь  [ ]: W q -* С — символ М еннике. Т огда :
а) отоб р а ж е н и е  (2 .8) есть гомоморфизм,
б) о б р а з  Wq есть а б е л е в а  подгруппа группы С.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) 

лемме 2.7 а). Следовательно,

Для а  =  1 mod q  мы имем Я
а

=  1

для b x, b2(zA взаимно простых с

по

а

•) U (А) OL (1, А). — Прим, перев.
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имеем

bxb2q b xb2q ' q ‘ ' bxqb2q ' b\q 'b2q
а а а а а а

итак, (2 .8) есть гомоморфизм.
Утверждение б) теперь следует из леммы 2.7 г) и того факта, 

что U (А /аА ) есть абелева группа.
Мы уже доказали все леммы, необходимые для теорем гл. I. 

Дальнейший материал применяется в гл. II.

Л е м м а  2 .10  („Взаимность" Кервера). П р е д п о л о ж и м , что а =  1 
mod q д л я  некоторого q £ c f и aA -{-dA  =  A. Тогда, если
[ ] ; ► С — символ М еннике, то

' a q  _  \ d q  ' 
d а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Запишем q — a = q x .  Тогда

" d q  '
10

 
<31о 1

о to ~ xq' x q x q  '
а а а а q +  xq d

С другой стороны, a q  ' a q  — d q' ~— q 2X x q  '
d d d d  _

Л е м м а  2.11 (Лэм, Меннике — Ньюман). Е сли  [ ]: —» С —•
символ М еннике и {а ъ  b), (а 2, b)£W q, то

' b '

.о-ч
(2. 12) b 1 - b 1

. a ia 2 J . ®i_

З а м е ч а н и е .  Это свойство было обнаружено и доказано Менни­
ке и Ньюманом для частных символов (которые мы построим в гл. II). 
Лэм предложил следующее ниже аксиоматическое доказательство. 
Кроме того, Лэм показал, что из M SI и (2.12) следует MS2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С л у ч а й  1. Существует такой элемент 
<7 £ q , что а х == а 2 =  1 mod q.

, г =  1 , 2 , итак, достаточно доказать,

этом так как ни левая, ни правая

часть равенства не меняется, если не меняется вычет b по модулю 
а ха 2, то мы можем считать, что b взаимно просто с q. Тогда мы мо­
жем найти Ьг, решая сравнения

bx =  b'b =  1 mod q,

^ ' = l m o d a 1a 2*

Тогда Я
а ха 2

1 =

что
' bq  - ' bq  " ' b q '
. o xa 2 . o x _ . o 2

Oi J

П]

Используя леммы 2.7 и 2.9, получаем

‘ M ’ b'q bq ' ’ bq
. a ia 2 . . a \a 2 . CL i d 2 CL \CL<i
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И ДЛЯ / =  1, 2

Наконец, по лемме 2.10 и лемме 2.9 а) имеем

b'q
И - l Г  b q -

«г J L. * i . U /  J 1L a t .

' b xq  ' CL̂Ct̂ Cf Г o,xq '

ъ to i__ . b \ . L b x .

'bxq b xq
а

О б щ и й  с л у ч а й .  Положим а х =  \— Ь. Обе части равенства 
(2 . 12 ) не изменятся, если мы заменим b на bx =  b +  t a xa 2 при * £ q .  
Мы можем выбрать t так, чтобы q и Ьх порождали идеал q. Так как 
а ха 2 и b взаимно просты, мы, очевидно, можем сделать это локально, 
а затем воспользоваться „китайской теоремой об остатках". (Если 
q =  0 , то лемма тривиальна, поэтому мы можем предположить, что 
q=h 0-) Запишем a 2= \  +  q', q '€ q .  Тогда q' =  rb x-\- sq  при некото­
рых г, s £  А. Обе части доказываемого равенства

' ь i ■ ’ ь х
* - 1«2 J

где 6 — любой идеал. Этот ре-

не изменятся, если мы заменим а 2 на а '  =  а 2 — r b x =■ 1 +  sq. Следо­
вательно, мы свели общий случай к случаю 1 .

Заканчивая параграф, мы покажем, как продолжить символ Мен-
Г Ъ 1 TV7 Гнике на W0 до символа
L a  J 4 й

зультат нигде в дальнейшем не используется, но, возможно, он заслу­
живает внимания.

Пусть Wq — {(а, Ь) а  =  1 mod q, 6 — ненулевой идеал в cf, аА  +  
+  Ь =  Л }.

П р е д л о ж е н и е  2.13. Д л я  любого символа М еннике  
 ̂  ̂ н а  Wq существует и притом единст венное отоб-(а, b) I

а
р а ж е н и е  (а , Ь) I 

ст вам и :

] н а  lF a, обл адаю щ ее  следующими свой- 
4

№ . Е сли  { a , b ) £ W r  Ьф О, то 1 -  [ *  1 .

-\  и Г 6 U f  6
+  ь\ L а

M l.- Если  (а ,Ъ ) € Wq,  то

всех  b £  Ь. __
М2. Е сл и  ( а,  Ьх), (а , Ь2) € то

ЬХЬ2 ~ V ---
-1 О* to __
1

a a a

М3. Е сли  (а х, 6), (а 2, 6) 6 W *. tno  ̂  ̂  ̂ 1 .
4 L aia2 J a i J L а 2 J

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как любой идеал в q делится на q, то 
мы можем записать элементы из Wq в виде (a, bq), где а  з= 1 mod q 
и аА  -{- b =  А.
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Е д и н с т в е н н о с т ь .  Найдем идеал с взаимно простой с bq и 
такой, что идеал cbq =  с/Л — главный, и найдем а',  удовлетворяю­
щий сравнениям
(*) ' а 7 =  a  mod bq,

а ’ =  1 mod с.
Так как а  =  1 mod с, то a 7 =  l modcq и из Ml  следует, что

q
а'

Поэтому

• b q ‘ " bq" " cq "
а а' . а>

cbq
а'

С у щ е с т в о в а н и е .  Определим

cbq2

а'

' q 
. а ' 
‘ d
. а ' 

bq 
а

d
а ’

(М2)

(М2)

(МО и M l).

, как выше. Мы

должны проверить независимость от выборов с, d, а'.  Сравнения (* )
" d  ~~

определяют а'  по модулю dA  =  cbq; итак,
а'

не зависит от вы­

бора а этот символ не зависит также от выбора элемента d,  кото­
рый с помощью с определяется с точностью до единичного сомно­
жителя.

Наконец, предположим, что ct и с2 взаимно просты с b (следова­
тельно, с bq) и что сlbq =  d lA, г =  1 , 2 . Найдем идеал Ь7, взаимно 
простой с Ь, так, чтобы cib7q =  / =  1 , 2 , а именно возьмем Ь7
в классе идеала Ь. Тогда

e xd 2A =  Cjb'qCjbq =  c2b7qcxbq =  e2d xA .

Найдем а', удовлетворяющее сравнениям
а 7 =  а  inodbq, 
а ’ =  1 mod cp^b7.

Тогда а'  =  1 mod c1c2b7q =  е хс2 =  e2cx, откуда

d  одолжны показать, что ---
1

__
1

1

__
!

ei
а'

=  1, / =  1 , 2 .  Мы

1 2

а'
. Но

---
1 1со

1__ - d xe 2 " d 2e l ~ - d 2 ' *

__
1

$__
1 1

$__
1 1

'ч

“
—

1
V
.

__
1

----1
V
.

__
I

d 2 1 
а '\

Теперь, когда символ
а

корректно определен, свойство МО

очевидно.
Если а  — 1, то мы могли бы выше в качестве а 7 взять 1, по­

этому - b - - d  -
1 1

=  1 .

Если заменить а  на а  b, b то мы можем сделать те же
самые выборы с, d , а 7, что и выше, отсюда следует свойство M l. 

Предположим, что (a, bxq), (a, b2q) £W7q. Найдем идеал ct взаим-
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но простой с bxb2 и такой, что =  d tA, /==1, 2.  Затем найдем 
а',  такой, что

а'  2= a  mod bxb2q, 
а ' з= 1 mod CjC2.

Так как (CiC2) (bxqb2q) =  d xd 2A, то мы имеем

' м м  ' _

Iсм1__ _ ■ ■---
-1 to __
1

'  V ---
-1 to __

I

а а ' а ' а ' а а

Наконец, для доказательства М3, предположим, что (а х, bq), 
(а2, bq) 6  Wq. Найдем с, d  и а'р как выше, / =  1 , 2. Ясно, что тогда с, 
d  и а'  =  а|а2 могут служить для определения символа от пары 
(а ха 2, bq). Следовательно,

(лемма (2 . 1 1 )

З а м е ч а н и е .  Символ

Ф 1 , даже если а  единица.

Таким образом мы можем получить нетривиальное спаривание группы 
единиц кольца А с группой классов идеалов А.

мы приведем примеры, в которых Ь

а

Ь
а

тривиален, если а  единица. В § 4

§ 3. Вычисление арифметических символов Меннике
Всюду в этом параграфе А обозначает дедекиндово кольцо ариф­

метического типа, определенное с помощью конечного множества S ^ 
нормирований глобального поля k. Эта терминология, так же как 
и последующая, взята из приложения по теории чисел, на которое 
мы будем часто ссылаться.

Мы будем называть кольцо А вполне мнимым, если S состоит 
только из комплексных нормирований1). Это означает, что k  вполне 
мнимое числовое поле1) и что А есть кольцо целых чисел этого поля.

Для любого целого т >  1 мы обозначим через \>.т группу всех 
корней /га-й степени из единицы (в алгебраическом замыкании поля k). 
Когда мы пишем рт , предполагается, что т взаимно просто с char (k), 
так что q.m есть циклическая группа порядка т.

Сейчас мы дадим первый пример нетривиального символа Меннике

П р е д л о ж е н и е  3.1. П р е д п о л о ж и м , что кольцо А вполне  
мнимо и кто pmczk. П уст ь  q — и д еа л  и д л я  всех  прост ых  р, 
делящ их т, выполняет ся неравенст во

ordp (q) 

ord  ̂(р) >  ordj, (т),

гд е р  — рац и он альн ое  прост ое число, над  кот орым л е ж и т  р. 

Т огда { а , ь) ' ^ ( А г )  ( =  1. если  /> =  0) есть символ М еннике 2

2) То есть все вложения в С не вещественны.
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З а м е ч а н и я .  1. Для определения символа степенного вычета 
( — ') см. формулу (П.20) из приложения. Отметим, что при наших

предположениях идеал р взаимно [Прост с т, так что символ

определен, если ЬФ  0 ; в случае Ь*= 0 мы условились, что — 1 -
2. Основной результат этой главы, теорема 3.6 (см. ниже) утверж­

дает, что предложение 3.1 охватывает все нетривиальные символы 
Меннике арифметического типа.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из определения (П. 20) немедленно следует, 
что символ ( —  ) бимультипликативен и зависит только от вычета b

по модулю а.  (  Заметим, что b может ,быть нулем только тогда, 

когда а  единица, в этом случае ( — 'j =  1 для всех Ь. ) В этих
\ CL J  т /

замечаниях установлена справедливость всех аксиом символа Меннике, 
кроме того факта, что зависит только от вычета а  по моду­
лю Ь. Этот факт тривиален при b =  0, поэтому предположим, что 
ЬфО я применим формулу взаимности (П.21):

( 4 ) . =  П ( ^ 4) ,
!pl а

Если p iabm ,  тогда или £ конечный дивизор и ('дф)т =  ̂ соглас­
но (П.16), или р комплексное нормирование (по условию). Следова­
тельно, снова используя (П.16), получаем

( 4 - ) . -  П  ( т Х Г П С т Х , -
!р| b. 'pim

Первый сомножитель, очевидно, зависит только от вычета а  по мо­
дулю Ь. Наконец, предположим, что р| т и положим A =  ord^(q) 
и е =  ordjj (/?), где р  — рациональное простое число, делящееся на 13. 
По условию

^ ~ у ^ Т > ^ - о х й р {т).

Пользуясь этим, получаем из (П.18), что символ jf~)pn зависит 
только от вычета а  по модулю b при (a ,b )^ W ^ .  Записав т =  р птг 
с т’ взаимно простым с р, мы имеем!

при подходящих целых числах г и s (зависящих от а  и Ь).
и  / a,b\ f a  \ordb(b)
Но { jY Jn T *  \ V  )т’ V зависит только от вычета а  по модулю Ь. 
Доказательство закончено.

Пусть р  — рациональное простое число и п обозначает наиболь­
шее целое число, такое, что \*.рп a  k. Этих обозначений мы будем 
придерживаться в следующих двух теоремах.

Т е о р е м а  3.2. Д л я  любой пары. (a ,b )£W ^  м ож н о  найти  
т акую  (аг, Ь ^ ^ ч(а , Ь), кто а хА =  — произведение различны х



78 X. Басс, Дж. Милнор, Ж .-Я . Серр

прост ых и деал ов ,  причем  1 при  г' =  1, 2. В сл у ч ае ,  когда
k — числовое поле, мы м о ж е м  выбрат ь т ак, чтобы )р1 были  
взаим но простыми с р ;  б ол ее  того, если ц а р п+1А и Ь ф  О, 
то м ож н о  выбрать а х с указанны м и свойст вами, сравнимым и  
с а  по модулю  Ь.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С л у ч а й  ч и с л о в о г о  п о л я .  Предполо­
жим сначала, что А — кольцо алгебраических целых чисел поля k. 
Пусть Р  == {£ | Np ф  1 mod р п+1}. В наших условиях из (П.8)
следует, что множество Р  бесконечно.

Из леммы 2.3 видно, что достаточно доказать теорему для идеа­
лов, делящихся на р п+1А. Итак, предположим, что q c p n+1A. 
Мы можем также считать, что b Ф 0 . Теорема будет доказана, если 
мы найдем а х — а  mod ЬА, удовлетворяющий требованиям теоремы 
(для такого а х, очевидно, (а х, Ь) — q (a ,b ) .

Так как Ъф  0 и множество Р  бесконечно, то можно найти про­
стой идеал не делящий Ь. Теперь мы можем применить теорему
Дирихле (П. 1 1 ), чтобы найти такой а х =  a  mod b, что а х положителен 
во всех вещественных точках и что а хА =  рхр2 для некоторого про­
стого р2. Осталось только показать, что р2£Р> т - е. что Np2 Ф- 
Ф 1 mod p n+l.

Так как А есть кольцо целых чисел поля k, то 
N^N^, =  card (A jaxA) =  | Nft/Q а х |.

Поскольку а х положителен в действительных точках и а х =  1 по мо­
дулю q при <\(zpn+lA, мы имеем

I N/i/Q а х | == Na/q а х~  1 mod p n+l Z.

Так как Npx ф  1 mod p n+1 Z, то отсюда следует желательное утверж­
дение.

Теперь предположим, что А' — некоторое другое дедекиндово 
кольцо арифметического типа в k- Тогда .<4' =  .k [s _1] при некото­
ром s£.A, где кольцо А такое, как выше. Теорема для А' получается, 
если, использовав лемму 2 . 1 , заменить пару (а, Ь) на ^-эквивалентную 
пару из WqftA, а затем применить вышеприведенные рассуждения,, 
заботясь о том, чтобы pj и р2 не делили s. Последнее возможно, так 
как мы имеем бесконечно много способов выбрать и р2.

С л у ч а й  ф у н к ц и о н а л ь н о г о  п о л я .  Сначала предположим, 
что р  Ф char (k ). Пусть F ? — поле констант поля k , и пусть т — наи­
меньшее натуральное число, такое, что p n+1\qm — 1 . Из условий тео­
ремы следует, что от> 1 .  Пусть Р  =  {р ^  | deg (р) взаимно
проста с от}. Ввиду (П.9) множество Р  бесконечно. Кроме того, 
если р£Р,  то Np =  1 mod p n+1. Чтобы усмотреть это, запишем N p = ^ d, 
где d =  deg (р)— число, взаимно простое с от. Положим I = ( q m—\ ) l +  
+  (qd — 1) Z с  (q — 1) Z, тогда по модулю идеала /, q m =  l =  q d, 
следовательно, <7 =  1, т. е. НОД (qm — 1, q d — 1) =  q — 1. Поэтому, 
если число р п+1 делит q d — 1 , то оно делит <7 — 1 вопреки нашим 
условиям.

Пусть (а, Ь)£ W q (мы можем предположить, что £= £0). Выберем 
простой идеал pjCP, не делящий Ь. Это возможно, потому что Р  
бесконечно. Используя теорему Дирихле (П. 12), найдем такой 
а х =  а  mod#, что ord j,(a ,) =  0 mod от при всех и такой, что
а хА =  ПРИ некоторых простых р2. Согласно формуле произве­
дения (П.З),
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0 = 2 o r d t ) ( a )  deg (ДО —
£

=  deg (ДО) +  deg (до) +  2  ordp (до) deg (ДО =
jjeSoo

. =  deg (ДО) +  deg (до) mod m Z.

Так как ДО£/\ то отсюда и ДО€Р. Ввиду эквивалентности (до,ДО~ 
~ ч (до ДО теорема теперь следует из доказанного ’выше факта, что 
Np ф  1 mod p n+1 при р£Р.

Наконец, если char (ДО= р,  то мы можем взять любой до=атобД О  
который есть произведение двух различных простых, при этом требо­
вания теоремы выполняются автоматически. Доказательство теоре­
мы 3 .2  закончено.

Прежде чем формулировать следующий результат, мы должны 
ввести некоторые дополнительные обозначения. Напомним, что ц я 
есть /7-примарная часть группы всех корней из 1 поля k.

Предположим, что А вполне мнимо и пусть q — ненулевой идеал 
в А. Положим

(3.3) J P (1 ) : ■ min
t» I р

ordp (q) 
ordp p ' [0, n ] ’

Для x:£R мы обозначаем через [д:](о, п\ целое число из интервала [0, п\, 
ближайшее к наибольшему целому, не превосходящему до т. е. 
Мю, «] =  inf (sup (0 , [х\),п.

Л е м м а  ;3.4. а) Существует простой- и д еа л  ДО, делящий р ,  
K s s l m o d q  «  v€,U^, т аки е ,ч т о  п п о р о ж д а е т  группу
Vpn-j, где j  =  j p (q).

б) (—) /: Wq -*  [ jy есть символ М еннике.

Д О ,
Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) у' =

ordp (q)
ordp (р) р- ,я]

при некото­

ром ДО, делящем р,  и согласно (П.17)

урП-]  = ДО<»>ДО,

где h =  ordpo (q), ч. т. д.
Утверждение б) следует из предложения 3.1, если » 0 ,  и оче 

видно при j  =  0 .

Т е о р е м а  3.5. П уст ь  (доДО^ЦТ^. П уст ь р  — прост ое число 
и п — наибольш ее целое, т акое , что поле к содер ж и т  груп­
пу  {а л. Тогда существует q£<\, до =  1 т о б <7 и с£Л , т акие, что

П
(а, ДО~ч(до, ср q), и склю чая  следующий случай: А вполне мнимо

U ( л г ) , / " 1’ zdeT j  =  Jpi^ -

( Лемма 3.4 гарантирует, что символ / -определен.)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы назовем два ненулевых элемента „близ­
кими над ДО, если они мультипликативно сравнимы по модулю р п-х
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степеней. Отметим, что это есть сравнение по модулю открытой 
подгруппы конечного индекса.

С л у ч а й  1 : А не вполне мнимое.
Тогда сущ ествует некомплексное (т. е. вещественное или неар­

химедово) нормирование рооб^оо, и ввиду невырожденности символа
Гильберта мы можем найти такие и, что символ I - ~ )  порож-

\ 1 рп
дает группу

Выберем главный идеал q A a q  и с помощью леммы 2.3 пару 
(ia', b' q ) £ W g, q-эквивалентную паре (а, Ь). Мы можем взять Ъ’ Ф Он, 
не меняя вычета a'  mod b'q, предположить, что а'  и р  взаимно просты 
в случае числового поля.

Согласно теореме Дирихле (П.10), сущ ествует простой идеал ЬХА, 
где Ьх удовлетворяет следующим условиям:

Ьх =  #' mod а ',
Ь1 и v близки над р„о,
Ьх и 1 близки над всеми р£5оо — {рею} и над всеми р<£5оо, кото­

рые делят р,  в случае числового поля.
Последнее условие делает идеал ЬХА взаимно простым е р ь  слу­

чае числового поля.
Так как (^-^) порождает группу ц. «, то

\ Роо I рп Р

( п * ( т ~ " ) л  ^   ̂ ПРИ некотоРом Г > 0 . Используя теорему

Дирихле, найдем простой идеал а хА, не делящий р  в \случае число­
вого поля, так, чтобы

а х =  a'  mod bxq,
а х и и1 близки над рм.

Теперь применим формулу взаимности (П.21):

Ьг

Наши условия на Ьх позволяют исключить из произведения все сомно­
жители с р€Sco, кроме рою, а также сомножители с простыми р, деля­
щими р, в случае числового поля. Используя (П.16), исключим почти 
все сомножители с неархимедовыми р:

/  bi \ (а-ъЬ Л  # ! ai,bt  \

V a i  ) Рп \ b i  А ; р п ’ [  Рм ) /

Так как ЬХА взаимно просто с р  в случае числового поля, то первый 
сомножитель зависит только от вычета а х по модулю Ьх. Таким обра­
зом, наши приближения и выбор i дают нам

=  1 .

Итак,
Тогда

Ьг есть р п-я степень по модулю а ъ  скажем == ср" mod a v 

(a, b) ~ q  (a', b'q) (и', Ъх q) (их, Ь $ )~ д  {йх, ср q),

и доказательство закончено.
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С л у ч а й  2 . Кольцо А вполне мнимо, но q не делится на некото­
рое простое, делящее р.

Пусть q 'c q  — наибольший идеал в cf, который делится на все 
простые, делящие р.  Тогда or (q') =  1 для некоторого р, делящего/?, 
отсюда следует, что j p (q') =  j p (q )=  0 (см. (3.3)). Используя лемму 2.3 , 
найдем пару (а', £ ')€  W'q', q-эквивалентную .(а , Ь). Тогда, так как 
Ур (ч7) =“  0 , этот случай сводится к следующему случаю:

С л у ч а й  3. Кольцо А вполне мнимо, q делится на каждое про-

Напомним, что по лемме 3.4 ( —) / есть символ Меннике на W 
Выберем q£q так, чтобы ordp (q) =  ord^(q) для всех р| р. Тогда, 

очевидно, j p (q) =  jp(q), и мы можем найти пару (a' ,b 'q)€ .W g, q-экви- 
валентную паре (а, Ь). Тогда

потому что (—) j  есть символ Меннике и a ' s l  mod#.

Выберем р0, и и v  как в лемме 3.4 а). Если h => ord^ (q), тогда

Теперь, используя теорему Дирихле (П. 10), найдем такой ЬХ£А, что 
bx =  b' mod а ',
Ьх и v близки над р0,
Ьх и 1 близки над другими р, делящими р,  и такие, что идеал 

ЬХА — простой, не делящий q. Так как a ' =  mod <7 , то а'  взаимно 
прост с р, поэтому эти сравнения совместны.

Так как (—) i есть символ Меннике, то с помощью формулы 
взаимности (П.21) получаем

Так как А вполне мнимо и так как by и 1 близки над всеми /?-адиче- 
скими р, отличными ©т р0, то отсюда получаем

стое, делящее

порождает группу y-n-j.

(  а',Ь х \ / a',b i \
V by )p i\  р, ) рг

Так как

Поэтому

Теперь выберем простой элемент а  у так, чтобы

а г =  a'  mod bxq ,

а х и и1 близки над р0.
6 Заказ Ms 325
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Так как и =  1 mod*)*, где h. =  o rd ^ (q), то то ж е самое верно для и‘,
отсюда и из взаимной простоты Ьх и q следует совместность системы 
сравнений для а х. Кроме того,

{a v bxq ) ~ q (a',bxq) ~ 9(а',Ь'д) ~ 9 (a, b).

Мы окончим доказательство, если покажем, что Ьх есть р п-я степень 
по модулю а х.

Используя закон взаимности и то, что кольцо А вполне мнимо, 
и исключая почти все неархимедовы нормирования с помощью (П.16), 
получаем

__ ( \ах,Ъх \ ( а ъ Ьх \
* Л" Л Ьх ЛЧ t>0 Л"'

!pl«i

Из (П.16) видно также, что ря == ( ^ )  я зависит только

от вычета а х по модулю Ьх, откуда *• Из наших

приближений г|над р0 следует, что ( ai’b i )  и =  Поэтому
\  тО '  Р ' тО / р

- { JLi ~ ) pn ( ^ L ) pn==h  итак, Ьх действительно есть р п-я

степень по модулю а х, что и требовалось доказать.
Теперь мы подготовлены к доказательству основной теоремы 

этой главы.

Т е о р е м а  3.6. Е сли  кольцо А не вполне мнимо, то д л я  всех  
идеалов  q=^=0 все символы М еннике на Wч тривиальны, т. е.

П р е д п о л о ж и м , что А вполне мнимо, и пусть т о б озн а ­
чает число корней из  1 в поле k. Е сли  q — ненулевой и д е а л ,  
оп редел и м  дели т ель  r  =  r(q ) числа т равенст вом  ordp (г)=у'р(q) 
д л я  к а ж д о г о  простого р , где

УР(Ч) =  min
L

ord^q) 
or <ур) • 1 _ [0, ordp(m)]

к а к  в (3.3). Тогда (—)/. —>■ (хг есть универсальный символ
М еннике на Wq, следоват ельно ,  Cq^ i v  Е сл и  q c q '  и r /= r ( q /), 
то естественный гомоморфизм С^—*С^ соответствует возве­
дению  в (г / г ’Ую степень  ц., —> (А,/.

З а м е ч а н и е .  Во вполне мнимом случае то, что (—)г есть символ 
Меннике, следует уже из предложения 3.1. Теперь мы докажем уни­
версальность этого символа. Последнее утверждение теоремы оче­
видно следует из формулы (—),•' =  ((—)г)г/г/.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть [ ]: W —* С — универсальный сим­
вол Меннике. Мы будем использовать обозначения и утверждения 
лемм 2.7 и 2.3. В гомоморфизме (2.3) можно, используя 2.7 г) и тео­
рему Дирихле, сделать идеал а  А простым. Тогда группа U (А/аА) 
циклическая, и из 2.7 г) заключаем, что

(i) любое конечное подмножество группы С лежит в некоторой 
конечной циклической подгруппе.

Пусть т =  р пт' с рациональным простым числом р  и т', взаимно 
простым с р .  Если дана (a, b)£W q,  то можно найти такую
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(a lt (a , b), как в теореме 3.2. Отсюда следует, что группа 
U (Л/а,Л) не имеет элементов порядка р п+1. Если q =  l — a x(zq, 
тогда

(« 1. bx) ~  q («г. bx -  M i)  =  («к bxЯ),

лежит в гомоморфном образе группы

эуппа С не имеет элементов порядка 
р п+К Теперь, заставив р  пробежать все рациональные простые числа, 
получаем с помощью (i), что группа С имеет экспоненту т , т. е. 
х т =  1 при всех х £ С .  Отсюда и из (1) легко следует, что 

(И) С есть циклическая группа, порядок которой делит т.
Опять запишем т =  р пт ' , как выше. Предположим, что

таким образом,
а L « 1 .

U (А[а,А). Следовательно, г

(а, b ) ~ q( a x, cp"q)

при некотором q где а х
' Ь ' ' срПq  ‘
. а . а х .

1 mod q и с £ А. Тогда 

cq  ‘|-п 
а х

откуда с помощью (И) получаем, что символ­
ам

имеет порядок,

взаимно простой с р.  Если кольцо А не вполне мнимо, тогда мы 
можем применить теорему 3.5 и, используя последнее замечание для 
каждого р , заключить:

(Ш) С =  {1},  если А не вполне мнимо.
Теперь предположим, что кольцо А вполне мнимо. Так как сим­

вол [ ] универсален и так как (—)г есть символ Меннике на (см.
замечание), то существует гомоморфизм / : С —»(аг, делающий диа­
грамму

С

и /
/

/
W /

q \
\

\
\

\ ф
V’r

коммутативной. Ясно, что /  сюръективен, поэтому, если мы покажем, 
что [С: 1 ] - < г ,  то теорема будет доказана. Достаточно доказать 
соответствующее неравенство для />-примарной компоненты Ср при 
каждом простом р.  Запишем т =  р пт' и г =  р }г' с т' и г' взаимно 
простыми с р,  где j  =  j p(q). Переход к /?-примарной компоненте 
может быть достигнут путем замены т на р п, г на р } и С на Ср.

€ C a n k e r / ,  то 1» 0ТКУДа по теореме 3.5Тогда, если
а

(а, Ь)— A a x, cpnq).  Как и выше, мы видим, что символ b
а

равен 1 ,

так как он есть р п-я степень в группе Ср, которая имеет экспоненту 
р п согласно (И). Доказательство теоремы закончено.

6 *
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В гл. III (о симплектических группах) мы получим символ { },
для которого не сможем непосредственно проверить все аксиомы сим­
вола Меннике. В связи с этим нам потребуется следующая теорема.

Т е о р е м а  3.7. П р е д п о л о ж и м , что мы имеем к ом м у т а­
тивную ди агр ам м у

D 
а

{ ■ > /
//

w /  /q\
\

\

\
\ ф

с
где

а) f  есть гомоморфизм абел евы х  групп,
б) [ ](, есть универсальный, символ М еннике на W^t
в) { } есть сюръект ивное от ображ ен и е .

П о л о ж и м   ̂ =  I  ̂ ), и пусть выполняются следующ ие
а  I а

условия:
1) о т о б р а ж ен и я  (a ,b )  i-

а
и {a, b) с-

ют  M SI;
ii) если (a, bx), (a, b2) £ W v  то

b
а

удовлет воря-

а а
_ } М 5

а
Тогда  /  изоморф изм , следоват ельно ,  { } есть универсальный  
символ М еннике на  Wq.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из i) и ii) очевидно следует, что отобра­
жение [ ] удовлетворяет M SI и MS2, итак, [ ] есть символ Меннике

на Wq . Поэтому его образ D' есть циклическая подгруппа группы D, 
порядок которой делит т (число т такое же, как в теореме 3.6).

Если кольцо А не вполне мнимо и если char (k) Ф 2, тогда мы 
можем, применяя теорему 3.5, для любой (a, b)^W^ найти 

(а „  c2q )~ q  (а , Ь) с ^ € 4, a ^ l  m od<7 и с^ А .  (Мы полагаем р  =  2 
в теореме 3.5.) Так как (<гх, ^) — ( 1 , 0), то, используя г) и д), мы

заключаем, что
' я ' =  I (сяУя \ cq cq '

. « 1 . 1 а х j \ a j . « 1 . . ®i.
Если char (k) =  2, мы найдем {аъ Ь{д ) ^  (a, b) с a x= \ m od .q
и простым идеалом а хА, используя теорему Дирихле. Тогда А /ахА 
есть конечное поле характеристики 2 , поэтому Ьх =  с2т о б а х при

некотором с, и мы можем доказать, что j  ̂j €D ',  так же как это

было сделано выше. Таким образом, если кольцо А не вполне мнимо, 
то D =  D' и по теореме 3.6 £ > '= { ! } .
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Теперь предположим, что А вполне мнимо. Тогда мы можем реа­
лизовать символ Меннике [ ]q степенным вычетом (—),.: l F q—< по 
теореме 3.6. Мы хотим доказать, что (сюръективный) гомоморфизм 
/ : D —>fir есть изоморфизм, и мы сделаем это, показав, что [ D : l ] < r .  
Мы знаем, что [£)':1]| г.

Запишем т =  2пт' с нечетным т'. Если г  нечетно, т. е. j r(q) =  О, 
то всегда выполняются условия теоремы 3.5, и мы можем доказать, 
как это было сделано выше, что D =  D'.

Поэтому мы можем предположить, что г  четно. Мы утверждаем,
что [ D, : l ] j - j - .  Для доказательства этого сначала отметим, что так 
как [ ]: lF q —* D' есть символ Меннике, то существует сюръектив­
ный гомоморфизм g : —»D', такой, что

Мы хотим показать, что g  (— 1) =  1. Если — 1 =  , тогда

=  1, откуда =  1- где У =  /2(q). Следовательно, мы можем

применить теорему 3.5 и найти пару (a v c2nq ) ~ ^ { a ,  b2) с а х =
=  lmod<7, с £ А .  Тогда мы имеем

* ( - ! ) -
b2\ [ c 2nq
a  j \ а х

а х J

Я

Я
L«l .

с2 q
а 1 а 1

cq
а 1 j

\

(используя И) 

(используя ii)

Отсюда, если j <^п, то g ( — 1) =  1. Теперь предположим, что j  =  n, 
т. е. что 2п | г. Используя теорему 3.2, мы можем найти такой 
a  =  l modq,  что а  А =  р1р2, где pt — различные нечетные простые, 
причем N t — Npt-ф  1 m od2"+1, / =  1,2.  Выберем такой b £ q ,  что 
й =  — l modpj  и 6 = 1  mod р2. Тогда 62 = l m o d a ,  и мы имеем

У
Так как 2п\ г, а 2n+1\N x — 1 , отсюда следует, что число (Л^ — 1)/г 
нечетно, следовательно, ( — )  =  — 1 . Полагая а — \— а,  мы имеемV J  т

(a , 62) ~ q(a , 62 ~ 62а) =  (а , b2q ) ~ q(a, ? ) ~ q( 1 , 0), 

откуда j  ^  j  = 1. Поэтому g ( — 1) = g  (4")r= J^J = 1. как и У т ­

верждалось. Итак, мы закончили доказательство того, что [Z ) ':l ] г
2

в случае четного г.
Теперь мы покажем, что [£):/ )'] «^2, и тем самым закончим дока­

зательство теоремы. (Заметим, что пока что мы не доказали даже 
конечности группы D.) А именно из [£ ):£> '] < 2  и только что дока­
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занной делимости [ Z ) ' : l ]  -у- будет следовать, что [ Z ) : l ] < r ,  а это
нам и нужно доказать.

Если даны ( а х, Ьх), . . . ,  (ап, bn)G W ,̂ то, использовав леммы 2.3 
и 2.4, мы можем найти такие q £ q и (a, c tq) € что

(а „  & ;)~ „ (a , c tq), 1 < г < « .

Не меняя вычетов с гш оба, можно сделать все с ( ненулевыми, а затем, 
не меняя вычета a  mod Ci. . .  cnq, можно сделать идеал а  А простым. 
Обозначим через U конечную циклическую группу U (А[аА ). Тогда 
мы имеем отображение

Н: U -+ D  (см. (2.8)),

индуцированное отображением Ь> bq
а

{Ь£А  и b взаимно прост с а).

Образ h содержит каждый из заданных элементов

получаем функциональное тождество
h (u2v) =  h (и2) h (v ).

Положим Н  =  h (U2) с  D' , и пусть b порождает 
U bU2, откуда

£/. Тогда

h (U) =  H [ ]h  (b)H czD' ljfi (b) D'.

Из (li)
' J

£/ =  £/2U

Итак, мы показали, что любое конечное множество символов

^  1, . . . ,  ( ^"1 лежит в объединении группы D' и одного ее смежного 
a  j I I а „)

класса в D. Так как отображение { }: Wq —> D сюръективно по усло­
вию, отсюда немедленно следует,- что [D :£>']•< 2 , что и требовалось 
доказать.

В заключении главы опишем функториальность изоморфизма 
в теореме 3.6.

Пусть А — кольцо целых чисел вполне мнимого поля k. Тео­
рема 3.6 дает изоморфизм

H m C ^ S n * ,

q
(3.8)

где р* обозначает группу корней из 1 в поле k и где предел берется 
над всеми ненулевыми идеалами с| в А. Фактически, если /и =  [|хл : 1 ],
предел достигается уже для любого q, делящегося на т П рщр-1 1),

р\т
тем более для любого q, делящегося на т2. (Поле k содержит при­
митивный корень wp / 7 - й  степени из 1, и 1 — wp порождает идеал, 

(р  — 1)-я степень которого есть (/?). Символ /?1/(р~г> обозначает 
этот идеал.)

Пусть k x — расширение поля k степени d =  [kl : k\ и с кольцом 
целых чисел Ах. Если q — идеал в А, тогда включение W^czW^a, 
индуцирует гомоморфизм Cq —> С ^ ,. Идеалы q-Aj кофинальны в Ах, 
таким образом, переходя к пределу, получаем, что изоморфизм (3.8) 
индуцирует гомоморфизм

Г- !*Лг ’ I1 *г
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Из определения изоморфизма (3.8) видно, что ср характеризуется сле­
дующим фактом: для q, делящегося на достаточно высокую степень 
числа 1 ] и для любой пары (a, b)£W q

Левый нижний индекс указывает поле, в котором рассматривается 
символ.

Как показано в (П.23), гомоморфизм ср задается формулой

(3.9) <р(0  =  С‘ , где е =  (\ +  ^ - dm 
тх *

ПРИЛОЖЕНИЕ. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ

В этом приложении даны в форме, удобной для применений в § 3, 
формулировки нескольких фундаментальных теорем из алгебраической 
теории чисел. Большинство утверждений дано с ссылками на литера­
туру, из которой они взяты. В других случаях мы выводим некоторые 
„хорошо известные” следствия из этих утверждений. Будет исполь­
зоваться следующая литература:

[AT] A r t  in  Е. and T a t e  J„ Class Field Theory, Harvard notes (1961).
[H] H a s s e  H., Bericht liber neuere Untersuchungen und Probleme aus der Theorie 

der algebraischen Zahlkorper, II Tell, Jahr. Deut. Math. Ver. Erg. VI Band, 
Teubner, 1930.

[L] L a n g  S., Algebraic Numbers, Addison Wesley (1964).
[O'M] О’ M e a г а О. T., Introduction to Quadratic Forms, Springer (1963).
[S] S e r r e  J.-P., Corps Locaux, Hermann (1962).

Пусть k  — глобальное поле, т. e. конечное расширение поля ра­
циональных чисел или функционального поля от одной переменной 
над конечным полем. Если р — простой дивизор (или точка) поля k , 
то на локальном поле k j, имеется нормализованное нормирование
| |j, (см. [L , стр. 24], где это нормирование обозначается , через | | )̂. 
Если нормирование неархимедово, тогда поле классов вычетов £(р) 
конечно с числом элементов Np, и | х  == Np- ordp м .  Если k  — функ­
циональное поле с полем констант F?, тогда =  <7de®<P>, где

deg (р) =  ]£ (р ) : Fg].

Для неархимедова р обозначим через U  ̂ группу локальных еди­
ниц над р и положим

U)p(n) =  {u€UQ  |ordp(l — й )> / г}.

Таким образом, (0) =  и (п) =  1 +  ря при л > 0. Группа 
U у, (п ) является открытой подгруппой конечного индекса в 6 V . Если

архимедово, то мы можем положить =  — мультипликативная
группа поля £jp.

Пусть У — группа иделей поля k  (см. [L, гл. VI] или [О’М, гл. III]). 
Группа У имеет топологию, делающую ее локально компактной груп­
пой и индуцирующую тихоновскую топологию произведения на откры­
той подгруппе П U)р* Группа k*  диагонально вложена в J  как ди-

скретная подгруппа.



88 X. Басс, Дж. Милнор, Ж -П . Серр

Если х  = (jCj,) — идель, тогда | |jj= 1 при почти всех р. Поло­

жим 1) л: 1 =  J ”J  1 лгр | . Отображение Ц ||: У — R * есть непрерывный го- 

Р
моморфизм, ядро которого мы обозначим через У0. Из определения 
ясно, что

(П 1) у/уо __ I если  к — числовое поле,
I 1, если  k  — ф ункциональное поле.

(П.2) Ф о р м у л а  п р о и з в е д е н и я  (см. [L, гл. V] или [О’М, 
§ ЗВ]

k* с  У0,
т. е. J~| [ х  =  1 при x £ k * .

Р
В функциональных полях эту формулу обычно записывают ад- 

диативно.
(П.З) Е сли  k  — ф ункциональное п оле  и х  € k*, то

2 °rd )3 (л ) deg (р) =  0 .
Р

Положим С =  J j k *  — группа классов иделей, и С° =  J° /k * .
(П.4) „ Т е о р е м а  о е д и н и ц а х " .  (См. [L, гл. VI, теорема 4].) 

Г р у п п а  С° ком пакт на.
Пусть р0 — неархимедово нормирование. Идель t =  ( ^ ) называ­

ется простым над  р0, если t̂  =  1 при р =/= р0 и если есть локаль­
ный параметр (т. е. порождает максимальный идеал) в точке р0.

(П.5) В з а и м н о с т ь  А р т и н а  и т е о р е м а  о р а с ш и р е н и и .  
(См. [АТ, гл. 8 , § 1].) П уст ь К I k — конечное аб ел ев о  р а с ш и р е ­
ние. Т огда  существует непрерывный эпиморфизм г: С —> 
—* Gal (Klk), такой, что если  р — к он еч н ая  точка поля k, н е р а з ­
вет вляю щ аяся  в поле К , и если  t — простой идель н ад  р, то 
r ( t - k * )  =  (р, K lk )  — символ Артина. В с я к а я  от крыт ая подгруп­
па конечного и н декса  в С есть я д р о  г при подходящ ем  (и од ­
нозначно оп ределен н ом ) выборе поля К.

О символе Артина см., например, [S, гл. I, § 8].

(П.6) „ Т е о р е м а  Ч е б о т а р е в а  о б  а б е л е в ы х  р а с ш и р е н и ­
ях". (См. [Н, § 24].) П уст ь K lk  — конечное аб ел ев о  расш ирение.  
Д л я  любого о £ Gal {Klk) существует бесконечно много точек  р 
поля k, не развет вленн ы х  в К  и т а к и х , что (р, K/k) =  a. (См. 
также A. W e i l ,  Basic number theory, стр. 289J.)

Учитывая теорему (П.5), мы видим, что теорема Чеботарева 
эквивалентна следующей теореме:

(П.7 ) Т е о р е м а  о п л о т н о с т и .  Е сли  U — от крыт ая под­
группа конечного и н д екса  в С, то к а ж д ы й  см еж н ы й  к л а с с  из  
CiU содерж и т  бесконечно много к лассов  прост ых иделей.

(П.8) С л е д с т в и е .  П уст ь  С — примитивный корен ь  т-й 
степени из  1, и пусть  С (£ k. Тогда существует бесконечно мно­
го простых  р, т аких, что N p ^ l m o d m .  Е сли  расш ирение Щ )/k 
циклично, то мы м о ж ем  н а л о ж и т ь на  р дополнит ельное ус­
ловие:  /fc(p) содер ж и т  не больше корней  т-й степени из 1 , 
чем k.



Решение конгруэнцпроблемы для SLn( n ^ 3 )  и Sp2n(«  53= 2) 89

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем в группе G al(£(C )lk) элемент 
о ф \ ,  который порождает эту группу в циклическом случае. По тео­
реме Чеботарева существует бесконечно много простых р, взаимно 
простых с т в случае числового поля и поэтому неразветвленных 
в &(С), таких, что (р, k(Qlk) =  a. Таким образом, автоморфизм Фро- 
бениуса в расширении &(р)(С)/£(р) нетривиален, итак, С$&(р) .  (Мы 
отождествляем С с его образом по модулю р.)

В циклическом случае мы даже имеем [k (Р) (С): £(р)] =  порядок а. 
Предположим, что V £& (р). Тогда по лемме Гензеля откуда
[&р(С):&р] не превосходит k{V)\. Из неравенств

[ Л ( С ) :  A ] = [ A ( P ) ( C ) : A ( P ) ] < [ A p ( g : ^ ] < [ ^ ( C ) :  В Д ]

теперь следует, что С' € k.

(П.9) С л е д с т в и е .  Если  k  — ф ункциональное поле, тогда  
д л я  любого  я >  1 существует бесконечно много простых  р, 
степени взаим но простой с п.

Если F 9 — поле констант поля k, то мы можем в предыдущем 
следствии взять m =  q n — 1. Расширение £(С)/k является, конечно, 
циклическим, и легко видеть, что конечное расширение поля F?, 
имеющее только q — 1 корней т -й степени из 1 , должно иметь 
степень взаимно простую с п.

Пусть Soo — конечное, непустое множество нормирований поля k , 
содержащее все архимедовы нормирования в случае числового поля, 
и пусть

A =  { x £ k  | ordj, (л:) >  0 при всех p ^ S ,*,}.

К о л ь ц о  А называется дедекиндовым кольцом арифметического типа, 
определенным множеством S  нормирований поля k. (В терминологии 
О’Меара А есть ,,область Хассе“ .) Кольцо А действительно является 
дедекиндовым, и мы можем канонически отождествить его макси­
мальные идеалы с нормированиями поля k, исключая S Условившись 
об этом, мы имеем £(р) =  Л/р при р $ 5 м. Если кольцо А' определе­
но множеством то из конечности числа классов легко сле­
дует', что А' есть кольцо частных кольца А, на самом деле А 1 =  
=  Л [а ~ ’ ] при подходящем а  6 Л.

(П .10) Т е о р е м а  Д и р и х л е .  П уст ь д а н ы : ненулевые  
а, Ь^А, такие, ято аА  +  ЬА =  Л; конечное м нож ест во  5 0 н о р ­
м ирований, не л еж а щ и х  в S*, и взаимно простых с Ь; д л я  
к а ж д о г о  p ^ S o U ^ *, от крыт ая подгруппа Vy £ k*% а некоторый  
элем ен т  Лр € k*̂  , причем вр =  ordp(л^) > 0  при  p€<S0. П р е д п о ­
л о ж и м  т а к ж е ,  что хот я бы для  одного  p ^ S * , подгруппа V^ 
имеет конечный индекс в k*̂  .

Т огда  имеет ся бесконечно много точек  P o ^ S o U S » , т аких,  
что существует элемент  с 6 Л, удовлетворяющий следующим  
условиям:

с =  ат обЬА,

с € х  ̂Vp при всех  р € S 0 U 
и

с Л = р 0а,
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где

а— П *>'»•
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы можем, у м е н ь ш и в ^ , если это необ­

ходимо, предположить, что V p d U p  при Для по­
ложим

Vp — и р ( ° rd  ̂(b)) =  {и € Up | ordp (1 -  a) >  ord„ (£)}.

Тогда Vp — Up при почти всех p, таким образом, V =  Г 1 ^ р  есть от-
Р

крытая подгруппа группы У. Поэтому W =  V k*/k*  есть открытая под­
группа группы C =  J / k * ,  следовательно, группа C/W  дискретна. 
Чтобы показать ее конечность, остается заметить компактность этой 
группы. Так как группа С° компактна (см. П.4), достаточно показать, 
что группа QC°W  =  ||С|/JW'| конечна. Поскольку |C||^R или Z (см. 
П. 1 ) и || IF|[ — открытая подгруппа, достаточно заметить, что 
IIWII ¥={!}• Но это немедленно следует из того факта, что V  ̂ имеет
конечный ’индекс в k*p при некотором p€<Soc.

Теперь из теоремы о плотности следует, что каждый смежный 
класс из J /V k *  содержит бесконечно много простых иделей. Мы ис­
пользуем это, построив сначала по данным теоремы Дирихле некото­
рые идели. Обозначим через S b множество простых идеалов, делящих 
Ь, и определим идели а  и х  равенствами

— а,  если 
а * ~  \ 1, если p $ S b,

| Хр, если
^  \ 1 в*- остальных случаях.

Теорема о плотности дает бесконечно много точек р0ф 5 йи<5оо, для 
которых существует простой идель г над р0, удовлетворяющий срав­
нению г == а  х~* mod Vk*. Таким образом, можно найти d £ k *  и v ^ V ,  
такие, что
(*) r x v  =  a d .
Мы утверждаем, что р0 и с =  a d  удовлетворяют требованиям теоремы. 
Чтобы проверить это, рассмотрим равенство (*) для каждого р.

Для р {Pol 1) -Sj U S 01) S '*: откуда ordj,j(c) =  0.
Д ля р =  р0: =  a d ,  откуда -ordpo (с) =  1.

Для PQ.S0: XpVp =  ad,* откуда сХр1 £  Vp c  U p , и в частности 
ordp (с) =  ord (.*£) =  ер.

Для Vp =  d,  откуда d £Vp =  Up(ordp(b)), следовательно,

с — a d  =  a  modj,ordP{b).
Наши рассмотрения уже показывают, что с 6 А, что с =  ато&ЬА  

и что c.A =  p0q, а также, что cXpl £Vp  при Остаются только
условия над S те.

Д ля р €  S*,: Хр Vp =  ad ,  откуда СХр1 £ V p ,  что и осталось до­
казать.

Следующие частные случаи теоремы достаточны для большинства 
применений.
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(П .1 1 ) П уст ь k ~  числовое поле. Если, даны ненулевые а , 
Ь £ А  и ненулевой и деал  q, т аки е, что аА  - f  ЪА =  А =  q +  ЪА, то 
существует бесконечно много простых идеалов  p0^ S K, т аких,  
что p0q =  с А при некотором с ^ а  mod ЪА, и мы м о ж ем  по своему  
усмот рению за д а т ь  знаки  с в вещественных т очках.

Для доказательства последнего утверждения возьмем Vp равной 
группе положительных вещественных чисел при вещественных р.

(П.12) П р е д п о л о ж и м , что k — ф ункциональное поле и что 
зад а н ы  а ,  b и q, удовлет воряющ ие т аком у ж е  условию , к а к  
в (П .1 1 ). П  р едп ол ож и м  т а к ж е ,  что даны д л я  к а ж д о го  
целые числа  й р > 0 и т$. ■Тогда выполняется заклю чен и е  т ео­
ремы, (П.11), если зам енит ь в нем т ребование н ад  веществен­

ными т очками следующ им :
ordp (с) ■ т£ mod Z

при всех
Здесь мы при р€*$бо возьмем в качестве 1/р множество таких 

x £ k * ,  что ordp (л:) =  0 mod Яр . Сейчас мы, следуя [АТ, гл. 12 ] и [S, 
гл. XIV], опишем закон взаимности для степенных вычетов.

Фиксируем целое число m'J- 1 и будем рассматривать поля k , 
содержащие группу рт всех корней т-й степени из 1. При этом всегда 
предполагается, что char ( £) t m,  так что рт есть циклическая группа 
порядка т.

Сначала предположим, что £ — локальное поле, т. е. локальное 
пополнение некоторого глобального поля, и пусть рт a  k. Если ka — 
максимальное абелево расширение поля k , то имеется отображение 
взаимности, которое является непрерывным гомоморфизмом:

k* -  Gal ( k jk ) ,  
a t —(a, k j k )

(см. [S, гл. XI, § 3]). Например, в неархимедовом случае ограниче­
ние (a, k j k )  на неразветвленную часть есть символ Артина, т. е. 
огб(а)-я степень поднятого автоморфизма Фробениуса. Если a, b £ k * ,  
тогда, так как pm€ k ,  k(a'llm)/k есть абелево расширение, на котором 
действует с =  (b , k j k ) ,  таким образом, мы можем определить символ

б а , Ь\   <ш1!т _
V k ) m ~ ~ J

который, как легко видеть, не зависит от выбора а 11т. ^Если наше

поле есть Ар, где k сейчас обозначает некоторое глобальное

поле, то мы на самом деле будем писать •) Наше определение

согласовано с определениями [Н] и [S] и „взаимно" с определени­
ем [АТ].

(П.13) О т ображ ен и е  k * x k * ~ > p m ф акт оризует ся до

о т о б р а ж ен и я  группы (k*/k*m) X  (k* jk*m), на которой оно оп р е­
д ел я ет  невы рож денн ую  ант исим мет рическую  билинейную  

форму. К р ом е  того,

( ~ Ц г ~ ) т =  1 ' если а > 1 — а  € k*
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U

( ( т г Х У - О т г ) » , , ’ е с м  " К
Этот результат и теорема (П.16) ниже суммируют результаты 

[S, гл. XIV, §§ 1 - 3 ]  и [АТ, гл. 1 2 , § 1 ].
Теперь мы рассмотрим, какие значения принимают наши символы. 

В архимедовом случае символ однозначно характеризуется теоре­
мой (П.13):

(П.14) Если, k ^ C ,  тогда k* =  k*m, поэтому  I при
всех  а  и Ь.

(П.15) Если тогда т-^.2 и мы им еем
<а, ь \  \ — 1. если a , b < i О,
ч R Л  [ 1 в други х  случ аях .

Предположим теперь, что нормирование р неархимедово и что 
число Np=* q  взаимно просто с т. Поскольку с  k , мы имеем

q =  1 mt)d т. Поэтому, если а  6 U ^, то а  т является корнем т-й сте­
пени из 1 по модулю р, следовательно, существует и притом един­

ственный элемент € 1\п> такой, что

, ) . mod*’-
Этот элемент и называется степенным вычетом (точнее, вычетом 
т-й степени) над р.

(П.16) (см. [S, стр. 217]). П уст ь норм ирование поля  k н е а р ­
химедово и х а р а к т ер и ст и к а  поля вычетов взаим но п рост а  
с т. Тогда при л ю бы х  a £ U p  и

Таким образом,

f a , ъ \ / а \
V и Л  л  р /

( т г ) . - 1’ есЛИ ь

ordjj (*)

единица. Отметим, что тео­

рема (П.16) охватывает все поля положительной характеристики. 
Остается рассмотреть намного более сложный случай, когда характе­
ристика поля вычетов делит т. Информация, в которой мы нуждаемся 
в этом случае, содержится в последующих двух предложениях.

Теперь k обозначает конечное расширение поля Qp. Предположим, 
что т =  р п. Мы будем писать

e =  ordp(/>)
— абсолютный индекс ветвления.

Для х  £ R обозначим через [л;] наибольшее целое число, не пре­
восходящее л:; для а  €  Z обозначим через ajo, П] ближайшее к а  целое 
число из интервала [0 , п].

(П.17) П уст ь h — неот рицат ельное целое  число. Тогда  
t U A h ) , U ^ \  ( U ^ h  +  \ ) , k * \
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(П .18) Если a^ U ^ (h) и если  ord^ (Л )> А , то символ

зависит только от вычета а  по м одулю  Ь, где  у имеет то ж е  
значение, что в (П.17); этот символ равен  1 , если  ord^(b) =  h.

З а м е ч а н и е .  Для а  £ 6 ^ (Л), b £ k *  значение символа

может быть задано следующим образом.
Если у' =  0, этот символ, конечно, равен 1 .
Если у >  1, пусть w — примитивный корень р-й степени из 1, и пусть 

а =  (а — \)1р3 (w — 1). Так как a  (h), элемент а /?-цел; пусть а —

его образ в £(р), и пусть 5 (a )  — образ а при отображении следа
Tr: k  (р) —» F ?.

В этих обозначениях имеем
/  а Ь \ —S («) огсЦ (&)

< — ) ^ - *  р •

(При у' =  1 эта формула есть в [S, предложение 6, стр. 237]. В общем 
случае она доказывается индукцией по у, при этом а  записывается 
как р-я степень.)

Д о к а з а т е л ь с т в о  (П. 17). Запишем

I»(А, п) =
U^(h + 1)Л  )

/ рп

fi' (Л, n) - V A>’ S

P - 1
onpe-Мы будем рассуждать индукцией по п . Число /  = 

деляется неравенствами

е ( /  +  7 = т ) ^  h < *  С7’' + 1 +  ^ = т ) -
и у — ближайшее целое к у' из интервала [0 , п\.

С л у ч а й  п =  1. Так как группы [i и [j/ уменьшаются при увели­
чении h, достаточно показать, что при h — e(  ̂1 - f  

целое число, потому что p n~l ( p — 1 ) делит е)

ер 
Р — 1

(это

(ДЛ, 1) =  {1},  И Л - 1 ,  1) =  н
1л'(Л, 1) =  {1},  И (Л— 1, 1) =  н -

Если х  €  Up (Л) и р 6 Л.р, то множество значений символа най-

дено в [S, стр. 237, предл. 6]. Отсюда выводятся первые три формулы

и

U* (Л + В, К  \
- Ч г — <» =

S » ) * Л )
(з /р

S  (*>■
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Последняя формула =  следует из оценки символа,

данной в [S, стр. 237, упражнение 3]. Не обращаясь к упражнению, 
можно непосредственно доказать эту формулу следующим образом.

(х, и, '
Возьмем x € U ^ (h  — 1), x ^ U ^ h ) .  Если

Р / р
=  1 , то отображе­

ние взаимности A* —>Gal(k(xxlP)/k) тривиально на U^, следовательно, 
расширение k ( x 1lP)jk неразветвлено [S, стр. 205, следствие из 
предл. 13]. Тогда ordj, на А согласован с ord на к {х  1/р). Полагая 
х Чр => 1 +  у, мы имеем

. - * r = l  +  / ? y ( l + ^ - y  +  - . . )  +  ур ,

откуда

A - l  =  ^ f - l  =  e2+ ? ^ T - l  =  o r d ( A : - l ) >

>  min (е +  ord (у), /?ord(y))

с равенством, когда эти два числа различны. Так как А — 1 не де­
лится на р,  поэтому р  ord (у) не может быть меньше е -fo rd  (у). 
Отсюда

ord ( y ) > 7 = rИ
A - l > < ? - f o r d  ( у ) > е  

т. е. мы пришли к противоречию.

С л у ч а й  я > 2 .  Пусть те: [хрП —»ну»-» — возведение в р-ю  степень . 
Так как

т о м ы  видим, что |х(А, п — 1) тс ([л (А, #)), и аналогичное 
имеет место для [х'.

равенство

(i) Сначала предположим, что j  =  ^ ----- р _̂ х ] |о л]< «  — 2 .-Тогда;

проводя доказательство по индукции, мы имеем [i (А, га — 1) =  [i pn-i-j Ф 
т Ц 1 }, но единственная подгруппа группы [iрп, имеющая такой образ 
при отображении те, есть [у »-» . Поэтому этот случай сводится к выше 
сделанному замечанию.

(И) Предположим, что — ^ - p j> r a  ~  1- Так же как выше,
можно показать, что те(ц(А, га)) =  { ! } ,  откуда [i(A, га) а  [хр, и анало­
гично для [i'. Как и в случае га =  1 достаточно показать, что если

А„ =  е (re - f  1 )•

то
[i'(A„, га) =  {1}, t* (А„ — 1, n) =  (ip,

[i7 (А„, й) == { 1 }, [i (А„ 1, «) =  (V

Так как га > 2  и так как е  делится на (р  — 1) р п~1>  2, то отсюда 

hn _  1 >  е  ( l  +  ^ х т ) -  Теперь из [S, стр. 219, предл. 9] следует, что при
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т~у>е ^ 1  -|- J - y )  возведение в р-\о степень изоморфно отобража­

ет (т — е) на U^(m). Полагая m =  fin— \,m =  hn и /га =  Л „ +  1 
и используя формулу (») (см. выше), получаем

91 (̂ я> =  Iх (^Л—1’ ^ )̂>
(x '(A „,n) =  ix/( V i . « - 1)- 

t* (л„ -  1 , п) =  р. (Л„_[ — 1» п — 1),
V-' (А„ -  1, л) =  1*' (Ая_1 -  1, п -  1 ).

Доказательство закончено ввиду индукционных предположении.

Д о к а з а т е л ь с т в о  (П. 18). Так как (~ Д|у~ )^  ^  ( ( ' ^ ~ ) рп У  
то из (I) следует, что

/< уА ). М
V * V

^ ( A + l ) .  * J
Р

Это сразу показывает, что символ зависит только от класса

a  mod£/:p(A - f - 1 ), т. е. от вычета а т о й р л+1.

С л у ч а й  ordp(6) >  h - j - 1. В этом случае ясно, что символ 

зависит только от вычета а  по модулю Ь.

С л у ч а й  ordp(6)==A. Если аб£/;р(А +  1), то ( ~ ^ _) р/== 1 по од­

ной из вышеприведенных формул. Если a  ^ U ^ (h  +  1), то ordp(l—а)«=А, 
и мы имеем b ={\ — a) v  с v^ U ^ .  Следовательно,

/  а, Ь \ _/ а ,  1 — а \ (  а, у \
\  Р ) р* \ Р sp’ \ Р Jp i ‘

Н°  ̂ П0 (Н-13), a (  a\V ')р/==  ̂ п0 °Дн°й из вышеприве­

денных формул. Следовательно, (  )у -= * П что и требовалось до­

казать.
Теперь предположим, что k — глобальное поле, содержащее 

группу 1»т .
(П.19) З а к о н  в з а и м н о с т и  д л я  в ы ч е т о в  т-й с т е п е н и .  

Е сли  а , b £ k * ,  тогда п Ри почти всех  р и

пш , 1 .

р

Первое утверждение следует из (П.16), так как а  и Ь, оба явля­
ются единицами при почти всех неархимедовых р. Формула о произве­
дении содержится в [АТ, гл. 12, теорема 13].

Предположим, что А — кольцо целых алгебраических чисел в чис­
ловом поле k. Пусть b — ненулевой элемент кольца А, и пусть а — не­
нулевой идеал в А, взаимно простой с Ьт. Вычет т -й степени
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определяется формулой

(П.20)
( 4 ) . - П ( * Г м -

Н а

Когда а =  а  А — главный идеал, мы пишем просто ( —  ̂ . Степенной
\  CL J  ТП

вычет, очевидно, является бимультипликативной функцией на па­
рах (а, Ь), на которых он определен. Согласно (П.16), мы можем 
написать

(  i  \ordD(a) (  Ь> а \ . 
V T A  V р )т'

таким образом закон взаимности и антисимметричность локальных 
символов дают нам

<п -21> ( - г ) . - П  ( п т ) , -
'pi а

Если p lm a b c o ,  тогда (П.16) влечет ( ■а '̂ > ^  =  1 . Поэтому, исполь­

зуя (П.16), мы можем переписать формулу (П.21) следующим образом:

са-пш:уип( -̂.)п m
(П.21)

pint
£ I т

Отметим, что в случае вполне мнимого поля k  третий сомножитель 
исчезает; если (Ь, т )= \ ,  то первый сомножитель равен в точно-

Следующий факт заметок Артина — Тейта [АТ, гл. 12 , теорема 8] 
был использован при доказательстве предложения 4.15. Он может быть 
также выведен из замечания, следующего после (П.18).

(П.22) П уст ь р  — нечет ное прост ое число, £ =  Q (t), где  С — 
примитивный к ор ен ь  р-й степени из  1 , и пусть

1 - 1 - С .  Тогда

Теперь мы обсудим функториальность символов степенных выче­
тов. Слегка меняя наши обозначения, мы будем писать для обо­
значения группы всех корней из 1 в числовом поле k.

(П.23) П уст ь k a k x — расш ирен ие  числовых полей степени  
а? =  [ / - £ ] ,  и пусть  да =  [ц * :1 ] и т1 =  [ji*,: 1 ] — порядки  групп  
корней  из  1. Тогда

а) существует единственный гомоморфизм  ф=?<рл,/*: t1-*, —̂ н-*> 
делаю щ ий т реугольник

т,1т /  
/

/
I4*.

/  \
\

\
/ 

Y-k -
'ч
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коммутативным, и если  k x с  k 2, то о ср*,/*;

б) ?(Q =  t e , где е =  ( 1 +  т -  +  ^ )
d m

~т\
кто имеет  смысл, п оскольку  число dm jm x имеет  зн ам ен ат ел ь , 
взаим но прост ой с от;

в) д л я  лю бого  целого ал гебр аи ч еск ого  b £ k  и и д еа л а  с\ a k ,  
взаи м но прост ого с тхЬ,

ft. тх
где и деал  а от ож дест влен  с соответствующим и деалом  в k x 
и где левый ниж ний индекс указы вает  п оле, в кот ором  оп р е­
д ел ен  символ.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Существование и единственность <р еле-
тх1т

дуют из того,'что гомоморфизм [х*,------- ► (xft есть эпиморфизм цикличе­
ских групп и что Nftj/ft ((Aft,) с  (а*. Функториальность следует из един­
ственности и из коммутативности диаграммы

Р*.
/  \  Nт%[тх/  \

/  \
^ ‘‘’ft»/*. 4

( A f t ,---------------------------- * (Aft,

ntilm/  
/

(Aft —

/  \
\ Nft.(ft

\

A
—  Pft“

\
\ Nft,/ft

\

----- * t*ft
rft,/ft

(Параллелограмм коммутативен, потому что <pft,/ft, 
некоторую степень.) " /

Предположим, что мы знаем б) для срй,//г и 
d x =  [£2: k x\. Тогда

есть возведение в 

и положим

Л  i и mt \ dm ( х | m, m, \
v 1 +  _F  +  — у - д г л 1 +  ~  +

d xm x

[&2:&] яг
ГПо

таким образом, формула б) для =  tpft,/ft.0?*./ft получится, если мы 
докажем, что

(1 +  - f  +  -==-) (1 + - ? -  +  - f - )  =  (И -
Запишем от, =  отга, и т2 =  тхп2■ Тогда разность между левой и пра­
вой частями сравнения равна

от, -т- (отот, +  отот2 +  от̂  - f  от,от2) =

= - ^ - L (1 +  л 2 - f  ц, +  д,/г2) mod от =

т п х (1 f  пх) /л , ч ~ ,
=  яг ----- — — — О + # 2 ) ^ 0  m°d

Аналогично утверждение в) справедливо для £ 2/£, если оно спра­
ведливо для k x[k и k2[k x. Пользуясь этим, мы можем доказывать б) и в) 
отдельно для каждого „этажа" башни k a  k ((a*,) d  k x, кроме того, мы

7 З ак . №  325
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можем подразделить нижний этаж таким образом, чтобы порядок 
группы всякий раз умножался на простое число. Поэтому доста­
точно рассмотреть следующие три случая.

С л у ч а й  1 : т х =  т. Тогда \xk la k ,  поэтому, очевидно, <p(C) =  Crf, 
что и утверждает б). Мы получим в), показав, что если р — простой
идеал в k, не делящий тх, и Ь ^ р ,  то =  ( ~ У . Если*Л Р j m  k \  р  J т

где простые идеалы имеют степени / , над р, и если 

Np =  q, тогда =  qfK Поэтому

(?-D „ , ,  J i - 1,
( 4 i

Следовательно,

(1 +?+...+/* !)
m . ( t  ) i ' modS|,‘ '

( j \  = П  f  =  ( J l Y ' 1*1-  ( — xdA, \ Pi Jm  ^  ̂АЛ J m  A\ p Jm  A\ p J m '

С л у ч а й  2 : k x =  k(p-k)  и m1 =  m p, где p — простое число, 
не делящее т. Тогда р  должно быть нечетным, следовательно,
-у- +  - у -  =  т * +2Р- == 0 mod т и формула б) принимает вид <р(С) =  Cd/p.
Таким образом, мы должны показать, что N*,/* (С) =  ((,p)dlp при ССр*,. 
Это ясно для С € |лА и для С, имеющих порядок р, но такие С порож­
дают ВСЮ Группу (X*,.

Для доказательства в) отметим, что символ ( д г ) тр ^ Р*» потому
что он неподвижен при действии группы Галуа. Кроме того, те же 
вычисления, что и в случае 1 , показывают, что

( ± У  =  ( ± )  _  ( — У .ЛД !Р Утр ЛД !р Jm k\ !Р / т
Следовательно,

, ± \ р  _  /  Ь \<Чр _  /  Ь у
АД Р )т р  А,\ Р ) т  А\ Р J m '

С л у ч а й  3: k x =  k(^ki) и т1 =  т р, где р  — простое число, деля­
щее т. Тогда d  =  [kx: k\ =  р  и

т
Т +

/и, =  тп 1 + р О, если р  ф  2 ,
m с,- j - , если р  =  2.

Мы имеем дело с расширением Куммера степени р , поэтому норма 
корня из 1 , не лежащего в рА, есть или его p -я степень, или произве­
дение всех корней р -й степени из 1 :

|СР, если р  ф  2 ,
|с2+пг, если р  =  2 ,

Na,/a(C)‘

где С G ра,. Эти замечания доказывают б).
Осталось доказать в). Пусть b — элемент кольца Л, и пусть 

р — простой идеал в Л, который не делит ни Ь, ни m v Тогда р не 
разветвляется в расширении Галуа k xjk , поэтому р  =  [k^.k] =  f g ,
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где /  — степень простого идеала над р, a g  — число простых идеа­
лов над р. Положим q =  Np, тогда qf  =  ЩС

С л у ч а й  /  =  1 . Положим С =  ( -|гЛ . Тогда 
J  ■ *Л -Р /тр

v Ш » = - . ( т ) . тоач!
И

n»,„(o-  П ~
cf6.Gal (fej/fc)

Следовательно, <р =  <р (Ср) =  ?  (С'Я1/яг) =  N*j/ft (С) =  ^ ( ^ f ) mp

согласно а).
С л у ч а й  /  =  />. Тогда q =  \ mod /га, но q #  1 mod тр. Запишем 

q =  1 - f  am , тогда а р~1 =  1 mod р. Мы можем записать q p — 1 =  
=  р ат  (1 +  am b) +  а ртр при некотором целом Ь. Полагая (q p—\)jm p=  
=  h {q  — 1 )/т, мы имеем

Л = ! + ?  + . . . +  qp~'
Р

qp- 1 
/>(? — !)

=  1 +  a  mb - f aP—lmP- 1 
Я

_  , , _  J если p Ф 2
^  P j 1 +  - j - , если p  =  2

Теперь

mod /га.

_  .  , ( - £ ) *  mod SP =  f  ( . ( - f ) . ) .
что и требовалось доказать.

ГЛАВА II

СИМВОЛЫ МЕННИКЕ, СВЯЗАННЫЕ С SL„

§ 4, Формулировка основной теоремы. Примеры и применения
Пусть А — коммутативное кольцо, и пусть q — идеал кольца А. 

Обозначим через Е п (Л) подгруппу группы SL„ (А), порожденную всеми 
„элементарными" матрицами I t e lt)( t£ A , i Ф У), а через Е п(А, q) — 
нормальный делитель в Е п(А), порожденный элементарными матрицами 
с ^Cq; группа Е п{А, q) содержится в группе 8Ь „(Л , q) =  k e r (S L „ (^ )—►

—■ SL„ (Л/q)). Отождествляя « 6 SL „(^ ) с ® ^ € 8Ь п + т(Л), мы бу­

дем считать группу 8Ь„(Л ) вложенной в группу 8Ьп+яг(Л).
Легко доказывается (см. лемму 5.3 ниже), что сопоставление

а \-> (а, Ь), где а =  | а  ^ j  g SL2(Л, q)

определяет сюръективное отображение
1-я строка

8Ь2(Л , q)----------

(множество W  ̂ определено в § 2 ).
Цель этой главы — доказать следующую теорему.

7*
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Т е о р е м а  4.1. П уст ь А — дедекиндово кольцо, q — и д еал  к оль­
ца А, и п редп олож и м , кто 3. Т огд а :

а) £ „ ( i 4 ,q ) - [ S L e (^ ), SLn(A, q)];
б) полож им  Cn(A) =  SLn(A, q)/En(A, q), и пусть

— ест ест венная  
от обр аж ен и е  [ J

проекция. Тогда
С ̂ п )

существует единст венное
—* Cq (п), т акое, что ди агр ам м а

включение
8Ь2 (Л, q) > SL„(.A, q)

1-я строка

w n
[ ]

С An)
ком м ут ат ивна, и от обр аж ен и е  [ ] ок азы вает ся  символом М ен­
нике]

в) этот символ М еннике у н и вер сал ен .
Часть а) является незначительным усилением для дедекиндовых 

колец хорошо известных результатов (см. часть г) теоремы 7.5 и 
часть а) теоремы 11.1 ниже). Части б) и в) можно переформулировать 
следующим образом:

Пусть С — любая группа. Тогда коммутативные квадраты

SL 2( А ,ц) ------ > S L „ (4 ,q )

1-я строка х

W<1
[ 1

с

устанавливают взаимно однозначное соответствие между символами 
Меннике [ ] и гомоморфизмами х, для которых х к о т -1) = х (а ) при 
о £  SL„ {A, q) и т € SLj, (А).

Часть б) утверждает, что ограничение такого х: SL„(2l, q )—*С  
на SL? (i4, q) пропускается через однозначно определенное отображе­
ние [ ]; Wt~-*C и [ ] есть символ Меннике. Этот факт содержится 
в теореме Меннике в § 5.

Часть в) утверждает, что по данному символу Меннике [ ]: W7q —* С 
можно построить единственный х с указанным выше свойством. От­
сюда сразу следует, что композиция

1-я строка [ ]
SL2 (Л , q)------------>Wt------ * С

есть гомоморфизм. Этот не совсем очевидный факт содержится в тео­
реме Куботы в § 6 . После этого еще остается проблема продолжения 
гомоморфизма SL„(^4, q) — С, удовлетворяющего некоторым усло­
виям, до гомоморфизма хп+1: SLn+1 (Л, q) —* С, удовлетворяющего 
аналогичным условиям. Довольно сложное решение этой проблемы 
занимает §§ 8— 10 ; оно делается в более общих условиях, чем в тео­
реме 4.1.

Прежде чем взяться за доказательство теоремы 4.1, отметим неко­
торые ее основные следствия. Дальнейшие результаты и применения 
содержатся в § 1 1 .

С л е д с т в и е  4.2. П ри  п А  3 ест ест венное от ображ ен и е
C q( « ) - C q(e +  1)

ест ь изоморф изм.



Решение конгруэнцпроблемы для  S L n ( п ^ З )  и Брг„(п ^  2) 101

Следующее следствие решает „конгруэнцпроблему" (см. гл. IV) 
для SL „(4).

С л е д с т в и е  4.3. П р едп олож и м , что А —дедекиндово кольцо  
ариф мет ического типа и что 3.

а) Г р у п п а  5ЬП(Л) совпадает  с группой Е п{А), кот орая  есть 
конечно п ор ож ден н ая  груп па, совп адаю щ ая со своим к ом ­
мут ант ом.

б) Е сли  кольцо А не вполне м нимо, то { 1 } для  всех  q.
в) Е сли  кольцо А вполне мнимо и если т — число корней  

из 1 в А, то имеет ся канонический изоморф изм  =  уг (груп ­
па корней  r -й степени из 1 ), где  r  =  r(q ) оп ределяет ся  ф ор­
м улой

ord. (г) =  min
И q

ord^ (q)

ordp (p) lO.ordpfffz))

для  к а ж д о го  прост ого числа р  (ср. с (3.3)).
Е сли  q c q '  и r / =  r (q /), т огда гомоморфизму  С ^ —>С^ соот­

ветствует возведение в (г'/г)-ю степень, р.г —> jv .
г)

.. г  ^  \ если  А не вполне мнимо,
^  I IV ’ если  А вполне мнимо.

Утверждения б) и в) следуют из комбинации теоремы 4.1 с тео­
ремой 3.6. Из б) и в) видно, что во всех случаях Сл =  {1}, а это 
вместе с замечанием (5.2) (см. § 5) дает а). Часть г) немедленно сле­
дует из б) и в).

Для кольца целых алгебраических чисел А конечная порождае- 
мость групп SL„(H ) была доказана Гурвицем [12] в 1895 г., а конеч­
ная порождаемость всех „арифметических групп“ была окончательно 
доказана Борелем — Хариш-Чандрой [8] в 1962 году. В случае функ­
ционального поля конечная порождаемость SL„ (Л ). (я >  3) была дока­
зана только недавно О’Меаром [20 ], и он указал, что группа БЬ2(Л ) 
может не быть конечно порожденной !). Утверждения о порождаемости 
элементарными матрицами и о коммутанте могут не выполняться для
БЬ2 (Л) даже в случае числового поля. Например, для Л =  Z [ / — 5] 
Суон (неопубл.) нашел образующие и соотношения группы БЬДЛ), 
откуда следует, что 8Ц (Л )/ Я  =  Z х  (Z/2Z), где // — подгруппа, по­
рожденная всеми коммутаторами и всеми элементарными матрицами. 
Таким образом, группа Н  даже не имеет конечного индекса в Б ЬД Л ).

В § 11  мы покажем, что группа БЬДЛ) конечно порождена для 
некоторых конечно порожденных Z-алгебр Л при условии, что число п 
достаточно велико по сравнению с размерностью Крулля кольца Л.

В оставшейся части параграфа мы используем теорему 4.1 для 
построения некоторых примеров нетривиальных символов Меннике и, 
наконец, применим следствие 4.3 к вычислению „групп Уайтхеда" 
конечных абелевых групп.

П р и м е р  4.4. (Ср. с [18, § 1 , пример 1.7 и стр. 422]). Пусть 
Л =  R (я , у), где х н у  связаны единственным соотношением х 2 +  У2 =  1 • 
Рассмотрим Л как кольцо функций на окружности 5 1 с координат­
ными функциями л:, у. Тогда каждый элемент из 8ЬИ(Л) определяет

‘ ) Новые результаты о конечности числа образующих „арифметических групп, 
получены в [31]. — Прим, перев.
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отображение S 1 ~>SLn(R). Взяв гомотопические классы, получаем го­
моморфизм

SL„ (Л) —»it, (SLn (R)) =  {+ ! } •

Так как элемент ( х   ̂ 1 представляет образующую этой гомо- 
\ ~ у  х )

топической группы, то мы получаем символ Меннике (с идеалом

р =  Л), такой, что У
х

=  — 1. Пусть — идеал, порожденный

элементами у и x  — i, / =  4 - 1 . Тогда *= s/ m o d p , и р1р_ 1 =  уЛ. 
Следовательно, используя предложение 2.13, мы имеем

1== ' У ' _ ---
-1 Ч* 1 __

1

,_ ' *1 ’ > - Г ‘ P i  ' ' P-г ' ' P - i '

X X х л: 1 - 1 — 1
Ортогональная группа плоскости действует автоморфизмами на А. 
Применяя это действие к полученному равенству, находим, что

Р
- 1

для каждого простого идеала р, соответствующего точке окружности 

S 1. Напомним, что в противоположность этому 

ница и Ь £А .
Можно показать, что только что определенный символ универ­

сален, т. е. что SL„ (А)/Е„ (А) 1 } при 3.
П р и м е р  4.5 (Столлингс). Пусть Л =  R [/] — кольцо многочленов 

от одной переменной t. Тогда кольцо Л евклидово, поэтому 8Ь„(Л) =  
=  Е П(А) при всех п > 2 . Пусть р =  ( /2 — /)Л; идеал р состоит из мно­
гочленов, равных нулю в точках 0 и 1. Обозначим через [0, 1 ] еди­
ничный интервал, тогда каждый элемент из 5Ь„(Л , р) определяет функ­
цию [0, 1 ] —=■ SL„ (R), отправляющую точки 0 и 1 в единичную матрицу. 
Легко видеть, что эта функция индуцирует при п 3 гомоморфизм

b
и

— 1 , если и еди-

(* )  SL„ (Л, р)!ЕЯ (Л, р)-> (SL„ (R)) s  { +  1 }•
Положим

При

- 0 ( 1?
— поворот на

I - / 2 

2 t — t3

90°.

— t
1 - t 2r

Пусть а (/,) — поворот на угол тс//2. Имеем о(0) =  т(0) и о ( 1 ) =  т ( 1 ). 
Кроме того, пути а и т гомотопны; чтобы усмотреть это, достаточно 
проверить гомотопность путей a {t){e2) и т(/)(е2) в R 2 — {0}, которая 
очевидна. Отсюда следует, что с4 и т4 являются гомотопными пет­
лями в SL2 (R). Так как а4 порождает группу ^ (S L ^ R )) , то то же 
верно для т4. Следовательно, отображение (*) (см. выше) сюръективно 
и мы получили нетривиальный символ Меннике

[ ]: - > { + ! } .

Если (a, b)£W q , то (а , Ъ) определяет функцию из >[0,1] в Л? 2 — {0}, 
отправляющую точки 0 и 1 в точку (0 , 1 ) 6 R2. Если рассмотреть эту 
функцию как отображение окружности в плоскость с выколотой точкой,

то 6 I H - 1 } есть в точности четность степени этого отображения. 
а  1 — J
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Теперь мы закончим параграф некоторыми вычислениями групп 
Уайтхеда. Для любого идеала q коммутативного кольца А мы будем 
писать

S f f ^ . q ) -  llm SLп(А, q )/ £ „ ^ ,q )
П-> оо

5/С Д  =  S K i(A ,  Л).
Ясно, что имеется точная последовательность (ср. с [1, гл. III])

(4.6) S K 1(A,oi) ^ S K l ( A ) ^ S K l (Alcl).
Кроме того, из [1, следствие 5.2] следует:

(4.7) Е сли  n c q '  — идеалы  и кольцо  Л/с| п олулокальн о , то го­
моморф изм S K X(A, q') сю ръект ивен.

Пусть тс — конечная абелева группа, и пусть А =  Ztc. Нас интере­
сует вычисление группы S K iZtc. Обозначим через А целое замыкание 
кольца А в Qtc. Кольцо А есть прямое произведение колец Л х, индек­
сированных подгруппами X с  те, такими, что группа те/Х циклична. 
Кольцо Аг порождается над Z проекцией те/Х группы те, т. е. кор­
нями некоторой степени тх из 1. Положим &х= [Х  : 1], тогда [те : 1 ] =  kxmr

Пусть с =  {а£ А \ аА аА } — кондуктор из Л в Л, это наибольший 
идеал кольца Л, лежащий в Л. Так как с есть идеал в Л, то он раз­
лагается в прямую сумму своих компонент сх в -различных сомножи­
телях Л г  Компоненты с? были вычислены в [7, предл. 8 .6]:

(4.8) сх =  k x [~| (pyKP-v (р — простое число).
Р\тх

Здесь (/?)4(p—i) — идеал, (р — 1)-я степень которого равна (р). И он 
порождается элементом 1 — w, где w — любой примитивный корень р -й 
степени из 1. Если у\р в Ах, тогда ordp((/?)1,(p~1)) =  ^ordp(mX)-i

Согласно следствиям 4.2 и 4.3,
S K i(A v  сх) ^ ц г

— группа корней г-й степени из 1 , где г =  г (сх) есть 1 в случае 
не вполне мнимого АГ  т. е. в случае 2, а в противном случае
имеем для простого числа р

(4.9) ord. (г) =  min 
» 1*

огУ сх)
ordjj (р) [0 ,ordp (/«')].

Мы используем здесь обозначения следствия 4.3, т'х обозначает число 
корней из 1 в Л х. Таким образом, тх =  тх, если тх четно, и т'х =  2тх 
в противном случае.

П р е д л о ж е н и е  4.10. Д л я  любого прост ого числа р  р-при- 
м а р н а я  част ь группы  5 А'1(Л,сх) являет ся  циклической груп ­
пой п ор я д к а  р } , где\

если р  — 2 и есл и  число тх нечет но и больш е 2, то
( 1, если  4 | [те: 1 ],

J \ 0 , если  41 [тс : 1 ];

в противном сл у я а е  j  =
(m in(ordp(£x), ordp (mx), если  отх> 2 , 
(О, если  /их<  2 .
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если /ях < 2 , тогда кольцо Ах не вполне 
мнимо и у =  0. Если /гах>  2, тогда y' =  ordp(r) определяется равен­
ством (4.9).

Предположим, что р\тг  Тогда если р|/?, то мы имеем ordb (т'\— 
=  ordp(wz)H  '

ordjj (р) =  <р (p ordp (mx>) =  (/> -  1 ) У ordP (mz) - J).

Кроме того, из (4.8) следует, что 
Следовательно,

orV c*> 1 orV * x )
o rd ^ (/>) р — 1 “ “  o r ( р)  +

° rdp (C)z =  ordp (k %) +  y ordr (mx)_1) •

_ j __
p — l

__1__
P — 1

=  ordp( ^ ) > 0 ,

таким образом,

‘ 0ГУ ех) 
ordp (/>) 1 J[°> ordp (mz)]

min (ordp ( kv  ordp (tnx)).

Если p \ m ' x, то в А нет корней p - й степени из 1, поэтому у' =  0 . 
Таким образом, формула проверена во всех случаях, кроме следую­
щего: число тх нечетно и больше -двух и р  =  2. В этом случае 
если р|2 , то ordp(2 ) = ' l  и ordp (сх) =  ordp (kx), откуда

Г ordp (kx) , 1

=  1— 1 ----------
1 , если ord2(£х) 2 ,
0 , если ord,(&x)< / 2 .

Доказательство предложения 4.10 закончено.

С л е д с т в и е  4.11. S K i(A v  сх)-=  (хг(х), где  г ( Х ) = 1 , если  т ^ 2 ,  
г(Х) =  2 НОД (mv kx), если  4 \kv a  число тх нечет но и не м ен ь­
ше т рех, г (Х .)~  НОД (mx, k x) в ост альны х сл у ч ая х .

Так как кольцо Л/с конечно, то из (4.7) следует, что гомомор» 
физм SK\ (Л, с) —* S K XA сюръективен. Кроме того, из [7, лемма 10.5] 
следует, что если q — Л-идеал, содержащийся в Л, то

(4.12) З / С Д Л ^ -З / С Д Л , q).
Комбинация этих двух фактов показывает, что З/С^Л есть фак­

торгруппа группы S K i  (Л, с) =  Ц М Г ,( Л г сх).
х

С л е д с т в и е  4.13. Е сли  -к — эл ем ен т а р н а я  2-группа, то
S K ^ Zrc)= 0 .

Действительно, в этом случае все тх не превосходят 2.
П р е д л о ж е н и е  4.14. Е сли  р -п р и м а р н а я  част ь  -<группы  я 

циклична, то груп п а  5 /C1 (Zic) не имеет  p - к ручения.
Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем индукцией по п =  ordp [ « : 1]* 

Случай п =  0 тривиален, поэтому предположим, что « > 0 .  Пусть 
u _  подгруппа группы я порядка р ; положим я ' =  я/я0. Пусть 
fc =  ке г (Л -> А'), где А '=  1к'. Тогда из (4.6) мы имеем точную 
последовательность

S K l (Л, 6) -  SK iA  -  S / fИ '.
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где по предположению индукции группа SK iA ' не имеет /7-кручения. 
Мы закончим доказательство, показав, что группа ^АГДЛ, Ь) не имеет 
/7-кручения.

_3апишем А =  Л 'Х Л " ,  где А' — целое замыкание кольца А', 
а А" —- произведение всех Л х с подгруппой X, не содержащей it0. 
Если Л "— проекция Л в Л ", тогда Л с Л 'х Л "  и 6 есть ядро проек­
ции Л на первый сомножитель. В частности, Ь есть (А' X  Л")-идеал 
и отождествляется со своей проекцией в А". Поэтому из [7, лемма 10.5] 
следует, что З/СДЛ, Ь) =  SK i(A '  X  Л ", 6), что, очевидно, равно 
S K , (А", Ь).

Обозначим через Cf проекцию кондуктора с в А". Тогда мы можем 
отождествить с с идеалом кольца А", который имеет конечный индекс 
в А" и который содержится в Ь. Теперь из (4.7) следует, что гомо­
морфизм S/Ci (Л ", q) —> S/Ci (Л ", Ь) сюръективен, и, опять используя 
[7, лемма Ю.5], получаем, что ЗА 'Д Л ", q) =  *S/Cr (Л '', q). Последняя 
группа есть в точности прямая сумма всех S K X (Л х, сх) с X, не содер­
жащими ic0. Поэтому предложение будет доказано, если мы покажем, 
что каждое из этих слагаемых не имеет /7-кручения,

Но если -re0g!z X, то число kx =  [X : 1] взаимно просто с р. Согласно 
предложению 4.10, /7-кручение в группе SK\(Av cx) циклично 
порядка p J, где j  =  min(ordp (£x) , охйр (тх)), таким образом, / =  0 » 
как и утверждалось.

П р е д л о ж е н и е  4.15 (Л эм ). П уст ь  тс= (х , y jx p=  ур=  [л :,у ]= 1)— 
прям ое произведение двух циклических групп п ор я дка  р. Тогда  

О.-

Д о к а з а т е л ь с т в  о. Учитывая следствие 4.13, мы можем пред­
положить, что р^>2. Мы будем обозначать через f x проекцию 
Z« —> Аг  Положим / 0 == /х0, где Х0 — подгруппа, порожденная эле-

р- 1
ментом х . Пусть с =  ]~[ (х ‘ — у), а = \ — с и 6 =  ( 1 — у) с. Тогда,

I =о
если Х=^Х0, мы имеем / г {х 1) =  / х(у) при некотором i, откуда 
f x( a )=  1. Кроме того, если X =  1 — f 0(y), тогда f 0(a) =  \— \р 
и / 0 (£) =  Хр+1. Это показывает, что b и с принадлежат кондуктору с.

Пусть [ ]с — символ' Меннике, связанный с идеалом с в Zit
или Л. Он существует по теореме 5.4 (см. ниже), а из (4.12) следует, 
что различие между Zit и Л несущественно. В разложении

5/С1(Л ,с) =  Ц 5 А 1 (Лх, сх)

символ а имеет нулевые координаты над всеми Х=^Х0, а над Xо

(П.21)

он имеет координату, которой соответствует, согласно следствию 4.3, 
символ степенного вычета

1 — \Р  д
'  р

тМ . (П.22)
Отображение S K X (А, с) —> S K XA есть эпиморфизм модулей над группой

G =  Aut (тс) ^  GL2 (Z//?Z),

(2 ^ L \  =  ( - L - \  Ф
. A l - W p  V I - W p V (X) ) p ^
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Следовательно, символ

и группа О действует транзитивно на нетривиальных характерах X.
~ b "I

порождает с) как 0 -модуль,
а  J с

Г ЬЛ
и если мы покажем, что символ имеет тривиальный образ

L a  J с
в SK iA , то предложение будет доказано. Если [ ] — символ Мен-
нике для SK\A, т. е. для единичного идеала в А, тогда образ сим­

вола
~b - ' Ь '

а равен в точности ас
р - 1

Положим d  =  1 — у. Тогда b =  dc

и а  =  1 — [" ]  (л;* — у) =  1 — d e ,  откуда
1= о

~ b ' d c ‘ ' d  ' " С "

а а а а =  1 ,

потому что a  =  l modrf  и а  =  1 m ode, что и требовалось доказать. 

§ 5. Теорема Меннике
Пусть А — коммутативное кольцо, и пусть q и q' — идеалы. 

Формула коммутирования [I A -tei}, I  +  s e )k} =  I  - f  t s e ik, где /, j  и k 
различны, показывает, что

E n(A, q'q) c  [En(A, q'), E n(A, q)] 

при n >  3. В случае q' =  А это дает
(5.1) E n(A, q) =  [£ „ (,4 ), E n(A, q)] при 3.

Из. формулы коммутирования также легко следует (см. [ 1 , след ­
ствие 1.5]), что

(5.2) если. А — конечно п о р о ж д ен н а я  1 -а л г еб р а , то Е п(А) — 
конечно п о р о ж д ен н а я  груп па при  я >  3.

Подгруппа, порожденная группой Е п(А,<\) и всеми диагональными 
матрицами из (ЗЦДЛ, q), будет обозначаться через О Е„(Л , q).

Л е м м а  5.3. П уст ь N  обозначает  группу всех  м ат риц  
/ 1 0 \

вида  ( I, л еж а щ и х  в й Ь Д Л , q), a  SN обозн ачает  группу
а  Ь

т аки х м ат риц с и =  \. О т обр аж ен и е а = с d 1—► (а, Ъ) оп р е­
деляет  взаим но однозначны е соот вет ст вия N \ Q L 2(A ,q )—̂ WCf 
и $ N \ S L 2^ ,  q ) - > r q .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как u =  a d —bc есть единица, ясно,
а  b

. Тогда

и 0 
* * u~l £ N .

что (a, b)£W ^ . Пусть а ' = .  d , ,

a  b \ / d —b\ 
ус' d ' j  \—с а )

Мы закончим доказательство, показав, что каждая пара (a , b )£ W (Ji 
является первой строкой некоторой матрицы a £ S L 2^ , q ) .  Запишем 
1 =  а х  A- by (х ,у  £ А) и положим с =  — by2 £ q и d  =  х  +  bxy. Тогда

a d  — Ьс =  а  (х А- Ьху) +  Ь2у2 =  а х  +  by (ах  +  by) =  1 .

(а  Ь\
Поскольку d  == 1 modq, то и а =  1 modq, итак, с d €  ЗЬ2 (Л , q).
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Т е о р е м а  5.4 ( Ме н н и к е). П уст ь А — комм ут ат ивное 
кольцо, и пуст ь ц — и деал  кольца А. П  редп олож и м , что при  
некот ором  п ^ З  за д а н  гомоморфизм  х: SL2 ^ , q ) —>С, т акой, 
что х (тстг1) =  х (а) при всех t£ E n(A) и a £ S L „ (.4 , q). Т огда суще­
ствует единст венное от ображ ен и е  [ ]: W q—>C, делаю щ ее
диаграм м у

SL2 {А, С|) —» SL„(.4, с|)

1-я строка х

( 1 .

коммут ат ивной, и это от обр аж ен и е являет ся  символом  
М еннике.

З а м е ч а н и я :  1) эта теорема для дедекиндова кольца устанав­
ливает часть б) теоремы 4.1;

2) доказательство теоремы 5.4 непосредственно развивает методы 
Меннике [16];

3) ввиду результатов гл. I эта теорема уже достаточна для полу­
чения следствия 4.3 в случае не вполне мнимого дедекиндова кольца 
арифметического типа. Для кольца алгебраических целых чисел 
вещественного числового поля такое применение теоремы было сде­
лано независимо Меннике и Ньюманом в неопубликованной работе, 
в которой они близко следуют первоначальным методам Меннике [16] 
для А =  Z.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как п ^ З ,  то из (5.1) и из условий 
теоремы следует, что

ker (х) з  \ЕЯ (Л), SL„ (A, q)] э  Е п (A, q).
Поэтому если х2: SL2 (A, q) —* С — ограничение гомоморфизма х на 
SL2 (j4, q), то сущестнонание отображения [ ], удовлетворяющего 
условию M SI, вытекает из следующей леммы, которая будет еще раз 
использована в гл. III для симплектических групп.

Л е м м а  5.5. П уст ь %л. SL2(A, q )—> С — гомоморфизм, ядро  
кот орого содер ж и т  Е 2(А ,о )и  \Е2(А), ЭЬДЛ, q)]. Т огда  х2 р а з -

1-я строка
л агает ся  в композицию от обр аж ен и я  SL2^ ,  q)-----------*Wq и од ­
нозначно определен ного  от обр аж ен и я  [ ]: —»С, и от обра­
ж ен и е  [ ] удовлет воряет  M SI.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Группа
в Д2 (Л ,р), 

Кроме того,

поэтому отображение (

=  1 , потому что X,

SN из леммы 5.3, очевидно, лежит 
[ ] существует ввиду леммы 5.3.

переводит SN в 1. Если <£q,

тогда 0 J  Q). поэтому для a =  ( *  € SL2 (Л, q)

b ’ а  b~
а =  X

с d
1 t 
0 1

=  X

Если t£ A ,  тогда
1 0\
 ̂  ̂ I £ Е 2(А), поэтому

а  b -\-ta 
* *

Ь -f- t(l 
а

Ъ
а

a + t b b  
* *

b ' 
a  “f- tb
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Таким образом, мы показали существование [ ], удовлетво­
ряющего MS 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о  M S 2 . Для (a, bx), (a, b2) мы должны
~ Ьх Ь2 1 Г bД |" Ь2~

а  ~~ а  апоказать, что . Ограничив х на SL 3 (/l, с|), мы мо­

жем предположить, что п =  3. Выберем элементы
( а  ЬЛ

‘ ‘ - [ с ,  d J e s M A n ) ,

г =  1 , 2 , которые мы рассматриваем, как обычно, как элементы груп­
пы SL3 (^,cf). Полагая

/° - 1  0\

«1 =  Р  0  - 1 € £ 3 . ( А ) ,

V 1 0 0 У
мы имеем

/ а  by 0\ / d 2 0 — с2\ / a d 2 by —а с 2 \
ajSjOtjej-1 =  I Су 0 || 0 1 0 =  Cyd2 d y —CyC2 \.

Д  0 1 -Ь, 0 а , -Ъг 0 а

/ 1 0  с2 \ / 1 by 0
Левое умножение на е2=  0 1 0  дает c xd 2 dy —СуС2 . Левое vm-

\ 0 0 1 / \ - Ь 2 0 а

1 0 0\ П by О
ножение на s3 =  l —Cyd2 1 0 )дает 0 d' —СуС2 I где d ' = d x—byCyd2.

b2 0 1

Правое умножение на е4 •

v 0  byb2 

/1 — b y  ON
О 1 0  | д а е т  

Д  0 1

а

/ 1 0  О
a' — I 0 d' — СуС2

\ о  byb2 а
С

О О 1Д
о 1 о. € £ 3(Л)

- 1  О о)
(  a  byb2 0\ -

мы имеемes a ' — ■с \ с 2 0 ). Теперь, так как ei ^ E 3(A) при
V ;о о 1

/ =  1 , 5 и &&Е3(А, cf) при г =  2 , 3. 4, мы получаем

=  х (е 5 a '  е - 1) =  х ( а ')  =  х ( s 3 e2a j  (б ; а 2 e ~ J) е4) =  х (о Д  х ( а 2) =

‘ V

1

to
__

__
_1

а а
что и требовалось доказать.

§ 6. Террема Куботы
Т е о р е м а  6.1 ( К у б о т а ,  ср. с [14]). П уст ь А — дедеки н дово  

кольцо, ц — и деал  в А, и пусть [ ]: -»  С — сим вол М енн и ке.
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О бозначим  ч ерез  х композицию
1-я строка [ ]

G М Л , Я)-------------- ♦ С,

т ак  что х
а

d
. Тогда  х ест ь гомоморф изм, я др о  к о­

т орого содер ж и т  G E2(A  q) и [GE2 (Л), GL2 (Л ,q)\. Е сли  — нену­
левой  и деал , содерж ащ и й ся  в q, т огда гомоморфизмы, х 
и х|5£1(Л>(|/) имеют одинаковый об  р а з .  С ледоват ельно , если  сим­
вол  [ ] не т ривиален, то ker(x) не содерж и т  конгруэнцпод-
группы  8Ь 2 (Л, q'), q'=^=0 .

Кубота доказал это в следующем случае: Л — вполне мнимое де- 
декиндово кольцо арифметического типа, содержащее С =  идеал q 
делим на достаточно большую степень т, и символ [ ] равен степен­
ному вычету (—)т, который при этих обстоятельствах есть симвбл 
Меннике согласно предложению ЗЛ. Доказательство нашего обобщения 
непосредственно инспирировано доказательством Куботы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы проведем доказательство в несколько 
( а  Ь\

шагов. Через а = 1  мы всегда обозначаем элемент из ОЬ2 (Л, q).

Предположим, что q Ф 0; в противном случае теорема тривиальна. 
Лемма 2.11 будет использоваться без точной ссылки.

1 ) * (« )  =
‘ с ' ' Ь ‘

d 1. d
. В частности, х (7’а) =  х(а)~1, где Та.

обозн ач ает  м ат рицу, т ранспонированную  к  а.
Так как a d  — be есть единица, то элемент a d  сравним с единицей 

по модулю b и Ьс сравним с единицей по модулю d . Отсюда, исполь­
зуя лемму 2.7 а),

х(а) =
■ b ' ' b ' ' Ь~ - 1 ' b ' - 1 ' Ь ' - 1 be ' с~

а a d d = d d d
—

d
2) Е сли  е £G E 2(A), то х(еае~1) =  х(а).
Достаточно проверить это для множества образующих группы 

GE2 (Л), поэтому можем взять матрицу е элементарной или диаго­

нальной. Если е 

b
а  — tb

п  0 \

Н

( а  —  tb ь \8 =
Ь < ) ■

ТО е а е ~
 ̂ * * /

~ ъ  ~ / 1 t\

а
. Если ОII0) .), то e a s ~ 1 _

, откуда х(еа£“ 1) =

а,

да, используя шаг 1 ), х(еаб-1 ) =  

(и 0 \
Если е =

х (еае~ *) •

0 v ТО еае~ 1 =

С
d — tc 

а

с 
d

uv~1b
vu~l с d

К
с d —tc 

=  х (а ) .

откуда

O T K V -

~wv~ 1 b ' ~ uv- 1b q * "uv~l q~ ~b ’ ь -
= == =

а а а а а =  *(«),

где q — 1 — а , и мы можем использовать лемму 2 .2 . 
3 )  Е сли  b € G E 2(A, q), то x ( a e ) = = x ( a ) .
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Если матрица е элементарная или диагональная, то это просто по - 
лучается из прямых вычислений, совершенно аналогичных только что 
проделанным. Ясно, что

// =  {е ^ О Ь 2 (Л, q)|x(ae) =  x(a) при всех a ^ Q L 2 (A, q)}
есть группа. Поэтому группа //, содержащая элементарны; и диаго - 
нальные матрицы, будет содержать G E 2 (A, q)  при условии, что она 
нормализуется группой G E 2(.4). Итак, пусть t £ G E 2 (.4) и  е£/ / . Тогда

«(ахет-1) =  x(T_ 1 ai:e) =  (по 2 )),
=  х (х - 1 ат)=  ( ® € Я ) ,
=  х ( а )  (по 2 )).

( а  Ь\ (а '  Ь'
4) П р едп ол ож и м , что м ат рицы  а =  | Д  « а' = 1

л е ж а т  в ОЬ2(Л, q) и что й? =  1 =  a '  m od<7 при некот ором  qZq , 
и что dA-\- а'А =  А. Тогда  х (а' а) =  х (а') х (а).

Мы используем следующее замечание: если элементы х  £  Л
х у 1 x q  ] Г у '

и аналогичное ра- 

=  1 , то это утверждение

и y € q  взаимно просты с а', то

венство справедливо для d. Так как 

следует из равенств

" ху~ ’ x q  " ~ У '
а ' а ’ а ’

\ 9

Так как

'ху 1 г * у  1 Г 9 ]  \*У{
a ’ J  a ’ J  [а'\  [  я '

( а ' а -{-b'c a ' b + b ' d  
а 'а  =  I( •* *

" xq~ ' у '
CLr а'

то

х ( а ' а ) ■
Г а'Ь  
L а 'а

Ь + b 'd  
+  b'c 

а'Ь +  b’d  
{а'а  +  b'c) d  

a'b +  b'd 
а'и +  c{a 'b  +  b'd)

а'Ь - { - b ' d '| - 1  

d

а'Ь +  b’d  
а'и

a ' q 1 - 1  

d

[а; г =

[ : г -

( d  взаимно \ 
прост с а '/  *

(и =  a d  — be),

/см. замечание 
\ выше

b’d ' a'q '
_а'и d

(по 1 )),

'b 'd ' 'b 'T ' d q  ' ' a ’q'
и а' а' d

см.замечание 
выше

=  x (a ')x (a ) (лемма 2 .10 ; и — единица).
5) О т обр аж ен и е  х являет ся  гом ом орф изм ом .
Для a , а ’ € G L 2{A, q) мы должны показать, что x ( a ' a )  =  x ( a ' )  x ( a ) .  

Если a =  a xa 2 с а2 ^ О Е 2 (Л, q), тогда, используя 3), мы имеем x ( a ' a )  =  
=  х  ( a ' a , )  и x ( a )  =  x ( a j ) ,  поэтому достаточно иметь дело с a t. Таким 
образом, -мы можем с самого начала считать, что а £ 5 Ь 2(Л, q).

Запишем а '  =  1 + ^ .  Если ^ = 0 ,  то наше утверждение следует 
из 4). Если q Ф 0, то кольцо AjqA  полулокально и из [1, следствие 5.2]
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следует, что БЬДЛ, Cf} === SL2 (у1, qA )E 2(A ,q). Следовательно, мы мо-

Так как d xA +  с хА == А =  d xa  -f- с\ А, то можно найти d 2 — d l Jr  
tc\(t£,A) взаимно простым с а' (см. замечание перед (2.2)). Полагая

6) k e r ( x )  содерж и т  ОЕ2 (Л, q) и [(ЗЕ2 (Л), О Ь 2 (Л, q)].
Это следует из 3) и 2) соответственно.
Последнее утверждение теоремы Куботы следует из леммы 2.3 , 

итак мы закончили доказательство этой теоремы.

§ 7. Обзор результатов о стабильном строении GL„(^)
Пусть А — коммутативное кольцо, и пусть q — идеал в А. Мы 

назовем элемент (а г, а 2, . . . ,  а т) £ Ат q-уним одулярным , если

(« !, а 2, . . . ,  а т) =  ( 1 , 0 , . . . ,  0) modq и =  А. Когда q — А, мы го­

ворим просто уним одулярный  вместо q-унимодулярный. При т =  2 
q-унимодулярные элементы есть в точности элементы из W'q. Таким 
образом, из леммы 5.3 немедленно следует, что

(7.1) груп па S L 2(A, q) т ранзит ивно дейст вует  на м н о ж е­
ст ве всех  q-уним одулярны х элем ент ов из А2.

Повсюду в оставшейся части этой главы мы будем иметь дело 
со следующим условием, некоторые следствия из которого мы укажем 
в этом параграфе.

(7.2) „ Если  /ге> п, q-и деал  в А и элем ент  (a v . . . , a m) q-уни- 
м оду л я р ен  в Ат, т огда существуют т акие, a \ = a i -\-ti a m, где  
*/€q,  1 < / < / w , кто элем ен т  {a'v ... ,а'т_̂ ) q-уним одулярен  в Ат~х.

Ясно, что это условие имеет смысл только при п~̂ > 2. Если мы 
потребуем, чтобы условие (7.2)„ выполнялось только для единичного 
идеала q =  А, то оно будет означать, что „п — 1 определяет стабиль­
ный ранг для й Ь (Л )“ в смысле [1, § 4].

Л е м м а  7.3. Е сли  пот ребоват ь  (7.2)„ т олько при  q =  А, то 
оно будет  выполнят ься для  всех  и деалов  q.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если (а и . . . , а т ) q-унимодулярен, то,
очевидно, и (а г, . . . ,  а т _ ah) q-унимодулярен. По условию мы можем 
найти такие a i =  a t -\- t ^ h ,  что элемент (а и ... ,  а т- 1) уни-
модулярен. Тогда он автоматически q-унимодулярен; итак, мы решили 
нашу проблему с s i =  t l a m^q, 1 <Д<Д га.

С помощью этой леммы из [1, теорема 11.1] следует

Т е о р е м а  7.4. Если прост ранст во м акси м альн ы х  и деалов  
к ол ьц а  А ест ь нет ерово прост ранст во разм ер н ост и  (н а ­
п р и м ер , если  А ест ь нет ерово кольцо разм ерн ост и  К  рул-  
л я  <^d), то А удовлет воряет  условию  (7.2)„ при всех n ^ d - { - 2.

Смысл условия (7.2)„ показывает следующая теорема, которую мы 
усилим в § 1 1 .

жем найти такую матрицу в1£ Е 2(А, q), что ае5 = € 8Ь 2 (Л ,? Л ).

е2=  i J  € ^ (А , <}А), мы имеем для asje2 и а ' выполненными 

условия 4). Поэтому, применяя 3) и 4), получаем

х ( a 'a )  =  х ( а ' а е ^ )  =  х ( a ')  х ( a e je 2) a =  х ( a ' )  х ( a ) .



112 X. Басс, Дж. Милнор, Ж -П. Серр

Т е о р е м а  7.5. П уст ь выполняет ся  (7.2)л. Тогда для  всех  
и деалов  q и всех  т ^ п :

а) груп па Е т(А, q) дейст вует  т ранзит ивно на к а ж д о м  
к л а с с е  ср авн ен и я  по м одулю  q уни м одулярн ы х элем ент ов в Ат\

б) QLm(A, q) =  GLя_г(А, q)E m(A, q);
в) Е т(А, q) ест ь норм альны й  дели т ель в GLm(A);
г) [G Em(Л), GLт(А, Ч) ] с £ т (Д  q).
П р и  л г >  3 вклю чение п р евр ащ ает ся  в равенст во, т ак  к а к  

в этом сл у ч ае  Е т(А, с\)*={Ет(А), Е т{А, q)]. Е сли  т > 2 (л — 1), то
[G L ^ A ), GLm(A ,q)] =  £ m(A, q);

д) если  л г > 3 и Н  <^GLm(A) — подгруппа, н о р м а л и зу ем ая  
группой Е т(А), то сущ ест вует  единственный и деал  q, т акой, 
что Em(A,q) с . Н  и Н  от об р а ж а е т с я  в цент р группы QLm(A /q ) .

Эта теорема отличается от [1 , теорема 4.2] только в части г). 
А именно в [1 ] доказывается утверждение г), в котором вместо G Eт(А) 
стоит Е т(А). Возможность замены Е т(А) на О Е ^ (Л ) немедленно 
вытекает из б) и из того факта, что G E m (Л) порождается груп­
пой Е т(А) и диагональными матрицами вида d i a g ( l , . . . ,  I, и), и — еди­
ница, потому что такие матрицы коммутируют с GL„_! (Л, q).

§ 8. Построение хл+1
Для доказательства части в) теоремы 4.1 мы хотим продолжить 

гомоморфизм х2: G L2(A, q )—*> С, который дается теоремой Куботы, до 
некоторого гомоморфизма G L„(A , q )—>С. Как только это будет 
сделано, часть а) теоремы 4.1 будет легко следовать из результатов, 
изложенных в § 7.

Мы продолжим гомоморфизм х2 в два шага. Сначала мы покажем, 
что он продолжается до гомоморфизма х3: G L 3 (A, q) —> С, удовлетво­
ряющего некоторым условиям. Затем мы покажем, в более общей 
ситуации, что гомоморфизм хл: G L„(A , q )—> С, удовлетворяющий таким 
условиям, продолжается до гомоморфизма хл+1: GL„+1 (A, q )—> С, удов­
летворяющего аналогичным условиям. Прежде чем сформулировать 
наши результаты, мы должны перечислить эти условия.

Д ва из этих условий будут налагаться на А и л . Первое условие— 
это условие (7.2)л из предыдущего параграфа, а второе условие 
следующее:

(8.1) л д л я  к а ж д о го  и д еал а  q груп па  G L„(A , q) дейст вует  
т ранзит ивно н а  q-уни м одулярн ы х  эл ем ен т ах  из А".

Ввиду теоремы 7.5 а) мы имеем (7 .2 )л=^(8 . 1 )т  при т^> п, но 
в дальнейшем мы будем требовать (7.2)„ вместе с (8 .!)„_!•

Рассмотрим теперь условия на гомоморфизм хл: G L„(A , q )—* С. 
Всюду предполагается, что л >• 2 .

( 8 .2 ) л х л (е) =  1, если  е л еж и т  в [GE„(A), GL„(A , q) или 
в Е п (A„q).

При л ^ З  утверждение (5.1) позволяет нам опустить Е п(А, q) 
в этом условии. Если же предположить (7.2)л, то теорема 7.5 г) по­
зволяет нам опустить [G E„(A), GL„(А, q)].

(8.3) л. Е сли  Хл (а) =  1 , то и хл (га ) = 1 .
Здесь га обозначает матрицу, транспонированную к о.
Для формулировки последнего условия дадим следующее опреде­

ление. Пусть a, a/£ G L „(A , q), и пусть t£ q .  Мы скажем, что
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a' (q, t)-с о п р я ж ен а  с а, если а и а ' можно представить в виде

1 +  ta'n а п ■ а ' \ " * * а 1п -f- ta'n t a n. . • t<n\
ta'n а п <, „. а 2п

и а ' =
а 22 . . • а 2«

\t a 'nX а п2 ■■ • • &пп J \ К , а п2 • • * &ПП j

с а'п 6 q. Отметим несимметричность отношения (q, /)-сопряженности.
Сформулируем теперь наше последнее условие:
(8.4)„ Е сли  t £ q  и если  a' (q, й)-сопряж ена с а в GLn(A, q), то 

*« (“ ') =  *„(*)■
П р е д л о ж е н и е  - 8.5. П р ед п ол о ж и м , кто выполняют ся  

условия т еорем ы  К у боты  (т еорем ы  6.1). Тогда А удовлет во­
р я ет  условию  (7.2)я при п ^  3 и условию  (8.1)я при п ^  2. 
К р о м е  того, гом ом орф изм  х2: G L2 (i4, q )—> С, п ост роен н ы й в т ео­
р ем е  К убот ы, единст венным  о б р азом  п р о д о л ж а ет ся  до гомо­
м орф изм а  х3; G L3 (/1, q )—>С, удовлет воряю щ его условию  (8.2)3, 
и *3 удовлет воряет  т а к ж е  условиям  (8.3)3, (8.4)3.

П р е д л о ж е н и е  8 .6 . П уст ь А — ком м ут ат ивное кольцо, 
удовлет воряю щ ее условиям  (7.2)я, (8.1)„_ь и пуст ь q — и деал  
к ол ьц а  А. Тогда лю бой  гом оморф изм  хя: GLп(А, q )—* С, удовлет ­
воряющ ий  (8.2)„, (8.3)я и (8.4)я, имеет  единст венное п р о д о л ж е ­
ние хя+1: G L„+1 (A, q) —* С, удовлет воряю щ ее  (8.2)я+1, и хя+1 удов­
л ет воряет  т а к ж е  условиям  (8.3)я+1 и (8.4)я+1.

Предложение 8.6 нельзя применить к х2 из теоремы Куботы, по­
тому что кольцо А не обязательно удовлетворяет (7 .2 )2. Однако его 
можно применить к гомоморфизму х3 из предложения 8.5 и ко всем 
последующим хя. Поэтому доказательство части в) теоремы 4.1 будет 
получено вместе с доказательством этих двух предложений. Это дока­
зательство занимает § 8 — 10. Оба предложения будут доказываться 
одновременно, исключая самую последнюю часть доказательства. Это 
становится возможным благодаря следующей лемме:

Л е м м а  8.7., П уст ь А — дедекиндово кольцо. Тогда
а) А удовлет воряет  (7.2)я при  л > - 3  и (8 . 1)п при  я  > 2 ;
б) гом оморф изм  х2, пост роенный в т еор ем е Кубот ы, удов­

л ет воряет  (8.2 )2, (8.3)2 и (8.4)2.
Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Дедекиндово кольцо является нетеро- 

вым кольцом размерности Крулля • < !, поэтому из теоремы 7.4 сле­
дует, что кольцо А удовлетворяет (7.2)п при 3, следовательно, 
по теореме 7.5 а) при я >  3 выполняется (8.1)я. Условие (8 . 1)2 следует 
из (7.1).

б) Формулировка теоремы Куботы содержит условие (8.2)2, а из 
шага 1) доказательства этой теоремы следует (8.3)2. Для дока­
зательства (8.4)2 предположим, что t £ q, и пусть матрица а' =  

f l + t a '  tb'\ / 1  +  ta' b'\
=  \ с ' d )  *>С0ПРяжена с а = ( ^ с / а )  в 0 Ь 2 (Л - Ч)-
Тогда

х2 ( а ')  =
tb

1 + ' * Н

t
+  ta' т

' Ь' ' ' b' '
_ 1 - f  ta' _ \ + t a '  _ х2 (а),

что и требовалось доказать.

8 Зак. № 325
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С этого места и до конца § 10 А может быть любым коммута­
тивным кольцом, a Cf — любой идеал в А. Следующая лемма помо­
жет нам проверить (8.4)л+1 для хл+1.

Л е м м а  8.8. П уст ь  /£q,  и пуст ь  а ' и (3' (q, t)-conр я ж ен ы  
с а и р соот вет ст венно. Тогда

а) а'Р' (q, Ь )-сопряж ена с ар;
б) а - 1  а ' €  [£„+i (Л), GLn+1 (Л, q)], в част ност и, d e ta ' =  d eta.

( а п  a j
“ ) и  а '  =

t *  21 « 2  2)

/® 11 *а12\ 
\«21 «22 /

'а 22 а 2 п
в виде блоков с ап =  1 +  tan, <х22- 

Аналогично запишем

а Я2 •
и т. д .

В =  (^п 1̂2
\̂ р21 Р22

Тогда

Pll ^Pl2
Р21 Р22

a llPl2 +  “ 12̂ 22 

2l) â2lPl2 "Ь a22P22

« llP ll +  «̂12p21 * (a llPl2 +  «1 2 Р22) 

®2lP ll a22P2l «̂22Pl2 “Ь *22̂ 22
1

б) Первый столбец матрицы a имеет вид

X i \

и р ' - /
\P2i Р22

ар _  /« llP ll +  а̂12Р21

U (a2lPll +  a22p2

в ' Р '  =

Положим а • и е

Непосредственные вычисления показывают, что as

где р =  ( а '1, . . . , а ' 1п). Следовательно,

a - V  =  [a, е ] £ [ £ л+1 (Л), GL„+1 (Л, q)].

Если мы запишем a =  ast и a ' =  a 'e2, тогда, очевидно, ех, е2 £ £ л+1(Л , q). 
Поскольку п +  1 >  3, из (5.1) следует, что

E n+l{A, q) с  [£„+! (Л), ОЬл+1 (Л, q)].

Поэтому
а - ^ ' =  еГ’а -^ 'в з  £  [ £ л+1 (Л), GLn+1 (Л , q)].

Построение *л+1 будет основываться на следующей ниже лемме 8.9. 
Назовем матрицей типа L матрицу (из GL„+1 (Л)) с последней стро­

кой (0, . . . , 0 ,  1), а типа R — с первым столбцом (  0 |. Таким об-
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разом, матрица типа L выглядит как

где a € G L n(A), f  — столбец, длины п и т. п. Аналогично матрица 
типа R  имеет вид

где р £ GL„ (А), р — строка длины п и т. п.

Л е м м а  8.9. П р ед п ол ож и м  (7.2)„+1 и (8. 1)„.
а) К а ж д а я  м ат рица о £ G L n+1 (A, q) м ож ет  быть р а з л о ж е н а  

е группе  GLn+1 (A, q)  в произведение о — а ер матрицы  а типа L, 
м ат рицы  e = l - f t e „ +1>i {при некот ором  /£q)  и мат рицы  р 
типа JR. Мы н азовем  т акое п редст авлен и е  „ст андарт ной, ф ор­
мой* д л я  о.

б) П уст ь t £  q, и пуст ь о' (q, t)-conр я ж ен а  с а в GL„+1 (A, q). 
Т огда  o ~ V  £ E n+l {A, q).

З а м е ч а н и е .  Матрица е в части а) единственна, потому что 
t есть элемент а п+i,i матрицы с.

б) Пусть теперь дана матрица a', (q, ^-сопряженная с о. Таким 
же образом, как это было сделано выше *), показывается, что первый 
столбец oj фактически (^)-унимодулярен. Поэтому мы можем выбрать

*) См. доказательство леммы 7.3. — Прим, перев.

матрицы о. Используя (7.2)л+1, можно найти такую

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Пусть «̂  =  — первый столбец

^ q-унимодулярен. Согласно (8. 1)л существует такая мат-

)
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матрицы у и a,_B_GLn+1 (А, tfq). В результате мы получим стандарт­
ную форму а  =  а е р , в которой матрицы а и е =  1 - f  a n+le n+i,i имеют 
(^)-унимодулярные первые столбцы. Это позволяёт нам определить

матрицы а ' =  ( и е ' =  / +  a n+iGi+i,i, (q, ^-сопряженные с а

и е соответственно. Аналогичным образом определим матрицу *р' =  

=  ^  , (q, 0 - сопРяженную с р. По лемме 8.8 а) матрица a V f '

(q , ^-сопряжена с с  =  a e fL

Из условия (7.2)п+1 по теореме 7.5 следует, что E n+1(A, q) есть нор­
мальный делитель в GLn+](A), содержащий [GE„+1 (A), GL„+1 (A, q)]. 
Ясно, что в' =  е и Р ' = р  по модулю £ л+1 (A, q), а по лемме 8.8 б) и
"a' =  a ' =  а по модулю £ Л+1 (А, q). Следовательно, a 'e 'P 'ssa e jT ssc  по 
модулю E n+l(A, q).

Так как обе матрицы, о' и a V p ', (q, г!)-сопряжены с о, то они 
могут отличаться только в первом столбце. (Они действительно могут 
не _совпадать, если t — делитель (Нуля.) Следовательно, матрица 
"а'еф '(о ' ) 1 может отличаться от 1л+1 только в первом столбце. Так 
как d eta ' =  deto =  det (a'e'p ') по лемме 8.8 б), отсюда

итак,
а' =  о mod E n+l (A, q).

С л е д с т в и е  8.10. ( Е д и н с т в е н н о с т ь . )  П р едп олож и м  (7.2)я+] 
и (8.1)„, и пусть %п\ GLn(A,(\)—> С — гомоморф изм, удовлет во­
ряющий  (8.3)„. Тогда существует не более одного гомоморф изма

\+Т- GL„ + iH . Ч) — С,
п родолж аю щ его  *п и удовлет воряющ его  (8.2)л+1. К р ом е того, 
хп+1 д о л ж ен  удовлет ворят ь т а к ж е  условиям  (8.3)л+] и (8.4)л+1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (7.2)л+1 и теоремы 7.5 б) следует, что

GL„+1 (A, q) =  GL„(A, q )E n+1 (A, q).

Отображение хл+1 совпадает с на GL„(A, q) и по (8.2)л+1 тривиально 
на E n+l(A, q), следовательно, это отображение единственно. Свойство
(8 .3) n+j, т. е. равенство хп+1 (го )= -* л+1 (с), достаточно проверить для 
образующих группы GL„+1 (A, q) 1). На GL„(A , q) (8.3)п+1 следует из

(8 .3 )  л, а если с ё £ я+1 (А, q), то то же верно для го. Наконец, (8.4)л+1 
немедленно следует из (8.2)л+1 и леммы 8.9 б), которую наши предпо­
ложения позволяют использовать.

Начиная с этого места, мы предположим, что даны A, q и 
GL„(A, q ) -» C , удовлетворяющие условиям (7.2)я+1, (8.1)л, (8.2)л, 

. (8.3)„ и (8.4)„. (Напомним, что (7.2)я+1 и (8.1)л оба следуют из (7.2)„.) 
Мы хотим построить гомоморфизм хл+1: GL„+1 (A, q) —» С, продолжаю­
щий хл и удовлетворяющий условию (8.2)л+1. Как только это будет 
сде/ано, из следствия 8.10  будет видно, что мы доказали оба пред­
ложения 8.5 и 8.6 .

Здесь авторами допущена небольшая неточность. — Прим, перев.
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Л е м м а  8.11. ( О п р е д е л е н и е  хл+1.) П уст ь м ат рица

-1 ( Д '

1 р '

с £ О Ь я+1 (Л, q) имеет  ст ан дарт ную  форму  o =  aefi с а =  ( *  j j

и р= 1  Ф ^|. Тогда %п+х (о) == хп(а)хя (р) зависит  т олько от  а,

«  хл+1 |GLn(A,q) =  хл•
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что =  о =  а 2е2р2 —  две

стандартные формы. Мы утверждаем, что x„ (®х) х я (Pj) =  х п (а 2) хя ((32), 
т. е: что х„ ( а ) = хя(Р)> где « — а- 1 a =  (a f/) и р — =  {Ь1}). Пола-

1 Р’
О Р ,

гая а =  а 2 1а 1 =  { *  | ) и  P = P 2Pi !

Пусть вх =  / +  ten+1,ь е2 =  / +  sen+hb 7 .

Тогда

а е . =
_  / « +  Т (А о, . . . ,  0) J

t о

е2р:

Р\

мы имеем a£j =  £2р.

и р= (пи • •., Гя).

«12 • • • «1л Ci \
«я2 . . . « „ „ С„ г
0 0 1 J

/ ‘ г '
. . Г„

0 bи 'In

\ S  b n l +  s r l • • • я̂л +  s r n I

Отсюда s =  t и cx =  rn. Полагая a'n =  — c t
(1 < / < я )  и в 1,у — гу_ 1 ( 1 < у < я ) ,

имеем
1 — cxt г х 

c2t «22 • • • а 2л

а л2 а„

/ 1  - ) -  ta 'xx а ' п . . • « L A

СМ

Q
 

**

а 22 • •• а'2п I

V  ta'ni “ п2 •• • &пп /

$ 2 2 а 2п —  d L  21

а П2 а пп - < 1
- t a ' n . . . —  ta\In 1 +  ta 'n, — tr x. . .  ~ t r n̂ x 1 — trn/

( 0 . . .  0 - 1  
1 0 . . .  0 ,

: 1 : : | £ G E n(A)

6 . . . V 1 6

получаем матрицу тсртс-1=

1 +  ta [x ta'X2 ■• • t a 'in
«21 a 22 * '•• «2Л

< 1 a n2 * * *
(cf, ^-сопряженную с а .
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Следовательно, хя (Р) =  *Л(«Р«-1) по (8 .2 )л и хя (u fk -1) =  хя (а) 
по (8.4)л.

Наконец, то, что хл+1 продолжает хл, очевидно.
Мы закончим этот параграф одним следствием и з . определения

*Я + 1* _  _  _
Л е м м а  8.12 ,_Если  Oj, о, ^ € GL„+i (Д  q), где м ат р ац а  типа 

L, а  м ат рица типа R , то *„+i(aiop1) =  x/l+1 (a1)ic/!+1 (o)x/J+1 (p1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если a =  ае[3 — стандартная форма, 
при очевидном выборе обозначений

и

Следовательно,

a,a = / aje
*  ) — типа Li

V 0 i /

p p i .- (
'  i # ) - — типа R.

PPi/

тогда

a i°Pi =  (aia) s (PPi) — стандартная форма

для откуда

л х„+1 (a7 °F ) =  хл (al«) xn (PPi) =  xn (ai) хп (*) хл (Р) хя (Pi) —

=  хя+1 (“) х«+1 (<*) хл+1 (F).

§ 9. Нормализатор хя+1

Для данных Л , q и гомоморфизма хя: ОЬ„(Л, q ) - * C ,  удовлетво­
ряющих условиям (7.2)я+1, (8.1)я, (8.2)я, (8.3)я и (8.4)я, мы построили 
(лемма 8.11) отображение хя+1: GL„+1 (A, q) —» С, продолжающее хя. 
Теперь мы хотим показать, что в условиях предложения 8.5 или пред­
ложения 8.6 отображение хя+1 есть гомоморфизм, удовлетворяющий
(8.2 )п+1. Этого будет достаточно для доказательства предложений
8.5 и 8 .6. (См. замечание после следствия 8.10.)

Положим
Н = > {о£  GL„+1 (А , q) | хя+1 (аа') =  хя+1 (л) хя+1 (а') 

для всех o ' £ G L „+1 (A, q)}
и

А̂  =  {'с€О Ь я+1(Л)|хя+1(тох-1) = 1 хя+1(о) для всех a £ G L Я+1 (Л,  q)}.
Условие гомоморфности отображения хя+1 равносильно равенству 
И  =  GL„+]1(i4, q). Так как я - | - 1 > 3 ,  то условие (8.2)л+1 означает в 
точности, что СШя+1 (А) с  N .

Л е м м а  9.1. а) Н  ест ь гр у п п а ; он а со д ер ж а т  все м ат ри ­
цы т ипа L из GL„+1 (.A, q);

б) N  ест ь груп па; она норм али зует  группу Н .
Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Если о£//, тогда

1 =  *л+1 (0<3_1) =  хл+1 (о) хя+1 (б-1)>
откуда хя + 1 ( о - 1) =  хя + 1 ( о ) - 1 . Следовательно, если а ' б О Ь я + 1 ( Л ,  q), 
тогда

xn+i (o') =  хл+1 (оо^ 1о0  =  х«+1 (о) *л+1 ( о -1®')-
Таким образом, Х я + Д о -^ '^ х ^ Д о ^ х ^ Д а '^ Х д + ^ а -^ Х д + ^ а ') ,  т. е. 
о~1£ Н .  Предположим теперь, что и Тогда *л-м (°1ао0 =
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=  *„+1 (ai) *n+i (««') =  *»+i (°i) \ + 1 (°i) *„+1 (»') =  *я+ 1 (°1а) хл+1 (° '). таким 
образом, а1о £ Н .  Это показывает, что // — группа. По лемме 8.12 п  
содержит все матрицы a g G L „ +1(^ , q) типа L.

б) Ясно, что /V — группа.
Если i £ N ,  а £ Н  и o' £ GLn+1 (Л, q), тогда

*п+ 1 ((х-'от) о') =  *л+1 (стоЧ-1) =  хя+1 (о) хя+ 1 (тоЧ-1) =

=  *Л + 1 («) \  + 1 (° ') =  ** + 1 (т_1°Т) *Я + 1 (°0 .
следовательно, 'z~1a i£ H .

Л е м м а  9.2. П одгруп п а К  с  ОЬя+1 (Л. q), кот орая  содер ж и т  
все матрицы т ипа L и кот орая  норм али зует ся  группой Е п+1{А), 
совп адает  со всей  ОЬл+1 (Л, q).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Среди матриц типа L содержится вся груп­
па ОЬл(Л, q) и, в частности, все матрицы 1 -f- t en (t £ q). Наименьшая 
подгруппа, содержащая последние матрицы и нормализуемая группой 
£ Я+1 (Л), есть Е п+1(А, q). Поэтому АГ содержит GLn(A, q )£ „ +1^ ,  q), 
что совпадает со всей группой ОЬл+1 (Л, q) согласно теореме 7.5 б) ввиду 
нашего условия (7.2)л+1. ’

С л е д с т в и е  9.3. Е сли  G E„+ I(Л) с  N , то %п+1 ест ь гом ом ор­
физм, удовлет воряющ ий  (8 .2 )л+1.

Это немедленно следует из лемм 9.1, 9.2 и замечаний, предшед- 
ствующих лемме 9.1. Остальная часть наших рассуждений связана 
с доказательством включения G E n+1 (Л) с  N .

Л е м м а  9.4. N  содерж и т  все мат рицы вида
(  и *  *  \

О V *  ,

0 0 © /
где и и © — единицы , a v £ GE„_! (Л).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Матрицы такого вида образуют группу, 
которую порождают матрицы видов

п  о 0 \
Ч =  diag (ии . . . ,  йя+1), т2 =  I о V 0

\о 0 1 /
И х3= 1 - \ - t e i} , где ut — единицы v £ G E„_j (Л), t £ A  и (/, у) = (1,2) 
или (п, п - f  1 ). Поэтому достаточно доказать, что хя+1 (хат-1) == хя+1 (о) 
для х одного 1Ш_трех указанных типов и а £ (З Ь я+1 (Л, q).

Если с =  а$р — стандартная форма, тогда при x =  xj или х2 пред­
ставление

«сох"1 =  (хах'1) (xsx~!) (х^х“ !)
также будет стандартной формой, и из условия (8.2 )я легко следует, 
что kn+1 (хох-1) =  хл+1 (о). Предположим теперь, что x = l - f  t e 12, t£A.
Тогда а ' =  хах--1 ±= (  ̂ 1 — матрица типа L, так же как и а, где

а' =  хах^1. Кроме того, p ^ x f jx - ^

нец, если e = / + s e „ _  i,i, тогда
— _  / ]

=  е (/ — s ten+ii2) =  Здесь ^  =  (

) Р / ~  м атРица типа ^ ако*

хех - 1 =  I  -j- s en+1,1 — ste„+1,2 =  

j  — матрица типа R  с £
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€  (^4, q)- Поэтому хат 1 =  а'е (р^') — стандартная форма; таким об­
разом, *„ч (хсх-1) =  *„ (а ')*„(&§) =  *я(«) Хл (Pt) хя(Р) =  *я+1 (а) ввиду (8 .2 )..

Случай х =  1 +  ten,n+\ рассматривается аналогично, только теперь 
-мы имеем тех- 1 =  0̂ 5, где ai — сомножитель типа L, который может 
быть объединен с хат-1 .

Сейчас v мы впервые используем условие (8.3)п. Оно утверждает, 
что k e r (*„) инвариантен относительно транспонирования. Следова­
тельно, отображение о —>та на GL„(A, q) индуцирует антиизоморфизм 
х  I—»тх  на im (хя) <z С. Этот антиизоморфизм определяется формулой
Ч  (°) =  *л С7-0)-

/ °  0 1 \ ■
Пусть <р =  | 0 / л_ 1 0 J€ G E n+1 (.<4). Отметим, что ср =  <р- 1 =  гср. 

1 0  0 /
/V

Для о^О Ьд+Д Л ) положим с =  т(уоу-1) =  ср(7’с) <p-J. Очевидно, что

a I—> а есть антиизоморфизм группы GL„+1(A), сохраняющий группу 

GL„+i(^ , q), и что о =  а.

Пусть — матрица типа L. Тогда прямые вычисления

показывают, что а = { ^  ^  ^ — матрица типа R. Здесь a1 =  icau~1,\ 0  та )

где 14 =

/ 0  1 . .  
: о- .
6

\ 1  0 ••

0

1 
о

£ G E n(A). Аналогично, если р = 1 Р 
0 р

— мат­

рица типа /?, тогда р = 4  Pi 
0 1

— матрица типа L, где р: =  я 1pit.

Наконец, если е =  1 +  ten+u i, тогда е =  е.
Предположим, что c £ G L n+1 (A, q) имеет стандартную форму

o =  asp. Вышеприведенные рассуждения показывают, что o =  psa 

стандартная форма для а, следовательно, в введенных выше обозна­

чениях *„+i (о) =  *„ (r Pi) (r<xi)* Таким образом,

**+i(o) =  Ч ^ О Ч ^ )  =  r (x«(*ait_1) =

Предположим теперь, что t £ N .  Мы утверждаем, что тогда и x £ j V:

*„+i (хох_1) =  xn+i ((t_1« r )  =  Ч +i (х_1« )  =  4 + 1  (о) =  x«+i(a)-
Итак, нами доказана

Л е м м а  9.5. Е сли  т £ АА mo x £ N .
Л е м м а  9.5. В с я к а я  п одгруппа группы  GL„+1 (A), с о д е р ж а ­

щ ая все м ат рицы из лем м ы  9.4, и н вари ан т н ая  от носит ельно

о т о б р а ж ен и я  х —>х и с о д ер ж а щ а я  м ат рицу
( К - 1 о о\

1 4 =  О 0  1 ,

содер ж и т  группу  GE„+1 (A).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Группа G E„+1(A) порождена диагональными 
матрицами и элементарными матрицами. Лемма 9.4 дает нам все диа­
гональные матрицы и все элементарные матрицы / '+  t e tJ, кроме мат­
риц с i =  п +  1 или с J  =  1.

Но л (/ +  ^ я>п+1)ц - 1 =  / +  ten+Un и [/-\-ten+Un, I - b e nj] = ./ +  ten+Uj 
при j= £ n ,  я + 1 .  Следовательно, мы имеем все I  +  t e tj с j  7М . 
Теперь заметим, что ( I t en+Uj)~ =  I  +  te^ при ] ф \ ,  д +  1, таким 
образом, нам нехватает только матриц / +  ten+u Последние матрицы 
мы получаем как [/ - f  ten+Un, I  +  еп>1].

§ 10. Доказательство включения i t £ N
Мы хотим показать, что G E n+1(A) а  N . По леммам 9.4, 9.5 и 9.6 

достаточно показать, что я £ N , где

(К-1 0 о\
71=1 0 0 1 .

V о 1 0 /
То есть достаточно показать, что
( 10 . 1 ) (тготе-1) =  хл+1 (о)
для любого c £ G L n+1 (.A).

Л е м м а  10.2. а) М нож ест во м ат риц о, удовлет воряющ их  
равен ст ву  ( 10 . 1 ), инвариант но относительно правого у м н о ж е ­
ния на м ат рицы  рх типа R и левого ум нож ения на м ат рицы

(10.3) Ti \

0 12 У

б) Д ост ат очно д ок а зат ь  (10.1) д л я  о вида  а =  аг, где
е =  / -(- ten+l> j и где м ат рица  а =  ^  |

если  мы п редп олож и м  (7.2)„ и (8.1)я_ 1, 
читься м ат рицам и  а, имеющими вид

типа L. К р о м е  того, 

то мы м ож ем  ограни-

(10.4)

1 « 1 2 • « 1 Я

• • 
о а 22 • « 2 »

6 « Я ~ 1 ,  2 • • • « Я —1,я

« Я 1 « « 2 • « л я

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Если р, — матрица типа R, то и —
матрица _типа R, и по (8 .2 ) xn+1 (itp1i r -1) =  *„+1 (Pj). Аналогично если 
матрица аг имеет вид (10.3), то и itajir- 1 имеет такой вид, и, оче­
видно, х я + 1 (тса17 с - 1) =  хя + 1 ( а 1) . Теперь, если х я + 1  (тса те -1) =  х я + 1  (а ), то, 
используя лемму 8 . 10 , получаем

*  „+1(««lOpi* J) =  *+1 ( х а ^ - 1) хя+1 (тг^чс-1) =

=  \ + i  (ai) *„  + 1 (о) **+1 ( Pi) =  \ + 1  (*l«Pl)-
б) Согласно а) для проверки равенства (10.1) при заданном а мы 

можем изменять с правыми умножениями на матрицы типа JR и левыми 
умножениями_на матрицы вида (10.3). Это позволяет нам привести о 
к виду о =  as, указанному в лемме. Если мы предположим (7.2)я
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и (8.1)„_!, то по лемме 8.9 а) мы сможем записать 

дартной форме а =  а 1е,р1 в GLn(A, q). Так как ах =

матрицу а в стан-
ТГх'
1

ТО а, =

j  — матрица вида (10.3). Поэтому, заменяя о на ах 1а, что мы

можем делать согласно части а), мы можем предположить, что 
а =  — стандартная форма в QLn(A, q). Отсюда следует, что матри­
ца а имеет указанный выше вид (10.4). Доказательство леммы 
закончено.

/аг 0
1 о 1

Д о к а з а т е л ь с т в о  п р е д л о ж е н и я  8.6 (окончание). Так как 
условия (7.2)я и (8.1)^—! входят в предположения предложения 8 .6 , то 
мы можем теперь закончить доказательство этого предложения, про­
верив равенство ( 10 . 1 ) для о =  ае, 

а =  i ) C a  вида (^ -4 ).

Заметим сначала, что если et

■-G

где &=>/ +  ten+ltl ( t£q)  и где 

=  I  - a n\e,n€E n{A, q), то —

^22 а 2 п

а я - 1,2
V a n2 a nia U

®я—1. я 
a nn a nla ln

Следовательно, если *„_! =  x„|GL ^ тогда, очевидно, 

Таким образом, мы должны показать, что
*n+lO ra*-1) — xe_ i(a ') .

Записав 7 = мы имеем

о

\̂ л /
/a -j- Т 0, . . . ,  0) Т\ _
V 0 ... о \)

1 -f- tcx $12 • «• « 1я c i
tc2 a 22 . .  <x2n

t°n- 1 «Я-1.2 •• • 1, Я СЯ-1
a nlJT^Cn a n2 ■•• «ЯЯ
t 0 . .  0 1

Записав t =  icctc~'1, мы имеем

1 +  ^ 1 a \2 • a Un-l Cl din
tc2 a 2 2 • ^ 2, /1 -1 c2 ®'2n

• .
s 1 • • a /i-l,/z-l C/i—l & п—1, n

t 0 . .  0 1 0

Am +  tcn a n2 • • a n, n - 1 Cn O'tin

т =
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Сейчас мы представим матрицу т в стандартной форме, что позволит 
нам вычислить хл+1(т).

Положим ai =  гДе o-i =  I — ^ 2  с ^ ^ .  Тогда

1
О

О 
t
а п1 *f" ^ с п  а

#12 • • а 1, л- 1 0

#22 • • а 2, п - 1 0 а 2п

# л - 1,2 * •• а п - 1 , п ~ 1 6 а п - 1 , п
0 . .  0 1 0

#л2 • • а п, п - 1 Сп С^пп

Положим а 2 =  тсе- 1тс- 1  =  где а 2 =  / — tenl, и положим ej =

=  / +  w .+ i, 1» где 5 =  a nl +  tcn. Тогда

В =  е, 'а о а .т  =  ( ^
г 1 2 1  1 о (3

матрица типа /?, где

#22 • ' а 2, п ~ 1 0 # 2  п

tCL 12 • • • ^ и - 1 i

.. ^
 1

# я2  ^#12  • * а п , п - 1  5 # 1 ,л - 1 С п й п п - Ч п >

Поэтому т =  (a2ai)—'ejP — стандартная форма, откуда хя+1 (<г) =  
=  ХЯ ((a2ai)_1) (Р) =  (Р)> поскольку ясно, что alt a2 £ Е п {A, q).

Положим 5 =  / +   ̂Д  t a u т еп- и j J  +  t a lnea- Ua €  GL„ (А , q). Тог­

да, поскольку а п] -  s a lt} +  t a tJca =  а п) -  (а п1 +  tcn) a tj +  t a ljcn =
a n\a i]> мы имеем

а  22 • а 2 ,п ~ 1 0 “ 2 п

= а п ~ 1 ,2 • ® я —1» п—1 6 # я —1* п
0 . 0 1 0

а п2 ~  а п \а \2 • • ■ а п , п - 1 ~  а п1а 1 ,п - 1 Сп а п п  # л 1#1я

Сопрягая матрицу р8 матрицей-перестановкой, получаем матрицу

а '

О

Р' =

0 . . . 0

0 .

с„
1

Поэтому, так как 8 ( ; £ л(Л,  q), из (8.2)„ следует, что \  (Р) =  х„ (р8) =  
=  *« (? ')  =  * « - !« ) •  Таким образом, хв+1 (т) =  хл(Р) =  «„-Д а')* что 
и требовалось показать. Доказательство предложения 8.6 закончено.

Д о к а з а т е л ь с т в о  п р е д л о ж е н и я  8.5 (окончание). Нам оста­
лось теперь доказать (10.1) в условиях предложения 8.5. Таким обра­
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зом, п =  2  и отображение х2 задается символом Меннике: х2

. По лемме 10.2  б) снова достаточно рассмотреть матрицы а 

вида о =  ае.

З а п и с а в ! - j j  с « Т - О ; ) ,  мы, умножая
слева матрицу о на множитель вида (10.3), можем добиться выполне­
ния неравенства а п ф  0. (При q ф  А это неравенство выполняется 
автоматически.)

Полагая т =  тесте-1, имеем

а  b 
с d

т =  t

Так же как выше, положим

а,т =  t

ln +  tc l Cl #12 ^
1 0

f21 “Ь tC2 #22 У

! ,  -  ( ‘ ‘ ° ) С
1 о 1 /

# п 0 #12
t 1 0

#21 4" ^ 2 с 2 #22

, так что

Так как а п Ф 0, кольцо А [апА полулокально, следовательно, мы 
можем найти такой элемент 5 £ <Ь что t -f- 5 (а 21 - f  tc2) и а п взаимно 
просты (см. замечание перед леммой 2.2). Можно считать, что, кроме 
того, с =  1 - f  s c 2 =£ 0. Запишем t -f- $ (а 21 +  tc^  =  s a 2l +  tc. Тогда, 
полагая Ь =  1 s e 23, имеем

найти такую матрицу 

что

(10.5) ш / а
\si

при некоторых х , у. Полагая

«И 0 «12 \
5fl21 +  tC с ^«22 1.
а 21 + с% «22 /

11» ^«21 Н“ tc) мы можем, используя (7 .1),

®и\1,
\ ш21 Ш22/

0 '\ - / 1  * Y

1 +  tC с ,Г [о у)

мы имеем

=

со 0
0 1

х  ®na i2 +  su>i2a 22
У ^21# 12 +  $(022#22

а 22

Поэтому, если вг =  1 +  uezx, и =  а 2Х +  tc 2, тогда

- 1 - I '  Л
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— матрица типа /?, где

( У\ с2 — их
ш21«12 Н 5Ш22̂ 22
й 22 U (̂ nQ-12 4 ”  $ ш 12«22

Наконец, -с =  (ш8а1)^ 1е1р — стандартная форма для т, потому что

— матрица типа L. Поскольку ах =  /  +  с ге 12£ Е 2(А), мы имеем 
х 3 (т) =  х2 ((mej)-1) х 2 (Р) =  х2 (ю)-1х2(Р).

Д л я вычисления этого выражения найдем ш из равенства (10.5):

/ 4“ °>i2 {so 2i 4~ tc) \ _/ 1  х  \

V ш21«11 “Ь “ 22 (^«21 ~Ь t c )  ®22р /  \ 0 У )

Так как de t u>=l ,  равенство (10.5) показывает, что у — а пс, следо­
вательно, а пс =  ш22с. Но 0 по нашему выбору s, поэтому а и=  о>22. 
•Следовательно,

0 =  ^21^11 "I- ci\\ {,30-21 “f" tc)*
Так как а п Ф 0  (по построению), мы имеем со21 =  — {sa2X +  tc). Равен­
ство других координат дает нам х  =  о>12с и 1 =  шпа п 4- ш12($а214~ tc). 

Теперь мы можем записать
Шц ш12\

— (sa21 +  tc) а п )
и

а ис — {sa2l+ t c ) a n + s a na 22\
*  *> /

где d  =  det а.
Используя шаг 1) доказательства теоремы Куботы, мы имеем

*2 (Ш)~ ] ^
#n J L а п J 1#п_

~ — (sa 21 +  tcy - 1 (за-21 Н-  tc) о  12 - 1 ' « 12_
«и «и On.

5 {й  11^22 L^O “Ь  ^ ^ 1 2
- 1

х 2(а )  =
~tcal2 — scT

а п « И
Далее,

* 2 (Р) =

х2(а).

’ sd  — tc a x2 ~ sd  ~  t c a n sd  — t c a l2
. « ii«  _ с «п

~sd~ sd  tc d -̂2 sd  — t c a l2'
_ с a \l «п

потому что с? — единица, а с =  \ sc2. Наконец, мы имеем

х 3(т) =  х ^ - ^ з ф )  =  х 2 (а )
‘ t c a l2 — sd  ' - 1 sd  t c o X2

«и «и
=  х2 (<х) =  х3 (о),

что и требовалось доказать. Итак, мы закончили доказательство 
предложения 8.5 и, следовательно, части в) теоремы 4.1. Часть б) 
теоремы 4.1 была доказана в § 5 (теорема 5.1). Часть а) будет выве­
дена в следующем параграфе.
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§ 11. Заключение.

Т е о р е м а  11.1. П уст ь А — ком м ут ат ивное кольцо, q — 
и деал  к ольц а  А. П р ед п о л о ж и м , что при некот ором  ■я> 3 
выполняют ся  (7.2)„ и (8 .1 } , ,- !1). Т огда  при  в сех  т ^ п :

а) Е т(А, ч ) - [ а Ь я (Л), GLOT(A, q)] 
и

б) ест ественный гом оморф изм
GLn(A, q)/Е п(А, q )-*G L m(A, q)/Em(A, q) 

ест ь изом орф изм .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия (7.2)л по теореме 7.5 в) сле­

дует, что Е т(А, q) есть нормальный делитель в GLm(A). В частности, 
мы можем определить группу Ст =  GLm(A, q)/Em(A, ц). По теореме
7.5 б) гомоморфизм Ся —> Ст сюръективен. Пусть *п: GLn(i4, q) —>С — 
естественная проекция.

Гомоморфизм удовлетворяет условию (8.2)л согласно теоре­
ме 7.5, г), и он удовлетворяет условию (8.3)л, потому что группа 
Е п (A, q), очевидно, инвариантна относительно транспонирования. Нако­
нец, условия (7.2)л и (8.1)„_x дают нам возможность, применяя лемму 
8.9, б), получить (8.4)л. Теперь выполняются все условия предложе­
ния 8 .6 , откуда мы получаем продолжение гомоморфизма хл до гомо­
морфизма хл+1: GL„+1 (A, q) -> Сл, ядро которого содержит группу 
E n+i И ,  Я)- Отображение хл+1 индуцирует поэтому гомоморфизм 
Сл+1 -* С „ , такой, что композиция Сл- » С л+1 — Сл тождественна. 
Поскольку, как уже отмечалось, отображение Сл- * С л+1 сюръективно, 
отсюда следует, что Сп —* C„+i — изоморфизм.

Так как из (7.2)л следуют (7.2)т и (8.1)т  при всех т >  п по тео­
реме 7.5, а), то мы можем повторить вышеприведенные рассуждения 
и получить по индукции часть б) теоремы.

По теореме 7.5, г) [GLm(^ ), GLm(^ , q)] с  Е т(А, q) при достаточно 
большом т. Следовательно,

[ОЬл!(Л), GLп(А,  q)J c i Е т{А, q ) n G L , M ,  Я),

где последнее равенство выражает тот факт, что Сп —>Ст — мономор­
физм. Так как 3, из (5.1) теперь следует, что

Е п (A, q) =  [Еп (А), Е п (A, q)] =  [GL„ (A), GL „(А , q)].

Так как наши условия выполняются при всех т ^ п ,  то отсюда полу­
чаем а), что завершает доказательство теоремы.

Т е о р е м а  11.2. П р ед п о л о ж и м , что прост ранст во м акси ­
м альн ы х  идеалов  к ольц а  А ест ь нет ерово п рост ран ст во р а з ­
м ерност и Тогда А удовлет воряет  условиям  (7.2)л и (8.1)л 
при в сех  и д е а л а х  q и всех  n^>d-\-2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эта теорема непосредственно следует из 
теоремы 7.4 и теоремы 7.5 а).

Положим
G L(A , q ) = U G L „ ( ^ , q )

П> 1
И

Е (A, q) =  (J Е п(А, Ч) - [ О Ь ( Л ) ,  GЦ А , q)]
________ __ П> 1

*) Условие (8.1)„_lf как и условие коммутативности кольца, здесь излишне» 
см. [27].— Прим, перев.
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см. [1, гл. 1]). Тогда существуют канонические отображения

GL„ (А, <0/£„ (А, q) -  Кг (A, q) =  GL (А, ц)/Е (A, q).

Следующее следствие подтверждает для коммутативного кольца А 
по модулю, вероятно, ненужного требования (8. 1 )„_! *) гипотезу [ 1 , § 1 1 ].

С л е д с т в и е  11.3. В условиях  т еорем ы  Л 1.2 от обр аж ен и е

Ъ\,п{АЛ )1Еп{АЛ )-*К М ,< \ )'
ест ь изом орф изм  групп при всех  / г> ^  +  3 * 2) (и при в сех  3, 
есл и  d  =  1). К р ом е того,

Е п (А , q) =  [£„  (Л), Zf„ (Л, q)] =  [SL„ (Л), SL„ (Л, q)] =

=  [GLn (Л), GL„ (Л, q)].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первое утверждение, так же как и равен­
ство Е п(Л, q) =  [GLn(Л), G L„(Л, q)], следует, если r f > l ,  из теоре­
мы 1 1 .1  и теоремы 1 1 .2 . Случай d  =  1 и ц =  3 проходит, потому что 
условие (8.1)2 выполняется согласно (7.1).

Равенство Е п(А, q) =  [Еп(А), £ в (Л ,ц )} есть (5.1), а возможность 
вставить равенство с SL„ очевидна.

Последнее утверждение следствия 11.3 содержит часть а) теоре­
мы 4Л . Таким образом, доказательство теоремы 4.1 теперь закончено.

Согласно (5.2), Е п(А) есть конечно порожденная группа, если 
Л — конечно порожденная Z-алгебра и в > 3 .  Следовательно:

С л е д с т в и е  11.4. П уст ь А — конечно п о р о ж д ен н а я  к ом ­
м ут ат ивная 1 -а л г еб р а  р азм ерн ост и  К р у л л я  Е сли  К ХА
ест ь конечно п о р о ж д ен н а я  а б ел ев а  гр у п п а , то QLn(A) и 5Ь Я(Л) 
ест ь конечно п орож ден н ы е группы при всех  n ^ -d  +  3 3) (и всех  
п~^>3, если  d  — 1 ).

П р и м е р ы .  Пусть Л — дедекиндово кольцо арифметического 
типа и пусть Т — свободная абелева группа или моноид. Тогда из 
результатов [3] следует, что группа К ХА[Т]  конечно порожденная. 
Поэтому, если, например, t x, . . . ,  td — неизвестные, то

SL/1 (Z [tx, . . . ,  td])

есть конечно порожденная группа при + 4 4), и если k — конеч­
ное поле, то

SL„ (k [ t x, . . . ,  tn])

есть конечно порожденная группа при n ^ -d  +  3.
Следующий пример предостерегает от слишком поспешных обоб­

щений этих результатов. Пусть Л =  {а  +  2ib\a, b £ 1} — подкольцо 
кольца гауссовых целых чисел или, скажем, Л =  k\t2, £3] с  k[t\, где 
k — конечное поле, a t  — неизвестное. Тогда, если Т — свободная абе­
лева группа ранга > 2 , то группа 5 Ь „ (Л [7 ’]) не имеет конечного 
числа образующих при любом п >  6. Это может быть выведено из 
результатов [3] и [7].

!) Это требование действительно ненужно; см. [27]. — Прим, перев.
2) Достаточно потребовать -(-2; см, [21].— Прим, перев.
3) Достаточно потребовать л></ +  2, см. [27]. — Прим, перев.
4) Достаточно потребовать +  3, см. [27]. — Прим, перев.
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