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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И И 

1972 МАТЕМАТИКА * №7 (122} 

УДК 517.512 
В. Э. Гейт 

О СТРУКТУРНЫХ И КОНСТРУКТИВНЫХ СВОЙСТВАХ 
ФУНКЦИИ И ЕЕ СОПРЯЖЕННОЙ В L 

§ 1. Обзор результатов 

Пусть En(f) — наилучшее тригонометрическое приближение по­
рядка не более п = 0, 1, 2 , . . . (конструктивная характеристика), а 

S ) ( 0 < 8 < T C ) есть k-й модуль гладкости (структурная характе­
ристика) функции / £ Z.2lt, всюду в работе вычисляемые по норме 

тс 

| / | | = яГ 1 j \f(x) I Лс. Пусть, далее,/—тригонометрически сопряжен­

ная с / функция (см., например, [3]). 
1. В L2ic рассмотрим классы функций 

& = {/:Ея(/-)-0{?(пГ1))\, E^\l:En(f) = 0{<9(n-1))), 

где мажоранта ср(8) непрерывна на [0, я ] , ср(0) —О, 0 < 9 (8') < ср (8") 
при 0 < 8 ' < 8 " (кратко: ср £ Ф [1], [2]). Здесь рассматривается 

З а д а ч а . Указать окончательные условия вложений для этих 
классов (в зависимости от свойств <р(8)). 

Приведем сначала известные результаты: 
.1) HlczHl+rik, г=1, 2,. . .) при у ? £ Ф ; 
2) HICZE9 (£ = 1 ,2 , . . . ) при у < р ^ Ф . 

Включение 1) следует из простого неравенства 
« W ( / , 8 ) . '<2 г ш Л ( / , 8) \k, г = 1 , 2 , . . . ; / £ , • ''(Й 

а 2) — из обобщенного неравенства Джексона (см., например, [17], 
с. 338) 

£ » ( / ) < < > * ( / . ( я + 1 Г 1 ) < С Л ( / , О |(/е, я== 1, 2,.. .). (2) 
В настоящей работе С, > 0 (С > 0 ) — константы, зависящие лишь 

от t (абсолютные), вообще говоря, разные в различных неравен­
ствах. 

С. Н. Бернштейн, как известно, первым поставил вопрос о спра­
ведливости включения, обратного к 2). Его метод доказательства 
вложения f с : Я * (при ср (8) = 8 я , 0 < а < 1, в С2те) является осно­
вой пои отыскании достаточных условий и в общем случае (см. [8], 
[1], [2], [11], [17]). Известен результат 

3) Ы^Вл:У^-^(-Г1)-0(акфгЩ = # 2 ( £ = 1 , 2 , . . . ) 
4 = 1 

2* 
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из [2], где приводится, не меняющееся и в L2n, доказательство (=> 
в терминах „эквивалентности" ([6]; [17), с. 354). 

Доказательство ( < = ) публикуется впервые (см. § 3, следствие 1). 
Переходя к изложению результатов настоящей работы, отметим, 

что достаточность указываемых здесь условий либо была известна 
{теоремы 1, 2), либо просто выводится из известных включений 
(теоремы 3—6). И только в теореме 7 (и частично в 8) потребуется 
специальное рассмотрение. 

Напротив, доказательство необходимости вводимых условий 
представляет значительные трудности. Сначала в § 2 на основе оце­
нок £•„(/) и о) й ( / , 8) для функций / из некоторых специальных клас­
сов будут построены примеры функций с определенными свойствами 
(см. там fu Д и / 2 , / 2 ) . Затем, используя эти функции, мы доказы­
ваем ряд теорем бернштейновского типа (см. § 3), из которых, в 
частности, выводятся доказательства утверждений (•;=) (необходи­
мости) всех теорем § 1. 

со 

Т е о р е м а 1. {ср £ А : £ v " 1

 ? ( v " 1 ) < + сх>} < = > Е9 cz Z 2 u . 

со 

Т е о р е м а 2. . { £ В <?: V v-i ? (v-i) = о (cptft- 1))} <=> £ 9 = £ 9 . 

Утверждения (=>') этих теорем можно найти в [1], [11], а (<.=) 
суть утверждения 1) и 2) следствия 3 в § 3. 

Т е о р е м а 3. ср £ Б, ср £ Bk{=) Е9 = Hi {k = \, 2 , . . . ) . 
Здесь ( = > ) — следствие из 3) и ( = > ) теоремы 2, а (.<=) —это 

утверждение 1) следствия 2 в § 3. 
Ниже срс^А (k натуральное) означает почти убывание (см., на­

пример, [2]) отношения cp(8)/Sft на (0, тс]. 
Т е о р е м а 4. # 1 = Л 1 + г (£, r = 1, 2 , < р £ AK+L). 
Здесь ( = > ) ясно из включений 1) — 3), а ( < = ) — э т о следствие 

4 из § 3. 
Т е о р е м а 5. ср £ Л <=> # 1 cz L 2 ] I (& = 1, k четное; <р£Лй). 
Утверждение ( = > ) следует из (==>) теоремы 1 и включения 2), 

а ( < = ) — это утверждение 1) следствия 5 в § 3. В предположении, 
что ср(8) —модуль непрерывности и £ = 1, теорема 5 доказана в [19]. 
В теореме 5, как и в теоремах 6 и 7, не удалось доказать ( < = ) при 
£ > 1 нечетных1'. Это можно сделать, если условие <p(;Aft заменить 
более ограничительным: <?£Bk (см. 3) леммы 5 в § 3). 

Т е о р е м а 6. ср £ В <=> Hi cz Ё9 (& = 1, k четное; с р £ Л А ) . 
Здесь ( = ) ) — следствие включения 2) и (=:•) теоремы 2; по 

поводу ( ( = ) см. следствие 5 в § 3. 
Т е о р е м а 7. <s£B <=> Hi aHl+r(k=\, k четное; с? £ Ак; г=1, 2,...). 
Здесь (<.=) — следствие ( < = ) теоремы 6, а для ( = > ) потребует­

ся специальное доказательство. Как и в С2л. (см. [2], а также [17]), 
можно при k, I, Й = 1, 2 , . . . ; /£Z.2LT получить неравенство 

»*(/, «- 'хад{«^ Е**-Ч(/, о + s v - 4 ( / , v - 1 ) } ( з ) 

•) П р и м е ч а н и е п р и к о р р е к т у р е. Это доказано автором в [21]. 
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в предположении сходимости указанного ряда. Так как <«;(/, 8 ) £ Л Г 

для / ( ; £ 2 х (см., например, [17]), то нетрудно понять, что при £ > / 
первое и второе слагаемые в (3) имеют одинаковый порядок. Значит, 

с о 

<»*+,(/. л - х )<с А с, 2 *~Ч(/, л « = 1. 2,-..)-

Поэтому, если / £Н\, где <р£5, то ®k+r{f, я - 1 ) = О (<р (я"~1:)), так 
что f^Hk+r, ибо, как и в С 2 т с (см., например, [2]), 

« , ( / , / Г 1 ) = О ( ? ( / r ' ) ) <=>«>,(/, 8) = О (?(&)) (<р£Ф, / £ L 2 J . (4>. 

(=5) теоремы 7 доказано. Аналогично из (3) и (4) доказывается 
утверждение ("=>) следующей теоремы. 

Т е о р е м а 8. ср £Bk <-=> tff+, = Н\ (£ = 1 , 2 , . . . ; 
г = 0 , 1 , . . . ) . 

Утверждение ((==) теоремы 8 — то же, что 2), 3) леммы 5 в § 3 . 
2. В Ef, Е?, Hi, Hi рассмотрим следующие подклассы: 

%V = {f:E„(f)~<fin-% %9 = {f:En(f)~'?(n-% 

^ * = { / :«»*( / . 8)~<р(8)[, erS = {f:wk(f, 8 )~ср (8)} , 

где (например, в ^ ) ~ - соотношение означает En(f) = 0(ср(я "')), 
? (я" 1 ) = О ( £ „ ( / ) ) • 

Полный обзор результатов для этих классов имеется в [2] (при­
менительно к С, ). 

При доказательстве утверждений (=> ) теорем 10—12 исполь­
зуется ( = ) ) из известного результата 

c p ( ^ . ; = > i r = e ^ ' (£ = 1, 2, . . . ) , (5) 

который в L2% нигде ранее не выписывался. Доказательство ( = ) ) 
аналогично доказательству в С 2 х [2] эквивалентности соотношений 
Е„ ( / ) ~ - < р ( я - 1 ) и (o f t ( / , S) — ср (8) при <р '££ й (см. также [6]). Доказа­
тельство ( < = ) в (5) (см. § 3, следствие 1) публикуется впервые. 

Т е о р е м а 9. . ? < = > = g " p . 
Доказательство (—))- теоремы 9 аналогично доказательству в 

С 2 х [2] эквивалентности соотношений En{f)~y (я. - 1 ) и Еп ( / ) — ср ( и - 1 ) 
при ф £ А По поводу ( ( = ) теоремы 9 см. § 3, следствие 3. 

Т е о р е м а 10. <?£Bk <=> е??1+г = е/Л (£, г = 1 , 2 , . . . ; ? £ Л А + 1 ) . 

Т е о р е м а 11. ср (- В, ср £ £ А <=> £ ? = е^"* (£ = 1 ,2 , . . . ) . 

Т е о р е м а 12. <р££, ср£Д Л <=> е / П + г = е / Г * (£ = 1,2 , . . .;ср£Л,;. 
r = 0, 1,...). 

Утверждение ( = > ) в теореме 10 ясно из (5), ибо <р (; А = > 9 £ Ан-г-
( = ) ) теоремы 11 вытекает из (5) и ( = > ) теоремы 9. ( = о ) теоремы 
12 —следствие из ( = > ) в (5) и теорем 10 и 11. По поводу ( < = ) тео­
рем 10, 11 и 12 см. § 3, соответственно следствия 4, 2 и 2), 3) 
леммы 5. 
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§ 2. Вспомогательные результаты 

1. Л е м м а 1. Пусть 
со 

f(x) = a0/2 + Y> avcosvx, хф[0(mod 2к), ап —+ 0, п-^оо, 

СО 

5 ( v + l ) | A 2 a J < + o o ( A 2 a v = 4 - 4 + i , Ьа, = а<-а1+1). (6) 

Тогда 
г СО 

EnifX £ (v.+ l ) | A 4 l (« = 0 , 1 , 2 , . . . ) . (7). 
ч = л + 1 

В частности, если av—*0 и 0 < Да, [ при v f.со, то 

En(f)<an+1 + (n+l)ban+1 (л = 0, 1, 2,. . .) . (8) 

Доказательство (7), (8) фактически содержится в работе автора 
120] (с. 41). 

со 

Л е м м а 2. Пусть f £L2n и f (х) ~ а 0 /2 + X ( a v cos VJC+ sin vx). 
v = l 

Тогда при n = 0, 1, 2 , . . . 
CO 

^ ( / ) > C | S * - 4 | . (9) £ и ( / ) Ж + 1 | , |&„ + 1 ! . (10) 
v=n+l 

Неравенство (10) хорошо известно, а (9) доказано в работе ав­
тора [20] (с. 42). 

З а м е ч а н и е . Из (8) и (10) можно лишь заключить, что 
ап+1 .<£„(/)< ап+1 + (п+ 1 ) Д а я + 1 (Й-0 , 1, 2,. . .) 

для четной функции f £Z. 2 i c с a v , Aav, A 2 a v > 0 (v— 0, 1, 2 , . . . ) . Ценой 
некоторого усложнения доказательства можно установить для та­
ких функций f более точный результат: ап+х < Еп (/) < ап+{ + 
+ (ап+1 — а2п+2)< 2ап+1 (« = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 

Л е м м а 3. Пусть / ~ S a v ( / ) cos чх, g ~ 2 a v (g) sin vx, / , g£L2%, 
a a v ( / ) , a4(g) удовлетворяют условиям леммы 1; тогда при всех 
п. > 2 

(ф, я" 1 ) < С, /Г* V j д {v* [ а , (ф) + vA а, (ф)]} |-|-1 а„ (ф) + яДа й (ф) | + 
v = l 

СО 

+ sup_. || £ A K ( 6 ) + v A a , ^ ) ] [ / < : t ( x ) - ^ t W } |j, 

г<?<? я/>м k четном ф = / , а £ нечетном ty = g; К( — ядро Фейера, а 
К'? — сопряженное ядро Фейера (см., например, [3]). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В условиях леммы (см. [3], гл. X) 

Ф ( * ) = S > + 1 ) A 4 ( T 0 ^ V ( . K ) , хфО (mod2u). 
v=0 
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Заметим, что (v + l ) A 2 a v = Д[а, + чДа,]. Тогда для k-ft разности с 
шагом А функции <|» (k соответствует выбору ф, п = \, 2, . . . ) будем 
иметь (опуская значок ф): 

IIд*«Й=!**{( s + s ) A K + ^ J ^ V W } | = 
1<V<B V>« + 1 

га о о 

= I д* s к +.*дя,] R w - ^ v _ i w у +д* s д к + ^ ч ] к (*) -
v = l v = r a + l 

га с о • 

-Кп{х)\\< ||А* Б [•••){•••} 1 + | | д ! £ A[ . . . ] { . . . } | |=S , + S 2 . 
v = l v = r a + l 

Займемся преобразованием S t (см. [20], с. 39): 

Si = IЛ |*j £ [ a v + vAaJ v - 6 - 1 (v + l ) - 1 X 
v = l 

X £ / + 1 ((sin (№))l {№)) k cosу(л;+ M/2)j| = IA I* J*£ д К[a, + * 4 t t X 
7 = 1 v = l 

v • . ra 

X £ tj (x, k, h) + nk [an + nAan] £ tj(x, k, h) || (А ф 0), 

i=l y = l 

tj {x, k, h) = r f t _ 1 (У + 1 ) _ 1 £ m k + 1 ( ( S I N (mh/2))/(mh/2)? cos m (x+kh/2). 
m = l 

Очевидно, для доказательства леммы достаточно установить, 
•что 

V 
\(k, А) = || £ A) | |<C F T ( l < v < / i | 1 А ] < л - 1 ; А = 1, 2 , . . . ) . (11) 

7 = 1 

Перестановкой порядка суммирования получаем 

\ (А, А) -1 £ { £ Г 6 - 1 (У + I )" 1 } ((sin (да/г/2))/(даА/2))* cos mx ||. 
m = l . / — m 

Обозначив {...} = <xm(&, v) и применив дважды преобразование Абеля, 
находим 

\(k, A ) < V £ ( / « + l ) | A 2 a m ( £ , ^ | [ ! а ш ( / й ) 1 + 

яг=1 

+ v|Aa,_1(&, v) | Q ( j T A ) Q -Ь а, (Л. v) | |5 V ( / A ) | | , (12) 

где ° т ( Л ) и 5 V ( / A ) — суммы Фейера и Фурье функции 

Л (*) = S ((sin (vA/2))/(vA/2))* cos vx (A 0; A = 1, 2 , . . . ) . 
v = l 

Непосредственный подсчет показывает, что: а) | Д 2 а т ( £ , v) | < Ck X 
X { д а * " 1 V - * " 1 + да"3} ( 1 < да < v - 2), b) v I Aa,_t (£, v) | < С„ с) || 5 V ( / Й )[ |= 
•= О(v). Кроме того, \{k, v) = l/(v + 1) и | | ° Д / Л ) 1 < С равномерно 
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по ч, k, й^=0 (см. [20], следствие 8, с. 43). Учитывая все это, из (12) 
уже нетрудно вывести (11). Лемма 3 доказана. 

Л е м м а 4. Пусть / и g—четная и нечетная функции из L2r. 
с коэффициентами Фурье flv(/), a v ( g ) > 0 (v = 0, 1, 2 , . . . ) . Тогда 
при всех п = 1, 2 , . . . 

М т 1 . ti 1 ) > 

Ck £ V-^OIO, ф = £; £ = 1, 2 , . . . , (13) 
v = / I + l 

1 1 + 1 

Ckn~k £ v * _ 1 a v (Ф)> т" = £ (k четное), ф = / ( & н е ч е т н о е ) . 
v = i (14) 

Сопоставляя оценку (9) с неравенством (2), легко получить (13). 
Докажем (14). Так как при k четном <[» = £, а при £ нечетном, 

по предположению, ф . = / , то (см. [20], с. 39) 
с о 

Д* «|< (л — М/2) ~ ± 2* £ а, (40 sin v х sin* (ve/2). 

Отсюда при всех я и я = 1, 2,... получаем (ty£L2J 
2ic л + 1 л + 1 

J A * 6 ( x - М/2) ^ Г ~ ^ ' ^ I = 2* v- 1 а, (ф) sin* (vA/2) v = l 4 = 1 

Остается учесть (см. также [20], с. 42—43), что а) з!пг>-2г/тс 
п + 1 

(0<2<тс/2), b) sup sup £ j lsinjx\< + со [3]. Лемма 4 доказана. 

2. Имея {ср„}"=о ( 0 < с р „ | 0 при п \ со), рассмотрим дяя х 
: 0 (mod 2u) функцию 

Л (*) = Л (л, ?) = ?./2 + £ « v cos vx, a v = £ Дер,- (1 - v/( j + 1)). (15) 
V=l j=4 

Коэффициенты av обладают такими свойствами: 
с о 

0 < a v - * 0 , Д а , = £ Д ? у / ( ; + 1 ) > " 0 , (v + 1 ) Д \ = Д<ру > 0 ; (16) 

« v + vAa, = 9 v ( - ' = l , 2 , . . . ) . (17) 
Свойства функций / , (х) и / , (х): 

a) 'fi£L2K ввиду (16) (см., например, [3], с. 100); 
с о 

b) fi 6 ^ . £ *~Ч < + и б ° S v _ 1 л, <' + со <=>/, е 12л (И, 
v = l 

с. 652); S v _ 1 a v < + оо <=> S v _ 1 <pv < + со. 
c) ^ ( A X f n + i (л = 0, 1, 2,...) ввиду (17) и оценки (8). 

со № 

d ) £ „ ( / i ) > C £ v-Vcpv (д = 0, 1, 2 , . . . ; f^LJ. 
v = n + l 
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Действительно, по неравенству (9) из (17) имеем 
со оо 

ЕпШ>С £ v - 1 ( ? v - *Да,) = С £ > - 1 с р , - С а „ , 1 ( « = 0 , 1, 2, . . . ) . 
v = B + l v=n + l 

Учитывая теперь условие ( 1 0 ) , получаем d). 

e) / 5 ,

й ( ф ) > ( 1 / 2 ) с р 2 п + 1 ( « = 0 ) 1, 2 , . . . ) , где < ! > = / „ / , и / ^ / 1 2 л , так 
как из ( 1 0 ) и ( 1 5 ) 

со со 

Д,(Ф)> 2 А с р Д 1 - ( я + 1 ) / ( у + 1 ) ) > ( 1 / 2 ) £ Д«р, ( /1 = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 
j=n+l j=2n+l 

еО»1(Ф. « _ 1 ) > Q ? » л = 1, 2 , . . . ) , где <]>=/„ Д и / , ^ 2 l t . 
Это есть следствие из е), (2 ) и почти убывания <»,(/, Ь)/Ь1. 
f) w f t ( / i , я - 1 ) = О (Ф„), если я*срл \ при я | и А четное. Это 

следует из леммы 3 , так как (см. (17) ) 
со 

sup II Д*. V ^{K((x)-Kfn(x)}\\<2k+^n+,, 
\ h \ < n 1 1 1

 v = « + l 

ибо | | / < { 1 = 1 , ' ; ' а | A ^ F | | < 2 f t | l F | | . 
со 

g) « " 1 ) > Q £ v - > v (ft, я = 1, 2 , . . . ; / , ^ 2 J (см. d ) , ( 2 ) ) . 

CO 
h) wft(7i. « - 1 ) < Ck £ v~ 1 cp v ( л = 1, 2 , . . . ; /7 6^2»; * нечетное;: 

яй<ри j при я t ) . 
Доказательство h) опускается (см. доказательство леммы 3 и 

теоремы 6 из [20]) . 
П с о 

0 ( / i , л* - 1) > С* {я"* £ V й - 1

 9 s + £ v - 1 cpv} ( / 1 = 1 , 2 , . . . ; * чет-
v = l v = / j + l 

ное; Л £ 1 2 л ) . 
Ввиду g) достаточно доказать еще, что 

»*(Ф. Л " 1 » ^ " * £ v f e - 1 c P v (я = 1, 2 , . . . ) , ф = ( / » * ч е т н о е ; ( 1 8 ) 
v = i l / i , £ нечетное. 

При помощи (14) получаем сначала неравенство 

МФ, я ~ 1 ) > С й я - * | ] / Д 9 , . 
v = l 

Привлекая затем е'), заканчиваем доказательство ( 1 8 ) . 
3 . Наряду с fx{x, ср), имея i (0 < ? „ j 0 при я f с о ) , ' рас­

смотрим функцию 
СО V + 1 

Л С*) = / 2 (*, ?) = £ д т \ \ + i С*), V i W = £ <4V) sin ух, 
4=1 7 - _ 1 

= {У/0 + 1 ) , К / < (v + 1 ) / 2 ; 1 - y/(v + 1 ) , (v + 1 ) / 2 < у < v + 1 \ 

( 1 9 ) 
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Свойства функций / 2 (х), / 2 (х): 

a) / 2 , / 2 6 ^ Е п (Л). (Л) < С СРЛ + 1 (я = ° . . 1 . 2, - . ) , вследствие 
равномерных по v оценок 

IIViWll - IIVHWI = ° 0 V 

которые следуют, например, из того, что при (v 4-1)/2 = т (т нату" 
Цральное) \+1(х) и \ + 1 ( х ) равны ядру Фейера ATm_i (х) ([3], с. 138 

^ m M I I 5 5 1), умноженному соответственно на cos тх и sin тх (см 
также [3], с. 896). 

b) ЕпШ>Съп+1 (« = 0, 1, 2, . . .); Ь') о>,(/2, .пГ1) > С,<р„ (я, / = 
= 1, 2 , . . . ) . Действительно, для коэффициентов Ф у р ь е / 2 (см. (19)) 
имеем '' : 

ОО ' ОО | " 

S A ? v ( l - / y ( v + 1 ) ) + у £ A T , / ( v + l ) > y £ A c p v / ( v + l ) . 
j<4<2j— 1 v = 2 / — 1 v=2y—1 

Теперь b) ясно (см. (9), (10)) из следующих неравенств: 
с о 

£ „ ( / » ) > ( * • + 1 ) 2 A c p ^ v + l ) , 

0 0 с о о о 

•ЕпШ>С 2 2 A ? , / ( v + l ) = C 2 A ? v / ( v + l ) 1 > 
у = л + 1 v = 2 / - l v = 2 n + l , n + l < y < ( v + l)|2 

CO 

> C 2 { ( v + l ) / 2 - ( « + l ) } A ^ ( v + l) . 

Свойство b') доказывается так же, как е') для fx. 

c) «ЛФ. Й _ 1)> 2 (» = 1. 2,. . .), . ' f H / i . А' чет-

эдое; / 2 , £ нечетное}. 
Эта оценка выводится непосредственно из (14). 
d) »*(<[>, я _ 1 ) < С А с р п ( я = 1, 2, . . .) , где «*«pAt: при я | , а ф = / 2 

ХА нечетное) и ф = / 2 (А четное). 
Подробности доказательства d) опускаются (см. доказательство 

леммы 3 и f) для / , ) . • : ; ; 

§ 3. Приложения результатов § 2 в теории приближений 

1. Установим ряд результатов типа следующей теоремы, кото­
рую сформулируем применительно к L2%. 

Т е о р е м а С. Н. Б е р н ш т е й н а (см., например, [17], с. 51). 
Для всякой последовательности, {<р„}я°=о, удовлетворяющей условиям 
? „ > 0 (я = 0, 1,...) и cpn 1 0 при п { с о , существует функция Jf£L2K 

такая, что En(f9) = <?„ при всяком п = 0, 1, 2 , . . . 
Т е о р е м а 13. Для v{«p„}«-.i (0.< уп { 0 при п } о о ) : д / 0 = / 0 ( х , » 

.такая, что 1) £ л ( / 0 ) < С?„ + 1 (я = 0, 1, 2, . . .); 2) я/щ у А (А = 1, 2, . . . ): 
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< M / d . И > С . я - * 2 ^ Ч ; (л = 1, 2 , . . . ) ; 3) / „ 6 V < ~ > S ^ 4 < 
v = l 

Л + со; 4) Я/?Я / о 6 ^ 2 « 
и 

М / о . « " 1 ) > C , { « - f e 2 v f e - 1

T v + £ v - 1 c p v } (я, £ = 1 , 2,...); 

5 ) ^ ( / 0 ) > С с р 2 „ + 1 ; 6 ) У 5 „ ( ? о ) > С £ * ~ Ч (« = 0, 1 , . . . ; / 0 6 ^ ) -

v=«+l 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим / 0 (х , ср) = / , (х) + / 2 (*)• Так 

как £•„( /„)<£•„( / ! ) + Я я ( / 2 ) , то из с) д л я . / i и а ) д л я / 2 следует 
1). Далее, а) для / 2 и Ь) для / [ влечет 3). Свойства о) и 6) ясны 
из свойств е) и d) функций Л,Л, так как £'„(/)>£'„ (ф), <|> = (1/2) {/(х)± 
±/(—х)\ для Y / € ^ 2 « - . 

Докажем 2). Заметим сначала, что для у / ( : ^ 2 * 
•»*(Л n~1)>»*(Ф, л - 1 ) (я, ^ = 1, 2, . . .) , <|> = (1/2) { / ( * ) ± / ( - * ) } . (20) 
Теперь при & четном рассмотрим нечетную часть • / „ , т. е. / 2(х); 
тогда из с), Ь') для / 2 , в силу (20), = > 2) теоремы 13. При k не­
четном 2) ясно из рассмотрения четной части / 0 , т. е. fi(x) (см. 
неравенство (18)). Свойство 2) доказано. 

Докажем 4). Здесь при k четном достаточно рассмотреть fx (х) 
(см. (20) и i) для / j (х)). Пусть k нечетное, тогда 4) легко выво­
дится из g), а также е') и с) д л я / 2 при помощи (20). Теорема 13 
доказана. 

С л е д с т в и е 1. Для у & (k = 1, 2,...) и у » £Ф имеем: 1) зД .бА ' , 
причем / Д Я ? , если нарушено условие ср (^5 А (ср(£5 й ); 2) а / ¥ ^ ^ 
причем /? при ?$.Вк. 

В [6] эти утверждения приводятся в эквивалентной форме и 
применительно к С 2 ж . 

С л е д с т в и е 2. Для у ft (& = 1, 2,. . .) и у ¥ 6 ф имеем: 1) а Д . ^ : ^ . 
причем f (fcoptb , если нарушается хотя бы одно из условий cp£JB, 
ср£уЗй; 2) д / ( f « ? 9 , причем / £ е Я Г 1 , ' есля нарушается хотя бы 
одно из условий ср £ 5 , ср £ /3А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о с л е д с т в и й 1, 2. В утверждениях" - 1), а 
•если с р ^ Л . то и в 2), следствий 1, 2 возьмем за Д функцию. /о из 
теоремы 13 при ср„ = с р ( « - 1 ) , л = 1, 2, ... Тогда по 1 ) теоремы 13 
имеем En(f9) = СЦср ( я - 1 ) ) , а при ч> Л & изб) получаем En(f9) ~ ср ( я - 1 ) . 

Но ввиду 2) этой теоремы, / Д Я Ц и f * , если <? 0: Bk; а 

ввиду 3) и 4 ) / если нарушается хотя бы одно из условий 
6 в*. . о 

Остается доказать утверждения 2) следствий 1, 2 для функций 
<р£Ф', не удовлетворяющих условию < р £ А й . По указанной выше тео­
реме С. Н. Бернштейна для {ср (n~l)\7=i, з /„ с Я„ ( / ) = <р (я. - 1 ) , т. е _ 
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Д б ^ ; ' однако соотношение шА (ф, 8) ~ <р (8) (ф = Д , Д ) противоречи­
во с т а к как ш в ( / , 8) £ Л А при у / £ 1 2 ! 1 

С л е д с т в и е 3. Для любой. ср£Ф имеем: 1) д / " р такая ,что 

/ £ Д Л я/»» 4>€А; 2) д Д £ / 5 9 такая, что /9^Ё9при <р $ Б; 

3) аДб^"Р такая, что Д я/зя <р$/3. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждения 1) и 2) подтверждаются рас­

смотрением функции Д , равной / 0 при срп = ср ( я - 1 ) (см. свойства 1), 
(3) и 6) функции /о из теоремы 13). 

Доказательство 3) опирается на только что доказанное утверж­
дение 2), теорему С. Н. Бернщтейна и способ рассуждений, изло­
женный в [2] (с. 509—511). Подробности опускаются. 

Т е о р е м а 14 . При yft(ft = l , 2,. . .) и у Ы ~ = 1 ( 0 < с р й \ О , n k + \ n \ 
при п \ со) существует f k такая, что: 1) <o f t + r ( / 9 > f t ; я - 1 ) ~ <р„ 

(г = 1 , 2 , . . . ) ; 2) М Д , ,; я " 1 ) > Cft Я ~ * £ v*"1 <р, ( я = 1, 2 , . . . ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть при ft нечетном Д А = / ь тогда 
оценка сверху в 1) теоремы 14 следует из f) для Д и неравенства 
(1), а оценка снизу это е'). Оценка 2) это (18). При ft четном при-
м е м /<р. А = / 2 ' учитывая b'), d) (вместе с (1)) и с) функции / 2 . Тео­
рема 14 доказана. 

С л е д с т в и е 4. Л/л* у ft (ft = 1, 2,. . .) и У ? £ Ф ( ? £ Л * + 1 ) , З . Д * 6 

£ e / F | + > - (r .= 1, 2, ...У такая, что- f9k(tHl, если а Bk. 
Доказательство использует такой результат ([101, [2]): при 

у / ( / = 1 , 2 , ; .0 для у с р ^ Ф , Н Т « ( 8 ) 6 Ф (?/(8) = 8 l lnf ? ( f ) / f , 0 < г < 8), 
такая, что 3~ г ср г (8) | л.ри 8 J ; ср £ Л г = > срг (8) ~ ср (8). Полагая в тео­
реме 14 срп = с р Д я - 1 ) при l = k-\- 1 и учитывая тот факт (доказывае­
мый как и в С 2 х [8], [2]), что 8) ~ <р(8) < ~ > » , ( / , я " 1 ) ~ ср (д- 1 ) -
(ср^Ф, / £ - £ 2 я ) , убеждаемся в справедливости следствия 4. 

Т е о р е м а 15. При yft(ft = l; 2, 4, 6,...) и У{<р„}я=а(0 < срп | 0, 
я*ср„| при я t o o ) д Д ft яш/шя, что: 1) М Д Й ; я " 1 ) = 0(ср„); 

2) J V , * ^ 2 l t с=> Sv- 1 cpv < + о о ; 3) если Д ^ / . ^ , /Я0 £ „ ( / , , . » ) > 
со 

> С * S V ~ 1 ( P , + Ря*} (я = 0, 1, 2, . . .) , где$к) = 0, при k четном, 

^ = о (<?„)• 
Д о к а з а т е л ь с т в о . При ft четном возьмем Д fe=/t. Остается 

, сослаться на свойства f) и b), d) для Д и Д . 
Пусть ft = l. В предположениях относительно {<?„}, используя 

один результат С. Б. Стечкина (см. в [12] лемму 1, а также доказа­
тельство леммы 2), имеем: 3 {G„}n°=i (0 < Оп | 0) такая, что: a) Gn = 
= Л„ - A„_, ( Л 0 = 0, Л„ Г); Ь) яср„ < Ап < 2щп ( я = 0, 1, 2 , . . . ) . 

Теперь за Д j возьмем функцию Л = Д (я, G) из (15), где 
вместо cpv положено Gv. Тогда 2) и 3) теоремы 15 (ft = 1) ясны и» 
свойств b), d) для / j И свойств а), Ь) для Оп. Учитывая далее 
свойство с) для Д и обращенное неравенство Джексона (см., напри­
мер, [17], с. 344) (вместе с а) и Ь) для Оп), получаем 1) теоремы 15. 
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С л е д с т в и е 5. Дляу<р£Ф (<р£ЛА), где ft = 1, ft четное,Я/,,,^ 

такая , что: 1) f9tk0.iK при Ф £ А ; 2) Д й < £ £ ? .(и, значит, 

Г,.и€й?> / = 1> 2 . - ) , '. , 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно в теореме 15 положить 

<ря = «p f t(/i _ 1) (см. доказательство следствия 4 ) . 
Л е м м а 5. Для у ft (ft = 1, 2,.. .) и У?(;Ф имеем: 1) если ft <ге/ге-

яое, а ? £ Л*, т 0 Я Л. 9 6 e ^ L r ( r = 0 , 1 , . . . ) такая, что 
если нарушается хотя бы одно из условий Ф £ £ , <?£Вк; 2) если k 
нечетное, а Ф £ ЛА, т о я / ? , й 6 ^ А + Г ( r = 0, 1,...) такая, что 
f kQHl, если Ф $ В Й , независимо от того, будет или нет у£В; 
3) если ft нечетное, а Ф £ B k , то я / ? , А ^ < 2 ^'*+ ' ' ( г = О, I,...) такая, 
что/9_ fe ^Z2 i c / 9 . й € £ ? (и, значит, Д Й / = 1, 2, . . . ) , 
если Ф ^ В . 

Из предыдущего доказательство леммы 5 очевидно. 
2. В заключение отметим, что здесь приведены лишь следствия, 

относящиеся к доказательству теорем § 1. Легко понять, что тео­
ремы § 3 содержат в себе фактически также решения задач о точ­
ности ряда неравенств теории приближений в духе исследований 
С. Б. Стечкина [11], [12]. Кроме того, теоремы § 3 применимы при 
выяснении окончательных условий справедливости некоторых теорем 
„об эквивалентности" с r-ми производными (так же, как это делает­
ся в [2], но в Z, 2J. 
с. Свердловск Поступило 
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