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ПОДЧИНЕНИЕ В НЕКОТОРЫХ МАССАХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ШЖЩЙ 

И ОДНОЛИСТНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ОБРАТНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

В настоящей статье решается задача нахождения наилучшей 
мажоранты в некоторых классах аналитических функций и даются 
приложения этих результатов к. исследованию однолистности ин­
тегральных представлений, являющихся решениями обратных крае­
вых задач. 

§ 1 . Говорят (например, [ 1 , с . 356 ] ) , что регулярная в 
круге E~i"? : i / ! < ' ' } функция S(J) подчинена однолистной фун-
ВД^ So(t), * шш^т £(•?) <&(•*), если 5 (о ) -5 0 (о ) и 
S>(E) C SO(£)- Назовем функцию ,$^("5) мажорантой класса ^ 
функции S ( ? ) > если 5 ( ? ) < / S 0 ( f ) J№ любой функции $(1)£%* 
Если £<>("!)- мажоранта, и S 0 ( i ) < X ( ^ ) дая в с е х мажорант S0{\) 
класса ^ , то £в{1) назовем наилучшей мажорантой класса^ * 

Очевидно, наилучшая мажоранта, если она существует,един­
ственна с точностью до вращения плоскости Л . Кроме того,ес­
ли /So(^-) - мажоранта класса ij и S0ft) £ ^ t го 
5 0 ("?) - наилучшая мажоранта. Нахождение наилучших мажорант 

различных классов функций позволяет до конца решить ряд эк­
стремальных задач на этих классах. 

Основой ддя дальнейшего служит следующая 
Л е м м а . Если ?$'(1) < 1 /?'(1) , где функция j Ц\\) 

однолистн^ и звездообразна в £" , а функция S(i) имеет 
разложение £(1) = & А ^ , f V . , n W , 3 £ £ . т о 
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Для обоснования леммы нам потребуется 
Т е о р е м а A [2J. Пусть функции Q(1) и £(i) одно -

листны в Е , Qp(t)=Q{fl),G-f(i) = £(f1)>o<f<1 , а непре­
рывная функция Y(f*>1) действует из С.* в С • Если /Sf-5)= 
= ( , ^ С А . . , « ^ .регулярна в Е и Г(^)>^^Щ< 

<Q(1), причем Ytj*,?) ф Q JE) при /u= G P ( e i e ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. Положим в теореме А 
r(fi>Z) = 1 , Q ( * ) = f #'(?), <?(*) = £ / 2 ^ ) . Тогда для * » е * 

при т г п в силу звездообразности функции Q p ( f ) , что и 
требовалось доказать. 

Т е о р е м а 1. Пусть задан класс fa (А) функций 
£(f)=Ci^*+^H"2**+--- > п>'* f регулярных в Е • не­

прерывно продолжимых на J l | = / и таких, что производная' 
порядка к. (к?,о) функции t((e)=fte $ (et€>) удовлетворяет ус­
ловию Липшица, т .е . 

Тогда этот класс имеет наилучшую мажоранту В0{^) » цричем 

<̂  (*^~ lJii (•(' [р hi** A^iiL^h. 

Доказательство теоремы 1 проводится аналогично доказа -
тёльстду теоремы I [3] и леммы 1 [4] с дополнительным *с-крат-
ным применением леммы. 

Заметим, что из теоремы i как частные случаи вытекают от­
меченные выше результаты статей [3 , 4 ] . Действительно, в силу 
подчиненности S(i) < £о(~2) справеддиво неравенство 

max Re [e^$(f)U m«x fie[ Ae(-2)7 , 
111** l?|*t* J 

где £ - произвольное фиксированное вещественное число. От -
сюда имеем точные оценки £3, 41: 
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1 М * ) | * ^ / ^ ( г * ) , \Ъ>В(*)1*т£1т**{г*) 

при к четном, 

при л нечетном, где при te нечетном, где 

( « 

Используя известные свойства подчиненных функций, из 
теоремы i можно получить и ряд других результатов. Например, 
из условия S>(f)<Sk(€) следует неравенство £5, c.92j 

где £ ( * ) - выпуклая функция на ~<*>*х<+с°- ^зяв /о=о, 
&=о >

<$(эс)=|эс|Р и перехода к пределу при z-* i , получим 
такие 

С л е д с т в и е I . Пусть задан класс %,$? - периоди­
ческих функций Ы(э) , удовлетворяющих условиям: 

Тогда функционал Зр[Щ]-[ j lu&rJe] ' в этом классе функ­
ций достигает максимума, причем 

maxЗДЧ*)] = 0pj>Д,(ОJ ^ f * > ) ] * *£- ( -^ f . 
Здесь 

.-fl [е-йГ/лп , o . < 6 > ^ / « , 

При П"=-г> р=*, этот результат получен другим методом 
в работе [ 6 J , а при f>=l для случая Дяг/п - периодиче­
ских функций - в [7 ] . Кроме того, следствие улучшает оценку 
ЗаДи(е)] № статьи [8] для условия Липшица. 
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_ Наряду с классом ^Ч (Л) рассмотрим также класс 
%,*№) Функций S f f ^ ^ - f V . , , *ъ< » •1ЬЯЯ которых 

функция 2Л(е)=/?е 5(e te) имеет непрерывную (к+i) -го производ­
ную иСк*1\э) , удовлетворяющую условию и^*1)(&) >,-J . 
Справедлива 

Т е о р е м а 2. Наилучшей мажорантой класса Щ (лу 
является функция ' 

Заметим, что мажоранта £(-£) не принадлежит классу 
$ (J) $ и^° дая Нбе нарушается условие непрерывности функ­

ции ' ' °^'\е) . Однако существует последовательность функций 
№в ^n^U) ' сходящихся к функции £(-?) . 

Из георемы 2 вытекает, в частности, известная оценка [Э] 

где ^ (Р) - дзета-функция Римаяа, а также следующее утверж-
де.ние. 

С л е д с т в и е 2. В классе «2-jT - периодических 
функций и {В) , удовлетворяющих условиям 

о 
для нормы пространства £p[o,2LJrJ справедлива точная 
оценка 

3 fr„w ,^ .^y/p. 
Знак равенства в этой оценке реализуется на некоторой последо­
вательности функций UW) е С*[о,ЯЯ] s сходящихся к функции 

U*(9) = eeS(eLn9)=J(F/n-e<) , . o * ^ * r / A . 

При р-^оо отсюда получаем suf IIVIL ~ll Uhll(r ~ ^M/n ' 
§ 2. Применим теоремы I - 2 к проблеме однолистной раз -

решимости обратных краевых задач (ОКЗ) для аналитических фун-
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кций [10, г л . 1 ; I I , § 3 3 | . Решением внутренней ОКЗ является 
функция л 

<~ ХЖ t© 

где вещественная периодическая функция Р(©) оцределяется по 
краевым условиям задачи. ос ^ 

Обозначим через Ц(*) функцию ^[^)-So^ndjj-Ufc ф 

Т е о р е м а 3. Пусть функция Ыв) №/ы - периодич­
на Ы>,4) и 

Ip'W-f'MI **!«.-•*!. (4) 

Решение внутренней ОКЗ будет однодистншя (почти выпуклым),ес­
ли J U J ^ n ) ^ ОСн/i o)i{e0) , где е0 оцределяется и& урав­
нения _, 

е - + ч к ) 1 в
ч ( ж Ы а с = т ( м ^ • (5) 

Оценку на Л нельзя улучшить без дополнительных ограничений 
на р(е) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку функция р(е) £Г/л-
периодична, решение ОКЗ является к -симметричным. Поэтому 
для доказательства теоремы достаточно показать [7] , что гра­
ничное вращение 

функции !(•?) не превосходит 3,%(>пн) . 
Обозначим $(Ъ) = l ? 4"ШФ) • Так как p'(<^/k £ ( е ^ , 

то на основании теоремы I при *с = о заключаем, что точная 
область значений функции Sff) цри условии (4) описывается 
функцией 

Поскольку функция S0(i) является непрерывной в замкнутом 
круге Е" , то в силу неравенства (2) цри £--%/*, ,<£(*)= 
= |^х| получаем 
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11Г 

a[f]s&m J/ 
7-W О <Ч /I 

о о ^ 
Искомая постоянная J< (л) (при фиксированном к ) определил­
ся из уравнения j£*/g(e)f Л «4JT(n-*f) . 

Вычисления показывают, что 

Если JU 3?п/4 9 $ где £ '« 0,9/6 - постоянная Каталана 
[12, с.543], то 

е Щ 

Следовательно, ftf^J = д#* , т.е. [13] функция /(f) ш я -
ется выпуклой в Е . Будем считать, что j\>%'n/AG . Тогда 

/ Г^о при ев^е^ф--©<>, 

(^ О при ЗГ~е0 * © * 2,ЗГ+©о , 

где е0 и J связаны соотношением 5Г* =ДЛ wi(e0)) ©<, е(оу%/х). 
Поэтому 

\Ш\Лв =Л- J + J hW«te - - 4 J9(*)Je+ur=x<ic(n+4) 

или 

Отсюда улов нетрудно цридти к уравнению (5). 
Неулучшаемость утверждения теоремы следует из того, что 

для функции -£>(~2) , определенной с помощью соотношения 
it f"(t)/j'(t) « So (s iK), / г /=r / , выполняются все условия 
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теоремы, однако существуют точки а, и 9t ) о<9х-в, <э,к 
в которых £(<+tei4*(t)/{'(t))J*<-<r, * -*£*> ПРИ ^>^w, 
т . е . нарушается условие почти выпуклости [14] функции f 0 ( t ) . 

Исследуем асимптотическое поведение функции Jf-Jl^ti) при 
ц-*<*>. Обозначим G^G^©,,) = ["со, (в в ) ] . Поскольку пункция 
J wf(oc)Jx ограничена, то из (ь) следует, что 

Поэтому 

Учитывая еще, что 

&-=, lim. Г с ( е в ) - /сл.(«>)7 = 

запишем выражение для асимптоты 

Постоянная Сл (i) выражается через, постоянную M^i) из 
(I) или дзета-функцию Римаяа: 

Ci(*)= AM,(0е J *(3) * V*3ff . 
Действительно, te 

% % ге 
*,я 0 i-*4 о о 

Исдодьзуя уравнения Кош-Римана в полярных координатах, по­
лучим 
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t© 

О О С? О 

л Ш со 

Отсюда 
к=о (Хк+4Г 

Хк 
^M-*£/fc£-*£5b-*N,M-*' ' <3) 

Теорема 3 дает точное значение разделяющей постоянной[15] 
для условия Липшица (4) в классе однолистных (почти выпуклых) 

п -симметричных функций, равное Л(и-) . Ранее оценка снизу 
этой величины, близкая к окончательной при п-*с« , была 
получена В.Н.Гайдуком [7 ] : 

Отметим, что 
Л ( 0 / Л ^ ) ^ ^ с ^ *i,Oti4 при п^оо . * 

В случае n=/f оценка снизу постоянной .Д, (и.) в классе 
однолистных (почти выпуклых) функций улучшалась в работах [*б]: 

В силу теоремы 3 имеем Л,(*)^ *>**••• . 
В таолице 1 цриведены первые значения величин Л,(п) и 

Т а б л и ц а I 

[ (г 

№) 
I 

2.28 
2.34 

2 

6*96 
7.03 

3 

14.00 
14.07 

4 

23.39 
23.46 

5 

35.11 
35.18 

Метод доказательства теоремы 3 позволяет обобщить ее 
на случай, когда условию Липшица удовлетворяет одна из произ­
водных функции р(е) порядка выше* первого. Пусть 

о о о а 
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Имеет место 
Т е о р е м а 4. *г -симметричное решение внутренней 

ОКЗ будет однолистным (почти выпуклым), если при некотором 

причей fiiJK{n) = JinK/a. wK(e«) » а &» - корень урав -
нения 

Данное утверждение является неулучшаемым. 
Аналогично случаю fcW можно показать, что функция 

ЛсО1) ПРИ t-*<*> ведет себя как 
г \XtoK(l) ,если к четно 7 

&№jfhn **(*+<)> где с*(<>{ 
**-*"' [ЬМк(1) »е с л й * нечетно, 

а постоянные /Hte(0 и Mte(0 задаются формулами ( I ) . 
Получим теперь точные значения разделяющих постоянных в 

односторонних ограничениях на функцию Р*(0) . Рассмотрим 
лишь случай к- X, .Не останавливаясь на доказательстве, ос­
нованном на использовании теоремы 2 и сходном с доказательст­
вом теоремы 3, приведем следующий результат. 

Т е о р е м а 5. Пусть 
1 е 

yi -симметричное решение внутренней ОКЗ однолистно (почти 
выпукло), если функция р(©) дважды непрерывно дифференцируе-
.ма, причем 

D Р » * М > М 5 М+(Л) - *А £n (AStn©e/4 ) , 
где ©о - корень уравнения Д(9)= #(n+£)/A , или 

а 9в определяется из уравнения л ( О х " ^ / 4 • 
Утверждение теоремы' не улучшаем о. 
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С учетом того,что а = /г(б»0)—*сх> при ©в —*Я/з. нетруд­
но ышести асимптотическое поведение функций М*[п) и М~(м) 
при и-»<*» * 

где сг(<0=- (&$inx/b)Jx . Постоянная а({) выражается 
через функцию Лобачевского [12, c.540,947j Дас)=-J^&icojacjae: 

Теорема 5 улучшает соответствующие утверждения из работы [9 ] . 

Т а б л и ц а 2 

1 ^ 
и» 
Я » 
м» 

1 Я» 

i 

I .I9 
1.29 
I.7I 
1.80 

2 

4.00 
4.13 
5.03 
5.16 

3 

8.37 
8.51 
9.92 
10.06 

4 

14.25 
14.44 
16.36 
16.51 

5 1 

21.80 J 
21.92 [ 
24.38 J 
24.50 

З а м е ч а н и е . Аналогичные результаты имеют место и 
идя vi - симметричного решения внешней ОКЗ, имеющего вид 

где Ф£&) - некоторая Х*К/ к - периодическая функция.До­
казываются они сведением к условию однолистности (почти вы­
пуклости) & П. Микки [17] ct[(f] jc XTctn-i) . Отметим, что 
формулировали этих результатов лыко получаются из формулиро­
вок соответствующих утверждений для решения внутренней задаг-
чи, если в последних функцию Р(0) и постоянные Лс(»г)? 

М^ (л) заменить соответственно на функцию <5Р(©) и посто­
янные Jfc(K-A) , hi+)(n-Si) . 
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Задача нахождения раз делящих постоянны* в классе одно­
листных (почти выпуклых) п -симметричных решений внешней 
QK3, когда <? (в) удовлетворяет условию Липшица, исследова -
лась в работе В.П.Шкки [ 1 7 ] . Найденная им оценка снизу раз­
деляющей постоянной уточняется постоянной JL,(Vi-3,) . 

Автор выражает глубокую признательность Л.А.Аксентьеву 
за полезные советы и внимание к работе. 
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И.Р.Нежмегцинов 

ТОЧНЫЕ ОЦЕНКИ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
И ИХ ПРОИЗВОДНЫХ В ЦРУТЕ 

Пусть функция %(2)-$(zzL )=f>ii7s) + l j(i)9) pery -
лярна в круге 1*1<1 и непрерывна в замкнутом рсруге / ? / $ / , 
%{о)-0 . Обозначим через р(©) и %{?) граничные значения 
функций Нг}е) и ^(г}о) соответственно. В статье Н.П.Кор-

'немчука £ l j были получены точные оценки нормы \\р\\^ -
- Suplp(Q)[ при условии, что мо.дуль pie прерывности р(9) — 
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