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Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к С С С Р 
1977. Том 234, № 1 

У Д К 533.951 МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 

А. И. НОСИЧ, В. П. ШЕСТОПАЛОВ 

Э Л Е К Т Р О М А Г Н И Т Н Ы Й А Н А Л О Г Р Е З О Н А Т О Р А Г Е Л Ь М Г О Л Ь Ц А 

(Представлено академиком А. Н. Тихоновым 28 11977) 

В акустике хорошо известно, что для жесткой сферы с малым отвер­
стием в длинноволновой области существует резонансная частота О" 3 ) , 
на которой амплитуда колебаний внутри полости, а также полный и об­
ратный поперечники рассеяния резко 
сеяния сфера с отверстием называет­
ся резонатором Гельмгольца ( 4 ) . 

Аналог резонатора Гельмгольца 
можно осуществить и в электродина­
мике, например, в виде металлическо­
го цилиндра с продольной щелью. 

В данном сообщении строгим ме­
тодом (4, 5 ) показано, что при диф­
ракции плоской //-поляризованной 
электромагнитной волны на круго­
вом цилиндре со щелью поперечни­
ки рассеяния для определенных зна­
чений частоты в длинноволновой об­
ласти ведут себя так же, как и в 
случае обычного резонатора Гельм­
гольца ( 3 ) . 

Пусть плоская волна падает на 
цилиндр радиуса а с бесконечной про­
дольной щелью углового размера 26, 
ориентированной в направлении ф 0 

(рис. 1). Рассеянное цилиндром поле, 
которое должно удовлетворять урав­
нению Гельмгольца, граничным усло­
виям Неймана, условиям излучения и 
конечности энергии в любом объеме 
пространства, можно представить 
в виде потенциала двойного слоя, 
распределенного по поверхности ци­
линдра с плотностью тока \х ( с р ) : 

Я . ( г , Ф ) = 
i 3 ^ 

= "И ц Ы г - Я » " Wp-p.\)dl„ 4 J ov 

возрастают. В таком режиме рас-

Рис. 1. Зависимость полного попереч­
ника рассеяния цилиндра со щелью от 
частоты. ф 0 =180° . Числа у кривых — 

значения 0 в градусах 

тде &=(о/с; p={r, <р}, р8={а, q>8}^L, 
X —контур поперечного сечения цилиндра; dls — элемент дуги конту­
ра L; V — нормаль к контуру; (х) — функция Ханкеля 1-го рода. 

Пользуясь разложением функции р,(<р) в ряд Фурье и подчиняя поле 
(1) граничным условиям, приходим к системе парных сумматорных функ­
циональных уравнений первого рода с ядром в виде тригонометрических 
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функций относительно фурье-коэффициентов плотности тока \im 

оо оо 

^ \ijm' (ка)Н^' (ка) eim*=- imJm' (ка) eim\ 9 < I<р—<р0! < я , 
г п = — оо т= — оо 

(2> 
^ртеы*=0, | ф - ф о | < 0 . 

7 П = — оо 

Как известно, функциональные уравнения первого рода вида (2) мало 
пригодны для аналитического или численного отыскания неизвестных \у,т+ 
Однако уравнения (2) можно регуляризовать. Для этого необходимо ли­
нейный оператор, определяемый левыми частями уравнений (2), разде­
лить на главную и вполне непрерывную части, а затем обратить главную 
часть с помощью строгого метода задачи сопряжения ( 4 ) . Это приводит 
к эквивалентной (2) бесконечной системе линейных алгебраических урав­
нений 2-го рода 

о о 

Ц т = АтпУп+Вт, 771=0, ± 1 , . . . , (3> 
П = — о о 

г д е 

Ат0=гп (ка) V , ' (ка) Я , ( , ) / (ка) Тт0, Атп= I п I ЬпТтп; 

Вт=-т(каУ У i"Jn'(ka)Tmn; б„=1 + - ^ М 1 / П ' ( к а ) Н (

п

1 ) ' ( к а ) ; 
^ \п\ 

П = — оо 

l-Wn(-u), ттг=0, 
r m n = ( - l ) - + V ( — > * 1 ж _ . 

— F « - I ( - B ) , тФО, 
1 т 

а функции Wri{—и), Vm-i (~и) определены в ( 4 ) , причем w=cos0. 
Матричный оператор системы (3) является фредгольмовым ( 4 ) , поэто­

му при произвольных параметрах задачи коэффициенты \im можно искать 
методом редукции, без дополнительного обоснования последнего. 

Кроме того, в интересующей нас области ка<1 система (2) разреши­
ма методом последовательных приближений, что вытекает из оценки ка­
нонической нормы ее матрицы 

g = max V \Атп\<С(ка)2[ ( 1 - и ) + У 1 - в 2 ] . 

Считая д < 1 , в нулевом приближении для фурье-коэффициентов функции 
р,(ф) получим 

1хт= ( - 1 ) VZ-t (-и) \х0[1+О (ка) ], 

(4) 
—гя(Ага) 2 (Аа+гсо8ф 0 1п"" 1 8Ш 1 / 2в) г , , ч 1 м = , [ 1 + 0 (ка) J. 

^ 1 п " 1 8 ш 1 / 2 в + 2 ( Л а ) а + 1 - 1 / 2 я ( * а ) 4 

Вычисление плотности поверхностного тока |л(ф) с использованием ре­
зультатов анализа свободных колебаний в цилиндре со щелью ( 6) показы­
вает, что в области ка<1, |1п _ 1 01 < 1 

2(ка) 
V (Ф) = Ьа+О [ (ка)2 ] }S (ф-ф. ) , ( 5 ) 

та I Z ) 
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где 
О, lq>l<8, 

(cos 0—COS ф) "|1/2 

s i n " • - ' ' ' 5 ( Ф ) = 
г ( совО-соэф) ] 

sm 7 2 M + |̂  J 
In — , 0 < | ф | < я . 

sin V 20 
Ток (5), наводимый на цилиндре со щелью плоской волной, мал на 

всех частотах, кроме резонансной 

й о а = ( _ i n S m i/29) - * + 0 {Ъгъ s in V 2 0) , (6) 
на которой он возрастает до величины порядка 0[ (Аоя)""1], к0а<1. Это 
приводит к резкому возрастанию определяемых им энергетических харак­
теристик рассеиваемого поля —полного о8 и обратного оь поперечников 
рассеяния, определяемых выражениями 

4 °° 4 I °° I 2 

о 8 = - у Re YJ l*» W ( k a ) . оь = — j Y ^ ( _ г - ) m / m ' ( Ь ) Г ( 7 ) 

m= — oo 7 n = — oo 

Частотные зависимости полного поперечника рассеяния, рассчитан­
ные решением системы (3) на ЭВМ методом редукции, показаны на рис. 1. 
Они имеют четко выраженный резонансный характер. При этом из (4), 
(7) вытекает, что на резонансной частоте (6) 

a ^ a s = ^ - { l + 0 [ ( M 2 ] } . ( 8 ) 
к0 

Таким образом, достаточно на металлическом цилиндре малых по срав­
нению с длиной волны поперечных размеров прорезать щель резонансной 
ширины (в соответствии с (6)) , чтобы его эффективные электродинамиче­
ские размеры значительно возросли. Например, при ширине щели в 2 0 = 
=10° в резонансе от цилиндра со щелью отражается по направлению 
к источнику в 30 раз большая энергия, чем от сплошного цилиндра тех же 
размеров. Иначе говоря, если сплошной цилиндр практически «невидим» 
в этом диапазоне длин волн, то цилиндр такого же диаметра, но со щелью, 
является очень существенным препятствием для Я-поляризованного элек­
тромагнитного поля. 

Отметим, что, согласно (5), (6), резонансная частота сильно зависит 
от ширины щели 0 и стремится к нулю при 0-^0, но мало зависит от угла 
ориентации щели ф 0 . Слабо зависят от ф 0 и максимальные значения попе­
речников рассеяния при резонансе (8). (Эта зависимость входит в член, 
пропорциональный О[(к0а)2].) Перечисленные особенности объясняются, 
очевидно, длинноволновым характером рассматриваемого явления. По той 
же причине рассеяние падающего поля происходит почти изотропно. Что 
же касается поля в ближней зоне и внутри цилиндра, то в резонансе оно 
имеет вид, показанный на рис 2. Электрическое поле (параллельное ли­
ниям # z =cons t ) оказывается сосредоточенным на щели, а магнитное поле 
максимально внутри цилиндра подобно тому, как в акустическом резона­
торе Гельмгольца на отверстии максимальна кинетическая энергия звуко­
вых колебаний, а в полости — потенциальная энергия сжатия. В самом 
деле, можно показать, что в данном случае единственная отличная от нуля 
компонента магнитного поля Hz играет роль потенциальной функции для 
электрического поля. Кроме того, поля имеют относительный сдвиг по 
фазе на я /2 . 

Тот факт, что в резонансе электрическое и магнитное поля последова­
тельно сосредоточиваются в различных и ограниченных областях, позво-
лет рассматривать цилиндр со щелью в виде высокодобротного контура 
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с сосредоточенными параметрами. Роль емкости при этом играют края 
щели, а индуктивности — стенки цилиндра. 

Анализ линий равной фазы и линий среднего за период потока энер­
гии вблизи цилиндра со щелью (рис. 3) показывает, что на резонансной 
частоте фазовый фронт падающей волны сильно искажается, появляются 
узлы фаз, в окрестности которых происходит циркуляция энергии по 

Рис. 2 Рис. 3 
Рис. 2. Структура резонансного поля. Линии # 2 = c o n s t i при фо=180°, 9 = 5 ° , &а=0,375 

Рис. 3. Линии равных фаз (штриховые) и линии среднего потока энергии вблизи 
цилиндра со щелью в резонансном и нерезонансном случае. 1 — /са=0,375, 0 = 5 ° ; 

2 — ka=0fi, 6 = 5 ° ; 3 — /Ьа=0,375, 9 = 0 

замкнутым траекториям. Средний за период приток энергии внутрь ци­
линдра равен нулю, так как в режиме стационарных колебаний энергия, 
лишь последовательно запасается то в виде электрического поля около 
щели, то в виде магнитного поля внутри цилиндра. 

Рассматриваемое явление отчетливо различимо даже для очень широ­
ких щелей (рис. 1); при этом, однако, оно теряет длинноволновый харак­
тер. Например, при 0=90°, /с0а—1, резонансное рассеяние можно объяс­
нить тем, что на длине дуга поперечного сечения полуцилиндра уклады­
вается примерно половина длины падающей волны. 

В заключение заметим, что описанный резонансный режим цилиндра 
со щелью тем более интересен, что для классической структуры в виде 
сферы с отверстием электродинамического аналога резонанса Гельмгольца 
не существует. Это является следствием векторной природы электромаг­
нитных колебаний. 

Харьковский государственный университет Поступило 
им. А. М. Горького 19 I 1977 
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