
ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ТОПОЛОГИЯ МНОГООБРАЗИЙ 

X. Цишанг, А. В. Чернавский 

Этот обзор является продолжением [12] (стр. 168—172). 
Ссылки на СПИСОК литературы в [12] делаются здесь следую­
щим образом: [10; 1962]. Определения терминов, данные в [12], 
.здесь не повторяются. 

I. Непрерывная топология многообразий 

§ 1. Характер изация сферы 

Характеризация сферы любой размерности была предложе­
на Харрольдом [135] (ср., также [173; 1962]) на основе работы 
Бинга [12; 1962], а также Дикманом, Рубиным и Суинглом [83, 

«84]. Обе эти характеристики подчеркивают некоторые существен­
ные свойства сферы, но их нельзя считать окончательным ре­
шением классической задачи: в первой требуется наличие пос-
ледовательности подразделений, копирующих барицентрические 
подразделения и она не СЛИШКОМ удаляется от спектральной 
характеристики, данной П. С. Александровым («О понятии про­
странства в( топологии». Успехи матем. наук, 1947, 2 : 1 ) ; во 
второй участвует декартово произведение, что также вряд ли 
может считаться удовлетворительным. 

§ 2. Гомеоморфизмы 

1. Стабильные гомеоморфизмы и стабильные структуры 
415—17, 47—49, 72, 73, 116—121]. а) Вышло полиса изложе­
ние [47—49] теории устойчивых структур на многообразиях 
•.(см. [12], стр. 166). В работе [73] Коннелл строит препятст-
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вне для существования стабильной структуры на многообра­
зии и доказывает, в частности, что если Н1(М) = 0, то 
МХЕк допускает стабильную структуру, если k достаточно 
велико. Используя свои результаты о вложениях (см. § 3,, 
п.. 2а), Глюк [118] доказал однородность ряда многообразий: 
по отношению к локально плоским клеткам (что влечет един­
ственность их стабильной структуры): если k{le} — —-, F — 
связный ^-мерный полиэдр в «-сфере S", N — внутренность 
регулярной окрестности полиэдра Р и М — ее край, то S\P. , 
N, МХЕ' и MXS' однородны. Отсюда вытекает, что одно­
родно SnXEkn т. д. Коннелл [71] доказал, что стабильные 
гомеоморфизмы E", п > 7, аппроксимируются кусочно-линей­
ными. 

б) А. В. Чернавский [16, 17] называет гомеоморфизм Е" 
k-стабильным, если он есть суперпозиция двух гомеоморфиз­
мов: стабильного и тождественного на А-мерной гиперплоско­
сти. Доказательство того, что произвольный гомеоморфизм. 
/г-стабилен, сводится в общем случае к следующей лемме. 
Пусть в Еп дана гиперплоскость Tk~l и пусть E" — замкну­
тое полупространство, на крае которого лежит Т. Пусть 
Lk — симплекс в E™, основание которого лежит в Т. Если 
q — гомеоморфизм, тождественный на 7\ то существует го­
меоморфизм h, тождественный вне ограниченной окрестности 
А и на Т и такой, что hq(lnt E^\JT)^i\. Эта лемма доказана 

в [17] при k < — n — 1. Имеются и другие редукции вопроса 
о стабильности гомеоморфизмов (см., например, Грейтхауз 
[120—121]). См. также сноску на стр. 224. 

2. Группы преобразований [36, 79, ПО, 152, 164, 170, 185, 
204, 237, 253, 262]. а) Нестандартные действия. Палейс и Ри­
чардсон [237], используя примеры Макмиллана стягиваемых 
открытых многообразий М?а [183; 1962], для которых М3

аХ 
XE-wE 6 , строят для любой компактной группы Ли, пред­
ставленной в 0(и), несчетное число неэквивалентных даже 
топологически действий на Еп+3 с М3 в качестве множества ' 
неподвижных точек. Кван [170] описал инволюцию /г-клетки, 
п > 4, пространство орбит которой и МНОЖЕСТВО неподвиж­
ных точек являются соответственно л-клеткой и (п — 2)-
клеткой, а действие не эквивалентно стандартному. О спо­
собе Розена построения нестандартных инволюций [253]; 
сказано в [12] (стр. 168). Кистер [164] усовершенствовал 
построенные им ранее [171; 1962] примеры и получил для 
любого натурального k, отличного от степени простого числа,, 
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периодическое преобразование пространства E", п > 7, пе­
риода k без неподвижных точек. Кёртис и Кван [79] пока­
зали, что имеется несчетное множество инволюций простран­
ства Е", множества неподвижных точек которых различаются 
.фундаментальной группой. Берется бесконечная связная сум­
ма Мп псевдоклеток (см. 11 § 2 п. 3) и умножается на отре-
„зок. Край произведения гомеоморфеи Еп и в то же время 
удвоению Мп. Множеством неподвижных точек служит Мп. 

б) В связи с теоремой Смита о том, что периодические пре­
образования 3-сферы неподвижны на сфере меньшей размерно­
сти, возникает задача об изучении вложения этой сферы. Воп­
рос о «дикости» этого вложения в известном смысле до конца 
разрешен Бинтом [36]. Он показывает, что существует инволю­
ция с неподвижной 2-еферой, множество точек дикости у кото­
рой есть наперед заданное совершенное множество. Для любо­
го k существует преобразование З-сферы периода k c неподвиж­
ной 1-сферой и заданным совершенным множеством точек ди­
кости. Ливсей [185] доказал, исправляя ошибку в работе Смей-
.ла и'Хирша [70; 1962], что любые две инволюции с двумя не­
подвижными точками эквивалентны. Бинг показывает, что для 
любого /е>1 существует несчетное множество попарно неэк­
вивалентных преобразований сферы S3 периода 2k, для кото­
рых множество неподвижных точек есть 0-ефера. Наконец, Лив-
сеем [87; 1962] было доказано, что все инволюции без непод­
вижных точек эквивалентны. Бинг для любого k, отличного от 
степени простого числа, строит несчетно много неэквивалент­
ных преобразований сферы 53 периода k без неподвижных то­
чек. (Отсутствие неподвижных точек не исключает стационар­
ных, т. е. неподвижных для подгрупп). 

в) О проблеме Смита см. [12] (стр. 168). Мойз [92; 1962] 
показал, что если неподвижный контур незаузлеи в -S3, а 
гомеоморфизм симплициален, то действие эквивалентно орто­
гональному (см. также [262]). При п > 5 Джиффен [ПО], ис­
пользуя технику Зимана [292], построил примеры глад­
кого действия группы Zp на Sn, не эквивалентного ортогональ­
ному. Сян [152] рассматривал гладкие действия окружности на 
.S" с Sn~2 в качестве множества неподвижных точек и пока­
зал, что дополнение к S"-2 должно иметь гомотопический 
тип окружности, что, в частности, показывает неосущест­
вимость идеи Мазура [179; 1962], (см. [204] и [292]). 
Это влечет за собой незаузленность S"~2 в 5" (см. И, 
•§3, п. 2а). Более того, Сян показал, что гладкое действие 
группы S1 на S" эквивалентно ортогональному тогда и толь­
ко тогда, когда множество неподвижных точек есть (п— 2)-
•сфера (п > 5). При п > 5 любое такое действие может быть 
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получено следующим образом: если взять псевдоклетку /И"-1,. 
то Мп-1ХР= /"+- (см. II, §2, п. 2) и на крае М"-1 х Р воз­
никает естественное действие группы 51 с Мп~1 в качест­
ве множества неподвижных точек. 

Зиман обобщил в [292] известную конструкцию Артина.' 
для получения заузленных сфер. Будем вращать в 5" + 1 по­
лусферу 5" вокруг ее границы S"-\ Sn-1cSnc:Sn+1, и одно­
временно поворачивать S+ вокруг (п — 2)-клетки, край кото­
рой Sn~3 лежит в Sn~l. Тогда любая заузленная в 5+ клет­
ка, край которой есть Sn~3, опишет в S"+i заузленную-
(п — 1)-сферу. Группа S1 действует очевидным образом на 
5"+! и оставляет инвариантными эти заузленные сферы. 
(В применении к трехмерным узлам с помощью этой конст­
рукции легко показывается, что каждый узел.на торе яв­
ляется стационарным при некотором действии 51, а также Zp), 

3. В. A. Рохлин, используя доказанную С. П. Новиковым-
инвариантность некоторых классов Понтрягина, доказал, что» 
имеются диффеоморфизмы многообразия 5 2Х5 3 , которые го­
мотопны, но топологически не изотопны [3]. Как известно,. 
полностью этот вопрос решен ТОЛЬКО для двумерных много­
образий. 

4. Разные результаты, а) Уиттекер [280] доказал, что из изо­
морфизма групп гомеоморфизмов многообразий вытекает их 
гомеоморфность, б) Керекьярто, Шпернер и Терасака в разное 
время предложили условия, характеризующие топологически 
параллельные переносы на ПЛОСКОСТИ. Киносита [163] показал,. 
ЧТО эти условия эквивалентны в общем случае, но уже в E3-
выделяют более широкий класс гомеоморфизмов, в) О группах 
гомеоморфизмов двумерных многообразий см. III. § l, п. 6.. 

§ 3. Вложения 

1. Сферы и симплексы [3, 4, 6, 15—17, 114, ,157, 160,. 
221, 257, 265J. а) Работа Столлингса [265] (см. [12], стр. 162). 
Столлингс доказывает незаузленность топологических локаль­
но плоских вложений S1' в 5" при k < п — 2 и при k = п —• 2. 
в случае, когда дополнение имеет гомотопический тип окруж­
ности. Выключая точку, он приходит к рассмотрению локаль­
но плоской пары (Еп, <$.к). Пусть (V, U) — пара окрестностей 
точки XQ<£'1 в Е" и в <£к, гомеоморфная паре (Еп, Ек). Исполь­
зуя локальную плоскостность @/г в Еп, легко построить гомео­
морфизм (V, U) на (W, <ё")', где W — окрестность <£" в Е". Да­
лее W «растягивается» при неподвижном <gk на все Е'\ Это» 
делается с помощью леммы о поглощении (поэтому требует-
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ся, чтобы /г>5, [223; 1962]). При k<n — 2 для этого нет 
гомотопических препятствий и построение может быть про­
ведено; при k = п — 2 это возможно в том и только в том 
случае, когда дополнение имеет гомотопический тип окруж­
ности (может быть стянуто в W при неподвижном Чк). Не-
заузленность (£к в Еп следует из гомеоморфизмов: (E'!,E*)« 
«(V, U)«(IF, <g*),« (E", <ё'г). Построение может быть также про­
ведено и в случае k — n— 1,но здесь теорема совпадает с 
обобщенной теоремой Шёнфлиса, которая была доказана без-
ограничений для всех размерностей ([12], стр. 162). При k = 
— п—2 в доказательстве требуется еще односвязность в 
бесконечности пары (£", <£*), которое автоматически выпол­
нено, если эта пара получена из пары (Sn, Sk). Столлингс 
построил также пример, приведенный Кервером в [160], из 
которого следует, что при k = и — 2, п > 4, условие гомо­
топической эквивалентности дополнения окружности не мо­
жет быть заменено на условие, что фундаментальная группа 
дополнения, циклическая (см. также [145]), Отметим уточ­
нение результата Столлиигса, полезное в некоторых случаях. Го­
меоморфизмы (V,U)~{W, <£'•)и {W,(£!i)&(En, (p),указанные вы­
ше, можно построить так, чтобы некоторая окрестность одной 
точки из (£/е осталась неподвижной. Отсюда следует, что 
если вложение <E,kcE'1 линейно в окрестности некоторой точ­
ки, то можно построить гомеоморфизм (Е11, .2*) на (Е'\ Е1'), 
линейный в окрестности этой точки в Еп. 

б) С. П. Новиков [4] указал топологический смысл факта 
существования гладких узлов в коразмерностях больших 2 (см. 
[12], стр. 141). Если рассматривать классы вложений S!tXEn~k 

в Еп относительно гомеоморфизмов Е'\ сохраняющих послой­
ную структуру в окрестности 5ЛХ0, то вложения Хефлигера 
S4*-1 X E3CS4ft+2, /г > 1, различаются классом Понтрягина рк 
многообразия, полученного из S4ft+2 соответствующей пере­
стройкой Морса, и неэквивалентны, в силу топологической 
инвариантности ри [3,4], как топологические узлы с учетом 
микропучка. 

в) Легко показывается, что локально плоское вложение 
симплекса топологически эквивалентно, стандартному. Из 
сделанного в п. а) замечания к доказательству Столлиигса 
видно, что если сфера содержит прямой симплекс и незаузлена, 
то она стабильно незаузлена. Из сказанного и из п. 16 вытекает, 

2 
что при /г < ---• п — 1 локально плоская /г-сфера в 5" стабиль­
но незаузлена. Рой [257] • заявил, что это верно и при 

о к •==---- п — 1. (См. сноску на стр. 224.) 
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г) A. Б. Сосинский [6] рассматривает вложения (п—2)-сфер 
лз Sn с точностью до стабильного гомеоморфизма и при этом 
требует, чтобы сферы содержали симплексы, стабильно экви­
валентные прямым. Это ограничение позволяет определить опе­
рацию связной суммы и доказать разложимость каждого узла 
на простые слагаемые. При этом используется аддитивность 
минимального числа образующих фундаментальной группы 
дополнения и также аддитивность минимального числа модуль­
ных образующих первой нетривиальной гомотопической группы 
в случае, когда фундаментальные группы слагаемых являются 
циклическими. Отметим, что недавно С. П. Новиков [4] доказал, 
что каждая локально плоская сфера Sn~2 в 5™ топологически 
эквивалентна сфере, вложенной гладко в .некоторой гладкости 
5"-2, п>7. 

д) Хгабш и Морз [157, 221] распространили обобщенную тео­
рему Шенфлиса на случай вложения, зависящего от пара­
метра. 

2. Вложение полиэдров и многообразий [6, 15, 17 — 19, 
40, 41, 57-64 , 114, 116- 117, 119, 136, 146, 193, 195, 
'211, 256, 266]. а) Критерии ручного вложения. Несколько 
статей основаны на статье Хоммы [146]. В них рассматри­
ваются топологические вложения А-мерных полиэдров в Еп 

при А< -j — 1. Теорема Хоммы была усилена Глюком, ко­
торый придал ей формальную общность [114, 117] и вывел 
из нее ряд следствий. Аналогичные результаты получены 
Грейтхаузом [119]. В «метастабилы-шх» размерностях, т. е. 
.при А < — « — 1 , аналогичные результаты получены 
А. В. Чернавским [18].. В этой работе вложение полиэдра 
называется правильным, если каждый симплекс некоторой 
триангуляции вложен локально плоско (в отличие от рабо­
ты Глюка [117] кусочно-линейная структура полиэдра фик­
сируется). Осношой результат: правильное вложение может 
быть переведено в кусочно-линейное вложение е-изотопией 
объемлющего пространства. Доказательство опирается на 
•сформулированную в § 2 п. 1 б) лемму. *) 

*) Хомма в своих лекциях, прочитанных осенью 1965 г. в университете 
флориды, доказал, что вложение А-мерного кусочно-линейного много­
образия в /.--мерное кусочно-линейное многообразие может быть при 
,k<cn—3 аппроксимировано кусочно-линейным вложением. Из. этого и из 
теоремы об объединении локально плоских клеток (см. п. в)) легко 
вывести, что локально плоские вложения д-симплексов и сфер в Еп 

стабильно эквивалентны стандартным при k<n—3 и, следовательно, что 
каждый гомеоморфизм Еп А-стабилен при h<n—-3 (РЖ, Мат 1967 2А330) 
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б) Метод Кли [82; 1962] «выправления» клетки, лежащей 
в гиперплоскости, был значительно развит в статье Бинга и 
Кистера [40]. Они показали, что при k -f 2 < п любое топо­
логическое вложение ^-мерного полиэдра в E" является 
ручным в En+k. Заметим, что до сих пор неизвестно ни од­
ного примера вложения полиэдра в гиперплоскость, которое 
не было бы ручным в пространстве. Милнор [211], также 
используя метод Кли, показывает, что пространство вложе­
ний окружности в Еп, п. > 3, содержит плотное множество 
типа G5 локально плоских вложений. При k = 3, наоборот, 
«большинство узлов дики» — имеется плотное Gs-множество, 
состоящее из диких вложений. 

в) Теорема об объединении локально плоских клеток и 
изолированные особые точки вложений. А. В. Чернавский 
[19] доказал, что если в £"' даны две локально плоские 
k-мерные клетки, пересечение которых есть (k—1)-мерная 
клетка, локально плоско вложенная в край каждой из дан­
ных клеток, или же есть общий край этих клеток, то тог­
да объединение будет локально плоской клеткой или, соот­
ветственно, локально плоской сферой при к Ф п — 2 и п>5. 
Для к = п — 2 дан гомотопический критерий. Из этого 
результата вытекает, что вложение /е-мерного многообразия 
в Еп не имеет при кф/г — 2, п > 5, изолированных точек, 
в которых вложение не локально плоско. Если п > 4, то 
вложение не может иметь изолированных особых точек на 
крае многообразия. (Для / г = 3 оба утверждения неверны). 
Случай д = 4, /г—1см. Кантрелл [61]. О случае и = 4, 
/г — 3 известно только, что не может быть одной особой 
точки при вложении сферы [60, 266]. Отдельные результаты 
по этому вопросу были получены ранее разными авторами 
[57 — 64, 136, 193, 256]. А. Б. Сосинский [6] 'рассматривает 
случай к = п—2, / г > 4 . Он вводит понятие бесконечной 
связной суммы (п — 2)-сфер в S", которая также является 
сферой, локально плоской всюду, за исключением, возмож­
но, одной предельной точки, и показывает, что предельная 
точка является особой тогда и только тогда, когда беско­
нечно много слагаемых заузлено в Sn. Вместе с этим Со­
синский получил примеры (п—2)-клеток в 5" с одной 
особой точкой, которые являются объединениями локально 
плоских клеток. 

г) Окончательный критерий ручного вложения нульмер­
ного компакта в Еп дал. при п > 5 Макмиллан [195]. Он 
совпадает с критерием, данным при п = 3 Бингом: дополне­
ние должно быть равномерно односвязным. (Еще не по­
строено ни одного примера дикого нульмерного компакта в 
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Еп при п > 3 с тривиальной фундаментальной группой до­
полнения). 

3, Вложения в E3 [20, 30—35, 38, 39, 52, 53, 57, 66, 88, 103, 
111—113, 139, 140, 184, 196, 197, 244, 284]. См. популяр­
ные изложения Бинта [31, 34]. а) Дуги. Новые 'Критерии ручно­
го вложения дуг дали Бияг и Киркор [39] и Гиллман (ИЗ], ко­
торый одновременно построил дугу, лежащую на диске и ни в 
одной точке не прокалывающую никакого диска. См. также 
[20, 244]. б) Сферы. Даиы два новых критерия ручного вложе­
ния. Критерий Бёрджеса [53]: в произвольной окрестности про­
извольной точки сферы можно найти с каждой стороны диск, 
пересекающийся с ней ТОЛЬКО своим краем. Критерий Хемпела 
[140]: сфера непрерывно деформируется в каждую сторону 
так, что ее образ пересекается с ней ТОЛЬКО В начальный мо­
мент. Хемпел показывает также, что если существует отобра­
жение пространства на себя, гомеоморфное на ручном много­
образии, образ которого не пересекается с образом дополнения, 
то образ также ручной. В работе [139] Хемпел показал, что 
если поверхность локально плоская в точках края, то она 
лежит на замкнутой поверхности. Мартин [197] дает условие, 
необходимое и достаточное для того, чтобы диск лежал на сфе­
ре. См. также [30]. О различных свойствах диких сфер см. 
[103, 111] и также [12; 1962] (стр. 164 п. в); [35, 284] и также 
[12] (стр. 164-п. 2); [52, 113, 195]. ъ) Комплексы. Дойл [88] дал 
полное изложение своих результатов (см. [12] (стр. 163) и [48; 
1962]. г) Сморчки. Лайнингер [184] подробно рассмотрел свой­
ства сморчков, (т. е. замкнутых компонент дополнения к дикой 
сфере). В частности, он показал, что каждый сморчок полу­
чается из обычного куба при точечном отображении (см. [12], 
стр. 169) f таком, что f-1 гомеоморфно на внутренности сморч­
ка, и рассмотрел вопрос о том, когда склеивание двух сморч­
ков по краю дает 3-сферу, См. также [66]. д) Бинг [33] дал но­
вое упрощенное доказательство своей аппроксимациониой тео­
ремы (см. [12], стр. 164) с некоторым усилением (см. также 
£38]). Гиллман [111] также дал усиление этой теоремы, которое 
позволило доказать, что 2-сфера прокалываема ручными дуга­
ми в, тех и только тех точках, которые лежат на ручных дугах 
в самой сфере (см. также [32]). 

4. Бесконечные повторения и окрестности [4, 98, 99, 165, 166, 
172, 174, 205, 212, 266]. а) При доказательстве большого числа 
различных результатов, начиная с обобщенной теоремы Шён-
флиса [89 и 31; 1962], использовался метод, названный Мазу-
ром методом бесконечных повторений и изложенный им в фор­
мализованном виде в [205]. Здесь объединены результаты, до­
казанные разными авторами: открытые звезды в триангулиро­
ванном многообразии гомеоморфны En [90, 32; 1962], более об-
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щая теорема о конусе [32; 1962], [172], самая общая теорема о 
цилиндре отображения [174] и пр. В частности, в [174] Кван и 
Рэймонд доказали топологическую независимость регулярной 
окрестности подполиэдра в полиэдре от .кусочно линейной 
структуры пары, а также гомеоморфность пространств каса­
тельных расслоений топологического многообразия при разных 
гладких структурах. Методом бесконечных повторений доказы­
ваются также и результаты о топологических вложениях поли­
эдров (п. 2а)). В [266] Столлингс дает разнообразные примеры 
использования этого метода, б) Работа Мазура [205] посвящена 
в ОСНОВНОМ формальному обобщению понятия естественной 
окрестности, каковыми являются трубчатая окрестность глад­
кого многообразия, регулярная окрестность подполиэдра и т. п. 
В литературе имеются и другие подходы к обобщениям такого 
рода (ср. также, II, § 2, п. 3). В частности, одна из интересных 
задач заключается в выяснении вопроса о существовании нор­
мального микропучка [212] локально плоского многообразия. 
Согласно работе Кистера [166] (ом. также Мазур [205], 
стр. 218—219), она сводится к вопросу о существовании окрест­
ности, являющейся пространством расслоения с группой всех 
гомеоморфизмов Еп\0 в качестве структурной группы, для ко­
торого само многообразие является нулевым сечением. Соглас­
но М. Брауну [34; 1962], это всегда верно в коразмерности 1. 
Из результата Столлингса (см. п. 1а) следует, что, за исключе­
нием случая, когда коразмерность равна 2, этот факт верен 
для вложения Shc±Sn, птН. Недавно С. П. Новиковым дока­
зано, что локально плоско вложенные сферы в коразмерности 
•2 также имеют в Sn нормальный микропучок, n>7 , [4]. в) Еще 
один подход к обобщению понятия нормального расслоения 
предложен Фэделлом [98—99] параллельно предложенному На­
шем обобщению касательного расслоения. Слой здесь состоит 
из путей, выходящих из данной точки многообразия и более с 
ним не пересекающихся. Расслоение локально тривиально, если 
вложение локально плоско. Это расслоение позволяет, в част­
ности, (посредством изоморфизма Тома) придать геометриче­
ский смысл вводимым формально двойственным классам Шти-
феля—Уитни. 

§ 4. Непрерывные отображения 

1. Декартовы сомножители пространства Еп и куба 1п [25, 
-80, 86, 89, 162, 169, 171, 173, 175, 176]. Куртис и Макмиллан [80] 
высказали предположение, что произведение двух евклидовых 
пространств, в каждом из которых стянуто в точку по дуге, 
есть евклидово пространство. Это доказано Кваном [169, 171]. 
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Далее Кван и Рэймонд в [173] и окончательно в добавлении к 
[176] доказали, что произведение двух кубов, каждый размер­
ности не меньше 2, внутри каждого из которых стянута в точку 
дуга,является кубом. Таким образом, уже Ев и I6 представ­
ляются произведением двух немйогообразий. О произведениях 
ем. также [86, 89, 162], Эндрюс и Рубин [25] рассматривают не­
прерывные разбиения Еп более общего вида, также приводя­
щие к сомножителям £", Сфера не является произведением, 
так как каждый сомножитель и, значит, сфера, были бы стяги­
ваемыми. Кван и Рэймонд показали, что среди всех комбина­
торных многообразий только сфера и куб являются соединения­
ми (join) двух пространств [175]. 

2. Клеточные множества и отображения [1, 26, 80, 87, 102, 
194, 209, 210, 245, 267] (см- также [12], стр. 168—169). а) Кле­
точные подмножества. Макмиллан [194] дал критерий клеточ-
ности вложения континуума в комбинаторное многообразие: ес­
ли Л — абсолютный ретракт и п>5, то вложение А в комбина­
торное /1-мерное многообразие Мп клеточно тогда и только тог­
да, когда каждая его окрестность U содержит окрестность V 
такую, что любой замкнутый контур в V \ A стягивается в точ­
ку в 0\А. Доказательство опирается на лемму о поглощении 
Столлингса. Заметим, что если M = Sn, то условие, чтобы А 
был AR, лишнее: достаточно показать, что дополнение гомео-
морфно Еп, а здесь можно использовать критерий Столлингса 
[223; 1962] (см. [12], стр. 168 и 178), а в случае п = 3 нужно вос­
пользоваться критерием Эдвардса (см. И, § 3, п. 4 г). Из свое­
го критерия Макмиллан получил ряд интересных следствий: 
равномерно односвязная компонента дополнения к Sn~l в Sn 

гомеоморфна Еп (п-тН); любая дуга, лежащая в клеточной ду­
ге в Еп (tt=?--4), клеточиа; компактный абсолютный ретракт, 
вложенный в гиперплоскость в Еп, клеточек в Еп и др. О кле­
точных подмножествах пространства £3 см. [87, 267]. М. Штань-
ко недавно показал, что древовидные компакты и только они 
среди одномерных компактов могут быть вложены в Еп клеточ­
но разделенным образом (см. [12],'стр. 163 п. б). Свойство клеточ­
ной разделенности в Ег эквивалентно тому, что компакт может 
быть отделен сферой от каждого одномерного полиэдра 
(Штанько). б) Точечные отображения. Компанией [l] дал по­

ложительный ответ на вопрос Квана [84, 1962] и доказал, что 
если дано отображение сферы на себя с не более чем счетным 
числом неодноточечных прообразов точек п=/-4. то отображение 
точечно. Вместе с A. В. Чернавским [302] он показал, что при 
точечных отображениях сферы на себя прообразы клеточных 
множеств клеточны, откуда следует, что суперпозиция точеч­
ных отображений точечна. Точечные отображения изучались 
также в [26, 102, 209, 210, 245]. • 
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3. Нульмерно открытые отображения. [7, 13, 14, 71, 137, 
148—150, 270]. а) Хеммингсен и Чёрч показывают в [71], что 
если отображение многообразия на многообразие есть предел 
равномерно сходящейся последовательности симплициальных 
открытых отображений, то отображение конечнократно и крат­
ность равна степени. В [137] Хеммингсен рассматривает симпли-
циальные открытые отображения, опираясь на известную фор­
мулу Такера и недавно полученную Хопфом [148—150] форму­
лу, связывающую числа Бетти многообразий и множе­
ства, где кратность отображения равна 1. б) Локальная 
степень отображения рассматривалась в ряде работ. А. В. Чер­
нявский заметил, что результаты его статьи [109; 1962] (см. 
[12], стр. 167) могут быть перенесены на дискретные откры­
тые отображения многообразий [14]. Это позволило, в частно­
сти, доказать, что если локальная степень отображения области 
евклидова пространства всюду определена и всюду отлична от 
нуля, то она не меняет знака, и решить тем самым старую 
задачу. Дано также обобщение принципа соответствия границ 
на отображения положительной локальной степени. 

•Локальную степень рассматривали также Титус и Юнг [270] 
и Трохимчук [7]. В обеих работах доказаны близкие результаты 
о «распространении открытости»: если отображение области 
Еп в Еп нульмерно и имеет положительную локальную степень 
вне такого множества F, что образ дополнения к F всюду пло­
тен в образе области, то отображение изолировано и открыто 
(Трохимчук). Трохимчук получил также первый результат о 
множестве ветвления нульмерно открытого отображения /: если 
множество Bf точек, где f не является локальным гомеоморфиз­
мом, не более чем нульмерно, размерность многообразий не 
меньше трех и выполнено одно из условий: (1) f открыто, (2) f 
изолировано, (3) fBf имеет первую категорию, ТО выполнены и 
остальные, и если размерность равна трем, то Bf пусто. В связи 
с эквивалентностью свойств (1) и (2) поставим такой вопрос. 
Если в Е'А дана бесконечная кривая Меигера и ее открытое 
нульмерное отображение на Е3, то можно ли его продолжить 
локально гомеоморфно вне кривой? 

4. Другие результаты, а) О нульмерных отображениях см. 
Макали [187, 188]. б) Хэмстром [130] рассматривает монотон­
ные отображения E4 специального вида, для которых образ 
оказывается гомеоморфным E4. О монотонных ациклических 
отображениях см. Кваи и Реймонд [176]. в) Чёрч [68—70] изу­
чал дифференцируемые отображения многообразий с точки зре­
ния свойства открытости и гомотопических свойств дополнения 
к множеству ветвления, д) О работе А. Б. Сосинского [6] см. 
[12], стр. 17. 
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II. КУСОЧНО-ЛИНЕЙНАЯ ТОПОЛОГИЯ МНОГООБРАЗИЙ 

Примем сокращение р/ для слов «куоочио-лшейиый»-
Непрерывная, кусочно-линейная и гладкая топология мно­

гообразий все более объединяются в одно целое, которое все 
труднее поддается препарированию- В настоящем обзоре ре­
зультаты, относящиеся к гладкой топологии, упоминаются толь­
ко в тех случаях, когда имеется прямая параллель в р/-тополо-
гни. Уже вопросы сглаживаемое™ оставляются в стороне. 

§ 1. Гомеоморфизмы [155, 168, 183] 
1. Топология группы всэх р/-гомеоморфизмов Р1{Мп) 

/̂-многообразия Мп изучена очень мало. Наиболее естествен­
ная компактно-открытая топология даже для компактных 
многообразий неудобна для некоторых приложений. Для евк­
лидова прогтранстза Еп группа Р1{п)—Р1{Еп) рассматривается 
в топологии предела прямого спектра групп Р1т (к), где Р1т (л)— 
группа гомгоморфизмов, линейных на каждом симплексе 
триангуляции Т прогтранства Еп с компактно-открытой топо­
логией, по направленному множеству прямолинейных триангу­
ляции Т про:траиства Еп. Неизвестно, будет ли такая топология 
превращать PI (ti) в топологическую группу*. Во всяком, слу­
чае,как показано Кёйпером [168], подпространство гомеоморфиз­
мов, тождественных вне некоторого симплекса, не стягиваемо, 
вообще гозорл, в этой топологии, но стягиваемо, согласно 
известному рассуждению Александера, в компактно-открытой 
топологии (см. [155]). Попытки определить аналогичную топо­
логию в группе Р1(Мп) для многообразия делались неодно­
кратно, но при этом допускалась ошибка, разъясненная Зи-
маном: многообразие в отличие от Еп имеет кусочно линей­
ную, но не имеет линейной структуры и поэтому нельзя 
требовать, чтобы все близкие гомеоморфизмы были симпли-
циальны в одной и той же триангуляции Мп. Вероятно, 
наиболее разумное обобщение можно предложить, следуя ра­
боте Хадсона и Зимана [155]. Для фиксированной триангуля­
ции Т обозначим через PtT(M) совокупность гомеоморфиз­
мов, которые порождаются элементарными линейными сдви­
гами (см. ниже п. 2), с компактно-открытой топологией и 
введем в Р1(М) топологию прямого спектра Р1Т(М), Отметим 
еще, что Милнор пргдпэло.кил, что в Р1(М) можно естест-

* Кроме Р1(п), рассматривают полусимплициальнуго группу ростков pl-
гомеоморфизмов, которая полезна при изучении сглаживаемое™, погруже­
ний [126] и пр. 
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венным и единственным образом ввести структуру бесконеч­
ного симплициального комплекса; однако, насколько нам 
известно, эта программа еще не выполнена (см. [2]). 

2. Изотопии. В [155] Хадсон и Зиман детально рассмот­
рели возможные определения р/-изотбпии многообразия Q. 
Они дают три определения изотопности р/-гомеоморфизма 
h:Q-^Q тождественному гомеоморфизму: а) имеется послой­
ный гомеоморфизм Q x / на QXF, тождественный на QX0 и 
равный h x l на QX1; 6) (изотопия клеточными сдвигами) h 
есть суперпозиция конечного числа гомеоморфизмов, каждый 
из которых имеет носителем р/-клетку; (в) (изотопия линейны­
ми сдвигами) h есть суперпозиция элементарных гомеоморфиз­
мов, каждый из которых имеет носителем клетку и получается 
из сдвига барицентра. симплекса (при тождественном крае 
и линейном распространении на остальные точки симплекса) при 
гомеоморфизме симплекса на эту клетку. Оказывается, что 
для гомеоморфизма h с компактным носителем условия (а) и 
(6) эквивалентны. Указанный в п. 1 результат Кейпера по­
казывает, что можно ожидать, что в общем случае свойства 
(б) и (в) не эквивалентны. Хадсон и Зиман рассматривают 
также изотопию вложении компактного многообразия M.k в 
Qn (край Ж переходит в край Q, что не является ограничением 
ввиду более общей теоремы, , которая будет опубликована 
Хадсоиом, см. [308]). Два вложения f и g многообразия 
Мк в Q" изотопны при изотопии по пространству, если су­
ществует послойное р/-вложеиие M X / в QXL, равное / x l 
на МХО и g X - на -ИХ-- Изотопия называется! локально не-
заузленной, если, во-первых, локально незаузлен образ M.X.I 
в QXI, а во-вторых, локально незаузлен образ каждого слоя 
MXt в QXt- Показывается, что если имеется локально не-
заузленная изотопия по пространству Q, то она накрывается 
изотопией Q типа (а.) или (б), закрепленной вне окрестности 
следа М. Если k<_n, то, • можно построить накрывающую 
изотопию типа (в). В силу результата Зимана [288] (см. § 3, 
п. 2а), каждая изотопия локально незаузлена, если k < / г—3, 
и в этом случае она накрывается изотопией любого типа. 
Ликориш [183] освободился от условия послойности (см. также 
[308]) и заменил М произвольным полиэдром. 

§ 2. Полиэдральные и р/-структуры на многообразиях 

1. Техника приклеивания ручек ([44, 45, 93, 161, 206, 242— 
243, 251, 261, 266]). За последние годы разработаны два основ­
ных подхода к изучению р/-многообразий. Первый связан с 
техникой Смейла «приклеивания ручек», второй основан на 
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лемме Столлингса о поглощении ([12], стр. 177). Второй под­
ход, идущий от работы [209; 1962] и обязанный своим тепереш­
ним состоянием Столлингсу (см. [12], стр. 177), относится к ме­
тоду бесконечных повторений (см. I, § 3, п. 3) и применим в 
основном к открытым многообразиям (п~>Ь). Метод Смейла 
применим к компактным многообразиям (п>6), но до послед­
него времени его применение в p/-топологии велось через по­
средство дифференциальной топологии. Перенесение этой тех­
ники в рамки р/-топологии требует, во-первых, возможности 
построения р/-аналога функции Морса, а, во-вторых, некото­
рых конструкций для корректного определения операции под-
клеивания ручки, изотопии и т. п. ^/-формулировка теоремы 
Морса была предложена Косинским [172; 1962], однако ника­
ких доказательств пока не опубликовано. Вторая часть про­
граммы может быть проведена, как следует из статьи Мазура 
[206] и работы Хадсона и Зимана (см. § 1 п. 2), и поэтому ряд 
теорем, например, теоремы Мазура об окрестностях (см. ниже 
п. 3) можно доказывать в рамках р/-топологии. В литературе 
имеются указания на то, что Столлингс доказал также р/-ва-
риант теоремы об h (или 5)-кобордизме (см. ниже). Как вы­
яснил Мазур, в технике Смейла фундаментальную роль играет 
уайтхедовский простой гомотопический тип, который, по вы­
ражению Мшура, как бы сшит по мерке теории Морса — 
Смейла. В частности, это позволяет отбросить в целом 
ряде теорем, прежде всего в теореме об /г-кобордшме, ог­
раничение односвязности. Напомним, что если конечный 
клеточный комплекс X есть деформационный ретракт комп­
лекса У, то кручение Уайтхеда есть препятствие для пере­
вода (Y,X) в (X, X) посредством конечного числа элемен­
тарных операций: приклеивания новой т-клетки с помощью 
отображения (т — 1)-клетки на ее границе в комплекс Y 
(элементарное расширение) и обратной операции (элементар­
ное стягивание). Препятствие - (Г, X) лежит в так называе­
мой группе Уайтхеда Wh (.^У) фундаментальной группы nxY. 
Группа Wh (1--.У) получается путем коммутирования и факто­
ризации по образу тс-У группы GL(Z (u-У))—lim GL (a, Z (щУ)), 

n—>co 
где GL(n, Z (.-17)) —• группа невырожденных матриц порядка 
п над групповым кольцом Z (7-1У) группы Я1У, GL (и, Z (тс- Y)) 
считается вложенной естественным образом в GL (п + 1, 
Z (-C-.F)). Для отображения f:X->Y, являющегося гомотопи­
ческой эквивалентностью, МОЖНО определить инвариант 
х (/) •= х (Cj, X), где Cf — цилиндр отображения. Если х (/) — 0, 
то говорят, что / устанавливает простую гомотопическую 
эквивалентность. В частности, если Wh (тс.У) = 0, то прос­
той гомотопический тип совпадает с обычным. Примеры та-
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ких групп: rnY — l,Z2, Z3, Z4, Z. Группа Wh(Z5) является 
бесконечной циклической с образующим t'2 — t -\-1. 

Сформулируем теперь теорему об s-кобордизме. Напом­
ним, что ориентируемые многообразия Мх и М2 называются 
h-кобордантными, если М- — М2 является краем компактно­
го многообразия W (с учетом ориентации) и W можно про-
деформиройать на М- и на М2; s-кобордизм есть /г-кобор-
дизм, в котором x(W, Мг)=0. Оказывается, что если и > 6, то 
IV" изоморфно М - Х / тогда и только тогда, когда h-кобор-
дизм является s-кобордизмом. Это обобщение теоремы Смей-
ла опубликовано Мазуром [202] и доказано также Барденом 
(Barden) (диссертация) и Столлингсом (не опубликовано). 
Хорошее изложение доказательства дано Кервером [161]* 
Все эти доказательства относятся к гладкому варианту, 
лишь в [45] упоминается и используется доказательство 
Столлингса в ^/-формулировке. Из этой теоремы вытекает 
немедленно, что стягиваемое компактное многообразие с 
односвязным краем при /г > 6 ^-эквивалентно симплексу 
(если пользоваться гладким вариантом, то нужно сперва 
сгладить многообразие): выкидываем внутренний симплекс и 
рассматриваем в качестве W оставшуюся часть многообра­
зия. С другой стороны, стягиваемое компактное пятимерное 
многообразие М, ограниченное сферой, гомеоморфно клетке. 
Для доказательства умножим М на отрезок и применим 
обобщенную теорему Шёнфлиса в крае многообразия My. I, 
которое, согласно сказанному выше, является клеткой. От­
сюда следует также обобщенная гипотеза Пуанкаре в топо­
логической форме. Из недавнего результата Серфа следует 
едииственность гладкой и /^-структур также на /5 и на 55 . 
Одно из важных применений теоремы об /г-кобордизме 
([161], стр. 41) получается также и методом леммы о погло­
щении (причем при п > 5, см. [266], стр. 251): для любого 
/икобордизма, TJ е. без учета t(lV, M-), W\Mi изоморфно 
M 2X[0,1) , l V \ ( M l U M 2 ) ^ M 1 X ( 0 , l ) и М1 X S 1 « Мг X S-. 

Новые применения теоремы об /i-кобордизме в односвязной 
ситуации были даны Браудером [44] и Браудером, Левиным и 
Ливсеем [45] (см. также [261]), которые опирались на современ­
ную технику, разработанную Браудером и С. П. Новиковым. 
Браудер [44] показал, что для одноевязного замкнутого топо­
логического многообразия М размерности п > 5 произведение 
МхЕ1 имеет p/-структуру (или сглаживаемо) тогда и ТОЛЬКО 
тогда, когда М h-кобордантно pi- (гладкому) многообразию N, 
причем MXEl~NxEl и N единственно. 

* Готов перевод лекций Милнора об Л-кобордизме и лекций об инва­
рианте Уайтхеда. 
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В [45] доказывается, что открытое pt- (и гладкое) многооб­
разие размерности п>6 изоморфно внутренности компактного 
многообразия тогда и ТОЛЬКО тогда, когда оно имеет конечно-
порожденные гомологии, односвязно в бесконечности и имеет 
конечное число концов. При этом компактафикация единствен­
на. (Аналогичные теоремы в трехмерном случае получены 
Эдвардсом [93]). В [45] получена также теорема об h-кобор-
дизме для открытых многообразий. (Недавно В. Голо показал, 
что эти результаты не обобщаются, вообще говоря, на неодно-
связный случай: существуют многообразия с двумя концами, 
не диффеоморфные произведению на прямую, не диффеоморф-
ные внутренности компактного многообразия и т. д.). 

2. Hauptverrautung. а) Значительное упрощение примеров 
комбинаторно неэквивалентных, но гомеоморфных полиэдров, 
принадлежащих Милнору, дал Столлингс [266]. Пусть Р— 
двумерный полиэдр, ъхР — Z5 и f:P~>P—гомотопическая 
эквивалентность, не являющаяся простой гомотопической 
эквивалентностью (в размерности 2 индуцированное цепное 
отображение есть умножение на t2—t + l, СМ. п. 1). ' В Еп 

(п > 5) можно реализовать/ как гомеоморфизм двух е-близ-
ких экземпляров полиэдра Р. Если UziV—их регулярные 
окрестности, то W — [U\V] определяет /г-кобордизм,, не 
являющийся 5-кобордизмом и, в силу сказанного в п. 1, ко­
нус над краем U и конус над краем [/вместе сУгомеоморф-
ны. Они не комбинаторно эквивалентны, так как иначе IF бы­
ло бы изоморфно VXI и ретракция W на V была бы прос­
той гомотопической эквивалентностью. Заметим, что при 
п > 5 край U и край V р/-гомеоморфны. 

б) В списке проблем конференции в Сиэггле (2] приведены 
7 проблем, которые Милнор выдвигает в качестве основных 
проблем геометрической топологии многообразий: проблема 
Пуанкаре в комбинаторной формулировке в размерностях 3 
и 4, триангулируемость многообразий, проблема кольца, проб­
лема о двойной надстройке над гомологической сферой, Haupt-
vermutung для комбинатор-ных многообразий, топологическая 
инвариантность простого гомотопического типа и классов Пон-
трягина. .Инвариантность рациональных классов Понтрягина 
доказана в 1965 г. C. П. Новиковым [4]. Инвариантность про­
стого гомотопического типа доказана только в размерностях 
меньших 4, где она следует из решения Hauptvermutung, дан­
ного Мойсом [217]. Для многообразий Hauptvermutung естест­
венным образом распадается на две проблемы: о комбинатор­
ное™ всякой триангуляции и Hauptvermung для комбинатор­
ных триангуляции. Последняя проблема, кроме сфер, решена 
еще для многообразий гомотопического типа SnXS2 и связных 
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сумм таких многообразий СП. Новиковым [3]. Проблема о 
.двойной надстройке над гомологической сферой заключается в 
вопросе о том, может ли двойная надстройка над полиэдром, 
гомологии которого совпадают с гомологиями сферы, быть го-
меоморфной сфере, если сам полиэдр не есть р/-сфера. Если 
да, то мы получим сферу в некомбинаторной триангуляции. 
Обратно, если существуют некомбинаторные триангуляции мно­
гообразий, ТО существуют и такие надстройки. Таким образом, 
эта проблема является переформулировкой проблемы о ком-
-биыаторности триангуляции. Если допустить гипотезу Пуанка­
ре в комбинаторной формулировке в размерностях 3 и 4, то 
легко по индукции показывается, что каждый полиэдр, у кото­
рого комбинаторное дополнение каждого симплекса есть го­
мотопическая сфера, является комбинаторным многообразием. 
Это условие в частности, выполнено для триангуляции много­
образий, в которых ' каждый симплекс вложен локально 
.плоско. 

В частности, в двойной надстройке над гомологической, 
но не гомотопической сферой Мп, т. е. в Sl*M, S1 должно 
быть вложено дико, если допустить, что S1*M=Sn+2. В то 
же время каждая- дуга в 51 вложена клеточно в 5"+2, S1 ни 
в одной точке не прокалывает (п+1)-диска, словом, вложе­
ние 5 1 в 5"+2 должно иметь чрезвычайно странные свойства 
(ср. [119; 1932])*. Отметим еще, что Хирщем показано,'[143], 
что надстройка на а, гомотопической комбинаторной 4-сферой 
Мл гомеоморфна S5 (согласно Керверу иМилнору, М4 и 5 4 

Л-кобордантны и, как указано выше, отсюда следует, что 
M4XE1~S'1XE1 . . т. е. надстройки над М4 и над S4 гомео-
морфны). Отсюда вытекает, что если гипотеза Пуанкаре не­
верна в размерности 4, то существуют некомбинаторные 
триангуляции сферы S4 (с локально" плоскими симплексами). 

Hauptvermutung для комбинаторных многообразий свя­
зана также с проблемой Шёнфлиса в комбинаторной формули­
ровке [119, 1962], которая верна в общем случае, если она вер­
на для вложений S3 в S4 [186], что в свою очередь эквивалент­
но справедливости Hauptvermutung для S4. 

Проблемы кольца и триангулируемости тесно связаны меж­
ду собой. Хомма [147] сформулировал лемму, которая анало­
гична его лемме из [146] и из справедливости которой во всех 
размерностях вытекало бы решение этих проблем и также 

* Вложения S1 в Sn, д > 3 , с такими свойствами существуют: если 
«—дикая дуга в Я"--, то £"-- /аXЕ 1 «Е п (см. 1, § 4, п. 1), и если 
х—образ дуги а в £"•--/«, то xX-J-U0- е с т ь окружность, вложенная 
указанным образом в Sn=En\Ja. 
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Hauptvermutung для комбинаторных многообразий. См. так­
же [67]. 

3. Теория окрестностей Мазура [201, 202, 206, 242,. 
251, 287, 290]. Мазур применил теорию Смейла, понятую с 
точки зрения простого гомотопического типа, для доказа­
тельства аналогов (в некотором смысле) теорем Уайтхеда о 
регулярных окрестностях полиэдров в Еп и построил тео­
рию, которая может быть названа теорией абстрактных ок­
рестностей. Каждое гладкое многообразие Мп, « > б , может 
быть получено из шара последовательным приклеиванием 
ручек. Стягивание ручки к ее «сердцевине» превращает 
этот процесс в обычное построение клеточного комплекса. 
Таким образом, каждое многообразие М" с фиксированным 
разбиением на ручки дает клеточный комплекс X. Сово­
купность всех многообразий размерности п (гладких или pi), 
из которых можно таким образом получить X (/г-окрестнос-
ти X), Мазур обозначает Nn(X), Основной результат заклю­
чается в том, что если /г > 6 и п^тах {dim X, dimF) + 3, 
то простая гомотопическая эквивалентность f: X —>У (см.. 
п. 1) индуцирует изоморфизм множеств в соответствующей 
категории. При последовательном умножении на отрезок: 
получается стабилизация,- причем Nlim(X) — К(Х), где соот­
ветствие определяется сопоставлением окрестности части 
ее касательного расслоения (или микропучка в pt-случае) 
над X. . 

Ограничения существенны, как показывают примеры стяги­
ваемых компактных многообразий, отличных от шара (псевдо­
элементы). Из результата Мазура следует, что эти многообра­
зия нельзя стянуть при /г>6 элементарными стягиваниями бо­
лее, чем па две размерности. Простейший пример такого рода 
был построен впервые в неявной форме Ньюменом (нужно. 
взять двумерный полиэдр с тривиальными гомологиями и не­
тривиальной фундаментальной группой, вложить его в 
Еп (о>5), и тогда дополнение к открытой регулярной окрест­
ности полиэдра будет требуемым многообразием). В размер­
ности 4 примеры были даны Поэнару и Мазуром [211; 1962] к 
[175; 1962]. См. также [242]. 

Зимам изучил полиэдр D, на который стягивается мазу-
ровский псевдокуб: этот «шутовской колпак» получается из 
треугольника ABC отождествлением сторон АВ, ВС и АС. 
При пфА: оказывается, что всякое /г-мерное многообразие, 
комбинаторно стягиваемое на D, является кубом. Если же 
M4 стягивается на D, то М4 X I — -Г5 и поэтому М есть 
регулярная окрестность полиэдра D в S4 = 2М = /5 . 
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4. Другие результаты, а) Зимам обсуждает в [241; 1962] по­
нятие полиэдральной структуры топологического пространства. 
Он считает, что ee нужно задавать как структуру конечных 
подполиэдров. б) Хадсои и Зиман [156] дают разного рода уси­
ления теорем Уайтхеда о регулярных окрестностях (см. [12], 
стр. 177), в частности, часто используемую относительную фор­
му этих теорем. Формулировка теоремы единственности у них 
неточна, как замечено Тинделлом. Однако она может быть ис­
правлена. в) См. также [82, 254, 255, 291]. 

§ 3. Вложения 

1. Hauptyermutung для (вложений опровергнута Мазу-
ром [203]. Используя комплексы Милнора [185; 1962], он строит 
комплекс, допускающий два кусочно-линейных вложения в 
En, n>23, эквивалентных топологически, но не кусочно-линей­
но. Соидов заявил, что это же верно для вложений сферы 
5n-2 в 5*-. 

2. Узлы [145, 160, 178, 183, 186, 256, 288]. а) В кора­
змерности, большей двух, окончательный результат принад­
лежит Зиману [288]: комбинаторные вложения сфер экви­
валентны стандартным. Это соответствует топологическому 
результату Столлингса (I., § 3, п. 1а), но доказывается 
совсем другим методом, введенным в этой статье Зимаиом. 
To же верно и для. вложения клетки в клетку, при котором 
край вкладывается в край и внутренность во внутренность. 
Важное следствие этого результата — локальная незаузлен-
ность pZ-вложений многообразий в коразмерности, большей 
двух. Как заметил С. П. Новиков, результаты Зимана про­
ще всего получаются с помощью гладкой топологии: для 
пары (S'\ S'<) возьмем звезды (В'*, Bf) и (В£, В*) двух вер­
шин Sk в достаточно мелкой триангуляции (Sn, Sk). Пара 
многообразий (Sn\{Bl\jB^), -^М-^и-З*)) определяет h-кобор-
дизм пар (Bn

v В\) и (В^, В'£) (он, очевидно, односвязен при 
и — /г > 2 и сглаживается). Отсюда получается, что (S", Sk) 
есть надстройка над парой (S11-1, S1'-1). Таким образом, тео­
рему достаточно доказать для случая (S5, S2), что сделано 
Зимаиом в [235; 1962] ДЛЯ pt-случая. и У Вень-цзюнем в 
гладком случае. Дальнейшие приложения метода Зима на дал 
•Ликориш [183]. 

б) В коразмерности 2 Дж. Левин [178] показал, что 
локально плоское разложение, сферы незаузлено в том и 
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только в том случае, когда дополнение имеет гомотопичес­
кий тип окружности. Столлингс построил пример вложения 
Sn~2 в 5" (а > 5), при котором фундаментальная группа до­
полнения является циклической, но -c2i--0 [160J. Кервер 
[160] дал следующую характеристику трупп, которые могут 
быть фундаментальными группами дополнения к гладкому 
(и pi) узлу в .S"(/z>5): (а) факторгруппа по коммутан­
ту есть Z, (в) в группе имеется такой элемент, что мини­
мальный нормальный делитель, содержащий его, совпада­
ет со всей группой, и '(с) Двумерная группа гомологии три­
виальна. 

в) Коразмерность 1. Комбинаторная теорема Шёнфлиса 
остается до сих пор недоказанной при п>4. Розен [256] дока­
зал, что всякий подполиэдр звездной 5-сферы, гомеоморфный 
4-сфере [201; 1962] ограничивает области, замыкания которых 
гомеоморфны шарам. (Это следует из того, что локальная 
плоскостность может нарушаться только в вершинах, а в то же 
время изолированных особых точек здесь быть не может (I § 3. 
п. 2в)). 

г) Хирш и Нейвирт [145] дали построение теории узлов в. 
рамках смешанной кусочно-линейной и гладкой техники. 

3. Вложения и погружения многообразий [29, 126, 142,, 
153, 154, 158, 159, 231, 232, 235, 236, 268, 279, 285]. а) Ис­
пользуя технику Зимана (см. особенно [242; 1962]), Эрвив 
[159] доказывает ряд теорем о вложении следующего типа.. 
Если f:M-*Q, где М и Q — компактные р^-многообразия раз­
мерностей т и q, т < q — 3, р — 2т — q, fMczQ, причем М 
р-связно, a Q (р + 1)-связно, то . f гомотопно вложению при. 
неподвижной границе. Хадсон [153, 154] показывает необхо­
димость этих условий, рассматривая вложения S^XS1 в. 
£/.+24-1, p^i. Оказывается, что число классов вложений 
всегда больше 1 и различно при разных р и /. Он показывает 
также, что вложение может быть продолжено до вложения. 
BP+I-XS1 в том и только том случае, когда вложение тора 
SPXS1 незаузлено (см. также [172; 1962]). б) Хефлигер и Поэ-
нару [128] дают кусочно-линейный аналог теории погружений» 
следуя' Хиршу (см. [12], стр. 140). См. также [142,159]. 
в) Уолл [279] доказывает существование нормального микро­
пучка у подмногообразий в стабильных размерностях. Кёйпер 
сообщил на конференции в Обервольфахе (лето 1965 г.) до­
казательство того, что каждый р/-микропучок эквивалентен 
расслоению со структурной группой Pl(ri). г) См. также 
[29, 235, 236, 270, 285]. Нейвирт [231, 232] ввел инварианты 
для вложений полиэдра в многообразие в коразмернос­
ти 1, 
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III. КУСОЧНО-ЛИНЕЙНАЯ ТОПОЛОГИЯ 
ТРЕХМЕРНЫХ МНОГООБРАЗИЙ 

§ 1. Топология поверхностей [10, 21, 22, 27, 95, 96, 122, 123, 129, 
131—133, 177, 180—182, 189—191, 200, 207, 208, 249, 250, 

252, 276, 297, 298] 

Мы отмечаем только работы с топологическим содержа­
нием и оставляем в стороне более интересные метрические 
свойства. 

1. Классификация некомпактных поверхностей с помощью 
теории концов полностью проведена Ричардеом [252]. 

2. Гриффите [123] доказал с помощью теории Морса не­
сколько частично известных результатов о фундаментальной 
группе поверхности, например: конечно-порожденная под­
группа фундаментальной группы поверхности содержит нетри­
виальные нормальные делители этой группы лишь в том слу­
чае, когда она имеет конечный индекс. Более общий результат 
для дискретных групп, движений плоскости Лобачевского (фук-
совы группы) принадлежит Гринбергу {122], но методы Гриф-
фитса были недавно обобщены им не только на фуксовы, но и 
на клейновы группы. О дискретных группах см. также [189— 
191, 200, 207]. 

3. Фоллмерхаус [276] и Цишанг [10] доказали обобщения 
известной теоремы Нильсена об автоморфизмах фундаменталь­
ной группы замкнутой поверхности, представленной в виде 
дискретной группы движений в плоскости Лобачевского: каж­
дый ее автоморфизм индуцирован гомеоморфизмом плоскости, 
коммутирующим с действием группы. Доказательства осно­
ваны на алгебраических методах. См. также обзорную статью 
Цишанга, которая появится в трудах Всесоюзной конференции 
по топологии 1963 года. Красивое доказательство обобщенной 
теоремы Нильсена недавно было дано Маекитом [200], который 
исходил из теории Тейхмюллера. См. также [208]. 

4. B интересных статьях [249, 250] Рейнхарт построил алго­
ритм для определения простых замкнутых кривых на компакт­
ных поверхностях. Недостаток его приема состоит в том, что 
приходится оперировать в плоскости Лобачевского и вычисле­
ния оказываются довольно сложными. Чисто алгебраический 
алгоритм дан в статье Цишанга [297]. Там же и у Рейнхарта 
[250] описаны критерии для того, чтобы система элементов фун­
даментальной группы поверхности была индуцирована канони­
ческим разрезом. 

5. Эпштейн [95] доказал, что любые две кривые, не ограни­
чивающие диска или листа Мёбиуса и гомотопные при фикси­
рованном начале, также и изотопны при фиксированном нача-
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ле. Отсюда вытекает, что гомеоморфизмы поверхности с непо­
движной точкой, которые индуцируют тождественный автомор­
физм фундаментальной группы, изотопны тождественному 
преобразованию при фиксированном начале (в известной тео­
реме Бэра отсутствует условие фиксированного начала)- Огра­
ничения на кривые необходимы [96]. 

6. В серии из четырех работ Ликориш ([174] 1962], [180— 
182]), исследовал образующие для группы гомеотопий замкну­
той поверхности, т. е- факторгруппы группы гомеоморфизмов 
по связной компоненте единицы. Для ориентируемой поверхно­
сти образующими являются скручивания «на 360°» вдоль про­
стых кривых и одно отражение. Этот результат был уже изве­
стен (Dehn, Acta Math, 1938, 69, 135—206). B [181] Ликориш 
описывает конечную систему кривых, скручивания вдоль кото­
рых порождают всю группу сохраняющих ориентацию преобра­
зований, и доказывает тем самым гипотезу Меннике (Ден 
также указал конечную систему образующих, но значительно 
большую). Для полного изучения группы всех гомеоморфиз­
мов поверхности нужно наряду с группой гомеотопий рассмот­
реть также связную компоненту единицы этой труппы. Отдель­
ные результаты в этом направлении получила Хэмстром [129, 
131, 133]. 

§ 2. Кривые на поверхности полного кренделя 
[8, 11, 23, 124, 125, 192, 293—296] 

Они интересны, прежде всего, ввиду их связи с разложе­
ниями Хегора для трехмерных многообразий. Гриффите [124] и 
Цишанг [293] доказали, что каждый автоморфизм фундамен­
тальной группы полного кренделя (свободная группа) индуци­
рован гомеоморфизмом. Две системы кривых называются 
эквивалентными, если они переводятся друг в друга гомеомор­
физмами кренделя. Классификация простых систем (т. е. систем 
кривых без взаимных пересечений и самопересечений) удовле­
творительно проведена лишь для кренделей рода два (для ро­
да 1 она хорошо известна), где она сведена в общем случае 
к классификации индуцированных элементов в свободной 
группе (Цишанг [8]. Исключения разобраны в [294]). Для крен­
делей произвольного рода самый сильный из полученных пока 
результатов состоит в следующем [11]: каждая простая систе­
ма эквивалентна системе, для которой алгебраическое и гео­
метрическое числа пересечений с каноническим разрезом сов­
падают. Доказательство использует алгоритм Уайтхеда для 
выяснения эквивалентности элементов свободной группы. Из 
этого результата, например, следует, что каждые две системы, 
индуцирующие свободные образующие фундаментальной 
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группы, эквивалентны. Эта теорема доказана в более специаль­
ном случае Макмилланом [192] и Цишангом [295]. В [295] до­
казано также, ЧТО если система 2g элементов свободной груп­
пы порождает всю группу и они разбиваются на g пар, произ­
ведение коммутаторов которых тривиально, то система индуци­
руется каноническим разрезом поверхности полного кренделя. 

Известно, что не всякая система k элементов свободной 
группы ранга k, которая не содержится в нормальном делите­
ле, может быть переведена в систему свободных образующих 
гомоморфизмами Нильсена. Важную ' гипотезу выдвинули 
Эндрюс и Кертис: это можно сделать, если допустить замену 
каждого из этих элементов сопряженным. 

§ 3, Гипотеза Пуанкаре [37, 106, 127, 138, 198, 199, 238—241, 
246, 247] 

1. На основе разбиений Хегора Папакирьякопулос [238, 
свел гипотезу Пуанкаре к двум алгебраическим утвержде­
ниям. Маскит [198] предложил контрпримеры к первому из 
них, и теперь гипотезы приняли такой вид: пусть at, bt 
(1 < i < р) — канонические образующие тс.Л/, где N — край 
кренделя, ах , , . . .,хр—такие элементы коммутанта, что 6 ^ вхо­
дят в некоторую систему канонических , образующих. Пусть 
Аг — нормальный делитель, порожденный [a,., bfj]. Тогда: 
(1) существует такое /, что тс-Д/Д,- не имеет кручения; (2) для 
этого / накрывающее, отвечающее Д., гомеоморфно открыто­
му подмножеству двумерной сферы. Рапапорт [246, 247] до­
казала первую гипотезу. Модифицированные гипотезы анон­
сированы в [239], а редукция проведена в [240]. Эта последняя 
статья особенно ценна для каждого, кто желает ознакомить­
ся с методами, исходящими из разбиений Хегора. С первой 
гипотезой связана и статья [241], где Папакирьякопулос под­
ходит к этой проблеме с точки зрения алгебраической топо­
логии. Вторая гипотеза является предметом исследований 
Маскит а [198], который характеризует регулярные накрытия 
замкнутой поверхности, вложимые в сферу, и рассматривает 
задачу о существовании на поверхности простого замкнутого 
пути, который накрывается замкнутым путем. 

2. Обзор геометрического подхода к гипотезе Пуанкаре дал 
Бинт [37] (см. [12] стр. 172, п. 3). 

3. Более специальные результаты: Хемлел показал, что если 
односвязное многообразие получается переклеиванием в 3-сфе-
ре полнотория, представляющего узел «а сфере, то многообра­
зие есть 3-ефера. Этот результат содержится также в [138], где 
показана связь этой конструкции с диаграммами Хегора. Для 
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древовидных многообразий (см. § 4 п. 2) гипотезу Пуанкаре 
доказал фон Рандов [248]. Конструкцию одноовязных накры­
вающих для узлов обсуждает Фокс [106]. 

§ 4. .Классификация [42, 43, 65, 90—93, 185, 227, 229, 248, 
264, 269, 277, 278, 281—283] 

1. Очень успешным оказался в применении к классифика­
ции трехмерных многообразий метод косых произведений. 
Основой здесь служит теорема Столлингса [264] (см. [12] стр. 
174 п. 5), характеризующая посредством фундаментальной 
группы те неприводимые многообразия, которЬте являются 
косыми произведениями. Нейвирт [229] показал, что в случа'е 
замкнутых многообразий два косых произведения над окруж­
ностью гомеоморфны тогда и только тогда, когда изоморфны 
их фундаментальные группы. Если же многообразия имеют 
край, то все компоненты края являются торами, и тип многооб­
разия определяется вложением фундаментальных групп этих 
торов в к\М (так называемая периферическая система). В [227] 
Нейвирт рассмотрел частный случай. Особое значение эта тео­
рема имеет ДЛЯ теории узлов (см. § 5 п. 1). 

2. Более общий класс выделяется расслоениями в смысле 
Зейферта, которые кратко могут быть описаны так: в .пучке 
Окружностей над поверхностью некоторые дизъюнктные полно-
тория, заполненные слоями, заменяются иначе приклеенными 
прлноториями. Расслоение можно продолжить внутрь до осе-
вАх линий, которые становятся сингулярными слоями. Если 
слои на крае полнотория не являются меридианами подклеен-
ных* полноторий, то получаются пространства в смысле Зей­
ферта. Если исходная поверхность — сфера, а переклеивания 
произвольные, то получаются обобщенные древовидные много­
образия [248]. Уже Зейферт (Acta Math., 1933, 60, 147) клас­
сифицировал расслоения в его смысле относительно послойных 
гомеоморфизмов. Броди [43] доказал, что инварианты Зейферта 
определяют топологический тип, если рассматривать расслое­
ния с не более чем двумя сингулярными слоями и если род 
исходной поверхности больше 1. Обобщенные древовидные 
многообразия рассматривались фон Рандовым [248]. Недавно 
Вальдхаузен [277] классифицировал все древовидные многооб­
разия с довольно сложным строением. Для пространств Зей-

f ферта он показал, что каждый гомеоморфизм между такими 
/ пространствами может быть деформирован в послойный, когда 
*' род базисной поверхности больше нуля или если число особых 

слоев больше 3. Наконец, он показал, что древовидные мно­
гообразия являются пространствами Зейферта. 
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3. К сожалению, Хакек не опубликовал доказательств со­
общенных в [150; 1962] результатов (см. [12], стр. 176). 

4. Эдвардс [92] (см. также Уолл [278]) дал характеристику 
трехмерного евклидова пространства, аналогичную характери­
стике Еп, п>5, данной Столлингсом [223; 1962]: стягиваемое 
открытое трехмерное многообразие гомеоморфно E3 в том и 
только в том случае, когда оно односвязно в бесконечности и 
неприводимо. Получены и значительно более общие результа­
ты. В [93] Эдвардс показывает, в частности, что компактные 
многообразия гомеоморфны, если гомеоморфны их внутрен­
ности. 

5. Каслер [65] ввел так называемые стандартные остовы 
(см. также [67, 290]) трехмерных многообразий — комплексы, 
на которые многообразие (без одной 3-клетки, если оно замкну­
то) может быть стянуто элементарными стягиваниями и кото­
рые локально являются объединениями двух, трех или четы­
рех дисков по общей дуге на крае. Каждое трехмерное много­
образие имеет стандартные остовы и Каслер .показывает, что 
трехмерное многообразие с краем вкладывается в другое трех­
мерное многообразие в том и только в том случае, когда они 
имеют гомеоморфные остовы. Интересна задача выделения 
единственного остова для каждого трехмерного многообразия. 

. 6. В [91] Эдварде дает полное перечисление декартовых 
разложений компактных трехмерных многообразий. 

7. Из работы Ливсея об инволюциях З-оферы [185] (см. I, 
§ 2, п. 26) вытекает, что компактное ограниченное неориенти-
руемое связное трехмерное многообразие с конечной фундамен­
тальной группой гомеоморфно (по модулю гипотезы Пуанкаре) 
произведению, из которого выкинуто конечное число шаров. 
При склеивании точек, эквивалентных при некоторой инволю­
ции 3-оферы, в частиости, можно получить только проективное 
пространство. Тао [269] доказал, что аналогично этому при сво­
бодной от неподвижных точек инволюции многообразия S 'XS 2 

можно получить либо одно из двух расслоений на сферы над 
окружностью, либо связную сумму двух проективных про­
странств. Он показал, что произведение окружности на 2-сферу 
является единственным по модулю гипотезы Пуанкаре трех­
мерным многообразием, где неверна теорема о сфере, и что 
двукратные накрытия неприводимых многообразий неприво-
димы. 

§ 5. Теория узлов 

1. Группы узлов [9, 28, 46, 74—78, 104, 105, 179, 222, 223, 
227—230, 233, 271—275]. За последнее время появились две 
книги по теории узлов: Кроуэлла — Фокса [77] и Нейвирта [233]. 
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Следует также напомнить об обзоре Фокса [104] и составлен­
ном им списке проблем [105]. Книга Кроуэлла—Фокса имеет 
целью ввести начинающего в современную теорию узлов на 
основе понятия группы узла. Очень подробно рассмотрено по­
нятие узла (ручного и дикого, доказано, что гладкие узлы руч­
ные) и особенно подробно дано определение группы узла, 
Тщательно изложены алгебраические основы: свободные груп­
пы, задания групп, алгебраизированное доказательство теоре­
мы Ван Кампена. Однако содержательная часть книги сводится 
к изложению достаточно известного свободного исчисления 
Фокса и алгебры, связанной с многочленами Александера. 
Нужно отметить отличную библиографию, снабженную крат­
ким, но очень полезным путеводителем. 

Книга Нейвирта написана неровно и несистематически, мно­
гое изложено тщательно, а некоторые вещи, например, мо­
дульная структура прокоммутированного коммутанта, описаны 
довольно смутно. Однако эта книга очень полезна и своевре­
менна, так как в ней собраны более или менее все важные 
факты о группах узлов, в том числе полученные в последнее 
время, и нам будет удобно вести параллельно обзор книги и 
современного состояния этого предмета. Большое место в кни­
ге занимают недавние красивые и важные результаты автора. 
В книгу включено подробное описание построения накрытия, 
отвечающего двумерному комплексу в трехмерном- многообра­
зии. Центральным местом книги является гл. IV, где изучен 
коммутант G' группы узла G, В нее .включены результаты 
автора [227, 228] и Кроуэлла [74—76]. Если 3-сферу разрезать 
по ориентируемой поверхности минимального рода g, ограни­
ченной данным узлом, и затем склеить цепочкой бесконечную 
в обе стороны последовательность экземпляров таких разре­
занных сфер, то получится накрытие, отвечающее G'. Вложе­
ние каждого из двух экземпляров поверхности разреза в раз­
резанную 3-сферу индуцирует мономорфизм фундаментальных 
групп. Если этот мономорфизм является эпиморфизмом, то 
группа поверхности (свободная группа ранга 2g) есть G'; в 
противном случае G' является бесконечным свободным произ­
ведением цепочки свободных групп с отождествленными под­
группами и во всяком случае не является конечно-порожден­
ным (третья возможность откинута Брауном и Кроуэллом 
[46]). Эти два случая резко отличаются друг от друга. 

Первый класс узлов (с конечно порожденными коммутан­
тами), согласно теореме Столлингса (см. § 4, п. 1), имеет рас­
слаивающееся над окружностью дополнение. Более того, как 
показывает Нейвирт ([227, 229] и гл. X книги), в этом случае 
тип дополнения полностью определен группой, а тип узла — 
периферической системой (см. § 4, п. 1). Относительно харак-
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теризации групп узлов с конечно-порожденным коммутантом 
известно немного: первый коэффициент многочлена Алексан-
дера должен равняться ± 1 (см. [233], стр. 47). Для альтерни­
рующих узлов Мурасуги доказал [222] обратное, но Кроуэлл и 
Троттер обнаружили, что некоторые узлы на кренделе рода 
2 удовлетворяют этому условию, но имеют не конечно-порож­
денный коммутант. 

Кроуэлл исследует строение прокоммутированного комму-
танта| как модуля над групповым кольцом группы целых чи­
сел (группа гомологии накрытия относительно скольжений). 
Он доказывает, в частности, что аннулирующий этот модуль 
идеал порождается отношением первых двух многочленов 
Александера [75] и что. сам модуль не имеет кручения [76]. 
Нейвирт показывает также, что модуль тривиален в том 
и только том случае, когда многочлен Александера равен 1. 
(Матрица Александера описывает модульные соотношения, а 
£-ый многочлен Александера — это наибольший общий дели­
тель миноров порядка п—k в матрице Александера). 

Характеристические свойства первого многочлена Алексан-
* дера А(/):(а) Д ( 1 ) = ± 1 и (Ь) Д (---) = *--*Д if) ([233], 

гл. IX] распространены недавно Левиным [179] на всю со­
вокупность многочленов: последовательность многочленов 
А1, Д2, . . . , определенная с точностью до единиц t±l, являет­
ся системой многочленов Александера некоторого ручного узла 
в 53 тогда и только тогда, когда: (а) начиная с некоторого i, 
Дг становятся единицами t±l кольца, (Ь) Д-(1) ==-Ь 1, 
(с) kti^^tzekit-1),^) А, делится на Д ж . 

В гл. V [233] рассматриваются подгруппы групп узлов, 
в частности, изучается строение подгрупп, отвечающих конеч­
ным циклическим накрытиям (здесь/же доказан ряд известных 
теорем о гомологиях накрытий), • а также строение коммута­
тивных подгрупп. Показано, что если G имеет нетривиальный 
центр, то корни многочлена Александера являются корнями из 
единицы. (Недавно Бурде и Цишанг доказали, что нетривиаль­
ным ! центром обладают только группы узлов на торе). 

Две следующие главы посвящены нахождению представ­
лений (в частности, метациклических, по методу Фокса) и 
автоморфизмам. Здесь имеются две гипотезы: для каждого 
элемента группы существует гомоморфизм в конечную груп­
пу, не равный нулю на этом элементе (это доказывается Ней-
виртом для групп с конечно порожденным коммутантом), и ги­
потеза Смита (см. [12] стр.. 168 и I, § 2, п. 2 б) и в ) ) . Для групп 
с конечно порожденным коммутантом Нейвирт находит группы 
автоморфизмов, индуцирующих тождественное преобразова­
ние G'jG". Троттер рассматривал симметрии узлов. Он заме-
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тил [275], что [некоторые узлы на кренделе рода 2 необратимы, 
и решил тем самым известную проблему. В [273] он доказы­
вает, что если коммутант конечно-порожден и группа допускает 
автоморфизм порядка k, то все корни многочлена Александера 
являются корнями /г-ой степени из единицы. 

В гл. VIII Нейвирт строит некоторую группу, состоящую 
из групп, операция в которой копирует связную сумму узлов. 
Эйленберг в дополнении к книге дал категорную основу этой 
конструкции. Эта группа нетривиальна для двумерных узлов 
в 4-сфере, для узлов в 3-сфере вопрос не решен. 

В гл. IX наиболее важно упоминание о неопубликованном 
результате Столлингса: не существует алгоритма для распо­
знавания групп узлов среди конечно-представимых групп. 

Упомянем еще одну нерешенную задачу Нейвирта: можно 
ли представить группу любого узла в З-сфере в виде сво­
бодного произведения с отождествленной свободной подгрупп-
пой ранга 2р—1 двух свободных групп ранга р каждая? Такое 
представление тесно связано с разбиением Хегора и действи­
тельно получается для альтернирующих узлов из естественных 
разбиений Хегора (Аумаии .[28]). Нейвирт показал, |что грубо 
говоря, если узел лежит на поверхности, род которой меньше 
удвоенного рода узла, то группа узла имеет желаемое пред­
ставление [230]. Цишанг [19] установил в некотором смысле 
обратное: такая группа является при некоторых необходимых 
ограничениях группой узла по крайней мере в гомотопической 
сфере. 

2. Другие инварианты [24, 85, 108, 167, 224—226, 274]. 
Фокс и Смит [108] определили новые инварианты для узлов, 
получающиеся из столбцов и строк матрицы Александера. 
Они различают узлы с одинаковыми многочленами, кручения­
ми и зацеплениями в накрывающих. 

Мурасуги [225] подробно исследовал сигнатуру зацеплений, 
инвариантность которой была доказана Троттером [274]. С ее 
помощью он получил ряд интересных теорем, например, что 
сигнатура срезанных узлов, т. е. узлов, ограничивающих в 
четырехмерном полупространстве локально плоскую клетку, 
равна нулю. В частности, отсюда следует справедливость ста­
рой гипотезы: сумма двух противоположных узлов трилистника 
не является срезанным узлом. Он оценивает также модуль сиг­
натуры. В [226] он заканчивает исследование о розеточных 
узлах, начатое Крётенхардтом [167], который ввел эти кра­
сивые узлы. В [224] Мурасуги доказывает, что для срезанных 
узлов все единицы Минковского положительны. См. также [24]. 

3. Теория кос [50, 51, 97, 100, 101, 107, 109]. Новый подход 
был дан Нейвиртом, Фэделлом и Фоксом [101, 107]: Пусть 
М — любое многообразие, Qm={q\, .72 q-mi — некоторое 
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множество различных точек из М. Пространства FTO,~ — 
= {(pi. Pi, . . . , pn)\pi£M\Qm; Pi^pj, i¥=j} с естественной то­
пологией называется пространством конфигураций [97]. Рас­
сматриваются (97, 100] локально тривиальные расслоения 
пространств Fm:n и в некоторых случаях определяются их гомо­
топические группы. Группа кос оказывается фундаментальной 
группой некоторого пространства конфигураций [100] и из 
•общих результатов следует, например, что группа кос не содер­
жит элементов конечного порядка. С помощью этой конструк­
ции Фэделл и Ван Бускирк [101] снова доказали известную 
теорему о том, что геометрическое определение группы кос 
по Артину и алгебраические определения (см., например, 
A. А. Марков, Труды MHAH, 1945, 16) приводят к изоморф­
ным группам. В [50] Бурде доказывает новым способом, осно­
ванным на классических методах, ряд известных фундамен­
тальных теорем. Статья может служить элементарным введе­
нием в теорию кос. Ему удалось построить одно представление 
с двумя проекциями, первая из которых дает диаграмму косы 
в смысле Артина, другая является нормальным разбиением 
плоскости с дырами. Тем самым наглядно доказывается сле­
дующий известный факт: фактор-группа группы гомеоморфиз­
мов плоскости c дырами по СВЯЗНОЙ компоненте единицы изо­
морфна группе кое (СМ. также [107]). Бурде [50] описывает 
геометрическое построение нормальных форм для кос, найден­
ное Артиным алгебраическим путем, и доказывает, независимо 
от Фокса и Нейвирта, что в группе кос нет элементов конеч­
ного порядка. Решая задачу Артина, Бурде вычисляет в [51] 
нормализаторы в группе кос для так называемых чистых /г-кос, 
где искривляется только /г-ая нитка. Они образуют свободную 
группу. Для них Фрейлихом была решена проблема сопря­
женности. Оказывается, что вопросы о сопряженности и о нор­
мализаторе эквивалентны вопросу о возможности перевести 
друг в друга два элемента свободной группы косовым или 
внутренним автоморфизмом. Гасснер [109] подошла к проблеме 
сопряженности с помощью представлений группы кос матри­
цами и обобщила теорию Бурау. 

4. Метод Хакена (см. [12], стр. 175, п. 7) был использован 
в теории узлов Шубертом (259] и его учениками Хаммером 
и Зольцином [128, 260]. Если узел не имеет сопровождающих 
узлов, что можно выяснить алгоритмически [130], то поверхно­
сти минимального рода, натянутые на него, распадаются на 
конечное число изотопических классов [256]. С помощью метода 
Хакена можно найти конечную систему поверхностей, пред­
ставляющих все классы. См. также [263]. 

5. См. также [54—56], [258], [151]. 
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Добавления при корректуре 

1. К I § 3 п. 1 и II § 3 п. 2. Модульная структура гомоло­
гии накрывающего .дополнительного пространства многомер­
ного узла подробно рассмотрена Кервером [309]. См., также 
[145]. 

2. К I § 3. Вышла ив печати монография Л., В. Келдыш 
[299], посвященная вопросам вложения в плоскость и в Е3, а 
также некоторым новым результатам о вложениях Eh. 

3. К I § 3 п. 3. В работе Л. B. Келдыш [300] показано, в 
частности, что всякая двумерная сфера в Е3 получается из 
стандартной псевдоизотопией пространства. 

4. К I § 3 п. 4. Теорема Мазура о стабильной тангенциаль­
ной эквивалентности (ем. [205, 311]) обобщена Хольмом [307] 
и Хиршем [305] на некомпактные многообразия, в непрерывной 
и ^-категориях. 

5. К I § 4 и. 2. В. П. Компанией [301] изучил точечные ото­
бражения, дал гомотопический критерий таких отображений и 
показал, в частности, что если f: Mft{to}Nft, &>4, точечно и одно 
из многообразий есть Ек или Sh, то и другое также. См. также 
[245]. 

6. К II § 2 п. 4. Хирш и Зиман [306] обсуждают два под­
хода (Столлингса и Зимана) к лемме о поглощении (см. [12], 
стр. 177). Второй подход использует Хирш в [304] (см. добав­
ление 7). Ньюмен дал чисто топологическое доказательство 
в первом случае [234]. Коннел использовал это для доказа­
тельства обобщенной гипотезы Пуанкаре (k>5) для тополо­
гических многообразий. Результат1 Столлингса о характериза-
ции Eh (CM. [223; 1962] и [12] стр. 177) также может быть пере­
несен на топологический случай. 

7. К II § 3 п. 3- Хотя техника микропучков Милнора 
теперь детально разработана (см. [310], а также [279] в pl-слу-
чае и [212] в непрерывном), она неудобна в ряде геометриче­
ских вопросов. Например, 1) стабильные нормальные микро-
пучки существуют (см. [279], [304]), но неизвестно, всегда ли 
существуют нормальные расслоения даже в Eh; 2) Новиков [4] 
и в более частном случае более элементарными средствами 
Хирш [304] показали, что трубчатые, pZ-расслоения (со слоем 
диском) для сфер в евклидовом пространстве неединственны 
(ср. I § 3 п. 1 б); 3) Хирш [144] показал, что существуют вло­
жения сферы 56 в 12-'мерное многообразие вообще без такой 
окрестности; 4) Браудер [303] показал, что не всякое нормаль­
ное расслоение в непрерывном и pl-случаях содержит трубча­
тую окрестность и т. д. В связи с этим интересные «блок-рас­
слоения», представляющие из себя, грубо говоря, pJ-склеива-
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ния тривиальных блоков, ввели Рурк (Rourke) и Сандерсои 
(В. Sanderson). Они занимают промежуточное положение 
между регулярными окрестностями и нормальными р^-расслое-
НИЯМИ и, по-видимому, объединяют в себе их достоинства и 
свободны от их недостатков. В частности, справедлива теорема 
существования и единственности нормальных блок-расслоений, 
строится классификация и т. д. Технически наиболее сущест­
венный момент состоит в использовании теоремы Хадсона — 
Зимаи.а [156]. 

8. К III § 4. Хендерсон дал далеко идущее обобщение лем­
мы о петле и леммы Дена, объединив их в одном предложении 
и доказав, в частности, что полиэдральная кривая ограничивает 
диск, если она стягивается в точку в своем дополнении [141]. 

9. К III § 3. Свои исследования в направлении гипотезы 
Пуанкаре подытожил в [127] Хакен. 
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