
ГРУППЫ ЛИ И ОДНОРОДНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

Э. Б. Винберг 

В настоящий обзор включены главным образом работы, про­
реферированные в 1961—1962 г., т. е. появившиеся в печати в 
1959 т. — начале 1962 г. Однако в отдельных случаях излагаются 
результаты более ранних или более поздних работ, а также работ, 
не прореферированных в журнале. В связи с тем, что имеются 
обзоры М. А. Наймарка по теории представлений и С. П. Новико­
ва и М. М. Постникова по топологии, вопросы представлений и то­
пологии групп Ли в настоящем обзоре почти не затронуты. Совер­
шенно не упоминаются работы по алгебрам Ли и алгебраическим 
группам над полем конечной характеристики. 

Как правило, в обзоре рассматриваются только оригинальные 
работы. Поэтому необходимо хотя бы указать здесь на моногра­
фии Н. Бурбаки [21] и Н. Джекобсона [45] по теории алгебр Ли, 
монографию С. Хелгасона [114] и лекции Ж. Л. Козюля [59] по 
симметрическим пространствам, лекции Ф. Брюа [20] по основам 
теории групп Ли, обзоры Ж. Титса [107] и Вана [22] по геометрии 
однородных пространств и многочисленные сообщения по теории 
групп Ли на семинаре Бурбаки, изданные в Париже вторым 
изданием в 1959—60 г. и прореферированные в 1961—62 г.* Отме­
тим также, что в 1962 г. вышел русский перевод трудов семинара 
«Софус Ли» 1954—55 г. под названием «Теория алгебр Ли. Топо­
логия групп Ли». 

Группы Ли, встречающиеся в обзоре, мы будем предполагать, 
как правило, связными и обозначать готическими буквами; алгеб­
ры Ли будут обозначаться соответствующими (прописными) ла­
тинскими буквами. Так, если ©—группа Ли, то под символом G 
без специальных оговорок будет подразумеваться ее алгебра Ли. 

* Эти сообщения не включены в список литературы. 
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§ 1. ПОЛУПРОСТЫЕ ГРУППЫ ЛИ 

1. Значительная часть работ по полупростым группам Ли 
была посвящена вещественным группам. Благодаря усилиям раз­
личных математиков, структура вещественных полупростых групп 
Ли изучена теперь почти так же досконально, как и структура 
комплексных (или компактных) полупростых групп Ли. 

А. И. Сирота изучал вещественные полупростые группы Ли 
в целом. Он нашел центры и ядра конечномерных линейных пред­
ставлений всех таких групп [100], [101]. В частности, линеари­
зующий нормальный делитель (пересечение ядер всех конечномер­
ных линейных представлений) вещественной полупростой группы 
Ли © находится, согласно Сироте, следующим образом. Пусть 
G — алгебра Ли группы © и К. — компактная алгебра Ли той же 
комплексной структуры, что и G. Тогда существует такой инво-
лютивный автоморфизм - алгебры К, что G---/C+ + iK_, где К+ — 
= {xGK'^x = л;}, К_ = {х&К'-ъх = — х). Выберем в К, картанов-
скую подалгебру вида Н — И+-\-Н_, где H + — ,кар танов екая 
подалгебра в К+, а Н_С-К„- Условимся обозначать через 1\(А) 
для всякой компактной алгебры Ли А решетку в ее картанов-
ской подалгебре, являющуюся полным прообразом единицы при 
экспоненциальном отображении алгебры А в соответствующую 
ей односвязную группу. В этих обозначениях линеаризующий 
нормальный делитель *Я группы © является образом решетки 
Т0(К)р\Н+ при экспоненциальном отображении. Если группа © 
односвязна, то ^(Г0(/С)П#+)/Г0(/С+). 

В работе [102] А. И. Сирота привел метод нахождения цент­
ров простых подгрупп односвязных вещественных простых 'групп Ли. 

М. Сугиура [103] классифицировал с точностью до сопряжен­
ности подалгебры Картана вещественных полупростых алгебр 
Ли. Пусть G — такая алгебра Ли, К, Х+.и / ( . - т е же, что и 
выше. Выберем в г/<_ максимальную коммутативную подалгеб­
ру М. Тогда всякая картановская подалгебра в G сопряжена 
«стандартной» подалгебре вида Я = Я + + Н_, где Н+с1^^ Н_аМ. 
Пусть Я- — картановская подалгебра комплексной оболочки Gc 
алгебры G, содержащая М, и W— группа Вейля алгебры Gc от­
носительно Я0. Б. Костант (В. Kostant, Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. А., 
1955, 41, 967—970) опубликовал без доказательства следующий 
результат: стандартные картановские подалгебры H(i)=H(^_-\-H{i} 
{I ==• 1,2) сопряжены тогда и только тогда, когда ортогональные 
дополнения к Н^ и Я^' в М сопряжены относительно группы W. 
В [103] доказано это утверждение и найдено условие того, чтобы 
подпространство РаМ играло роль //_ для некоторой стандарт­
ной картановской подалгебры Я. Это условие, по-видимому, более 
эффективное, чем аналогичное условие Костанта, состоит в том, 
что ортогональное дополнение к Р в М должно быть натянуто 
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на систему S корней алгебры Gc относительно Я0, лежащую в 
М и обладающую следующим свойством: • если a, $&S, 
то а + Р, а — р — не корни. Наряду с этими общими результата­
ми, имеется перечисление всех типов картановских подалгебр для 
каждой из простых вещественных алгебр Ли. Близкие результа­
ты получил Чей Чунь-ху [117], [118]. 

Г. Д. Мостов [75] выяснил структуру максимальных аналити­
ческих подгрупп полупростых вещественных групп Ли. Пусть 
<3 — полупростая вещественная группа Ли с конечным центром, 
<3Х— максимальная подгруппа группы ©. Если группа ©•. уни-
модулярна, то ее радикал компактен. В противном случае фак-
торпространство <3/©х компактно, и алгебра Ли G1 может быть 
описана следующим образом: 

Для всякого элемента /хбО и действительного числа а обозна­
чим через Ga{h) собственное подпространство оператора ad ft, от­
вечающее собственному значению а. Тогда G{ = 2 Ga(h), где ft — 

такой элемент из G, для которого оператор ad ft полупрост и 
имеет действительные собственные значения. 

В той же работе [75] Г. Д. Мостов описал максимальные раз­
решимые подалгебры вещественной полупростой алгебры Ли G. 
Пусть Н — картановская подалгебра алгебры G и Н_ — подпро­
странство, образованное теми элементами hQH, для которых опе­
ратор ad ft имеет действительные собственные значения. Пусть, 
далее, /гб//_—-такой элемент, что всякий корень алгебры G, об­
ращающийся в 0 на ft, обращается в 0 на всем пространстве Н_-
Тогда подалгебра / / + 2 Ga(h) является максимальной разрешит 

а>0 

мой подалгеброй алгебры G. Все максимальные разрешимые под­
алгебры могут быть получены таким путем. В работе указаны 
условия, при которых две такие подалгебры сопряжены относи­
тельно внутреннего автоморфизма алгебры G. Оказывается, что 
для этого недостаточно, чтобы они содержали одну и ту же 
картановскую подалгебру И. 

Линейная группа Ли -J называется треугольной, если в неко­
торой базе все операторы из .£ записываются верхними треуголь­
ными матрицами. Г. Д. Мостов [75] и Э. Б. Винберг [31] до­
казали, что все максимальные связные треугольные подгруппы 
вещественной линейной группы сопряжены относительно внутрен­
них автоморфизмов. Доказательство Мостова алгебраическое; до­
казательство Винберга основано на идее неподвижной точки. 
Впрочем, этот результат можно вывести из аналогичной теоремы 
A. Бореля и Р. Годмана (R. Godement, Sem. Bourbaki, no. 206, 
I960) для алгебраических групп над произвольным совершенным 
полем. • .. . 
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Отметим, наконец, работу Ивахори [49], в которой в модер­
низированной форме излагается метод Э. Картана отыскания всех 
неприводимых вещественных линейных представлений групп Ли 
путем сведения к комплексному случаю. 

2. Пусть G -— полупростая комплексная алгебра Ли. Для 
всякой линейной формы ц, на картановской подалгебре алгебры 
G обозначим через Р (р.) число ее разбиений в сумму положитель­
ных корней. Б. Костант [63] вывел следующую формулу для 
кратности т.\ (р.) веса ц. в неприводимом представлении алгебры 
G со старшим весом X: 

тк ((л.)------ 2 det s• Р (s (p + X) - (р + р.)), 

где р—-полусумма положительных корней, IF-—группа Вейля. 
Доказательство Костанта было чрезвычайно громоздким. Позд­
нее П. Картье [55] дал очень простое и короткое доказательство 
этой формулы. Р. Штейнберг [120] заметил, что с помощью фор­
мулы Костанта можно получить следующее выражение для 
кратности nxtV.(v), с которой неприводимое представление алгебры 
G со старшим весом v входит в тензорное произведение ее не­
приводимых представлений со старшими весами X и у.: 

•Хн-М= S -etrsrP(r(p + X) + s(p + |.0-(2p + v)). 
r.sQW 

К теории конечномерных линейных представлений полупростых 
групп Ли следует отнести классификацию Э. Б. Винбергом [29] 
всех «транзитивных» линейных представлений простых комплекс­
ных групп Ли, т. е. представлений, не имеющих непрерывных 
инвариантов. Отметим, что для всех полупростых комплексных 
групп Ли эта задача пока не решена. 

В. Т. Симония [99] нашел базисные инварианты простейшего— 
7-мерного — представления особой простой комплексной группы 
Ли типа G2-

3. Замечательным достижением последних лет является от­
крытие общего метода вычисления чисел Бетти компактной груп­
пы Ли по системе ее корней. Этот метод был открыт эмпири­
чески Р. Штейнбергом [119] и A. Шапиро и обоснован априорно 
Б. Костантом [64]. Состоит он в следующем. Как известно, 
многочлен Пуанкаре компактной группы Ли й имеет вид 

П(1 + t2mt+l), 

где mi — целые неотрицательные числа, г — ранг группы j?. Для 
вычисления чисел Бетти группы $ достаточно найти систему 
чисел М={ти ...,тг). Пусть а, а„ (п < г) — простые корни 
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группы 3?. Всякий положительный корень а записывается единст­
венным образом в виде 

где Aj -— целые неотрицательные числа. Положим 
п 

| ос | = 2 k . 

и обозначим через bm число положительных корней а, для кото­
рых | а | = т. Кроме того, будем считать Ь0~г. Тогда кратность, 
с которой данное число т входит в систему М, равна bm — bn+l. 

Общее доказательство пригодности этого способа, данное Кос-
тантом, основывается на некоторых свойствах группы Вейля и 
главной трехмерной подалгебры комплексной алгебры Ли G, со­
ответствующей группе $. Фундаментальную роль играет элемент R 
группы Вейля, являющийся произведением отражений, связанных 
со всеми простыми корнями. Обозначим через h порядок этого эле­
мента. Еще раньше Колман установил (A. J. Coleman, Canadian 
J. Math., 1958, 10, 349—356), что собственные значения элемента R 
равны ет> где е — первообразный корень h-той степени из едини­
цы. Поэтому задача Костанта сводилась к вычислению собствен­
ных значений оператора R. 

Некоторые соотношения для группы Вейля и системы корней 
полупростой группы Ли, связанные с рассмотренной выше зада­
чей и найденные ранее эмпирическим путем Кокстером (Н. S. М. 
Coxeter, Regular polytopes. New York, 1949) доказал непосред­
ственно P. Штейнберг [119]. Главные из этих соотношений в пре­
дыдущих обозначениях могут быть записаны так: 

1) число корней алгебры G равно nh, 
2) h= 1 + | гр |, где \р — старший корень. 
Хотя мы и не даем здесь полного обзора работ по топологии 

групп Ли, хочется в связи с работами по вычислению чисел Бетти 
отметить работы A. Л. Онищика [81], A. Бореля [16], [17], 
С. Араки [1], [2], С. Араки и Й. Сикаты [3], в которых исследуется 
кручение в когомологиях особых групп Ли. А. Борель, С. Араки 
и И. Сиката вычислили алгебры когомологий по модулю р для 
всех особых групп Ли и всех простых р. А. Борель сделал следую­
щее интересное наблюдение: компактная связная группа Ли не 
имеет р-кручения тогда и только тогда, когда всякая конечная 
абелева подгруппа типа {р,..., р) содержится в некотором торе. 

4. Цикл работ А. Л. Онищика посвящен решению следующих 
двух задач: 

1) найти все подгруппы компактной группы Ли R , транзитив-
но действующие на однородном многообразии j?/^', где й' — 
замкнутая подгруппа группы $; 
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2) найти все компактные группы Ли, транзитивно действую­
щие на данном компактном многообразии. 

Очевидно, что вторая задача включает в себя первую. Для 
n-мерной сферы она была .решена Монтгомери и Самельсоном 
(D. Montgomery, H. Samelson, Ann. Math., 1943, 44, 454-470) 
и Борелем (A. Borel, С R. Acad. Sci. Paris, 1950, 230, 1378 — 
1380). 

Первая задача полностью решена в работах Онищика [78], 
[79], [83]. Она сводится к отысканию всех троек {&,й',®"}, 
где ft — компактная группа Ли, ft' и й" — ее подгруппы, об­
ладающие тем свойством, что ft'ft"==.S. Такие тройки названы Они­
щиком разложениями. В указанных работах найдены все разло­
жения. При этом основную роль играли открытые Онищиком 
топологические свойства разложений. Так, если {ft, ft', ft"} — раз­
ложение и SI---•ft'n.ft", т о многочлены Пуанкаре групп ft, ft', ®" и 
II связаны следующим равенством: 

Р («') Р (Г) = Р {Щ Р (И). 
Решение второй задачи, очевидно, равносильно выявлению 

всех гомеоморфизмов между однородными пространствами ком­
пактных групп Ли. Онищику [82], [84] удалось построить неко­
торые топологические инварианты многообразия $/$', эффективно 
вычисляемые по группе $ и подгруппе $'. В частности, оказа-
лось, что таким инвариантом является отношение р-тктт. С по­
мощью подобных соображений в [82], [84] для некоторых клас­
сов компактных многообразий найдены все транзитивно действую­
щие на них компактные группы Ли, 

В работе Онищика [80] рассмотрен комплексный аналог за­
дачи 1), в котором роль компактных групп играют редуктивные 
комплексные группы Ли*. Эта задача сводится к компактному 
случаю. 

§ 2. РАЗРЕШИМЫЕ ГРУППЫ ЛИ 

1. На первом месте здесь следовало бы поставить работы 
Ж. Диксмье и А. А. Кириллова, создавших изящную теорию уни­
тарных представлений нильпотентиых и вполне разрешимых групп 
Ли. Однако по этому поводу мы отошлем читателя к статье 
М. А. Наймарка. 

О работах по дискретным подгруппам разрешимых групп Ли 
см. § 5 настоящей статьи. 

* Комплексная группа Ли © называется редуктивной, если она является 
универсальной комплексной оболочкой своей максимальной компактной под­
группы. Всякая полупростая комплексная группа Ли редуктивна. 
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Об одном классе разрешимых групп Ли, введенном И- И. Пя-
тецким-Шапиро и связанном с однородными ограниченными обла­
стями в n-мерном комплексном пространстве, см. § 4 настоящей 
статьи. 

2. Ж. Тите [108], [109] изучал свойство «продолжаемости» 
подгрупп связной вещественной группы Ли ©. Замкнутую под­
группу фс© °н назвал продолжаемой, если существует такая 
замкнутая подгруппа .£ic©i содержащая ф, что dim ,g> ,(/,§-= L 
Основная теорема Титса гласит, что связная компонента едини­
цы пересечения всех непродолжаемых замкнутых подгрупп, 
имеющих конечное число связных компонент, совпадает с наи­
большим связным нормальным делителем sft, обладающим такой 
последовательностью замкнутых подгрупп 

91=gim-DSftm-i..-- • • • =3911.391 о= {е}, 
каждая из которых является нормальным делителем группы ©, 
что dimsjti/sftf-- —Г В частности, для того чтобы всякая замкну­
тая подгруппа группы ©, имеющая конечное число связных ком­
понент, была продолжаема, необходимо и достаточно, чтобы 
группа © была вполне разрешима. Эти результаты остаются 
справедливыми, если рассматривать только связные подгруппы 
или перейти к алгебрам Ли. Для комплексных алгебр Ли основ­
ная теорема имеет одно исключение: когда максимальная полу­
простая подалгебра данной алгебры Ли трехмерна. 

3. Г. Б. Гуревич [42] и М. М. Каменская [53], [54] продолжали 
исследования по стандартным линейным алгебрам. Напомним, что 
стандартной линейной алгеброй называется подалгебра ПОЛНОЙ 
линейной алгебры Ли L(n), нормализатор которой содержит мак­
симальную треугольную подалгебру алгебры L(n). Это понятие 
было введено Гуревичем (Мат. сб., 1954, 35, 437—460). 

Стандартная линейная алгебра Ли, состоящая из нильпотент-
ных эндоморфизмов, называется стандартной нуль-алгеброй. В ра­
боте [42] Г. Б. Гуревич нашел все полухарактеристические (инва­
риантные относительно всех дифференцирований) и характеристи­
ческие (инвариантные относительно всех автоморфизмов) идеалы 
стандартных нуль-алгебр. 

М, М. Каменская [53], [54] изучала разрешимые стандартные 
линейные алгебры Ли. Она определила структуру алгебры диффе­
ренцирований произвольной разрешимой стандартной алгебры и 
нашла необходимые и достаточные условия изоморфизма двух 
разрешимых стандартных алгебр. 

3. И. Залманович [47] рассматривала линейные алгебры Ли 
более общего вида, чем стандартные: алгебры Ли, нормализатор 
которых в L(n) не имеет кратных весов. Полученные результаты 
она применила к изучению так называемых ортогонально допол­
няемых линейных алгебр Ли — таких линейных алгебр Ли, для ко. 
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торых их сумма с ортогональным дополнением в L(n) есть также 
алгебра Ли. 

4. В работе С. ТОГО [110] исследуется алгебра D(G) дифферен­
цирований конечномерной алгебры Ли G над полем характери­
стики 0. Устанавливаются различные общие свойства алгебры 
D(G) и их связь со свойствами алгебры G. Так, доказывается, что 
алгебра D(G) абелева только тогда, когда G одномерна; если 
алгебра £(С)нильпотентна, но не абелева, то она состоит из ниль-
гютентных элементов и т. п. Приводится пример неизоморфных 
алгебр ЛИ, обладающих изоморфными алгебрами дифференциро­
ваний, 

Г. Ф. Леджер [68] построил пример такой алгебры Ли G с ра­
дикалом R, ЧТО алгебра D(G) расщепляема над идеалом внут­
ренних дифференцирований, а алгебра D(R) этим свойством не 
обладает. 

Г. Б. Гуревич в работах [43], [44] рассмотрел один класс мет-
абелевых алгебр Ли над алгебраически замкнутым полем. При 
посредстве алгебры дифференцирований ему удалось построить 
полную систему инвариантов для этих алгебр Ли. 

5. Укажем еще на две работы, посвященные универсальной 
обертывающей алгебре U(G) разрешимой алгебры Ли G. 

Р. Берна [13] доказал, что если алгебра G вполне разрешима 
(т. е. обладает инвариантным рядом с одномерными факторами), 
то центр тела частных кольца U(G) является чисто трансцендент­
ным расширением основного поля. Степень этого расширения не 
превосходит размерности алгебры G. 

Обозначим через S(G) симметрическую алгебру над G и че­
рез ф — канонический изоморфизм векторного пространства U(G) 
на 5(G). Известно, что образ центра С алгебры U(G) при отобра­
жении ср совпадает с множеством / инвариантов алгебры 5(G). 
Ж. Диксмье [46] доказал, что если алгебра G иильпотентна, то ото­
бражение ср индуцирует изоморфизм алгебры С на алгебру /. Он 
же доказал, что в этом случае С является кольцом с однозначным 
разложением на простые множители. 

§ 3. ОДНОРОДНЫЕ РИМАНОВЫ ПРОСТРАНСТВА 
И ПРОСТРАНСТВА ЛИНЕЙНОЙ СВЯЗНОСТИ 

1. Следующие две работы посвящены римановым пространст­
вам в целом. 

Нагасава [76] доказал, что если в однородном римановом 
пространстве зя не существует замкнутых геодезических и через 
любые две точки проходит не более одной геодезической, то 
группа изотропии многообразия =0? в какой-либо его точке состоит 
из всех ортогональных преобразований касательного пространства 
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в этой точке, сохраняющих тензор кривизны и все его ковариант-
ные производные. 

Римаиово многообразие =81 называется инфинитезимально одно­
родным, если для любых двух точек иззл существует-изометрия 
касательных пространств в этих точках, сохраняющая тензор 
кривизны и все его ковариантные производпые. Зингер [48] до­
казал, что всякое полное односвязное инфинитезимально одно­
родное риманово многообразие однородно в обычном смысле. 

2. В этом пункте $ будет обозначать связную компактную 
группу Ли, И—-ее замкнутую подгруппу. На многообразии ,ft/u 
можно, вообще говоря, различными способами вводить инвариант­
ную риманову метрику. Если инвариантная метрика на j?/y инду­
цирована инвариантным скалярным умножением в алгебре Ли 
группы £, то мы будем называть ее канонической. 

Г. Самельсон [97] установил, что в канонической метрике 
кривизна многообразия RIU по всем двумерным направлениям 
неотрицательна. Отсюда, получается новое доказательство того, 
что эйлерова характеристика х(.K/.U) многообразия stlu неотри­
цательна; если же у—подгруппа максимального ранга в .£, то 
Х(«/-1)>0. 

М. Берже [12] нашел все односвязные однородные многообра­
зия &/£[, которые в канонической метрике имеют строго положи­
тельную кривизну по всем двумерным направлениям, 

Б. Костант [62] изучал группу голономии многообразия $/£1 и 
выяснил, что ее приводимость зависит, вообще говоря, от выбо­
ра инвариантной метрики. Однако в том случае, когда естест­
венное линейное представление группы ц в касательном про­
странстве к многообразию -ft/it разлагается в прямую сумму попар­
но неэквивалентных неприводимых представлений, выбор инва­
риантной метрики не влияет на приводимость группы голономии. 
Если х(®АО>0, то группа голономии неприводима тогда и толь­
ко тогда, когда группа & простая. 

О. В. Мантуров [69], [70] перечислил все односвязные одно­
родные многообразия $-.Д1 с неприводимой группой изотропии для 
случаев, когда и—простая компактная группа классического типа. 

3. Пусть £1—некоторая группа движений риманова многообра­
зия =Qi. Говорят, что £1 действует на =Ш вариационно полным 
образом, если всякое непрерывное семейство геодезических, про­
ходящих через одну точку и ортогональных к какой-либо орбите 
группы £1, получается из одной геодезической движениями из 
группы £1. Р. Герман [39] доказал, что всякая симметрическая* 
подгруппа группы движений компактного симметрического про-

* Подгруппа £1 группы й называется симметрической, если она является 
множеством неподвижных точек некоторого инволютивного автоморфизма 
группы St. 
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странства эд действует на ш вариационно полным образом. 
Раньше это было известно для стационарной подгруппы (R. Bott, 
Н. Samelson, Amer. J. Math., 1958, 80, 964—1029). 

A. С. Феденко [112] классифицировал симметрические псевдо-
римановы пространства с простыми группами движений класси­
ческих серий. 

Л. В. Сабинин [93] изучал римановы пространства, с каждой 
точкой которых связаны три перестановочных инволютивных 
движения, являющихся отражениями в трех ортогональных впол­
не геодезических «зеркалах». Такие пространства он назвал три-
симметрическими. Отыскание всех трисимметрических римановых 
пространств с полупростой группой движений © сводится к 
отысканию троек {51, S2, S3} перестановочных инволютивных 
автоморфизмов группы ©, для которых .Sx52—S3 и подгруппа 
элементов, неподвижных при действии 51, S2 я S3) компактна. 
Группа © разлагается в прямое произведение минимальных нор­
мальных делителей, инвариантных относительно Su S2 и S3. Как 
показал Л. В. Сабинин, каждый из этих нормальных делителей 
является прямым произведением k изоморфных простых групп, 
где /г= 1, 2 или 4. Во всех этих случаях в [93] указано- строение 
соответствующих трисимметрических пространств. 

4. Интересный класс однородных римановых пространств 
представляют собой однородные выпуклые конусы в я-мерном 
действительном линейном пространстве R". Мы будем понимать 
под выпуклым конусом в R" открытое выпуклое множество, ин­
вариантное относительно умножений на положительные числа. 
В каждом выпуклом конусе можно каноническим образом ввести 
риманову метрику. Линейные преобразования пространства Rn, 
сохраняющие конус V, называются его автоморфизмами. Если 
группа © (V) автоморфизмов конуса V действует на нем транзи-
тивно, то этот конус называется однородным. 

В работах М. Кехера [56], [57], Э. Б. Винберга [30], О. С. Рот-
хауса [91], Ш. Хертнек [115] изучались однородные самосопряжен­
ные выпуклые конусы, т. е. такие однородные выпуклые конусы, 
которые совпадают со своими сопряженными конусами относи­
тельно некоторой евклидовой метрики в пространстве Rn. М. Кехер 
и Э. Б. Винберг независимо и разными путями пришли к общей 
конструкции однородных самосопряженных конусов, которая не­
ожиданно оказалась связанной с йордановыми алгебрами. Пусть 
А — йорданова алгебра, обладающая евклидовой метрикой, в ко­
торой операторы умножения симметричны. Тогда открытое ядро 
множества А2= {а2: а б А } является однородным самосопряжен­
ным конусом. Тот же конус может быть описан иначе как совокуп­
ность элементов вида exp a, a Q А, а также многими другими спо­
собами. Группа его автоморфизмов удобно описывается в терми­
нах алгебры А. Однако наиболее интересно то, что всякий одно-
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родный самосопряженный конус может быть получен указанным 
выше способом. 

Из классификации полупростых йордановых алгебр вытекает, 
что всякий однородный самосопряженный конус, неразложимый в 
прямую сумму двух конусов того же типа, изоморфен либо конусу 
положительно определенных эрмитовых матриц над полем дей­
ствительных или комплексных чисел или телом кватернионов, ли­
бо шаровому конусу, либо 27-мерному конусу, связанному с осо­
бой йордановой алгеброй. Все однородные самосопряженные ко­
нусы являются симметрическими римановыми пространствами. 

Для элементов а, х йордановой алгебры А положим 
Р(а)х = 2а (ах) — а?х. 

Пусть V(A) — самосопряженный конус, связанный с алгеброй А, 
М. Кехер показал, что при a£V (А) преобразование Р (а) входит 
в группу автоморфизмов конуса V (Л). Ш. Хертнек доказала формулу 

P(a)P(b)P{a) = P(P(a)b). 
Как нетрудно извлечь из [30], всякий автоморфизм конуса V(A) 
однозначно представляется в виде а-Р(а), где a€V(A), а о — не­
который автоморфизм алгебры А. 

Работы Э. Б. Винберга [32], [33], [34], Ж. Л. Козюля [60], 
[61], О. С. Ротхауса [92] посвящены произвольным однородным 
выпуклым конусам. Эти конусы не поддаются классификации в 
полном смысле слова, но допускают далеко идущую теорию. При­
ведем здесь индуктивный способ построения всех однородных вы­
пуклых конусов, содержащийся в работах Э. Б. Винберга [32], 
[34] и Ж. Л. Козюля [61 ]. 

Пусть V — однородный выпуклый конус в R'1 и F — билиней­
ная функция на Rm X Rn со значениями в R'1, обладающая сле­
дующими свойствами: 

1) F{u, v)=_F(v, и) при a, v&R"1; 
2) F (a, u)GV (замыкание конуса V) при всех uQRm; 
3) автоморфизмы А конуса V, для которых существует такое 

линейное преобразование В пространства Rm, что 
AF(u, v) = F(Bu, Bv) при и, v£Rm, 

транзитивно действуют на V. 
Множество троек (t, x, u)QRl XRnXRm, Для которых 

t > 0 , tx—F{u, u)ev, 
является однородным выпуклым конусом в (m -f- ii + 1)-мерном 
пространстве Rl X Rn X Rm. Таким способом может быть получен 
любой однородный выпуклый конус. О. С. Ротхаус [92] предло­
жил дуальную конструкцию. 

Э. Б. Винберг [33], [34] построил обобщенное матричное 
исчисление, в терминах которого каждый однородный выпуклый 
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конус является конусом положительно определенных эрмитовых 
матриц. Это исчисление является удобным универсальным аппарат 
том для описания и изучения однородных выпуклых конусов и их 
групп автоморфизмов. 

Теория однородных выпуклых конусов возникла и развивалась 
в тесной связи с теорией однородных ограниченных областей в 
комплексном пространстве (см.§4). • 

5. И. Вольф [36]—[38] классифицировал в целом однородные 
римановы и псевдоримановы многообразия постоянной кривизны. 

Однородное риманово многообразие ПОСТОЯННОЙ отрицательной 
кривизны одноовязно и изоморфно пространству Лобачевского. 
Однородное риманово многообразие постоянной положительной 
кривизны не обязательно односвязно. Оно получается из сферы 
факторизацией по конечной группе, состоящей из «движений 
Клиффорда», для которых расстояние от точки до ее образа по­
стоянно. 

Конечные группы Г движений Клиффорда (n—1)-мерной сфе­
ры в n-мерном евклидовом пространстве Rn описываются, соглас­
но Вольфу, следующим образом. 

Если п нечетно, то группа Г либо тривиальна, либо состоит из 
тождественного преобразования и отражения в центре сферы 
(последнему случаю соответствует проективное пространство). 

Если п четно, то пространство R,n можно снабдить комплексной 
структурой, согласованной с имеющейся евклидовой метрикой, и 
рассматривать его как л/2-мерное унитарное пространство Сп,г. Груп­
па Г может тогда состоять из движений сферы, индуцированных 
умножениями на корни £-той степени из единицы в пространстве 
С12 {k — любое натуральное число). Если п не делится на 4, то 
этим исчерпываются все возможности. 

Если п делится на 4, то пространство Rn можно снабдить 
структурой n/4-мерного унитарного кватернионяого простран­
ства Q".4. Группа кватернионов, равных по модулю единице, как 
известно, является универсальной накрывающей для группы 
50(3) . В рассматриваемом случае группа Г либо имеет строение, 
указанное выше, либо состоит из движений сферы, индуцирован­
ных умножениями на кватернионы, равные по модулю единице, 
образ которых в группе .SO(3) принадлежит соответственно тетра­
эдральной, октаэдральной или икосаэдральной группе. 

Псевдоримановы пространства постоянной кривизны описыва­
ются аналогичным образом, но более сложно, 

6- Инвариантным линейным связностям в однородных про­
странствах посвящены работы А. М. Васильева [23], [24], [26] и 
Э. Б. Винберга [29]. 

Пусть ®/ф— однородное пространство связной группы Ли ©. 
Пространство <6/ф называется редуктивным, если алгебра Ли G 
допускает разложение 
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'де Р — подпространство, инвариантное относительно присоеди­
ненного представления группы k в алгебре G. Хороню известно, 
что в редуктивном однородном пространстве всегда существует 
инвариантная линейная связность. А. М. Васильев рассмотрел 
специальный класс инвариантных линейных связностей без круче­
ния в редуктивном пространстве, возникающий, если задано раз­
ложение 

G == Н: + Р(1) + . . . + Р{т) 

где Нк = Н + Р{1) + . . . + P{k) - подалгебра, а Pk - P t A + , ) + . . . 
. . . + P (m) — подпространство, инвариантное относительно Нк. Для 
этих связностей в [23], [24] и [26] изучены геометрические свой­
ства геодезических линий и указаны различные способы получения 
вполне геодезических подмногообразий. 

Работа A. M. Васильева [25] посвящена определению пар 
взаимно ортогональных подгрупп специального вида в группе 
SO (n), что связано с задачей нахождения вполне геодезических 
подмногообразий в однородных пространствах группы SO (и). 

В работе Э. Б. Винберга [29] рассматривались инвариантные 
линейные связности в произвольных однородных пространствах. 
Получено описание всех таких связностей в терминах алгебры Ли 
G и подалгебры Н, что, впрочем, является частным случаем тео­
ремы Вана (Н. С. Wang, Nagoya Math. J., 1958, 13, 1-19) для 
инвариантных связностей в произвольных расслоенных простран­
ствах. Приведены некоторые достаточные условия существования 
инвариантной линейной связности; одним из этих условий являет­
ся одномерность стационарной подгруппы $}. 

Б. Костант [65] нашел необходимое и достаточное условие 
для того, чтобы данное многообразие Ж с линейной связностью 
А допускало транзитивную группу автоморфизмов, относительно 
которой оно было бы редуктивным пространством. Это условие 
состоит в том, что на 9К должна существовать такая полная ли­
нейная связность В, что тензоры кручения и кривизны связности 
А, а также тензор А — В ковариантно постоянны относительно 
связности В. Аналогичное условие однородности риманова много­
образия было выведено раньше Амброзом и Зингером (W. Ambro­
se, 1. М. Singer, Duke Math. J., 1950, 25, 647—669). 

§ 4 . ОДНОРОДНЫЕ КОМПЛЕКСНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ 

1. Пусть ©—комплексная группа Ли, •& — ее связная замкну­
тая комплексная подгруппа. При каком условии комплексное 
многообразие ©/•& является многообразием Штейна? Ответ на этот 
вопрос при различных дополнительных предположениях .'.'можно 
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найти в работах Й. Мацусимы и А. Моримото [74], Й. Мацуси-
мы [71], [72] и А. Л. Онищика [80]. 

Обозначим через £ максимальную компактную подгруппу 
группы •& и через $—максимальную компактную подгруппу 
группы ©, содержащую £. Далее, пусть ® и it—комплексные 
оболочки групп i? и £ . В [72] доказано, что если ©/'б—много­
образие Штейна, то £~ совпадает со связной компонентой группы 
®С\&. Гам же доказано, что если группа © нильпотентна и 
^>П-£={е}, то ©/•£—многообразие Штейна. 

Сама группа © как комплексное многообразие изоморфна 
прямому произведению ШХСп, где С"1—комплексное аффинное 
пространство [71]. Она является многообразием Штейна тогда и 
только тогда, когда /<("Ш<=0 [74]. В этом случае она представ­
ляет собой аффинное алгебраическое многообразие. Интересно 
сопоставить этот результат с результатом Г. Хохшильда и 
Г. Д. Мостова [116], согласно которому группа © может быть 
отождествлена с алгебраической линейной группой так, чтобы ее 
комплексно-аналитические представления совпали с рациональны­
ми тогда и только тогда, когда она разлагается в полупрямое 
произведение нильпотентного радикала* д., редуктивной группы. 

Если группа © редуктивна, т. e. ©==jf, то для того, чтобы 
...-[Многообразие' ©А£> было многообразием Штейна, необходимо и 

достаточно, чтобы группа Ф была редуктивна [71], [80]. Доказа­
тельство достаточности этого условия, данное А. Л. Онищиком 
[80], основывается на следующих рассуждениях, представляющих 
самостоятельный интерес. Пусть группы © и Ф редуктивны. 
Рассмотрим компактное однородное пространство .И/2 (см. обоз­
начения выше). Гомоморфизмы алгебры сферических функций на 

( $/£ в поле комплексных чисел находятся в естественном взаим-
1 но однозначном соответствии с точками многообразия ©/•&. Поэто-
, му всякое эквивариантное вложение пространства Й/2 в коми-
| лексное линейное пространство С", осуществляемое с ПОМОЩЬЮ 
I сферических функций, продолжается до эквивариантного вложе-
\ ния многообразия ©/'•& в С11. При этом многообразие ©/•£ оказы-
; вается реализованным в виде алгебраического многообразия в С. 
• 2. Хорошо известна теорема Вана (Н. С. Wang, Amer. 
.J.Math., 1954, 76, 1—32) о том, что всякое односвязное одно­
родное компактное комплексное многообразие ЭД допускает голо­
морфное расслоение, базой которого является односвязное одно­
родное компактное кэлерово многообразие 31?-, а слоем—комп­
лексный тор Т'г. 

В работе Дж. И. Хано и С. Кобаяси [113] приведено новое 
доказательство теоремы Вана, более геометричное и опирающееся 
на такие соображения, которые могут быть применены к_более 
общему случаю. 

*.Нилы1отентным радикалом группы Ли называется пересечение ее ради­
кала с коммутантом. 
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Г. Н. Тюрина [111] указала способ вычисления d''-когомоло-
гий пространства ЗЛ, Из ее результатов следует, в частности, 
что градуированное пространство когомологий многообразия ЗЯ 
со значениями в пучке ростков аналитических функций изоморф­
но внешней алгебре над А-мерным комплексным линейным прост­
ранством. 

Й- Мацусима [73] доказал, что всякое компактное комплексное 
многообразие с мерой, допускающее полупростую транзитивную 
группу автоморфизмов, может быть голоморфно расслоено так, 
что базой будет односвязное однородное компактное кэлерово мно­
гообразие, а слоем — факторпространство комплексной редуктив-
ной группы Ли по равномерной дискретной подгруппе. Эта теоре­
ма является в известном смысле обобщением теоремы Вана. 

3. И. И. Пятецкий-Шапиро создал теорию однородных ограни­
ченных областей в n-мерном комплексном пространстве Rn. До 
него был известен лишь узкий класс таких областей, а именно, 
симметрические области Э. Картана. 

И. И. Пятецкий-Шапиро нашел общую конструкцию однород-
^._^.ш»~вбйа«т&й~в ^"'•аналитически эквивалентных ограниченным,, 

которая, как оказалось впоследствии, является универсальной. , 
Речь идет о так называемых однородных областях Зигеля 1-го и 
2-го рода [86]. 

Пусть У—однородный выпуклый конус в /г-мерном действи­
тельном пространстве Rn (см. § 3). Рассмотрим область 

© (V) = {x+iy : xBRn, y£V)czCn. 

Она однородна и аналитически эквивалентна ограниченной • 
области. Область © (V) называется однородной областью Зигеля ' 
1-го рода, связанной с конусом V. ( 

Пусть теперь E—функция на С"1 X Ст со значениями в С", \ 
линейная по первому аргументу, антилинейная по второму и I 
удовлетворяющая следующим условиям: \ 
1) F (и, v) = F (v, и) при и, »6Ст; : 
2) F (и, и)6У (замыкание конуса V) для всякого ибС"1, причем 
F (и, а) = 0 только при и~0; 
3) конус V обладает такой транзитивной группой -б автоморфиз- ;. 
мов, что для всякого A6& существует линейное преобразование ;. 
В пространства Ст, для которого 

F {Bit, Bv) = AF (и, v) при всех и, v£Cm. 

Рассмотрим область 
® (V, F) = {(х + iy, и): х, y£R», йбСт, y — F(u, u)GV}c:C"XCm. 
Она однородна и аналитически эквивалентна ограниченной области. 
Область ®(V,.F) называется однородной областью Зигеля 2-^о 
рода, связанной с конусом У и функцией F. 
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В работе И. И. Пятецкого-Шапиро, Э. Б. ВинбергаиС. Г. Гин-
дикина [35] доказано, что всякая однородная ограниченная об­
ласть аналитически эквивалентна (единственной) однородной об­
ласти Зигеля 1-го или 2-го рода. Отсюда, в частности, следует, 
что во всякой однородной ограниченной области Фпросто транзи-
тивно действует некоторая вполне разрешимая группа автомор­
физмов, причем область © может быть реализована в виде об­
ласти Зигеля 1-го или 2-го рода так, что эта группа будет 
состоять из аффинных преобразований. 

Еще раньше, в работах [87] и [88], И. И. Пятецкий-Шапиро 
установил взаимно однозначное соответствие между однородными 
ограниченными областями, допускающими транзитивную разреши­
мую группу автоморфизмов, и вполне разрешимыми алгебрами 
Ли, в которых существуют оператор / и линейная форма со, удо­
влетворяющие следующим условиям: 

l ) f — - l ; 
2) Их, ]у\ •= / Цх, У] + / [X, jy] + [X, у]; 
3) ®([}х,1у\)="я([х,у])\ 

4) ш ([jx, х]) > 0, если х¥=0. 

Такие алгебры Ли были им названы нормальными /-алгебрами. 
Аксиомы 1)-4) нормальной /-алгебры возникли путем перевода 
на язык алгебр Ли свойств комплексной структуры и метрики 
Бергмана однородной ограниченной области. 

В [88] и [89] изучено строение /-алгебр. В частности, уста­
новлено, что нормальная/-алгебра ранга 1 (связанная с комплекс­
ным шаром) вполне определяется своей размерностью. Для про­
извольной нормальной /-алгебры G ранга г получено разложение 

г 
G = S ОЙ. 

в котором 
-) [G/i> Gt\ciGk, если k.<i; 
2) Gk—нормальная /-алгебра ранга 1. 

Аналогичный алгебраический аппарат использовался и в ра­
боте [35]. 

4. С. Кобаяси [58] доказал следующую теорему: если груп­
па Ли © транзитивно действует на n-мерном комплексном много­
образии 3J?7 то ее естественное унитарное представление в 
пространстве голоморфных я-форм на Щ с интегрируемым квад­
ратом неприводимо. 
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§ 5. ДИСКРЕТНЫЕ ПОДГРУППЫ ГРУПП ЛИ. 

1. Общие свойства равномерных* дискретных подгрупп произ­
вольных групп Ли изучал А. Вейль [27]. Пусть Г — дискрет­
ная подгруппа группы Ли ©. Непрерывной деформацией под­
группы Г называется такое семейство {rt}, Q<it<.l, гомомор­
физмов группы Г в группу ©, что /•-(-[) — т и гД-f) непрерывно 
по t при каждом -(6Г. В цитированной работе А. Вейля доказа­
но, что если Г — равномерная дискретная подгруппа группы © и 
{/•,} — ее непрерывная деформация, то существует такое число 
а > 0, что для всех t < а ядро гомоморфизма rt тривиально, 
группа г, (Г) дискретна в © и факторпространство Сй/гДГ) ком­
пактно, Кроме того, для каждого t < а существует такой ана­
литический гомеоморфизм Ft группы © на себя, что 

Ft(g-l)= Ft(g)-rt{'[) при всех g6©, т6Г. 

Отображение Fit очевидно, индуцирует аналитический гомеомор­
физм многообразия ©/Г на многообразие ©/гДГ). 

Деформация {rt} называется тривиальной, если существуют 
такие элементы gfi®, что 

Мт) = gtier1 ПРИ всех тег. 
Будем называть полупростую группу Ли © допустимой, если 

все ее простые компоненты некомпактны и имеют размерность 
> 3. А. Вейль [28] доказал «теорему жесткости» для равномерной 
дискретной подгруппы Г допустимой полупростой группы Ли ©: 
всякая непрерывная деформация подгруппы Г тривиальна.** 

Этот результат А. Вейля был подготовлен предшествующими 
результатами других авторов, доказавших теорему жесткости для 
различных частных случаев. Так, А. Сельберг [98] доказал теорему 
жесткости для группы yi-шмодулярных действительных матриц по­
рядка /г>3. Его метод СОСТОИТ В доказательстве того, что группа Г 
подобна группе, состоящей из матриц, все элементы которых — 
алгебраические числа. Как указывает А. Сельберг, этот метод 
применим и к некоторым другим простым группам, но не к группам 
движений симметрических пространств ранга 1. Однако он инте­
ресен сам по себе. 

Совершенно иным методом — методом деформации структуры— 
пользовались Е. Калаби и Э. Везентини. В общих чертах этот 
метод состоит в следующем. Пусть $ — максимальная компактная 
подгруппа группы ©. Многообразие ЭД-= ©/$ является римано-
вым симметрическим пространством отрицательной кривизны. Рас­
смотрим факторпространства 'ЗЯ/гДГ). С помощью отображений 

* Дискретная подгруппа Г группы Ли © называется равномерной, если 
факторпространство ©/Г компактно. 

** Для трехмерной некомпактной простой группы Ли теорема жесткости 
неверна. 
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Ft (см. выше) они могут быть отождествлены с ЭД/Г. Перенося 
риманову структуру с ЯК на ЗЯ/r, (Г), а оттуда на -И/Г, 
мы получаем непрерывную деформацию римановой структуры на 
К/Г.* В том случае, когда ЗЛ — комплексное многообразие, ана­
логичным образом определяется деформация комплексной струк­
туры на SR/Г. Деформация структуры называется тривиальной, 
если она может быть получена деформацией самого многообразия. 
Легко видеть, что тривиальным деформациям подгруппы I1 соот­
ветствуют тривиальные деформации структуры на Ж/Г, и обрат­
но. Таким образом, для доказательства жесткости подгруппы Г 
достаточно доказать жесткость римановой или комплексной 
структуры на ЭД/Г. 

Наличие нетривиальных деформаций структуры связано, в 
свою очередь, с наличием гармонических тензорных полей того 
или иного вида. Отсутствие таких полей может быть доказано по 
способу Бохнера, путем интегрирования по всему многообразию 
некоторого заведомо неотрицательного выражения, содержащего 
тензор кривизны. Этот способ приводит к успеху, если тензор кри­
визны удовлетворяет некоторым неравенствам. 

Метод деформации структуры позволил Е. Калаби [50]** дока­
зать теорему жесткости для равномерных дискретных подгрупп 
группы движений пространства Лобачевского размерности п>Ъ. 
Е. Калаби и Э. Везентини [51], [52] доказали теорему жесткости 
для групп автоморфизмов неприводимых симметрических областей 
Картана классических серий размерности n>2 . 

А. Борель [14] дополнил этот результат, произведя общим ме­
тодом необходимые оценки для тензора кривизны любой симмет­
рической области и доказав тем самым, в частности, теорему 
жесткости для особых областей, 

Методом деформации структуры по существу пользовался и 
А, Вейль в упоминавшейся выше работе [28]. 

2. А. Борель [15] рассмотрел подгруппы Г (не обязательно 
дискретные) группы Ли (5, обладающие следующим свойством 
(S): для каждого элемента gG® и каждой окрестности U едини­
цы группы (б найдется такое натуральное число и, что 
g"GUTU. Этим свойством заведомо обладают такие замкнутые под­
группы Г, для которых однородное пространство ©/Г имеет ко­
нечную инвариантную меру, и, тем самым, все равномерные 
дискретные подгруппы. 

Пусть © — полупростая группа Ли, все простые компоненты 
которой некомпактны, и Г — ее подгруппа со свойством (5). В 
[15] получен следующий результат: подгруппа Г не содержится 

в* Эта деформация не может быть какой угодно. Она сохраняет локальные 
свойства структуры, такие, как, например, ковариантное постоянство тензора 
кривизны (локальную симметричность). 

** Первая часть работы. 
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ни в какой собственной замкнутой подгруппе группы ©, имеющей ко­
нечное число связных компонент. В частности, если © —алгебраиче­
ская группа, то подгруппа Г плотна в ней в топологии Зариского. 

А. Борель и Хариш-Чандра [18], [19] изучали так называе­
мые «арифметически определенные» дискретные подгруппы алгеб­
раических групп Ли, которые строятся следующим образом. 
Пусть группа Ли © реализована как алгебраическая подгруппа 
группы действительных матриц, определенная над полем рацио­
нальных чисел. Подгруппа ®z группы ©, состоящая из всех уни-
модулярных целочисленных матриц, принадлежащих ©, назы­
вается арифметически определенной подгруппой. Б цитированной 
работе, в частности, находятся условия, при которых фактор-
пространство ©/©z компактно или имеет конечный объем. Если 
группа © полупроста, то последнее условие всегда имеет место, 
а для компактности факторпространства ©/©z необходимо и 
достаточно, чтобы все матрицы с рациональными элементами, со­
держащиеся в ©, приводились над полем комплексных чисел к 
диагональному виду. 

Есть основания ожидать, что всякая дискретная подгруппа до­
пустимой полупростой группы Ли (см. п. 1), факторпространство 
по которой имеет конечный объем, является арифметически опре­
деленной (ср. ЭТО предположение с результатом Сельберга, упо­
минавшимся в п. 1). 

3. Как известно, А. И. Мальцев в своей работе, посвященной 
дискретным подгруппам нилъпотентных групп Ли (Изв. 
АН СССР, сер. матем., 1949, 13, 9—32), получил следующие 
результаты: 

1) для того, чтобы данная группа могла быть вложена в одно-
связную нильпотентную группу Ли в виде дискретной подгруппы, 
необходимо и достаточно, чтобы она была нильпотентной группой 
без кручения с конечным числом образующих; 

2) те же условия характеризуют группы, которые могут быть 
вложены в одиосвязную нильпотентную группу Ли в виде равно­
мерной дискретной подгруппы; 

3) две односвязные нильпотентные группы Ли, обладающие 
изоморфными равномерными дискретными подгруппами, сами изо­
морфны; 

4) для того, чтобы данная односвязная нильпотентаая группа 
Ли обладала равномерной дискретной подгруппой, необходимо и 
достаточно, чтобы в ее алгебре Ли существовала база, в которой 
структурные константы рациональны. 

Ряд работ был посвящен распространению и обобщению ре­
зультатов Мальцева на разрешимые группы. 

Дискретная группа называется строго свободной от кручения 
•S-группой, если она является расширением свободной абелевой 
группы с конечным числом образующих посредством нильпотент­
ной группы без кручения с конечным числом образующих. 
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Еще раньше Мостов (G. D. Mostow, Ann- of Math., 1954, 60, 
1—27) и Ван (Н. С. Wang, Ann. of Math., 1956, 64, 1—19) уста­
новили, что данная группа может быть вложена в односвязную 
разрешимую группу Ли в виде дискретной подгруппы тогда и толь­
ко тогда, когда она является строго свободной от кручения 
5-группой. 

Л. Аусландер [9] нашел необходимое и достаточное условие 
для того, чтобы данная группа могла быть вложена в односвязную 
разрешимую группу Ли в виде равномерной дискретной под­
группы., 

Пусть Г—свободная от кручения нильпотентная группа с ко­
нечным числом образующих и ЬЛ(Г)—та единственная односвязная 
нильпотентная группа Ли, которая содержит Г в качестве рав­
номерной дискретной подгруппы. В работе [5] Л. Аусландер изу­
чал односвязные разрешимые группы Ли, содержащие Г в ка­
честве равномерной дискретной подгруппы. Оказалось, что всякая 
такая группа содержится в полупрямом произведении группы 
-ft (Г) и некоторой компактной группы ее автоморфизмов. При не­
которых условиях две односвязные разрешимые группы Ли, со­
держащие Г в качестве равномерной дискретной подгруппы, ока 
зываются изоморфными. 

М. Сайто [95] нашел условие для того, чтобы данная одно­
связная разрешимая группа Ли © содержала равномерную диск­
ретную подгруппу. ОНО состоит в том, что наибольший нильпо-
тентный идеал N алгебры Ли группы © должен обладать такой 
базой В, что 

1) структурные константы алгебры Ли N в базе В рацио­
нальны; 

2) операторы из Ad^©, записывающиеся в базе В унимоду-
лярными целочисленными матрицами, образуют равномерную диск­
ретную подгруппу в Adjv©. 

(Здесь Ad,-,-©—ограничение присоединенной группы группы © 
на идеале N). 

Л. и М. Аусландеры [11], а затем М. Сайто [94], [95] наш­
ли все односвязные разрешимые группы Ли, допускающие ком­
мутативную равномерную дискретную подгруппу. Оказалось, что 
группа © обладает этим свойством тогда и только тогда, когда 
она разлагается в полупрямое произведение коммутативного нор­
мального делителя 91 и коммутативной подгруппы, причем груп­
па Ad.y© компактна. 

В работе [6] Л. Аусландер доказал, что фундаментальная груп­
па всякого однородного многообразия разрешимой группы Ли 
является в то же время фундаментальной группой некоторого 
компактного однородного многообразия разрешимой группы Ли. 
Этот .результат также является обобщением одного результата 
Мальцева. . г 
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Наконец, работы Л. Аусландера [7|, [8] посвящены обобще­
нию теорем Бибербаха. Если представить группу © движений 
/1-мерного евклидова пространства как полупрямое произведение 
коммутативного нормального делителя Sft, образованного парал­
лельными сдвигами, и ортогональной группы О (га), то теоремы 
Бибербаха можно сформулировать следующим образом: 

1) для любой равномерной дискретной подгруппы Г группы С5 
пересечение ГП31 равномерно в 31 и имеет конечный индекс в Г ; 

2) любой изоморфизм (|1..Г1->Г2, где Гх, Г2—-равномерные диск­
ретные подгруппы группы ©, однозначно продолжается до авто­
морфизма группы ©. 

В работе [7] Л. Аусландер показал, что теоремы Бибербаха 
остаются справедливыми для полупрямого произведения © одно-
связной нильпотентной группы Ли 91 и произвольной компактной 
группы ее автоморфизмов. В [8] доказано, что для любой (не 
обязательно равномерной) дискретной подгруппы Г группы © п е ­
ресечение ГГШ имеет конечный индекс в Г. 

Для разрешимых групп 3} теоремы Бибербаха неверны [7]. 
4. Пусть ©—группа всех невырожденных линейных преобра­

зований «.-мерного комплексного пространства. Л. Аусландер [ 4 ] 
показал, что всякая разрешимая дискретная подгруппа группы <S> 
имеет конечное число образующих, не превосходящее некоторого 
числа р(/г.); В работе [10] он нашел необходимые и достаточные 
условия для того, чтобы данная разрешимая группа допускала 
точное дискретное представление в группу ©. Основную р о л ь 
при этом играли понятия, введенные им в работе [9]. 

Интересно сопоставить эти результаты с результатами Д. А. С у п -
руненко [104], [105], [106], который описал все максимальные 
разрешимые подгруппы группы ©. 

§ 6. ПРОЧИЕ ВОПРОСЫ 

1. В последние годы появилось много работ, в которых у т о ч ­
няется, обобщается и развивается теория бесконечномерных г р у п п 
Ли преобразований, созданная Э. Картаном. Основные определе­
ния и изложения результатов Э. Картана на современном я з ы к е 
можно найти в докладе Мацусимы на семинаре Бур баки (Y. M a t -
susWma, Sem. Bourbaki, 1954-55, по. 118,1 — 14; РЖМат, 1 9 6 1 , 
4А229). 

Одна из главных трудностей в теории бесконечномерных г р у п п 
преобразований связана с определением изоморфизма двух т а к и х 
групп ©1 и ©-, действующих на многообразиях -ЗК1 и 9R2. П о 
Э. Картану, группы ©1 и ©2 считаются изоморфными, если с у ­
ществуют многообразие 3K., бесконечномерная группа Ли © п р е ­
образований многообразия -3K, проекции р,: Ж->?Й. и взаимно о д -
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нозначные отображения tyt: ©-5-©;, удовлетворяющие условию 
Pi(gx)-^i(S)pt(x) при всех хвШ, . = 1, 2. 

М. Кураниси [66], [67] сопоставил каждой бесконечномерной 
группе Ли преобразований некоторую формальную группу Ли 
таким образом, что локальный изоморфизм двух групп преобра­
зований равносилен изоморфизму соответствующих формальных 
групп Ли. Он определил также формальную алгебру Ли для 
каждой бесконечномерной группы преобразований и исследовал 
ee связи с соответствующей формальной группой Ли. 

А. М. Родригес [90] вывел аналоги первой и второй теорем 
Ли для бесконечномерных групп Ли преобразований. В первона­
чальном виде вторая теорема Ли для бесконечномерных групп 
принадлежит Э. Картану. Она гласит, что каждая такая группа 
изоморфна группе © всех преобразований, сохраняющих некото­
рые функции fi,... ,fh

 и линейные формы ш1, . . . , ш", причем вы­
полняются структурные уравнения 

dm1 — cl.k aif\u>h +aja (uJ/\-Ka , 
где - 1 , , . , , / - линейные формы, образующие вместе с ш1 , . . . ,со" 
базис в пространстве линейных форм в каждой точке многообра­
зия, а функции с'и, al

j{L инвариантны относительно (б. 
С. Штернберг [121], [122] нашел достаточные условия, при ко­

торых данное преобразование многообразия содержится в неко­
торой одгюпараметрической группе преобразований, исследовал 
картановские подалгебры в бесконечномерных алгебрах Ли инфи-
нитезимальных преобразований, доказав, в частности, при неко­
торых предположениях их сопряженность. Формальные аналоги 
этих результатов получены им в работе [123]. 

Гу Чао-Xao [41]изучал однородные многообразия с симплекти-
ческой метрикой. Группа движений такого многообразия являет­
ся, вообще говоря, бесконечномерной. В [41] исследуются свойства 
симплектической метрики при различных предположениях отно­
сительно группы изотропии. 

2. Р. Палейс в работе [85] изложил с глобальной точки зрения 
теорию (конечномерных) групп Ли преобразований. В частности, 
в [85] приведены различные условия, при которых данное вектор­
ное поле порождает глобальную одиопараметрическую группу 
преобразований. 

В. Грейб [40] вывел основные теоремы Ли, пользуясь аппаратом 
линейных связностей. Известно, что группа Ли естественным пу­
тем снабжается инвариантной линейной связностью с нулевой 
кривизной. В [40] показано, что многообразие, в котором определе­
на линейная связность с нулевой кривизной, может быть превра­
щено (в целом) в группу Ли тогда и только тогда, когда тензор 
кручения этой связности удовлетворяет определенным условиям. 
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3. Т. Ноно [77] продолжал начатое им в других работах ис­
следование особенностей экспоненциального отображения ехр ве­
щественной или комплексной алгебры Ли G в группу ©. Пусть 
x£G — элемент, в окрестности которого отображение ехр не яв­
ляется гомеоморфизмом. Положим g — exp х и обозначим через 
©„ связную компоненту единицы централизатора элемента g. 
В [77] показано, что exp-^^cGo, что множество exp_1(g-) ло­
кально связно и что его связная компонента L(x), содержащая х, 
совпадает с (Ad©0) x. Размерность множества L(x) равна числу 
линейно независимых собственных векторов оператора ad x с собст­
венными значениями вида 2nxik, где k— целое число, не равное 
нулю. (Наличие таких собственных значений является признаком 
элементов xgG, в которых экспоненциальное отображение имеет 
особенность). 

4. Е. Салетан [96] изучал так называемое стягивание групп 
и алгебр Ли, рассматривавшееся впервые Инону и Вигнером 
(Е. Jnonu, E. P. Wlgner, Proc Nat. Acad. Sci. U. S. A., 
1953, 39, 510 — 524). Примером может служить стягивание 
группы Лоренца в группу Галилея. Точное определение стягива­
ния для алгебр Ли следующее. Пусть G — алгебра Ли, {el (t)}, 
0 < / < 1 - семейство баз в G, cl

jk(f) — структурные константы 
относительно базы {et{t)}. Может случиться, что существуют 
пределы 

птС;.А(о — 4до)-
Если это так, то числа cl

jk(0) являются структурными констан­
тами некоторой алгебры Ли G-, не изоморфной, вообще говоря, 
алгебре G. Говорят, что алгебра G0 получилась стягиванием ал­
гебры G. В [96] рассмотрены семейства {e^f)} следующего спе­
циального вида: 

el(t) = tei + (\-t)a[ej. 
где {ег} - некоторая база в G, а матрица А = (а[) не зависит 
от t. Найдены условия существования предельной алгебры G-
и вид операции коммугирования в ней. Рассмотрена также связь 
между линейными представлениями алгебр G и G0. 
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