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МАТЕМАТИКА 

У Д К 511.364 

А. Ю. Попов 

П Р И Б Л И Ж Е Н И Я ЗНАЧЕНИЙ НЕКОТОРЫХ БЕСКОНЕЧНЫХ 
ПРОИЗВЕДЕНИЙ 

В последние два десятилетия появился ряд публикаций (см. [1— 
4]) , в которых исследовались арифметические свойства значений це­
лых функций, удовлетворяющих функциональным уравнениям вида 

PiV, г)Г(*)=Рш(г), 0 ) 
где Р{^К[х, г ] , Р 2 е К [ 2 ] , К —мнимое квадратичное поле, deg z Pi=l , 
/ — оператор: Jf(z)=f(az), а е К , М > 1 . При Р{=х—z—\ и Р2=0 
уравнению (1) удовлетворяет функция 

Ф«(*) = П 0 + 2 * - " ) , 1*1 > ! • 

В [1] Бундшу оценил разность между значениями таких функций в 
точках мнимого квадратичного поля и числами из этого же поля. Он 
доказал, что если a=qdq2, qu qi^-Z , Y=ln|<7 2 /ln|<7i|, 3—?7>0, a E 
G K , a=^0, a¥=—a™, m ^ N , то при любом e>0 , |Q >Qo(e) 

\<pa(*)-PlQ\>\QrM/{^7y\ P, Q E Z K , 

В [4] при v = 0 в этом неравенстве е было заменено на убывающую 
функцию от Q, эквивалентную ( l n | Q | ) _ 1 / 2 . Подчеркнем, что во всех 
упомянутых работах и число а, и аргументы функций, и приближаю­
щие числа лежали в каком-то одном мнимом квадратичном поле. Ока­
зывается, что от этого ограничения можно отказаться. 

Пусть р^А, degp=s, р ( 1 ) =р, Р ( 2 ) , P ( s ) — сопряженные числа р, 
bs — коэффициент при zs основного многочлена числа р. Положим 

М (Р )=6 $ Птах (1 , | р ( / ) | ) . 

Через L(P) обозначим длину многочлена Р, через L(p), р е А , — длину 
основного многочлена числа р. Известно, что M ( p ) ^ L ( p ) . 

Т е о р е м а. Пусть а^А, | а | > 1 , Q(a)c:PczA, degP==v, 6=1; если 
PczR, и 6=1/2 в противном случае; X=6vlnM(a)/(degaln | а | ) . Пусть 
также а е Р , а^О, a¥=—am

y m e N . Тогда если Я < 7 / 4 *, то V £ e P 
™vl „ г ч — 1 / 2 • с (In L) 

| < р « ( а ) — £ | > L ( 7 - ^ ) d e g C 

где L=max(3, с=с(а, а)—некоторая эффективная постоянная. 
З а м е ч а н и е . Из теоремы следует, что ф а (а )еР . 
При а е К эта теорема — результат Бундшу, в котором е заменено 

на величину, эквивалентную ( lnL)~ 1 / 2 . 

* Такие а, не лежащие в мнимых квадратичных полях, существуют. Если Р = 
= Q ( a ) , а — единица вещественного квадратичного поля, то 
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Воспользуемся построенными 
автором в работе [4] линейными формами от чисел <ра(а) и 1. В [4, 
с. 72] было доказано, что если аФО, аФ—ат, m e N , 

п 
Л » = - £ - J Фа(С)Гя" ! П К - ^ Г Ч С + а^Г 1 Д , 

то при п>п0 

\Ап\ = \а\-4*п'+0™, 

It 

(__ \ } П - - к a-Zkn+k*-2k+\ (а) 
бь = 

* 2 п И П ( а ' + а ) П 

- B n ( 0 = ft tf'-i)/nV-i), 

~ (х(п+1)+ 2 iot) 

T'n=a-wv ^ ^ 
а 0+. v+a„+x=*i ( _ 1)1 -к а2"*1 П (а* - 1) 

|К | + | Г ; | < | а Г п ! + 0 ( п ) . 
Здесь и ниже все постоянные в символах О, как и постоянная п0, эф­
фективно зависят от а и а. Положим 

Qn = (a + a) {I (a'+i + а) (а< -1), 2 n = AnQn. 

Тогда 
п 

<%п = Ч>а{а)А'п + Ап>
 An=Y< иъ> 

uh=±Bk

n{a)«-2n-la-3kn+k*-2k-1 П (« + « 0 , 
f=n-f2—к 

^ { { ( а + а^) ^ - ± а к - 2 н ^ 1 a-rf(a.x.n) Y\ (а1— 1), 

d(a, к, /z)=x(n + l) + ( n + l ) 2 + £ kah, 

| ^ n | = ja|-3.5« !+o(n), (2) 

' | X | " + l > C | < | a | o w . (3) 
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Поскольку (n+l) 2 <d(<7, к, л ) < 2 ' ( л + 1 ) 8 , а при 0 < 6 < л B n

f e (a)e=Z[a] 
(см. [4]) и deg a B n

h (a )^ .kn—k 2 , то ясно, что An, Ап"€= Z[l/a, 1/a], 

deg 1 / a Л;, X < 2 n 2 + 0(n), 

Так.как для любых полиномов Р и Q L ( P + Q ) < L ( P ) + L(Q), L ( P Q ) < 
^L(P)L(Q), то* 

L ^ + L ^ X i e ^ + ^ l a l ^ . (4) 

Пусть ? е Р и 

Фи(а)=^ + 8 , Х = ^ ; + Л;. (5) 

Покажем, что е не может быть слишком маленьким. Пусть xeN, 

о)п=ехр(((7—4Ь)(ла—тл)deg£/26v)In |a|). (6) 

Выберем такой номер m=m(t,)>x, что 

«>„,_, < L < < o m , L=max(3, L(t,)). (7) 

(Это всегда возможно, ибо при п > т <о„ строго возрастает и co t=l.) 
Допустим, что выполнено неравенство 

\г\<\аГ3-5тг-хт. ' (8) 

При достаточно большом т из (3), (5), (8) и (2) следует, что 

\2т-Я'т\<\2т\/2фО, 

откуда 

0 < ± - \ 2 т \ < \ Х ' т \ < ± \ 2 т \ . (9) 

Так как & ' т отлично от нуля и является многочленом с целыми коэф­
фициентами от алгебраических чисел 1/а, 1/а и £, то (см. доказатель­
ство теоремы 5.3 из [5]) S r

m «хорошо» оценивается снизу: 

| i ? m | > ZTV (J£m) M - 2 6 v m V d e g fl+0(m) (1/a) L ~ 6 v / d e g s Z T ( 2 m + 1 ) v (a). (10) 

Из (10), (4), (7) и (6), учитывая, что M ( a ) = M ( l / a ) , находим 

\2'т\> \ a\'J3-*mt-e*n+c*m

9 (П) 

где си с2 — положительные постоянные, эффективно зависящие от а и 
а. Очевидно, что при большом т неравенства (11), (9) и (2) несовмест­
ны, следовательно, т в (8) эффективно ограничено, т. е. при %>сг 

имеем |е| > ]a|~ 3' 5 m 8~~T m. Отсюда из (6) и (7) получаем утверждение 
теоремы. 

* Число решений уравнения * х + . . . + хт = п в целых неотрицательных числах xj, 
1 < / < т, есть C%+m_v а из рекуррентной формулы B%z\ (а) +акВ*_х ( а ) = Вк

п (а), 
1 < k <п, В°п (а) = В" (а) = 1 следует, что L (Б*) < 2п. 
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В. А. Чернятин 

О СУЩЕСТВОВАНИИ КЛАССИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ СМЕШАННОЙ 
ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОМЕРНОГО ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА 

В работе на основе предложенного в [1; 2] нестандартного обос­
нования метода Фурье получены новые достаточные условия класси­
ческой разрешимости смешанной задачи для одномерного уравнения 
теплопроводности 

щ(ху t)—uxx(x, t) + q{x)u(xy t)=f{x9 t). (1) 

Их принципиальное отличие от уже известных [3, с. 86; 4, с. 471; 5, 
с. 381] состоит в отказе от любых требований гладкости к функции 
f(xt t) по переменной х. 

Ниже используются следующие обозначения: 

G = { ^ e [ 0 , 4 H={tez[0, Г]}, Н*={1ЕЕ[Г, Г]}, 

Q=G х Я, Q*=G х Н \ [Л]—целая часть числа Л > 0 , Q=intQ. 
1. Постановка задачи. Следуя [4, с. 471; 6, с. 181], рассмотрим 

смешанную задачу: найти функцию 

и(х, t)eEC2>{(Q)().C(Q), (2) 

удовлетворяющую в обычном смысле уравнению (1) в области Q с ве­
щественным потенциалом q(x)^C(G) и правой частью /(*, t)^C(Q), 
а также нулевым граничным и начальному условиям 

и(0, t)=u(n9 t)=u{x, 0 ) = 0 . (3) 

Искомое классическое решение и(х, t) найдем с помощью метода 
Фурье разделения переменных х я t в виде ряда Фурье 

£ Tn(t)yn(x) (4) 
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