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ОСОБЕННОСТИ ПРОЕКТИРОВАНИЙ ПОЛНЫХ 
ПЕРЕСЕЧЕНИЙ 

В. В. Горюнов 

Введение 

Изучая зависимость различных математических объектов от 
параметров, мы сталкивается с исследованием проектирований 
и их особенностей. Например, в теории бифуркаций особых то­
чек дифференциальных уравнений существенную роль играет 
проектирование поверхности, образованной особыми точками в 
произведении пространства параметров и фазового пространст­
ва, на пространство параметров. Особенности этого проектирова­
ния соответствуют бифуркациям особых точек. 

Основной отличительной чертой теории проектирований яв­
ляется более жесткое, чем в общей теории особенности отобра­
жений, отношение эквивалентности. Проектирования двух под­
многообразий из* пространств расслоений на базы считаются 
эквивалентными, если существует диффеоморфизм пространств' 
расслоений, переводящий слои первого расслоения в слои вто­
рого, а проектируемые подмногообразия — друг в друга. Такая 
эквивалентность есть в точности эквивалентность деформаций 
полных пересечений, высекаемых проектируемыми подмногооб­
разиями в отмеченных слоях расслоений. Поэтому, например, 
Голубицкий и Шеффер [21l назвали проектирования «несовер­
шенными бифуркациями» (в отличие от «совершенных» — вер-
сальных). 

Начало систематическому изучению особых проекций было 
положено В. И. Арнольдом в [1], где он, исследуя особенности 
в задаче о скорейшем обходе препятствия, получил список из 
десяти проектирований, встречающихся при проекции общих 
гладких поверхностей из трехмерного евклидова пространства 
на плоскость по любому направлению (в этой ситуации при об­
щем выборе направления проекции появляются только особен­
ности отображений плоскости на плоскость, указанные еще в 
классической работе Уитни [25]). 

В настоящей статье дается обзор результатов теории проек­
тирований: приводится классификация простых проектирований 
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поверхностей на многоообразия не большей размерности, фор­
мулируются утверждения о гомотопическим типе дополнений к 
бифуркационным диаграммам проектирований на прямую, тео­
ремы о выпрямлении векторных полей и расслоений в окрест­
ности некоторых многообразий с особенностями, рассматривает­
ся связь теории проектирований с другими областями теории 
особенностей (критические ТОЧКИ функций на гладком многооб­
разии и на многообразии с краем). 

§ 1. Общие сведения 
о проектированиях поверхностей 

Проектирование подмногообразия V из пространства рас­
слоения Е на базу В — это тройка V{to}E{to}.6, составленная из 
вложения и проекции. 

Эквивалентностью проектирований V,-{to}E,--*-Ви £=1,2, назы­
вается коммутативная ЗХ2-диаграмма, вертикали которой — 
диффеоморфизмы h:Ei{to}f:2 и k:B\-+Bb причем ЛУ- == У2. 

Аналогичные определения даются для ростков. 
Локально расслоение E-vD изоморфно тривиальному С"Х 

XC'-s-C-3 (для определенности мы рассматриваем комплексный 
случай). МЫ считаем, что проектируемое многообразие V яв­
ляется ПОЛНЫМ пересечением: если коразмерность V в Е рав­
на т, то росток V задается системой т голоморфных уравнений 

f i - . . . = f m - 0 . 
Эта система определена с точностью до умножения на росток 

на Е невырожденной голоморфной тХ'п-матрицы М. Поэтому 
эквивалентность заданных системами f=0 и g=0 ростков про­
ектирований из С"ХСР на О, {х, и)*-*а, означает существование 
локального диффеоморфизма h вида 

h(x, u) = (X(x, и), U(и)), 

для которого h*g=Mf. 
Росток проектирования (x, и)>-+и многообразия, заданного 

системой уравнений f(x, u)=0, будем называть проектировани­
ем f. 

Пусть Ёх,и (или ^(n+p))--пространство ростков в нуле 
голоморфных функций от переменных х и и, хб.Сп, ибСр; #£|И — 
пространство ростков голоморфных отображений из С'г+Р в С"1; 
ю (m)cz${m) — максимальный идеал. 

Введем величину, называемую коразмерностью проектирова­
ния /еёх.и-

codim/=-:dimcQ(/), 
где 
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' Q{f)*=W,ul{f* (--(/№))»£«, + »*.«, < dfidxv . . . , dftdxn) + 

+ eu{dfiduu...,df/dap)}. 
Это число есть коразмерность ростка орбиты проектирова­

ния f относительно группы эквивалентности ростков проектиро­
ваний, осуществляющей перенос отмеченных точек (тех, в кото­
рых рассматриваются ростки). Первое слагаемое в знаменателе 
Q(f) отвечает иифинитезимальным заменам f на отображения 
с тем же прообразом нуля, два других — инфинитезимальным 
расслоенным заменам координат. 

С помощью техники Мазера — Вассермана [18, 24] доказы­
вается 

Т е о р е м а 1 (о конечной определенности). Если коразмер­
ность проектирования f конечна, то существует такое конечное 
число k, что любое другое проектирование, у которого £-струя 
в нуле та же, что и у ростка f, эквивалентно проектированию f. 

Следует заметить, что теорема 1, как и приводимые ниже 
теоремы 2 и 3, верна не только в голоморфном, но и в анали­
тическом случае, а также для С00- и формальных проектирова­
ний. 

.-"-параметрической деформацией проектирования f назы­
вается росток отображения X-^fx .--"-мерного комплексного про­
странства (базы деформации) в пространство ё"т(п+р) всех 
проектирований, переводящий 0 в f. На языке диаграмм это 
означает, что мы рассматриваем росток диаграммы 

(V', V){to}(£", E){to}(B", B){to}(Cs', 0), 
где первая стрелка — вложение полного пересечения, две дру­
гие— расслоения. Выписанная деформация называется версаль-
ной, если любая другая деформация 

(V'", Vj-+(E", £){to}(B", B){to}(C°\ 0) 
этого же проектирования может быть из нее индуцирована: 
существует коммутативная 4Х2-диаграмма, горизонтали кото­
рой— две указанные диаграммы, а вертикали — ростки отобра­
жений пространств, помеченных двумя штрихами, в пространст­
ва с одним штрихом (при этом на отображение Е"^гЕ' накла­
дывается требование тождественности на E). 

Пусть отображение F (х, и, к), \£CS, задает деформацию 
проектирования (х,и)*-*и поверхности f(x,u) = 0 (т. е. / \ — 
=—E|jii=const). Скажем, что деформация F инфинитезимально 
версальная, если образы векторов начальных скоростей дефор­
мации (dF/d%t\x=Q) в модуле Q(f) порождают его как прост­
ранство над С. 

Т е о р е м а 2 [111. Деформация проектирования полного пе­
ресечения версальна тогда и только тогда, когда она инфините­
зимально версальна. 
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Отсюда, например, следует, что размерность базы мини-
нереальной (т. е. версальной с наименьшим возможным числом 
параметров) деформации проектирования равна его коразмер­
ности. В качестве такой деформации можно взять .-W-./ + 

+ {sum}V?/> ̂ 6С\ где v-==codim/, {e,}QJS%lU — представители 
1 

базиса Q(f). 
Для С™-проектирований на прямую теоремы 1 и 2 были 

доказаны Голубицким и Шеффером в [21]. При этом на проекти­
рование накладывалось требование конечности числа 

dlmR Sm (it + !)/{/* (m (/»)) Шт (л +1) + 
+ '£(fi + \)(df/dxu-..,dfidxn)}. 

Это число заведомо не меньше коразмерности проектирования. 
Рассмотрим теперь проектирования нулевой коразмерности. 

Как легко видеть, это в точности версальные деформации пол­
ных пересечений V0 [6] отмеченного слоя расслоения E{to}5. 
Для них имеет место теорема устойчивости 1101, которая в на­
шем случае переформулируется так: 

Т е о р е м а 3. Росток в 0GE проектирования f_1(0){to}E{to}i3 
нулевой коразмерности устойчив: для любого достаточно близ­
кого к f отображения g существуют его представитель g и близ­
кая к нулю точка, росток проектирования <g-1(0)-»-.E{to}.6 в кото­
рой эквивалентен проектированию ростка многообразия f - I(0). 

Следует отметить, что теоремы 1—3 справедливы в более 
общей ситуации —для каскадов проектирований, т. е. для диа­
грамм вида 

V{to}E0->-Ei—>-... {to}E,u 
где первая стрелка — вложение полного пересечения, а каждая 
следующая — проекция пространства расслоения E. на базу 
E.+i, dim.fi.-—p<+ . . . +p/t (алгебраическое определение кораз­
мерности проектирования обобщается на этот случай очевид­
ным, хотя и несколько громоздким, способом). 

Глава Г 
КОМПЛЕКСНЫЕ ПРОЕКТИРОВАНИЯ НА ПРЯМУЮ 

§ 2. Проектирования на прямую 
и краевые особенности 

Наиболее содержательные результаты в теории проектиро­
ваний получены для проектирований на одномерные базы. Ко­
ординатная функция базы индуцирует функцию на проектируе­
мом многообразии. Поэтому, как мы увидим, проектирования на 
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прямую имеют много общего с функциями с изолированными 
критическими точками на гладком многообразии. 

1. Начнем с классификации простых проектирований на С1. 
Росток проектирования называется простым, если достаточ­

но малая его окрестность пересекается лишь с конечным числом 
классов эквивалентности. Точнее, росток прост, если существу­
ет конечный набор классов эквивалентности, такой, что при лю­
бом k всякая ft-струя, достаточно близкая к k-струе в нуле 
задающего росток набора функций f, является k-струей набора, 
задающего росток проектирования одного из указанных классов. 

Надстройка над проектированием V{to}E{to}B — это проектиро­
вание V—>-Е'-*В, где V вложено в Е' как подмногообразие про­
странства подрасслоения ЕсЕ'. Стабильной эквивалентностью 
проектирований называется эквивалентность подходящих над­
строек. 

Т е о р е м а 4 [2, 11, 121. 1. Любое простое проектирование 
полного пересечения на комплексную прямую стабильно экви­
валентно проектированию либо гиперповерхности, либо кривой 
из трехмерного пространства, либо кратной точки на плоскости 
или в трехмерном пространстве. 

2. Любое простое проектирование гиперповерхности на пря­
мую эквивалентно ростку в нуле проектирования {х, u)>-+u мно­
гообразия f(x, ы) = 0, где f — одна из функций таблицы 1. В ней 
q = xr

2+ . . . +x„2, причем г = 3 для D^ и £„, и г = 2 для остальных 
особенностей. 

Т а б л и ц а 1 

тип 

-V- ц>о 
£ц . ^>4 

в, 
Еп 

Г 

u+x»+l+q 

w + xfxz + x^1 + q 

u + xS + xf + q 
и + .с-а + XiXi' +q 

Тип 

£ s 

•бц. Ц > 2 

Сц. И-5-3 

Z7* 

f 

u + x^+x^ + q 

u^ + xf + q 

uXi + xf + q 
tt2 + •»!-•+ Щ 

3. Простые ростки проектирований (x, u)^- и кривых / = 0 на 
прямую, не сводящиеся стабильной эквивалентностью к проек­
тированиям плоских кривых, образуют две серии: 

С ы , 2{le}k{le}Z f-(x1x2, *{+л: ' ,+и); 
F2;i+1, k^2 /= (х , 2 + х2

3,д;-" + ы); 
F2fc+4, k ^ \ f ---(xi2 + x23, xlx2* + « ) . 

4. Простые проектирования кратных точек /—О на прямую 
перечислены в таблице 2. Здесь п — размерность слоя проекции 
(х, и)<->и; серия Га'Ь содержит 5 членов: Ь-=2, 3 при а=2 и &.=-. 
=2 , 3,4 при а = 3. 
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Т а б л и ц а 2 

л 

1 

Тип f 

Вд, |А> 1 

Xkil, 2<k<l 
.7.., ( i>5 

-AT, « / 

жй-Ь«, х1 

x* + u.[L~3, их 

n 

1 

2 

Тип 

pa. b 
-e+ft+3 

f 

л.3, иа 

-с3 + «г, ил 

и -Ь л-й 

Коразмерности проектирований С;., - и X;., £ равны k + l— 1 и 
&+/—2. Коразмерность любого другого из перечисленных проек­
тирований на единицу меньше нижнего индекса символа, обо­
значающего проектирование. 

Проектирования В^ ^ > 1 пп. 2 (при n=0) и 4 стабильно 
эквивалентны (в п. 2 Bi-=A1). 

2. Проектирование f примыкает к проектированию g- (f-^-g), 
если сколь угодно малым шевелением f можно получить проек­
тирование, эквивалентное g. 

Перед тем, как перечислить примыкания простых проекти­
рований на прямую, укажем на совпадение двух разных клас­
сификаций простых особенностей. 

В. И. Арнольд обратил внимание на то, что многообразия в 
простых проектированиях гиперповерхностей на прямую — это 
в точности нули простых функций на многообразии с краем 
[4]: краем является отмеченный слой расслоения объемлющего 
пространства над прямой. Этот факт можно получить не путем 
сравнения двух полученных независимо списков простых осо­
бенностей, а непосредственно, имея только списки простых и 
окаймляющих краевых функций (непростая особенность назы­
вается окаймляющей, если все особенности меньшей коразмер­
ности, к которым она примыкает, просты). Главную роль здесь 
играет то, что как простые, так и окаймляющие краевые осо­
бенности квазиоднородны (см. [4] или § 7 настоящей работы). 

Отображение h(уи ..., yh), h = (hu ..., hM), называется 
квазиоднородным, если существуют рациональные числа 
щ, . . . , wk (веса переменных у) и du ..., dm (степени коорди­
натных функций отображения h), такие, что 

А, (е^уи . . . , ew"tyll)^edtihl (уь . . . , ук) 
при любом tQC. Для квазиоднородного отображения имеет место 
соотношение Эйлера 

(dihi dmhm)=ZwJyjdhidtj]. 
Пусть Г, — касательное пространство к орбите квазиодно­

родной функции f(x, и) в максимальном идеале m(n+l)c-
—^«.u, относительно группы эквивалентности ростков проекти­
рований в нуле; Т2~ к орбите f(x, и) относительно группы 
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ростков в нуле диффеоморфизмов пространства Cn+1, сохраня­
ющих ПЛОСКОСТЬ «==0 (это группа, осуществляющая эквивалент­
ность ростков функций на многообразии с краем). Пользуясь 
выражением квазиоднородной функции через сумму ее про­
изводных, убеждаемся, что Ti-=7'-. По этой причине функция 
является простой (окаймляющей) на многообразии с краем 
тогда и только тогда, когда она задает простое (окаймляющее) 
проектирование гиперповерхности-

Из-за квазиоднородности простых и окаймляющих проекти­
рований на прямую (теорема 4 и §§ 7, 8) совпадают также 
списки простых полных пересечений на многообразии с краем 
и проектирований поверхностей положительной размерности на 
прямую (если полное пересечение — гиперповерхность, то опять 
получаем список простых краевых особенностей функций). 
В целом же классификация краевых полных пересечений гру­
бее, чем классификация проектирований на прямую: сохра­
няется одна выделенная гиперплоскость, а не все расслоение на 
гиперплоскости. 

3. Т е о р е м а 5 [11, 121. Все примыкания простых проек­
тирований гиперповерхностей, кривых и кратных точек на 
прямую получаются композицией конечного числа примыка­
ний, указанных, соответственно, на диаграммах 1, 2 и 3. 

— В 8 — - е - — в-—-В5—~В„ ^ 

% Г " в з 
- - С . - С , - • с . - ^ - ^ — С , - ^ 

—лв-Ав, у~\ jLbs —л, ' 
— - с — - с ^ р 7 / 
~—Ьд - - - Е - - Е Б 

Диаграмма 1 
Л ц - > Л ц _ 1 , > > 0 .Sn-J-fin-l, (А>1 

Сй>/-»-С*_1,„ 1 < й < / F,x{to}Fn_i, \x>3 

Диаграмма 2 

Диаграмма З 
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Здесь мы считаем, что Сы = Gi+i, C\,\ = Bz, B[=AU F3=.63, 
Xi,i = Bt. 

Проектирования гиперповерхностей примыкают друг к дру­
гу тогда и только тогда, когда примыкают одноименные крае­
вые функции. 

•Пример. Eu-vCu-i, р > 4 : 
(JCi2 + x2

3 — eW, •Kipn + *29V+")> 
где ри. и q». определяются рекуррентно: 

p4—l> ^4 = e; 
pn = ( —1)'1-1eJt»u_i + ^ | l_b fti=--(JC2 — 82)/)ц_1 + (-1)118^д_1. 

§ 3. Диаграммы Дынкина 

1. Совпадение списков простых краевых функций и простых 
проектирований гиперповерхностей на прямую подсказывает 
обобщение на случай проектирований определения формы пе­
ресечений краевой особенности (см. [4]). 

Рассмотрим проекцию E-.-C, (х, и)» и, многообразия V= 
=f~i(0) положительной размерности. Зафиксируем в Е шар 
малого радиуса г с центром в нуле. Рассмотрим в этом шаре 
неособый слой Vc = f~'[(e,), lel^-r, отображения /. При общем 
выборе е пересечение Уе со слоем проекции (x, и) {to} и над ну­
лем — гладкое многообразие Ув° комплексной коразмерности 1 
в VB. Пусть Ve->-Vi — двулистное накрытие с ветвлением вдоль 
Ve°, Я — целочисленные гомологии средней размерности много­
образия V,. На Я действует инволюция, индуцированная пере­
становкой листов накрытия. Обозначим через Н~ антиинвари-
антную часть Я, Форма пересечений на Я задает билинейную 
форму на Н~. Она и называется формой пересечений проекти­
рования [2]. 

То же определение вводится и для полных пересечений на 
многообразии с краем (край выступает в роли нулевого слоя 
проекции (х, и) |-> и). 

2. По форме пересечений мы можем построить диаграмму 
Дынкина. При этом используются определения коротких и 
длинных циклов, в симметричном случае указанные в [4], а 
в кососимметричном — в [2]. Рассмотрим проектирование как 
полное пересечение на многообразии с краем и будем строить 
для него- диаграмму Дынкина в базисе пространства Н~, от­
меченном в смысле [2, 9 и 11]. 

Для особенностей Л„, В р., Сц, Д„ Е^ и F<t диаграммы в отме­
ченных базисах -совпадают с диаграммами Дынкина соответ­
ствующих алгебр Ли [8], 

Т е о р е м а 6 [И] . Существуют отмеченные базисы, в кото­
рых диаграммы Дынкина форм пересечений кривых Ch,, и Е» 
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на многообразии С3 с краем выглядят так, как показано на 
диаграмме 4. 

С к £ О О . • . О——О——О • • • О О. Рц О——О . . . О-——Q---.J---3 о 

Диаграмма •> 

Вид диаграмм объясняет избранную нотацию в обозначени­
ях простых полных пересечений и проектирований. 

Для кривых Ch, i и Fn между отмеченными циклами есть 
соотношения (одно у серии С и два — у F) . При построении 
диаграммы из этих циклов мы должны выбрать базис, а ос­
тальные выбросить. ЭТОТ момент содержит нежелательный эле­
мент произвола. Более инвариантный объект в данной ситуа­
ции — «полная» диаграмма Дынкина, построенная по всем от­
меченным циклам, невзирая на их зависимость. 

3. Укажем способ определения исчезающего базиса' проек­
тирования на прямую, отличный от указанного в [11]. 

Пусть X.-S-E-, — версальная деформация проектирования, к — 
координатная функция на базе проекции. При общем значении % 
многообразия V% = F^ (0) и VQ% = V% (]{ti = 0} — гладкие, а и — 
морсовская функция на Vx. Если {mu}—число ее критических 
точек (и критических значений), то факторпространство V\/V% 
гомотопически эквивалентно букету |х сфер средней размер­
ности ((х будет также рангом подгруппы Н~ антиинвариантных 
гомологии накрытия V%-+V%, ветвящегося вдоль V?,J. Отметим, 
что если рассматриваемое проектирование является квазиодно­
родным проектированием гиперповерхности или же просто, то 
JJ, =--.v + 1, где V —коразмерность проектирования (нетрудно по­
казать, что для проектирования произвольной гиперповерх­
ности |Л>Л>-|- 1). 

Движение и по комплексной прямой от некритического на 
V-. значения 0 к (i критическим значениям по ц непересекаю­
щимся путям определяет базис из ц исчезающих полуциклов в 
относительных гомологиях пары (V-,, V-.,0). Этому базису отве­
чает базис антиинвариантных гомологии пространства Р%, со­
ставленный из коротких отмеченных (в новом смысле) циклов. 

Такое определение отмеченного базиса дает для проектиро­
ваний на прямую гладких гиперповерхностей (в том числе Ат 
Д., E,,) те же диаграммы Дынкина, что и определение, указан­
ное выше. Для простых проектирований, отличных от назван­
ных, новые диаграммы уже сильно разнятся с классическими. 
Например, в симметричном случае диаграмма проектирования 
-вц — это [д, изолированных вершин, а в кососимметричном — 
полный граф с двойными ребрами. Для проектирований Сц и 
F4 существуют отмеченные короткие базисы, в которых диа-
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граммы их симметричных форм пересечений выглядят соответ­
ственно как классические диаграммы D,. и D4, 

Теорема 7. Существуют отмеченные базисы, в которых 
диаграммы Дынкина проектирований Ck,i и Fn имеют вид, при­
веденный на диаграмме 5. 

Диаграмма 5 

Глава II 
ГЕОМЕТРИЯ БИФУРКАЦИОННЫХ ДИАГРАММ 

§ 4. k (я, 1)-теоремы 
Напомним, что бифуркационной диаграммой нулей функ­

ции на гладком многообразии называется множество тех зна­
чений параметра ХЧО ее миниверсальной деформации %*-*• /,,, 
при которых 0 — критическое значение /•,, Множество тех %,, 
при которых функция fx не является морсовской, диффеоморфно 
цилиндру над некоторой особой гиперповерхностью, вложенной 
в С1'-1. Эта гиперповерхность носит название бифуркационной 
диаграммы функций [3]. 

По аналогии с этими определениями вводятся определения 
для проектирований на прямую. 

1. Пусть F(x, и, X) —миииверсальная деформация проекти­
рования на прямую (х, и) •"->• и ПОЛНОГО пересечения f(x, и)—0. 
F=zQ — гладкая поверхность в Сп+1+\ 

Бифуркационной диаграммой нулей W{subset}Cl+v проектирова­
ния f называется росток в нуле множества критических значе­
ний проекции {х, и, A.).-* (и, X), ограниченной на F = 0. 

Например, если /—О — кратная точка, то W — образ ука­
занного ограничения, 

Бифуркационная диаграмма нулей — гиперповерхность в 
C1+v, составленная из тех («, X), для которых 0 — критическое 
значение отображения 

Fu{cdot}j .=F(- , « , X). 
Бифуркационной диаграммой EczC проектирования f на­

зывается объединение образа особых точек диаграммы W при 
проекции (а. А,) .-•*• Я и множества критических значений этой 
проекции на регулярной части W. 

S—росток гиперповерхности в С, составленной теми А, для 
которых или многообразие V,,---F-f1(0) особо, или же функция 
и на этом многообразии не является морсовской. 

Если /t=0 — кратная точка, то это соответствует слиянию 
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точек, на которые f — О распадается при деформации, или же 
тому, что координаты и разных точек совпадают. 

В общем случае S состоит из трех компонент: 
Si — проекция ребра возврата многообразия W (для точек 

из Si функция и на V% имеет вырожденную критическую 
точку); 

52 — проекция множества самопересечения диаграммы W 
(функция и принимает одинаковые значения в разных критиче­
ских точках); 

53 — множество критических значений проекции (и, X) *"* ^ 
на гладкой части W (многообразие V-, особо). 

П р и м е р ы 1. Миниверсальная деформация проектирова­
ния Сз. x-+A,ix-+«x+A,2. Здесь W—множество тех точек (и,Х), 
при которых этот многочлен от х имеет кратный корень. Оно 
диффеоморфно цилиндру над полукубической параболой. Ком­
понента S3 диаграммы S — прямая Яг—О, Si — касающаяся 
этой прямой кубическая парабола, a S2 пуста (см. рис. 1). 

Рис. 1 

2. ЕСЛИ f — простое проектирование гладкой гиперповерх­
ности (f<-A|j, Dn, En), то диаграммы W и S совпадают соответ-
ветственно с бифуркационными диаграммами нулей и функций 
одноименных функций с изолированными критическими точка­
ми. Здесь S3==0. На рис. 2 приведен случай /GA3. 

Рис. 2 

2. Для простых функций на гладком многообразии справед­
лива теорема Ляшко — Лойеиги. 

Т е о р е м а 7 [3, 23]. Росток дополнения базы версальной 
деформации к бифуркационной диаграмме простой голоморф-
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ной функции с (х-кратной критической точкой является прост­
ранством /г(п, 1), где п — подгруппа конечного индекса в. 
группе кос Артииа из {mu} нитей. 

Напомним, что кратность критической точки — число мор-
совских точек, на которые она распадается при малом шеве­
лении. Позже Ляшко распространил эту теорему на функции на 
многообразии с краем [17]. Для проектирований имеется ана­
логичное утверждение. 

Теорема 8 [11]. Росток дополнения базы миниверсальиой 
деформации к бифуркационной диаграмме простого проектиро­
вания полного пересечения положительной размерности на .С 
является пространством k (п, 1). Здесь я — подгруппа конеч­
ного индекса в группе кос из (v+l)-ou нити (v — коразмер­
ность проектирования, то есть размерность базы миниверсаль­
иой деформации). 

Если в теореме 8 ограничиться только проектированиями 
гладких многообразий, то мы получим в точности теорему 7 
(ср. пример 2, п. 1). Для проектирований В», С,,, F4 утвержде­
ние теоремы 8 отличается от теоремы Ляшко для одноименных 
краевых функций: бифуркационные диаграммы соответствую­
щих особенностей и фундаментальные группы я разнятся. Так, 
бифуркационная диаграмма краевой функции С3 — это квадра­
тичная парабола со своей касательной, а к имеет индекс 27 в 
группе кос из трех нитей. Для проектирования Сз (рис, 1) it 
имеет индекс 8 в той же группе. 

Доказательство теоремы 8 следует схеме доказательства 
теоремы 7. 

В п. 5, § 3 отмечалось, что для общего значения параметра 
X6CV миниверсальиой деформации F простого проектирования 
функция и имеет на многообразии V3.=E-,~1 (0) ровно (v+1) 
критическое значение и,,..., иу.ц- Нетрудно видеть, что усло­
вие общности X состоит как раз в том, что A,GCV\S, а и} — ко­
ординаты точек пересечения прямой %— const с бифуркацион­
ной диаграммой нулей W в C1+v (при приближении К к регу­
лярной точке любой из трех компонент диаграммы 2 
сливаются две точки и}\ например, при общем вырождении мно­
гообразия Vt, значение функции и в его особой точке считается 
двукратным критическим). 

Таким образом, любому ^GCV\2 мы можем поставить в со­
ответствие многочлен 2v+1 + ai2v-'+ . . . + av с (v+1) различ­
ным корнем «j—(Eni)/(v+1). Получаем отображение ср в 
пространство CV\S многочленов указанного вида (это класси­
фицирующее пространство группы кос из (v + 1) нити). Оно 
продолжается до голоморфного отображения Ф: (Cv, 0){to} 
{to}(c\o). 

Справедливость теоремы 8 эквивалентна тому, что ср — на­
крытие, и вытекает из собственности Ф и локальной биголо-
морфности -ср. Доказательство этих двух фактов содержится в 
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[11], но один из его моментов — лемма о том, что прообраз ну­
ля при отображении Ф есть нуль, — содержит ошибку. Воспол­
ним этот пробел. 

3. Лемма. Ф--(0)=0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Нам надо показать, что коль скоро 

функция и имеет на V-, единственное критическое значение, то 
А,=-0. 

Для проектирований A» D», EV утверждение следует из 
связности диаграмм Дынкина соответствующих функций на 
гладком многообразии. 

Для доказательства леммы в остальных случаях отметим, 
что все простые проектирования на прямую имеют квазиодпо-
родные версальные деформации F (п. 2, § 2), определенные 
глобально на Cn+1+V [11]. Нам достаточно рассмотреть по­
строенное для такой деформации глобальное отображение Ф. 

Каждую серию приходится исследовать отдельно. 
Случай В»: .F=;e- + a,-+A.i«'-~- + . . . +Яц_ 1=-л 2+^(«). 
Критическое значение функции и на V\ определяется усло­

вием dFx/dx=0, т. е, x = 0 . Критические значения «—корни 
многочлена рх- При Я6Ф"!(0) многочлен рк имеет единственный 
корень: р% — {х — а,у. Но сумма корней р-. нулевая. Отсюда 
ф"-(0)-=0 для серии В. 

Критические значения функции и на кривой E{lambda}----0 опреде­
ляются условием .Л, — 0, где Jx=uei(DFx/Dx). Все проектиро­
вания, к которым примыкают проектирования Ck,t и En, прос­
ты. Пусть г0 — число морсовских критических точек, на которые 
распадается особая точка функции и. при малом шевелении 
простого проектирования (х, и)1-* а ростка в (х°, и0) кривой 
E7— 0. ОНО равно 

dimcg'̂ ;("0/(E{lambda}, Л), 
где верхний индекс пространства & указывает точку, в кото­
рой рассматриваются голоморфные ростки функций переменных 
х и и. Это число, как отмечалось, на 1 больше коразмерности 
простого ростка проектирования. 

Пусть {(x', и0)} —все критические точки функции и на V% 
на уровне и = и°. Условие Яеф-^О) эквивалентно S r — v + l . 

Случай С/.д, Kk<l: F = (xiX2 — Xti, xx" +Я1лг*-14-
. •. +^A-ixi + и-\-Хкх2 + . . . +Я/г+;_2Л'^-1 + л.-')-— 

= (xix2 - К0, рК (хх) + и + дк (x2)). 
Уравнения критических точек на V% на уровне а = и°: 

xixa — .'-o. П + й + ? я - = 0. Х\Р'%— x2q'k = 0. 
При %0ф0 х2'=Х0/х1, и мы убеждаемся, что точка 
(x-°, XQ/XX0, и0)--критическая точка функции а на Vx тогда 
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и только тогда, когда x-°~-ненулевой кратный корень полинома 

Q = xj (px (xi) + и0 + q% (ко/х,)) = П (х1 - af1. 
Пусть x1°=-=a.0. Подсчитаем число г0 слившихся в соответ­

ствующей критической точке морсовских особенностей функ­
ции и. Учитывая, что а0фО, т. е. функция х1 обратима в ин­
тересующей нас точке, имеем: 

Го — й т с ^ Й 0 ' " 0 / ^ ^ " - ^ . Px + u + qx, x,p%-x2q'x) = 
= d i m c ^ ; ^ " " 0 / ( ^ - ^ / . - i , Q + (a-tt°)jc^, 

d[Q + {u-u»)xl
l\/dx^&mc&£j(x\']I(x1-at-\ra0yt + 

. + а(х1 + а0у, д \xs
l°JJ(x1-ai + aa)st + u(xx-\- aQ)l\/ dxx) = s 0 - l , 

так как йг--=а0^О. 
Следовательно, при Я,0----0 на уровне и = и- сливается г-= 

-=S(Sy-1) морсовских критических точек функции и. Но 2s -
----k.+ i:=v(CJU) + L Поэтому r<v(C/.,,) и прообраз нуля при 
отображении Ф ие содержит точек с к0фО. 

При %0=О V% распадается на две компоненты: 
Vi = {x1 = 0, ^ + и=0} и 1 / - = { x - 0 , А + м = о}. 

Точка x = 0 , и •= 0-особая точка кривой ]/%, а значит,-
критическая для функции и. Поэтому при А.6Ф""1 (0) единствен­
ным критическим значением функции и должен быть нуль. 

Критические точки функции и на V1 (или V2) на нулевом 
уровне —это кратные корни многочлена q% (или px). 

Пусть 
^ - x f l K x i - ^ ' и qi = x^li(x2-bj)^, 

где а{фat' =~-=0ФЬ̂ =j=bу. 
Как и при Х-т^О, подсчет числа г, для критической точки 

(a;, 0, 0) (или (0, bt, 0)) функции и на V2 (или V1), отличной от 
начала координат, дает /"i = S; — l (или г. = /г —1). 

Для начала координат 
r0-=dimc^,„/(xix2, *?- П(-«1 — .-*i)*' + tt+xfr П ( .х2-^)Ч 

*i l*i» П (*.. - а / ' ] ' - x2 [4° П (*2 - */•]')=-so + to-
Итак, на уровне а=0 слилось в разных местах 

r - * o + S o + 2 ( s . — 1) + 2 ( - - 1 ) 

морсовских критических точек функции и. Так как 
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5°"."2 s ..-=•*-> a to+2^- - 5 ' ' 
то r < J + /j = v(Cft(.) + L 

Равенство достигается лишь при p%-—xx
h, q\=x2

l, т. е. при 
/ ,==•0 . 

Таким образом, Ф_1(0) = 0 для /6СЙ1,. 
С л у ч а й .Р..,, ц > 4 : .F =~ (-4:1- + x2

3 + М г + W » . (.*-) + 
+ tt + Xi?i(x2)), где при ц = 2й-f-1 

Р* =• .*2* + V-*-1 + • • • + - W - и q\ = V2x.iT2 + . •. + f̂t, 
при [х-—2А+-4 

/>Х = M J + 1 + • • • + Чз*2 И -7Х = Х2
к + Л,^^*-- + . . . + %2М. 

Нетрудно убедиться, что координаты х2 критических точек 
функции и на кривой V\ на уровне и — иа ЯВЛЯЮТСЯ кратными 
корнями многочлена 

Q = (P{lambda} + a ° ) 2 + ( . * 2 3 + M 2 + W x 
степени \i—\=v(Fv). 

После вычислений, аналогичных случаю С-,,,, но более гро­
моздких, учитывая, что V% может иметь лишь одну особен­
ность, получаем: 

если V% гладкая кривая, то r = 2 r j < v (Рц) — 1 ; 
если V% имеет точку самопересечения, то /-<л>(Ри); 
если V% имеет точку возврата (при этом %1 = Х2 = 0 и и° = 

= 0), то r<v(E1t) + 1. 
Равенство в последнем случае возможно лишь при Q = х%-1. 

Отсюда Фч(0)==0 и для серии F. 
4. Утверждение о тривиальности старших гомотопических 

групп справедливо и для некоторых проектирований кратных 
точек на комплексную прямую (обозначения п. 2, § 2). 

Т е о р е м а 9 [12]. Ростки дополнений баз миниверсальных 
деформаций к бифуркационным диаграммам простых проекти­
рований Xh.ft, k^z2, X2,i^3; и U„, | x ^ 5 , ЯВЛЯЮТСЯ простран­
ствами k(it, 1). 

У проектирования X2,i л — подгруппа индекса 2--1 в группе 
обобщенных кос BD;; у U^ — подгруппа индекса 2 в группе 
обобщенных кос BCB_i [7]. 

Верна ЛИ такая же теорема для особенностей Xh, г, 3{le}fe</; 
V6; V7 и Га,ь, неизвестно. 

Отметим, что у проектирования U5(x2+w2, их) одна из ком­
понент бифуркационной диаграммы (отвечающая слиянию то­
чек множества F-—0) совпадает с бифуркационной диаграммой 
нулей ".Ус: С4 двух квадрик в С2. Кноррер показал в [22], что 
пространство С 4 \ 2 ' имеет нетривиальную группу я2. Он же 
доказал, что дополнение к бифуркационной диаграмме нулей 
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двух квадрик общего положения в С3 есть пространство k(it, 1) 
[22]. 

5. Рассмотрим задачу о классификации проектирований 
полных пересечений с краем, т. е- поверхностей в 0 + 1 , на ко­
торых выделено подмногообразие коразмерности 1. 

Определения эквивалентности, стабильной эквивалентности, 
примыкания, простоты, коразмерности и версальной деформа­
ции очевидны. 

Теорема 10 [13]. Любой простой росток проектирования 
полного пересечения с краем на С1 стабильно эквивалентен 
ростку в нуле проектирования (х,и)^и гиперповерхности fi = 0 
с краем ft=f2 = 0, где f=(fu h) • Cn+1{to}C2 — одно из отображе­
ний таблицы 3. 

Т а б л и ц а 3 

п 

>2 

>1 

>2 

>3 

> 1 

>2 

1 

Обозначение 

Ао 

A» By, 

- - V ' М. 

.Sy, \х>2 

С*, ц>3 

рг 
Xku, k, l>2 

f=at. ы 

\Хц, X j ) 

(xn> fa(xn •••• J- , ,-i> И)), 
/a—одноименное с краевым проектированием 

простое проектирование (.*.,, , , „ ^ ( W , в)нк1 
гиперповерхности на прямую 

(л-f + х/ + .., + х„- + и, xt) 

[xtXs + Х% + X.,2 + . , . + ..V,.-- + И, Jfj) 

(д:..- + .*„» + ха
2 + . . . + л:,,2 + и, xt) 

(xk + u, xl) 

Коразмерность v проектирования Xh, i равна k+/—2, а у 
любого другого — на 1 меньше нижнего индекса символа, его 
обозначающего. Все примыкания проектирований теоремы 10 
указаны в [13]. 

Пусть fo-*F%, A,6CV, — миниверсальная деформация проектирова­
ния на ось и гиперповерхности / . = 0 с краем /i=-=/2=0-
Положим 

n - = E - 4 0 ) , VK=F?(0). 
Назовем бифуркационной диаграммой Sc=Cv краевого проекта. 
рования / росток множества тех %, при которых или хотя бь; 
одно из многообразий V% и V'% особо, или функция и не являет­
ся морсовской хотя бы на одном из них. 
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Это определение в случаях A|x-.-E4 приводит к бифуркацион­
ным диаграммам одноименных проектирований, а в случаях 
,S*-bE4* — к бифуркационным диаграммам соответствующих 
функций на многообразии с краем. Дополнения к этим диаграм­
мам — пространства Эйленберга — Маклейна. 

Г е о р е м а И J13]. Пусть Е —бифуркационная диаграмма 
краевого проектирования X/.,/. 

Тогда росток пространства C v \ 2 , v = k + / — 2, есть про­
странство k(n, 1), где л —подгруппа индекса I ' - )kk+l~2 

в группе кос из (k-{-l — \) нити. 

§ 5. Выпрямление векторных полей 

В этом параграфе мы рассмотрим еще одно свойство проек­
тирований, аналогичное свойству изолированных особенностей 
функций. Оказывается, в окрестности бифуркационных ди­
аграмм нулей ряда проектирований можно выпрямлять вектор­
ные поля, сохраняя диаграммы. 

1. Назовем касательным пространством к многообразию А 
в его особой точке 6 предел касательных пространств в регуляр­
ных точках (если этот предел существует). 

П р и м е р ы . 1. В пространстве С3 коэффициентов многочле­
нов 4-й степени 

x'h-\-ax2-\-bx-\~c 
рассмотрим множество, отвечающее многочленам с кратными 
корнями (ласточкин хвост). Касательная плоскость к нему в 
нуле — с = 0. 

2. Зонтик УИТНИ — это поверхность в С3, заданная уравне­
нием 

x2—yz2. 
Предела касательных плоскостей к зонтику при приближе­

нии к нулю не существует. 
Для простых функций на многообразии с краем имеет место 

теорема Ляшко. 
Т е о р е м а 12 [17]. Пусть vi и v2 — векторные поля, задан­

ные в окрестности бифуркационной диаграммы нулей простой 
функции на многообразии с краем и трансверсальные каса­
тельной плоскости к диаграмме в нуле. Ростки полей vx и v^ 
эквивалентны относительно группы ростков в нуле диффеомор­
физмов объемлющего пространства, сохраняющих диаграмму. 

П р и м е р ы . 1. Любое поле и, трансверсальное в нуле лас­
точкиному хвосту, приводится к локальной нормальной форме 
д/дс сохраняющим ласточкин хвост диффеоморфизмом С3. 

2. В трехмерном пространстве с координатами (x, у, г) рас-
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смотрим цилиндр А 
x2=,(/3 

над полукубической параболой и поле v общего положения.. 
Из теоремы 12 и ее распространения на проектирование Сз (см. 
формулируемую ниже теорему 13) получаем: в окрестности 
общей точки ребра возврата множества А поле v трансверсаль-
но А и переводится сохраняющим А диффеоморфизмом в поле 
д/дх, а в исключительных точках ребра v касается А и локаль­
но эквивалентно полю д/ду-\-гд/дх. 

2. Пусть F(x,u,%)—миниверсальная деформация проекти­
рования (x,u){to}w полного пересечения f(x, u)=0 на прямую; 
v — коразмерность этого проектирования. В C1+v лежит бифур­
кационная диаграмма нулей W проектирования f. 

Рассмотрим росток в 0GC1+v гладкого векторного поля v, 
w(0)=5-=0. Пусть и' — время движения вдоль v от ростка в 0: 

некоторой гладкой гиперповерхности, трансверсальной и; 
%'•—локальные координаты на этой гиперповерхности. Пере­
несем %' полем v на C1+v. v=d/du'. 

Пусть Cr(x, и', V) —запись отображения F в новых коор­
динатах: 

0(х, и.', V) = E(.x, и {и', V), %{и', %')). 

G задает деформацию проектирования (x, и'У+и/ поверхности: 
g{x, и.') —О, где g— GIvMh V6CV —параметр этой деформации. 
W является бифуркационной диаграммой нулей и проектирова­
ния g. 

Т е о р е м а 13 [11, 14]. Пусть проектирования на прямые 
поверхностей 

fix, и)=0 и g{x, u') = 0 

эквивалентны, a G — миниверсальная деформация g. Если про­
ектирование / просто, то существует росток диффеоморфизма 
пространства (C1+v, 0), сохраняющий диаграмму W и переводя­
щий росток поля д/dtt в росток д/ди'. 

З а м е ч а н и я . 1. Утверждения теорем 12 и 13 для особен­
ностей Ац, Dfi, Efi эквивалентны. 

2. В [14] теорема 13 сформулирована лишь для полных пе­
ресечений положительной размерности. Но легко видеть, что 
приводимая ниже схема доказательства для серии С,, проходит 
и для простых проектирований кратных точек, и для простых 
краевых проектирований. 

П р и м е р . Версальная деформация краевого проектирова­
ния д2 ,2 . F = (x-H-и, x2+KiX+X2). Бифуркационная диаграмма. 
нулей имеет две компоненты (рис. 3): 

W\: и - - 0 - т е {и, Л,), при которых функция F i ( \ и, Я) 
имеет критическое значение 0; 
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•У(О) 

Рис. 3 

W2: {u—X2)2+uki2=0 (зонтик Уитни) — те (и, %), при 
которых 0GC2 попадает в образ отображения F(-, и, X), 

По теореме 13 для Х2, ч два поля, трансверсальные в нуле 
плоскостям ц=--0 и и=Х2, эквивалентны относительно группы 
диффеоморфизмов, сохраняющих зонтик и n = 0. 

Отметим, что W2—бифуркационная диаграмма нулей 
проектирования X2,2 (не краевого). В этом случае получаем, 
что поля, трансверсальные уже только плоскости и=%г, пере­
водятся друг в друга диффеоморфизмами, оставляющими на 
месте лишь зонтик. 

3. Теорему 13 можно доказывать, следуя доказательству 
теоремы 12 из [171. В этом случае используется отображение Ф 
(п. 2, § 4). 

Но можно сделать иначе — как в [13] в аналогичной задаче 
для квазиоднородных проектирований, что позволяет доказать 
теорему 13 не только в голоморфном, но и в С°°- и аналитиче­
ском случаях. Для этого заметим, что существование необхо­
димого диффеоморфизма эквивалентно существованию ростка 
в 0 замены координат 

х=х(х', и', X'), и = и'-\-а{%'), Х=Х(Х') 
и ростка невырожденной матрицы М(х', и', X') таких, что 

G(x', и', Уу=М{хг, и', X')F{x{x', а', Г ) , u'+a(-V), Х(Х')). 
Группу, образованную ростками в 0 замен и матриц указан­

ного вида, обозначим через %. 
Дальнейшее изложение проведем для частного случая 

/бСц, |nS--3. Пусть F— квазиоднородная миниверсальная дефор­
мация проектирования С,-.: 

: F ---• & + -V^- 1 + . . . + Хр._ая- + их+V-1. 
О индуцировано из F: 

Q = x» + X,(u', ^ О ^ - ' + . - . + ^ - з К , V)x2 + 

• + в ( а . V)je+V-i({cdot}---'. V), tt(0, 0 )=0 , Ц0, 0 ) - 0 . 
g----G|-.'-o6Gii. и (tt'> -)-/)м"(и> Я.)—диффеоморфизм. Поэтому, с 
точностью до замен координат и' и А/, разрешенных группой Э , 
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можно считать, что главная часть G (см. [3]) имеет вид: 
G o = ^ + ^ / ^ - i + . , . +x;_2x2 + aa'x + ^ . + uM'V). афО. 

Несложный подсчет показывает, что версальность О экви­
валентна неравенству a=£\i.b. Докажем, что в этом случае 
отображение О ^-эквивалентно G0. 

G°~ вер сальная деформация проектирования g°----G0|̂ '=0) 
причем квазиоднородная. Вес и' отличен от нуля. Поэтому 

£*,«•--?.*,«• <g°- dgidx) +$u-dg>idti' + C (dG°/dKi' \м) = 
-** ,« ' < g°. dgo/дх > -f-C < dg*/du', dQo/dW |v-=o > . 

Отсюда 

+ »х. < dG<>/dii', dQ*id%i' > +«v»x,«'(k', 
где %'c:I{lambda}' — максимальный идеал. 

По лемме Вассермана [24] последнее слагаемое опускает­
ся. Получающееся при этом равенство означает, что G0 имеет 
нулевую коразмерность относительно группы .?, к которой 
добавлены еще параллельные переносы. Пользуясь техникой 
Мазера—Вассермана [18, 24], можно доказать, что такое ото­
бражение конечно .^-определено (ср. с теоремой 1, § 1), Эле­
мент G—G° принадлежит касательному пространству к ^-ор­
бите G0. Его квазиоднородные компоненты имеют степени, 
большие, чем G0. Поэтому G ̂ -эквивалентно G0. 

Эквивалентности G° и F теперь нетрудно добиться квазиод­
нородными преобразованиями из группы & (см. [3]). 

Аналогичные рассуждения доказывают теорему 13 и для 
остальных простых особенностей. 

4. Укажем теперь геометрический смысл условий теоремы 13, 
накладываемых на выпрямляемое поле v, для некраевых проек­
тирований полных пересечений положительной размерности. 
ИХ два: 

1. Проектирования на прямые поверхностей /—О и g —О 
эквивалентны. 

2. G — миниверсальная деформация проектирования g. 
Мы обозначим через W и W" ребро возврата и множество 

самопересечения диаграммы W; ГоА — объединение всех каса­
тельных пространств в нуле к различным компонентам мно­
жества Л; SB — факторалгебра алгебры L векторных полей на 
C1+v, касающихся W, по ее подалгебре L0, сохраняющей начало 
координат. Напомним, что если /ФС..,., то l+v —нижний ин­
декс символа, обозначающего простое проектирование. 

Рассмотрим условия 1 и 2 для всех случаев простых проек-
тирова-ний. 

Случаи Лм, Dn, £„, Ck)l 2{le}k{le}/, F^, р'>7. 
1.86 



1. v(0) трансверсально T0W (для С2,2 и F7 T0W ~- две ги­
перплоскости, для остальных особенностей— одна). 

2. Вытекает из 1. 
Случаи Сц, ~в, 
1. vWeToWW^C^C*-* (рис 4). 
2. Диаграммы нулей в рассматриваемых случаях—цилинд­

ры над диаграммами нулей А^-х и С2,з- Поэтому факторалгеб-
ра 9? нетривиальна и изоморфна прямой. Условие 2 равносиль­
но тому, что [v, I] (Oj-ITolF, где / — любой представитель обра­
зующей 3?. Отметим, что для С„ это как раз совпадает с усло­
вием аФ\хЪ в доказательстве теоремы 13. 

Рис. 4 Рис. 5 

Случай F&. Здесь диаграмма нулей — цилиндр над диаг­
раммой нулей G2,2. В подходящих координатах Х\,. . . , Я,5<-С5 

Т 0 Г - { ^ — 0 } U { ^ = 0 } , T0W = {^ =Xj = 0}, 
Г 0 Г" = {Я---=?о3--0}и{?.2=^4 — 0} (Рис. б). 

1. ^(0)еГои7\(Т0Ч7'иТо^")-
2, [.и, /](0)•$7"0Ŵ **®С-х» (0), где / — представитель образующей 

алгебры 5?-=Z/L0---C. 
Случай E4- W— цилиндр над полукубической параболой с 

двум ер ной образ ующей. 
1 . а(0)бГ0№", но [о, v'](Q)$.T0W, где щ'бЬ, г»' (0) = <г> (0). 
2. Отображение Ж->Т0С4/То^, /+А--[®. /](0)mod.r0flP"', 

— изоморфизм (можно показать, что это отображение определе­
но корректно). 

Случай Вц. IF —гладкая и £ - -С" - ' . 
1. ч) имеет в нуле касание порядка ц — \ с W, т. е. для 

любого «'б/., •»' (0) = t)(0), выполняется: 
•гю ( о ) , . . . , ^-2 ( о ) еТо^ , '-,М-1 ( о ) я Т о ^ . 

где t»ft —k-кратиый коммутатор v c -г/, 
-"*-=[...[[«, *>'], в ' | г»']. 

2. Отображение из 9? в С"-1, й-ая координатная функция ко­
торого равна [ий_1, Z+Lo] (O)mod .ToIV, — изоморфизм. 
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Все перечисленные здесь условия контакта поля v с диаг­
раммой W ВЫПОЛНЯЮТСЯ для полей общего положения на C1+v. 
поле, полученное малым шевелением поля и, имеет вблизи ну­
ля ту же особенность, что и v в нуле. 

5. В. М. Закалюкин перенес теорему 12 на квазиоднородные-
(не обязательно простые) функции на гладком многообразии: 
в виде утверждения об устойчивости векторного поля, транс-
версального бифуркационной диаграмме нулей [16]. В таком 
же виде распространяется на квазиоднородные проектирования 
на прямую и теорема 13. 

Пусть F(x,u,X)— квазиоднородная миниверсальная дефор­
мация проектирования (х, н).-*н полного пересечения (возмож­
но, с краем), v—коразмерность этого проектирования. Бифур­
кационная диаграмма нулей W{subset}C1+v определена глобально. 

Т е о р е м а 14 [13]. Векторное поле д/ди устойчиво в. 
0GC1+v: если v — достаточно близкое к д/ди голоморфное поле, 
определенное около нуля, то существуют близкая к 0 точка 
<~eC1+v и росток диффеоморфизма 

(C-+v, W, 0){to}(C-+v, W, q), 
переводящий росток в нуле поля д/ди в росток v в q. 

Такое же утверждение справедливо и в вещественном 
случае. 

Из теоремы 14 легко извлекается, как следствие, аналог тео­
ремы Закалюкина для функций на многообразии с краем. Для. 
этого надо заметить, что если 

i-i 

Н (х, %) = h (х) + Х1 + V %&t (x) 
2 

— квазионородная миниверсальная деформация функции h на 
многообразии О с краем x-=0, то (Н(х,Х), Х\) — минивер­
сальная деформация проектирования (x,%i)-+-h\ гиперповерхно­
сти h (х) +A,i•= 0 с краем А (х)+Xi =x1 —0. 

6. Рассматриваемая нами устойчивость относительно груп­
пы диффеоморфизмов, сохраняющих диаграмму нулей, имеется 
и для полей направлений д/ди. При этом никаких ограниче­
ний на исходное проектирование не нужно. Устойчивость следу­
ет непосредственно из устойчивости версальных деформаций. 
проектирований (теорема 3, § 1). 

Из теоремы 3 вытекает нечто большее — аналогичное 
утверждение о проектированиях на базы произвольной раз­
мерности. 

Пусть WCZCP^ — бифуркационная диаграмма нулей проек­
тирования (x, ы) •->• и некоторого полного пересечения (опреде­
ление W очевидно). XGCV — параметр версальной деформации. 
Тогда расслоение (и, Я) -{to}Я и достаточно близкое к нему рас­
слоение 0+v{to}Cv локально эквивалентны относительно группы 
диффеоморфизмов пространства C-°+v, сохраняющих W. 
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Если версальная деформация F(x,u,k) проектирования на 
С? квазиоднородиа, то в формальном случае инфинитезималь-
ную эквивалентность расслоений (w. Я) i-> Я и Cp+v{to}Cv можно 
•осуществить с помощью касающихся W полей у— (ui,-.. . , vP, 
vp+h . . . , -ip+v) таких, что *2>aidvildui = 0. Здесь а. — комплексные 
числа, для которых не существует соотношения SaitiyiAi —0, где 
wu ,.. ,wp — квазиоднородные веса переменных щ, . . . , ир, а 
ЛХ,.,.,АР — любые целые положительные числа. Доказатель­
ство следует доказательству теоремы 13 п. 3. 

П р и м е р . Взяв все a i = 1 , получаем в вещественном случае 
эквивалентность расслоений, сохраняющую не только W, но и 
элемент объема в каждом из слоев X=const. 

Глава III 
КЛАССИФИКАЦИЯ ПРОСТЫХ ПРОЕКТИРОВАНИЙ 

В этой главе приводится классификация простых ростков 
• •проектирований 

V{to}E{to}5, 

у которых размерность проектируемого многообразия V не 
меньше размерности базы В проекции. Мы называем их проек­
тированиями «на». По-прежнему, предполагается, что V—пол-
жое пересечение. 

§ 6. Непростые деформации полных пересечений 

Проектирование V на В определяет семейство подмногооб­
разий в слоях расслоения E{to}-8 — семейство пересечений V со 
'слоями. Росток проектирования V{to}E{to}B задает деформацию 
подмногообразия Vo отмеченного СЛОЯ. Коразмерность V0 в 
-слое совпадает с коразмерностью V в Е. Класс эквивалентности 
полного пересечения Vo — инвариант рассматриваемой нами 
эквивалентности проектирований. Следовательно, для простоты 
•проектирования V{to}E{to}B необходима простота полного пере­
сечения Vo. 

Напомним, что проектирования V{to}E'{to}.B и V{to}E//{to}Jr3 на­
зываются стабильно эквивалентными, если Е' и Е" вклады­
ваются как подрасслоения в некоторое расслоение E{to}j3 и 
индуцируемые при этом проектирования эквивалентны. 

Через т мы обозначаем коразмерность V в Е, через п — 
размерность слоя расслоения E{to}B. 

Из сказанного и из классификации простых полных пересе­
чений (см. [6]) следует 

Т е о р е м а 15. Всякий росток простого проектирования 
•«на» стабильно эквивалентен некоторому проектированию при 
одном из следующих трех значений параметров размерностей: 
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1) m = l (гиперповерхность); 2) n = 3, m = 2; 3) n = 2, m = 2 , 
Классификация простых особенностей этих трех случаев 

содержится соответственно в приводимых ниже теоремах 16, 
18 и 19. 

Изложим ряд соображений, используемых при классифи­
кации. 

Как и прежде, мы записываем отображение E{to}.8 в локаль­
ных координатах в виде 

(х, n).-> и, хбК", «GKP, 
где К — поле вещественных или комплексных чисел. Эквива­
лентность проектирований индуцирует на пространстве локаль­
ных уравнений f(x, и ) = 0 многообразий V действие группы пар 
(h, М), где h(x, и) = (Х'(х, и), U(u))— росток расслоенного 
диффеоморфизма, М — росток невырожденной т~Х.т—матрицы: 

{h, M)f=M(h*f). 
Отмеченное полное пересечение V0 задается в объемлющем 

его слое нулями отображения fo = f|u---o. Пусть Ф(х, А,), 
WK№, — версальна^ деформация полного пересечения fo(x)=0-
Как и всякая деформация поверхности /0 = 0, деформация 
f(x, и) индуцируется из Ф при некотором отображении баз 

Л : (К*, 0){to}(K ,̂ 0): 
существуют росток на ЕтХт — матрицы N, N(0)=E, и /--па­
раметрическая деформация X тождественного отображения. 
К" такие, что 

N(x, u)f(x, и)=Ф{Х(х, и), А(и)). 
Отображение Л, индуцирующее деформацию f, играет основ­

ную роль в классификации проектирований. 
Напомним, что касательным пространством ТбД к многооб­

разию Д в его особой точке б мы назвали предел касательных 
плоскостей в регулярных точках (в случае его существования). 

База версальной деформации Ф разбита на классы эквива­
лентности полных пересечений. Пусть Z — один из них. 

Отображение Л трансверсально классу Z (K<\\,Z), если 
образ его дифференциала в нуле трансверсален пространству 
7'oZ в ГоК11 (в частности, ранг дифференциала не ниже кораз­
мерности Z в базе Ф). 

Введенное понятие трансверсальности не зависит от выбора 
Ф и Л. 

Теорема 1 о конечной определенности (§ 1) позволяет при 
классификации простых проектирований оргаиичиться формаль­
ным случаем. 

Нетрудно убедиться, что на теорию проектирований пере­
носится техника В. И. Арнольда приведения функций к нор­
мальной форме с помощью спектральной последовательности 
l5,7l. 
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Приведем несколько утверждений, позволяющих гарантиро-
вать отсутствие простых проектирований. При этом мы будем 
говорить о проектировании (х, и) <-*и поверхности f=0 на 
p-мерную базу как о р-параметрической деформации f полно­
го пересечения f0 = 0, f0=f „.=-. 

П р е д л о ж е н и е 1. Предположим, что существует примы­
кание fa~*-go полных пересечений. Пусть полное пересечение 
go—О не имеет простых р-параметрических деформаций. Тогда 
и /о—0 их не имеет. 

Для простоты проектирования /необходима простота полного 
пересечения / •— 0. Любое простое полное пересечение имеет 

п. 
квазиоднородную миниверсальную деформацию /Q(x) +VA^e^A:} 

с п о л о ж и т е л ь н ы м и весами всех переменных. Здесь еи... 
..., вр, — мономиальный базис пространства 

С/{ /о* (»(т)№+Х х { dfidxt > }. 
Считаем, что веса а ; переменных Я, упорядочены; а - > а 2 > . . . 
. . . > а-ц > 0. 

Пусть ранг в нуле отображения Л равен {mu} — 1 . Тогда есть 
некоторое число s, l < s < p , , такое, что деформация / приво­
дится к виду 

f(x, и)==/0(х)+ ^ tilel(x)-j-Ks(u)es(x), (1) 
1=1, t^s 

где u = (ul,...> # , , . . . , up+l) — параметры деформации, а про­
изводная в нуле функции Я. по всем Uj, />s ,—нулевая . 

П р е д л о ж е н и е 2 (о редукции). Пусть 2а^а,. Отсут­
ствие у /о простых деформаций вида (1) при (ц.— 1)-ом пара­
метре влечет их отсутствие и при большем числе параметров 

Формулируемые нами классификационные теоремы относят­
ся к вещественному случаю. Отличия, имеющиеся в комплекс­
ной ситуации, мы комментируем после теорем. 

§ 7. Особые проекции гиперповерхностей 

1. Пусть росток проектируемого многообразия V задается 
одним уравнением f(x, и)=0. Если проектирование просто, то 
функция fo = f\u=o также проста и, значит, имеет одну из нор­
мальных форм [3] 

An, n > 0 : x ? + 1 ± x 2 2 ± > - - ±x,?\ 
D„., ц > 4:x!2x2 ± х%~1 ± x3

2 ± . •. ± хя
2; 

E-.x-3+х2
4 ± х3

2 ± ... ± хп
2; 

191 



Я, :х , 3 +х х х* ±х3
2±...±хп

2; 

E 8 : x i 3 + ^ 2 5 ± ^ 3 2 ± . . - ± x « 2 -
Примыкания этих функций — те же, что и у одноименных 

краевых особенностей (они указаны на диаграмме 1 в п. 3, 
§ 2 ) . 

В приводимой ниже теореме 16 f(x, и) =f0(x)+A(x, и); 
X,! (или У,,) — одна из простых особенностей функций от п 
(или р—ii+l) переменных, т. е. X, У—A, D, Е; если множе­
ство аргументов функции g, фигурирующей в таблице 4, пусто, 
то считаем, что g£Au g=0; еи ..., е..— мономиальный базис 
кольца &х/(д?о/дх{), е., — гессиан f0 (элемент максимальной 
квазиоднородной степени); q = ±u^± • •. ±up

z. 
Т е о р е м а 16 [15]. Росток проектирования вещественной 

"гиперповерхности прост тогда и только тогда, когда он эквива­
лентен ростку в нуле проектирования (х, и) •->- и многообразия 
f = 0, где f — одна-из функций таблицы 4. 

Таблица 4 

р и А (х, и) Кораз­
мерность Обозначение 

Гладкие гиперповерхности (grad/ 1л=,о,и=о^°) 

> 1 

1 

>(Х 

>|Л—1 

Ло 

•Х"ц. И>° 

-V ц>о 

•Х"ц. И > 1 

- V .~->3 

-V Ц>4 

0 

к 

2 «/б/(л) 
1 

ц-1 
2 "•iei{x)+ 

i 

+ .?(V . . . . Ир) ец <»> 
*€>%. v > 0 

(Д.—2 

1 

1 

.0 

ц - 1 

0 

V 

к 

% 

At, 

*и 

* р. 

Ak 

А% 
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Продолжение табл. 4 

р 

2 

/о 

А3 

л4 

Д (х, и) 

щгхх ± Mia-Vi- + и-

«1" Jf 1 + US 

«1.^1 ± «l-vl3 + tt-

UiXx + ..-2 

MJJ-J2 + UtX^ + иг 

« i X i 2 + tt-S-*j3 •+• « 2 

Ми*,-- + a2 

Кораз­
мерность 

3 

4 

2 

3 

3 

4 

5 

Обозначение 

Mg* 

м,« 
ч4--
м4-
• М 4 -

-А4а± 

М.-' 

Особые гиперповерхности (grad / |_.._0 и==--= 0) 

1 

> 1 

1 

> 2 

2 

..V 

А, 

Ац, Ц > 1 

Л 

±и"-

g(uu . . . ир), £ б - \ , 

« X i 

и* 

UiXx + q 

tti" + w«"±tti*.«i» * > 2 

ц - 1 

V 

Ц 

3 

2 

2k 

В» 

Л? 
С й-Н 

•F* 

Л--

*$* 

Функция и (ц): 
t i [2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 1 9 | 1 0 1 > 1 1 
х | 2 | о о | 3 | 5 ) 4 | 6 | 5 | 7 | 6 | 7 ' 

Все указанные проектирования попарно не эквивалентны с 
точностью до расстановок знаков в форме q и нормальных 
формах Хц и Уч. При р=\ A\v:=Ai. 

Примыкания простых проектирований при р-=1 перечисле­
ны на диаграмме 1, п. 3, § 2. При остальных р любое примыка­
ние получается конечной композицией примыканий, указанных 
на диаграмме 6. 

З а м е ч а н и я . \. Проектирования гладких гиперповерхно­
стей при (п. p)---(l. 2) до коразмерности 2 включительно — это 
в точности список В. И. Арнольда всевозможных проекций об-
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р=2: г о 

л г 

"- "г л - *"Лг 

Р»г: 

- y , P>Д-1, >• >>4-VX{to}Z^r 
A,' 

Диаграмма 6 

щих поверхностей из трехмерного пространства на плоскость 
[I]. Все эти проекции просты. 

2. В целом, комплексный список простых проектирований 
гиперповерхностей отличается от вещественного только тем, 
что везде вместо знака -fc надо поставить знак +, а также на­
до опустить серию 2А2'1. Над С эта серия примыкает к проек­
тированию, содержащему модуль (непрерывный инвариант) в 
нормальной форме. 

2. В приводимой ниже таблице 5 функции Р8, X-> /ю таковы: 
Р&: Х13 + Х23 + Х33 + Р-ЯЛ-Х-З ± х42 ± • • • ± Хп2) 

X-: ± x i 4 + PA:12x-2 + x 2
4 ± x 3 2 ± • • • ±x«2> 

/1о: .x13 + P x ^ 4 ± x2G ± ^з 2 ± • • • ± x«2 . 

Здесь PGC — модуль. Через гкЛ мы обозначим ранг отобра­
жения Л в нуле; многоточие— члены более высокой степени 
квазиоднородности. 

Теорема 17. Любой непростой росток проектирования ги­
перповерхности примыкает к ростку в нуле непростой проек­
ции (x, н) !-* и многообразия f(x, и) =0, где f — одна из функ­
ций таблицы 5 (здесь опять f.=fo+.A). 
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Т а б л и ц а 5 

р 

1 

2 

>max{3, 
И---2} 

>ц—1 

> [ А 

>(Л— 1 

ц— 2 

>ц—3 

f. 

Л2 

Л-

О* 

•Ps» -Л»» •МО 

-43 

Л 4 

Л 

л п г \Ъ^>- Л 

-V и- -> з 

-V V>2 

•->ц- £ й 

•Од. -Зц 

•P-I -Л-1 •'10 

Д (Д?. и) 

Р й - ^ + и 3 

Р«лг12 + «-

aXi + fiiiXi 

а 

P K J - X J - + M-3Xi + И- + . . . 

P»iJ-i3 + и.-*. + и2 + . . . 

»1-*1 + « ! + . . . 

П. 

2 и («) *'-•• 
1 
гкЛ = ц—2 

гкЛ-=ц—1, ЛД.4|11_2 

И.-2 

1 

+ S ±"/+. . . )^-2+ 
М-Н 

Yj%i(u.)ei(x), АА _-)._.._, 

м. 

l 

гкЛ = (л—2 
и 

2 X/(и) *j (•*) 
1 

Коразмер­
ность 

4 

ц - 2 

4 

3 

р—-ц + 4 

3 

3 

2 

2 

max {0, 
ц—р—1) 

Обозна­
чение 

* Ц 

* Д 

•л, 

-У.-~-2) 

-.Vji-l) 

Л* 

< 

ЗД-2) 
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Продолжение табл. 5 

р 

>(Х+1 

h Д (*, и) 

2ц;<3г(-*) + 
1 

+ .?(«U, Ир)йц(^). 

ff(0)-0, гб-% •--/-.. 

Коразмер­
ность 

V - 1 

Обозна­
чение 

если, есть штбетстдующее 
примыкание особых сруцщи.И 

х1г~гл'> Р >Р~г> eCAW V"V 
" V"~V* 'PS'*. есм *ЦГги.-

"JM 

V^-K^-V 

# 
A1 

> JX-l 

4 * 

>•; 
& -JU.-1 

./-"V-1 .^ A ^ / - { t o } * 

V^K ц ЕЛ-К%-1 * если. 

Ли-аграмма 7 
V 

Замечание к таблице 5. Пусть F — множество всех функ­
ций вида fo + A, где А пробегает все указанные в соответству­
ющей графе значения; О—росток орбиты F в gx,u относи-
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тельно группы эквивалентности проектирований с переносами. 
Коразмерность 0 в &хш и указана в графе «коразмерность». 

Некоторые примыкания проектирований таблицы 5 к про­
стым проектированиям приведены на диаграмме 7. 

3. Теоремы 16 и 17 доказываются с помощью всех перечис­
ленных в § 6 средств. Полный определитель особенностей в 
нашей задаче слишком обширен (ср. с [3]). Поэтому в каче­
стве иллюстрации приведем небольшую его часть из пяти лемм, 
дающих классификацию простых проектирований гиперповерх­
ностей ДЛЯ пар (\л,р), fô A,!, из заштрихованной на рис. 6 об­
ласти (область рассматривается с границей). 

1 Ш к 
1 3 

Рис. 6 

Итак, пусть /o-SAn ип=1 . 
Леммы. 
1. Пусть и > 0 и rkA = u. Тогда /GAS, 

Yv 
2. Пусть [г>1, гкА=-р— 1 и ЛсМ,1_1. Тогда fQA М. 
3. Пусть [х>2,гкЛ=\i — 1, AjftAu-i, но Л<Мц_2. Тогда про­

ектирование/эквивалентно x ^ - ^ - ^ . . ! х^-х-\-Н{щ-г, %, . . ,ир)Х 
Ц—2 

Xx-J—2+ 2 tttX1'1, где Аимеетпо %_1 степень не выше и(ц) — 1 . 
Если при этом квадратичная часть ограничения А|иЦ_х=0 невырож-
дена, то/QA^. В противном случае/непростоипримыкает к AJ-

4. Пусть (л>3, rkA==(J, — 1 , но Л.^Лд-2. Тогда / ненросто 
и принадлежит классу А^^л,— 1). 

5. Пусть ц ^ 2 , р ^ З и гкЛ=(г—2. Тогда f непросто и при­
надлежит классу An(n—2). 

Заметим, что лемма 4 влечет отсутствие простых проекти­
рований гиперповерхностей с особенностями для p=2 и /GX,., 
где ц^З . 

§ 8. Проектирования многообразий коразмерности 2 
1. Теорема 18. Простое проектирование многообразия на 

пространство на 1 меньшего числа измерений просто тогда и 
только тогда, когда оно стабильно эквивалентно или простому 
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.проектированию гиперповерхности, или версальной деформа-
дни простого ростка кривой в трехмерном пространстве. 

Список простых кривых в С3, не эквивалентных плоским, 
был получен Джусти [19]. Любая такая кривая может быть 
•задана уравнениями fo—О, где /о — одно из отображений таб­
лицы 6. 

Таблица 6 

Тип 

•V И»5 
Тп 

г9 
т, 
и, 

/о 

Xi -p Х% -г Хъ | Х%Х$ 

Х\ ~\~ х% -f- Xi , х%Хз 

Xi -f- Xz -г -̂ .а t x%X% 

Xi -1- Xi -(- AT- , X%X$ 

Xi -r-Vj-..*-, X\X^ -г ..̂ з 

Тип 

и, 
и, 

: ws • 
W> 
z» 

Z j o 

/-

•Xj -\-XzXi-\~Xi , ATj.Va 

-tj - j - -V2.V8) X^Xz -f- .£-, 

X i - + X , a , X^ + X^Xi 

-AT,.-+-V2-V3-. X^ + XiXs 

x^ + x^, хг
2 + х3* 

XI" + XiX,*, Xi2.+ Xs
3 

Аналогичный вещественный список отличается от списка 
Джусти расстановкой знаков + или —- (5ц, Г8) и добавлением 
особенности Ti{Xi2-\-xs

3, x2
2+x32), С-эквивалентной Tj. 

Все примыкания проектирований теоремы 18 получаются из 
списка §7 примыканий простых проектирований гиперповерх­
ностей добавлением примыканий вер сальных деформаций Х^ {to} 
{to}z£/ примыкающих кривых. 

Отметим, что все примыкания простых кривых до сих пор 
•не известны. Например, в [11] к составленной Джусти диаг­
рамме примыканий были добавлены 

Wfr+De, Zg{to}D7 и Zia{to}D8. 

На самом деле, первые два из этих примыканий пропускаются 
соответственно через кривые E^ и U&; 

\VS -> Я7: (Xj2 + 64x2
3 - 463-x! к2 + 429o'1x2

2 + 20s3x2x3 - s2x3
2. 

+xix2 + x3-—1634x. + 208e6x2-f 16е6л:3); 
Us-+D7: (xi2+x2x3 + 283xi + e4.:,<-3-

3 3 1 \ 
•xix2 + xi.x3

2 — Зе^!2 — --- 82xix3 + --- s3x3
2 + •--- 8x2.*3) • 

2. Прежде, чем привести классификацию простых проекти­
рований многообразий на базы той же размерности, напомним 
классификацию простых плоских 0-мерных полных пересечений 
(по теореме 15 наши проектирования в рассматриваемой ситуа-
-ции — деформации кратных точек плоскости). 
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Простые кратные точки в С2 расклассифицированы Джусти 
[20, 6]. Соответствующий вещественный список дан в табли­
це 7 (наши обозначения отличны от введенных Джусти). 

Т а б л и ц а 7 

Тип 

€ ± ; , 2 < k < / 

Сги.1 k>2> 

Я ± + 5 . ™ > 4 

Ь 

XiX%j Х± х Х% 

Хх -Т- Л.-2 » -^а 

• * i 2 ± * . . ' " • .--Ч*.-2 

Тип . fo 

ЛГ-_ -• Л ц . . . 

В зависимости от четности индексов в вещественном случае, 
и всегда в комплексном, особенности, отличающиеся лишь зна-_ 
ками, эквивалентны. Над С 52fe-~C;„ ft. i 

Все примыкания вещественных кратных точек получаются 
композицией конечного' числа примыканий диаграммы 3. 

"i*i«-i i — > "S..--!-1S-'-i-.-iie 1 ' v / ' Ч у - . . , 2 -

к-1,е -2 (K+1) 

гн+е+1 

"*#-> 

4r*" 

^к+е 

V \ 

1г,г 
чк+м 

Hff-t 
."2k+1 

Диаграмма 8 

^ , 
••Zfe-I 

В приводимой ниже таблице 8 мы придерживаемся .обозна­
чений теоремы 16, с той лишь разницей, что теперь e i , . . . , е„ — 
упорядоченный по весам мономиальный базис пространства 

£//{/0* (m (2)) W+Sx (dfoldxt)}, x-=(x1, л2); 

Х^ — класс fo. Иногда, оговаривая, мы пишем нормальную фор­
му С2)2

+ как (л..2, х2
2). Особенности d(x12+x22, х2

2) эквивалент­
на С2, 2+. 

Теорема 19. Росток проектирования вещественной поверх­
ности на многообразие той же размерности прост тогда; и толь­
ко тогда, когда он стабильно эквивалентен либо простому про­
ектированию гиперповерхности, либо ростку в нуле проекти­
рования (х,и)>^и одного из многообразий /==0 таблицы 8. 

199 



Т а б л и ц а 8 

р 

1 

2 

» 3 

> 4 

>(i—1 

/о 

С±,, 2<k<l, 

-V И>7 

2 2 ' ' " ^ 1 * •**•. .) 

'-'г.з 

^ 2 , 2 

С2+2, ( * , ' , ^ 2 - ) 

Са± , / > 2 

^ 2 , 3 

с3|., / > з 

Д (ЛГ, И) 

(О, а) 

W, и) 

0 , 0 ) 

("»> « 2 + « i * - « l ) . . k> l 

l .< r<s 

(.11-1 +ЩХг, Ui + hXi) 

A = « i + £ ( « 4 Up) 

h = ft/ ± tta
2 + q, k>\ 

h^Ut + u^ + q 

p 

5 

p 

А = « 1 ± ц а - - Ь и 4 " - ( - 2 ± ^ -
5 

Д - 1 

1 

+ ^(и|Х, . . . . up)e]l{x) 

(«a, «i + «8-̂ 2 + И*.*--2 •+• 
+ (ui

r + q)x1), r > l 

/ 1-1 
U / I . S tliX^ + Ul+iXii-

+ uHix1*+hxl
2-1) 

к о р а з ­
мерность 

Ц - 1 

4 

5 

2k 

r + s 

V 

k + l 

3 

k+l— 1 

4 

V 

/ • 

•v 

Обозна­
чение 

* H 

Fs 

Fe 

-c|f-

"•-2.2 

° 2 , 2 

,->2ft 
u 2 , 2 ; 

b 2 , 2 

."/ .ft b 2 , 2 

. "3 ,1 ,2 
° 2 , 2 

•Лц 

Г"" 
Ь 2 , 3 

u 3 , f 
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Продолжение табл. 8 

р 

->ц—1 

> | 1 

fo 

СЪ.Р г > 3 

-Р7. ^ 0 , PlO 

Рх, 

Охо 

х* 

Д (х, и) 

А= ± и{,
+2 + .71 г > 1 

Ц - 1 

2 и*<-"г (*)+(мм.-1 + 
1 

U - 1 

2 "*й* (-"О + ("»Г + •?) е1» <•»> 
1 

1 < г < « > 4 

f l - 1 

2-чв1 w + 
1 

+ (и» + g («ю up))ei9(x), 
eB = (x2

a,0), e I O -= (0 , jfjXj,-) 

м-

1 

Кораз­
мерность 

r 

V . 

r 

V 

0 

Обозна­чение 

-To 

< # 

•Xp, 

Значение х (в серии Fi0
r) точно не известно (ВОЗМОЖНО, 

и=.оо). 
В последней строке таблицы Ху,—любая из особенностей 

Cu,i -*- Gio. 
Над полем С эквивалентны проектирования, отличающиеся 

лишь расстановкой знаков + и —, одинаково индексированные 
деформации &2Й и Ck,k, а также особенности 2GV,a и 2G2,'2r. 

На диаграмме 9 приведены некоторые примыкания проек­
тирований теоремы 19. Среди них содержатся все примыкания 
вещественных особенностей при р = \ и комплексных при р — 1, 2. 

Т е о р е м а 20. Любое непростое проектирование многообра­
зия на пространство той же размерности примыкает или к 
одному из непростых проектирований таблиц 5 и 9, или к одному 
из проектирований X&v (X^C^, C3,t, E7 -.- F10, Gio, -Л>6-°8. -^e. 
710), или к некоторой деформации окаймляющей кратной точки 
в R". 

На диаграмме 10 указано положение проектирований таб­
лицы 9 в иерархии проектирований относительно простых осо­
бенностей. 
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c*>f~^-£.f~~?c*.-. e 

*"" J*>Si+ ru-n 
•гАг+т - г * 

4;W-*#:'>-«,->•.• - ^ - ^ 
<г-*-<Г- *«'*,*>*'. ^ A J . W I 

f ' l U ^ . f l С . . Л v*{cdot}/__..v.V „ ч „ 

4 ''V /Л». 

с г „ — - с * ^ с*-—/1 /-г_..А
А1 

Xjj.'^Z'jt! tr=$ XJJT~7>JJJ , Xju. и-Zjj,i-npocmbie кратные 
/почки 6 Кг 

Диаграмма 9 

3. Приведем коразмерности С и С0 множеств непростых 
проектирований «на», соответственно, неособых и необязатель­
но иеособых поверхностей в зависимости ОТ значений тройки 
размерностей (п,т,р): 

\ _ _ 1 р | 1 | 2 | > 3 
aj n—.m—i, c|oo | з | 2 ' 
« - m - 9 j" ] 1 | 2 | 3.4 | 5+9 1 > 10 . 
n—m — 4, С | oo| 3 | 2 | 1 | 0 * 
n----m>3—то же, что и при га=//г==2,кроме случая р=9: 

С(9)=0; 

fiu_ffli,_2 * ] 1 |2+6| 7 1>8. 
б) ft —JW+1_2, С|7 | 2 | 1 | 0 ' 
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Т аблиЦа 9 

р 

1 

2 

» 3 

> 4 

h 

V2.2 . -

Я . . 
Г2,4 

ь3<31 Со 

' « , - • : . , , 

и 2 , 2 

C2i3, Св 

2,2 

*-2,2 

Л (jtr. н) 

<u2, MATJ -ЬРид:- +Y«a) 

(и, р«л:2) 

(и, рм*! -f уил:2) 

• '. . . (и. Р«) 

rk(DflD(x, «) ) |„=1 

гк (Df/D(x, и)) U =2 

Tk(Df/D(x,u))\0 = 
=-гкЛ = 2 ; " 

•гк ( £ ) / / £ ) ••(-*, а ) ) | . = 1, 
'""" гкЛ = 3 

(и-+Из*-. В'-'+Аэ-ч) • 
Л =• Из8 ± «!«3 +Р«12+ .... 

, Р 
.+S± a <*+-- -

4 . 

Л=м1-ьрма*+ 
• р 

+ .£± «;-+••• 
4 

А=Из2+РиаИ4- + и.|* + 
р ! 

+2±<-.2 + --' 
, 5 
Й"= И3

8 + Р№3
2И4 + « / + 

Р 
+ S±t t i 8 -T- . . . 

5 

й = a3
2 + и*8 ± в.в. + 

Р 

5 
• - - — 

Кораз­
мер­
ность 

5 

6 

6 

8 

3 

ц - 2 

Р 

3 

4 

4 

5 

5 

5 

Обозначение 

ь 2 ,2 

^ 

"f 
4 ,2 

*Ч 

С2*2(2) 

?.> 2 

/ - 3 , * 
°2 ,2 

С* 

С4.1,2 
°2 ,2 

/-3,1,3 
°2 ,2 

/--3,2,2 и 2 , 2 
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Продолжен ие табл. 9 

р 

>5 

ц—2 

>ц—2 

->Ц —1 

>ц 

f. 

/"• + 
°2,2 

(А, 0 > ( 2 . 3), г > 3 

^2,3 

- V ' Яд». 4 < й < / , 
г > 3 , ц':>11, ц">9 

ДО", и) 

h = ii-a + Ms8 + K3K4 + 
p 

6 

гкЛ-=ц—2 

r k A = (j,—'1 

С £ ; | А = 2 ,3 , / > з | г к Л = ц - 1 , Л&С?^ 

Ft, Fs, Ft Fi<t, Gm 

^2.3 

C 3 > ; ,*>3 

^2,3 

Fu 

гкЛ = (х—1, Ллх/'(1_1 

(-'.---i.tO 

dtildut\u^0 = 0, t>2 

A A C 2 > AQAz 

лЛхС2*2- A6-4-

g 

j 

M0)= /e* (0)-0, 

j>8, лел2 

Кораз-
мер-
ность 

4 

2 

."—1 

1 

2 

2 

3 

3 

Обозначение 

Г-3,1* ь 2 , 2 

! 

^ О - ™ - ) 

* ; 
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V-l—V,-.,, 2 Х - - - * Л - .*_.•/• 
> -г,г Ч * V "г,г ~*" сг,г сг,з 

г4- —£г3 -з.г.г > ..3,1.г „- , .. .-/< 
Ч - Ч г <•-,- ~ - р с

г , 2 ск,е^^)-*ск,е 
Ъ , 1 , * - 3 , 1 - V . - / - /ц) — г-

# / > 
v „ _, , .^"^.....г -Xjit/i-1)— Yy , № х ^ — у , ^ ^ ' "" X 

' . / - • 

А 

Диаграмма, W 

OL=tn+l >3—то же, если рф^, 5, 6; иначе С = 1; 
в) « . = т + 2 = 3 или # > т е + 2 > 4 

р 1 1 12+51 б | :>7 . 
С\ б | 2 | 1 | 0 ' 

n=wt + 2>4—-то же, если рф5, 6; С(5)=-1, С(6)=--0; 
т) при любых /г и т, п>т, 

С0(1) = 4 и С0(р) = С(р) при p > 2 . 
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