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Н а с т о я щ а я р а б о т а и с п о л ь з у е т обозначения , п о н я т и я и ф а к т ы , а т а к ж е п р о д о л ж а е т нуме­
р а ц и ю ф о р м у л , определений и у т в е р ж д е н и й из [1] ( теорему 8 и следствие 9 следует с ч и т а т ь 
л е м м а м и 8 и 9 с о о т в е т с т в е н н о ) . О с н о в н ы м и ее р е з у л ь т а т а м и я в л я ю т с я л е м м ы 12, 20 , а т а к ж е 
16 — 18. 

С л е д у ю щ а я н и ж е л е м м а 10 р а з ъ я с н я е т , как с п о м о щ ь ю м е т о д а поворотов В . М . М и л л и о н щ и -
кова п о д в е р г н у т ь систему А п р е о б р а з о в а н и ю S на и н т е р в а л е ( Т - 1 , Т ) . 

Л е м м а 10. Для заданной системы А 6 М$ существует такое щ < 1/30, что если 
S е E n d R 3 и \\S - Jj| < и < и0. то для любого Т > 1 существует система В € -М3, удо­
влетворяющая требованиям: 1) B(t) = A(t) при t £ ( Г - 1 , Г ) ; 2) \\В - А\\ < 8i/(||A|| + 20) ; 
3) У ( Т , Г - 1) = 5 Х ( Г , У - 1) , где X и У — операторы Коши систем А и В соответ­
ственно. 

Кроме того, существует система В1 £ М 3 , удовлетворяющая требованиям 1), 2) с 
заменой В на В' и З1) У ( Т , Г - 1) = Х(Т,Т~~ 1 ) 5 , где У — оператор Коши системы В'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Р а с с м о т р и м полярное р а з л о ж е н и е 5 ~ Я Р , где Р = (S*S)1/2 — 
н е о т р и ц а т е л ь н ы й с и м м е т р и ч н ы й , а Я — о р т о г о н а л ь н ы й о п е р а т о р ы . Из с о о т н о ш е н и й | | Р | | = 
= \\S\\ < 1 + V < 2, ЦР- 1 ! ! = Ц5-Ч1 < 1 / (1 - v) < 2 , | | Р - / | | < \\S'S - 1\\ < \\S' - / | | | | 5 | | + 
+ | | 5 - / | | < 3 i / получаем | | Я - 7 | | = Ц 5 Р " 1 - / | | < | | 5 | | | | 7 - Р Щ Р - Щ + 1 | 5 - 7 | | < LZV < 1, откуда 
следует, что оператор Я можно считать поворотом в R 3 на угол j < a r c s i n l 3 ^ . Пусть Я ( т ) 
— поворот в той ж е плоскости на угол r*f, Р ( т ) — Р т , 5 ( т ) — Н(т)Р(т), т о г д а 5 ( 0 ) = I, 
5 ( 1 ) = 5 и | | 5 ( г ) | | = \\Й(Т)Р(Т) + И(т)Р(т)\\ < | | 7 Я ( г + 7г / (27 ) ) | | | |Р (г ) | | + | | Я ( г ) | | | | Р ( г ) 1 п Р | | < 
< 2 ( a r c s i n l 3 / / + | l n ( l — 3i/)|) < 40и при д о с т а т о ч н о м а л ы х и < v0. Д а л е е , с и с т е м а с оператор-
ф у н к ц и е й 

()_(S(T)A(t)S->(T) + S(r)S-\T), < € ( Т - 1 , Г ) , 
Щ ) U ( < ) , < ^ ( т - 1 , г ) , 

где г = i - ( T —1), у д о в л е т в о р я е т т р е б о в а н и я м 1), 3 ) , поскольку F ( £ , T - 1 ) = S(r)X(t,T-l), и 

2 ) : если * € ( Т - 1 , Т ) , т о | | Я ( * ) - А ( « ) | | < II-ST — 1̂1IÎ 11II-ST—хIIИ- ÎI11̂  — -«"И И-1!-̂ С^ИИ "̂1II < 
< и{4\\А\\ + 80 ) . 

Д л я н а х о ж д е н и я с и с т е м ы В1 д о с т а т о ч н о п р и м е н и т ь п о л у ч е н н ы й р е з у л ь т а т к системе с 
о б р а т н ы м по з н а к у в р е м е н е м . Л е м м а 10 д о к а з а н а . 

О п р е д е л е н и е 9. Н а з о в е м базис a i , a 2 , a 3 в R 3 (3-раскрытым, если д л я некоторой пере­
с т а н о в к и ( i , j , к) индексов ( 1 , 2 , 3 ) с п р а в е д л и в ы оценки 

1{а^ж(а{)) > /3, 1(ак,1т(а^а^)) > (3. (33) 

Назовем б а з и с ы а х , а 2 , а 3 и & i , 6 2 , 6 3 в R 3 : а ) а - б л и з к и м и , если 1(а{,тт(Ь{)) < а , % = 1 , 2 , 3 ; 
б) 7 - п е р е в о д и м ы м и ( д р у г в д р у г а ) , если с у щ е с т в у е т такой поворот Я в R 3 н а угол , не 
п р е в о с х о д я щ и й 7 , ч т о Я а, <Е тг(Ьх-)7 % = 1 , 2 , 3 . 

Л е м м а 1 1 . Пусть даны два базиса a i , a 2 , a 3 м &i ,& 2 ,6 3 е R 3 . Тогда 
1) если базис & i ,6 2 ,& 3 J -переводим в a ! , a 2 , a 3 nptz помощи поворота Я , т о | |Я' — / | | < 7 . 
Если базис ах^а2^а3 в R 3 /3-раскрыт, то 
2) / ( а , , т г ( а ^ ) ) > /3 при всех % ф j] 
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8) существует такое число Ух((5) > О, что z ( a 2 , 7 r ( a i ) ) > ^i(/3), Z(a 3 ,7r(a 2 , аг)) > Щ((3); 
4) если Я — поворот в R 3 на угол /3 < 1 вокруг прямой 7r(a i ) , то /L(Ha2,тг(а2, аг)) > 

5) при любом v > О и достаточно малом а < v2{Ji,v) если базис b i , 6 2 , 6 3 а-близок к 
a b a 2 ? a 3 , то существует такое преобразование £, что \\S — /|| <v, и 

Sat е тг(6,), | 5 a £ | = |а,-|, i = 1 , 2 , 3 ; (34) 

6) для некоторого числа существует ортогональный базис &ь& 2 , 6 3 и оператор 5 , 
удовлетворяющие соотношениям (34) и неравенствам | | 5 f : f c l | | < ^ 3 ( / 3 ) ; 

7) при достаточно малом а < т / 4 ( / 3 , 7 ) из неравенства Z(a 8 - , I / ) < а , г = 1,2, какой-
либо двумерной плоскости L следует неравенство -< (тт(а1, а 2 ) , £ ) < 7 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Д л я любого единичного в е к т о р а е имеем | ( Я - 1)е\ <2sin(7/2)<7. 
2) Все т р е б у е м ы е оценки с л е д у ю т из оценок (33) . 
3) Е с л и базис аг, а 2 , а 3 /3 - р а с к р ы т , т о первая из т р е б у е м ы х оценок в ы п о л н е н а в силу у т в е р ­

ждения 2) у ж е п р и условии UI(fi) < /3, а в т о р а я — либо сразу следует из в т о р о й оценки (33) , 
либо п о л у ч а е т с я из н е р а в е н с т в т и п а Z ( a 3 , 7 r ( a 2 ) ) = <р > /3, Z ( a i , 7 r ( a 3 , a 2 ) ) ~ ф > по теореме 
синусов д л я т р е х г р а н н о г о у г л а : sint/>/ s i n ( = sin 77/ s in(7r /2) , s i n £ / sin £ = sin 9?/ sin(7r /2), где 
( = Z ( 7 r ( a 1 , a 2 ) , 7 r ( a 3 , a 2 ) ) , 77 = Z(ai,7r(a 2 )) , £ = Z ( a 3 , 7 r ( a 2 , a ! ) ) , о т к у д а при п р а в и л ь н о м выборе 
числа Щ{0) имеем £ > a r c s i n ( s i n 2 / 3 ) > V\{(3). 

4) Б а з и с а'х = а ь € П 7 г ( а 1 } а 2 ) , а 3 = Я а 2 / 3 - р а с к р ы т , поэтому в силу у т в е р ж д е н и я 3) 
1(На2,тг(а2,а1)) = Z(a 3 ,7r(a ,

2 ,a;)) > ^ ( / 3 ) . 
5) Р а с с м о т р и м ф у н к ц и ю g(a) = sup s u p m i n | |S - где последняя т о ч н а я верхняя г р а н ь 

а Ь $ 
берется по всем / 3 - р а с к р ы т ы м б а з и с а м a = { a b a 2 , a 3 } , п р е д ы д у щ а я — по всем базисам 
Ь = { 6 1 ? Ь 2 , Ь 3 } , а - б л и з к и м к базису а, а м и н и м у м — по всем п р е о б р а з о в а н и я м 5 , удовлетво­
р я ю щ и м с о о т н о ш е н и я м ( 3 4 ) . Т р е б у е м о е у т в е р ж д е н и е следует из н е п р е р ы в н о с т и э т о й ф у н к ц и и 
по а > 0 и р а в е н с т в а д(0) = 0. 

6) Л ю б ы е т р и н е к о м п л а н а р н ы х в е к т о р а . т ь ж 2 , ж 3 з а д а ю т о п е р а т о р Я , с о х р а н я ю щ и й ори­
е н т а ц и ю и у д о в л е т в о р я ю щ и й у с л о в и я м Кхг — ж ь Я ж 2 = ж 2 , Я # 3 _L ^ ( а ^ , ж 2 ) . | й ж 3 | — ]ж 3 | , и 
у б ы в а ю щ у ю ф у н к ц и ю / ( / 3 0 ) = т а х ( | | Я | | , | | ^ ~ ! | j ) о т п а р а м е т р а /3 0 = Z ( a : 3 , 7r ( a ; 1 , ^ 2 ) ) Е [0;тг/2]. 
П у с т ь с п р а в е д л и в ы оценки (33 ) , т о г д а д л я о п е р а т о р а S ~ R2R\, где о п е р а т о р Я = Я 2 з а д а н 
в е к т о р а м и хх .= а^, ж 2 = а,-, ж 3 = а^, а о п е р а т о р R = Д 2 — в е к т о р а м и ж х = а :-, ж 2 = /? ja^, 
ж 3 = а,-, в е р н ы оценки \\5±г\\ < f{(l2)f{P\) < ( Л ^ ) ) 2 , т а к к а к (Зг = Z(a j b ,тг ( а ь а , - ) ) > /3, 
/3 2 = Z(aj,7r(a t-, R\ak)) = Z ( a j ,7r ( a t ) ) > /3, п р и ч е м о п е р а т о р 5 п е р е в о д и т базис a l 5 a 2 , a 3 в 
о р т о г о н а л ь н ы й и с о х р а н я е т н о р м ы в е к т о р о в этого базиса . 

7) В о з ь м е м п р я м у ю / С 7 г ( а 1 ? а 2 ) d i n з а м е т и м , ч т о х о т я бы одно из н е р а в е н с т в Z ( a b / ) > 
> /3/2 или Z ( a 2 , / ) > /3 /2 , с к а ж е м , первое , в ы п о л н я е т с я ( у т в е р ж д е н и е 2 ) ) . По теореме синусов 
для т р е х г р а н н о г о у г л а имеем 

/ г ' ч ч sin Z (a t , L) s'm(x/2) s i n a 
sin -< ( £ , 7 r ( a i , a 2 ) ) = \ / 4

V • < , / n . x < s i n 7 , 
v 4 / ; smZ( / ,a i ) sm( /3 /2 ) ^ M 

если a < a rcs in(s in 7 s in ( /3 /2) ) = .v 4 ( /3 ,7) . Л е м м а 11 д о к а з а н а . 
О п р е д е л е н и е 10. П о м и м о р а з л и ч н ы х видов о т д е л е н н о с т и (см. определение 2 из [1]) опи­

шем р а з л и ч н ы е в и д ы е - р а з д е л е н н о с т и на о т р е з к е . Д л я данной с и с т е м ы А 6 Л 4 3 с оператором 
Коши X и чисел £ > s > 0 , е > 0 с к а ж е м , ч т о на о т р е з к е [ 5 , имеет м е с т о 

а) в е р х н я я е - р а з д е л е н н о с т ь , если S3(X(t,s)) > S2(X(tis)) + e(t-в); б) н и ж н я я е -разделен-
ность, если 62(X(t,s)) > 6\{X{t^ s ) ) + e ( < - - s ) ; в) о б щ а я £ - р а з д е л е н н о с т ь , если и м е ю т место казх 
верхняя, т а к и н и ж н я я е - ра зделенности ; г) о б щ а я е -неразделенность , если нет ни верхней, ни 
нижней е - р а з д е л е н н о с т и . 

Л е м м а 12. Пусть для заданной системы А Е Л 4 3 и чисел 6, а , Т , е > 0 на к-м отрезке 
[{к - 1 )Г ; кТ] имеет место общая Е -разделенности. Тогда при достаточно большом Т > 
> Т 3 ( е , а , ^ ) для любых базисов a i , a 2 , a 3 и Ь ь Ь 2 , Ь з в R 3 , удовлетворяющих условиям аг £ 
6 Ех(к - 1) , a 2 е Eit2(k - 1) , Ь 3 Е F3(k), Ь2 £ F:i)2(k) (см. определение 4 из [ 1 ] ) , существуют 
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такие решения Ж 1 , ж 2 , ж 3 , ч т о базис xx((k - 1 ) Т ) , х2((к - 1 ) Г ) , х3((к - 1 ) Т ) а-близок к 
базису a i , a 2 , a 3 , a г5азис xx(kT),x2(kT),x3(kT) —к базису & i , 6 2 , b 3 , причем (см. определение 
6из[1]) \Х(хикТ,(к-\)Т)~8{{Х{кТ,{к--\)Т))\<ёТ, г = 1 , 2 , 3 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В ы б е р е м р е ш е н и е ж 3 т а к , ч т о б ы в е к т о р с 3 = хг((к — 1 ) Т ) удовле­
т в о р я л у с л о в и я м Z ( c 3 , a 3 ) < a , Z ( c 3 , i ? 1 > 2 ( & - 1)) > a / 2 . Т о г д а при д о с т а т о ч н о б о л ь ш и х Г 
(см. у т в е р ж д е н и я А ) , Б ) из [1]) имеем 

1(х3{кТ), F3(k)) < a , 0 < 6г(Х(к1\ (к - 1)Г)) - х (*з , *Т, (* - 1)Т) < ST. 

А н а л о г и ч н о в ы б е р е м р е ш е н и е хг из условий Z (cf 1 ,6 1 ) < a , Z (d i , F 3 j 2 ( & ) ) > a / 2 , где dx ~ 
= Xi(kT). Д л я в ы б о р а р е ш е н и я # 2 найдем с н а ч а л а р е ш е н и е х из условий с2 = #((& - 1 ) Т ) £ 
£ Ех^{к), Z ( c 2 , a 2 ) < a / 2 , L(c2,Ex(k ~~ 1)) > a / 2 , г а р а н т и р у ю щ и х при д о с т а т о ч н о боль­
ш и х Т н е р а в е н с т в о (7г(х(&Т),F 3(fc))> F 3 ) 2(A?)) < a / 2 , з а т е м в е к т о р d2 из условий d 2 £ 
£ 7r(#(fcT),.F 3 (&)), Z ( d 2 , 6 2 ) < a / 2 и, наконец , р е ш е н и е х2 из условий х2(кТ) £ тт(х(кТ),Ег(к)), 
L{x2(kT),d2) < a / 2 , Z(x 2 (^T),F 3 (Aj ) ) > a / 2 . Т о г д а при д о с т а т о ч н о б о л ь ш и х Г имеем 

1{х2((к - 1 ) Т ) , а2) < 1(х2((к - 1 ) Т ) , с 2 ) + Z ( c 2 , a 2 ) < a , Z ( z 2 ( * T ) , Ь2) < 

< L{x2{kT),d2) + l{d2,b2) < a , - W < 62(X(kT,(k - 1 ) T ) ) - X(^kT,(k - 1 ) T ) < £T . 

Л е м м а 12 д о к а з а н а . 

О п р е д е л е н и е 1 1 . Во м н о ж е с т в е всех перестановок а н а б о р а индексов J = { 1 , 2 , 3 } 
введем ч а с т и ч н у ю у п о р я д о ч е н н о с т ь в с л е д у ю щ е м смысле : с к а ж е м , ч т о п е р е с т а н о в к и аг = 
= (*ь*2>*з) и cr2 = (jx-ihih) соседние и <т2 менее упорядочена , чем <7Ь т . е . <72 < сг1? если 
либо г'х = jfx и г 2 < г 3 , л и б о г 2 = j 2 и ix < г 3 , либо г 3 = j 3 и «i < г 2 . Д а л е е если д л я 
перестановок и а2 с п р а в е д л и в а цепочка сг2 < сг3 < ст4 < . . . < <тг, т о т а к ж е будем с ч и т а т ь 
п е р е с т а н о в к у а2 менее упорядоченной , чем е^, а если а2 < ах или сг2 = a*i, т о — не более 
упорядоченной , т . е . о2 < аг. 

З а м е ч а н и е 2. Не л ю б ы е две п е р е с т а н о в к и с р а в н и м ы в у к а з а н н о м смысле , однако су­
щ е с т в у е т с а м а я неупорядоченная п е р е с т а н о в к а ( 3 , 2 , 1 ) и самая упорядоченная (1 ,2 ,3) , п р и ч е м 
они соседние. Из л ю б о й п е р е с т а н о в к и м о ж н о п о л у ч и т ь л ю б у ю более у п о р я д о ч е н н у ю , д в и г а я с ь 
по цепочке соседних п е р е с т а н о в о к , с о д е р ж а щ е й не более т р е х знаков н е р а в е н с т в а , н а п р и м е р : 
( 3 , 2 , 1 ) < ( 3 , 1 , 2 ) < ( 1 , 3 , 2 ) < ( 1 , 2 , 3 ) , а т а к ж е по любой другой , в которой в т о р а я п е р е с т а н о в к а 
заменена н а ( 2 , 3 , 1 ) и л и т р е т ь я — н а ( 2 , 1 , 3 ) , или д а ж е произведены обе з а м е н и сразу . В ка­
ж д о м из ш е с т и с т а н д а р т н ы х т и п о в м н о ж е с т в (см. определение 5 из [1]) м о ж н о в ы д е л и т ь с а м у ю 
неупорядоченную п е р е с т а н о в к у (она в с о о т в е т с т в у ю щ е м перечне э л е м е н т о в м н о ж е с т в а запи­
сана последней) , и н а о б о р о т , к а ж д а я из ш е с т и с у щ е с т в у ю щ и х перестановок я в л я е т с я самой 
неупорядоченной р о в н о в одном из э т и х м н о ж е с т в . 

П у с т ь д а н а с и с т е м а А € М3 и ч и с л а Т , £ > О-
О п р е д е л е н и е ^ . В р а з в и т и е п о н я т и я £ - р а з д е л е н н о с т и (определение 10) назовем к-ж 

о т р е з о к о т р е з к о м : а ) н е б л и з о с т и , если е с т ь о б щ а я Зе - разделенность ; б) верхней б л и з о с т и , если 
нет верхней Зе - р а з д е л е н н о с т и , но е с т ь н и ж н я я 2у/ё-разделенность; в) н и ж н е й б л и з о с т и , если 
нет н и ж н е й Зе - р а з д е л е н н о с т и , но е с т ь верхняя 2л/е-разделенность; г ) общей б л и з о с т и , если 
е с т ь о б щ а я 2^/е - н е р а з д е л е н н о с т ь , но нет общей 3 £ - р а з д е л е н н о с т и . 

И н д е к с ы 2 , 3 или 1,2 или 1 ,2 ,3 в с л у ч а я х б) или в) или г) с о о т в е т с т в е н н о назовем смеши­
в а е м ы м и н а к-и о т р е з к е , а л ю б у ю перестановку , о с т а в л я ю щ у ю н а месте о с т а л ь н ы е индексы, 
назовем с м е ш и в а ю щ е й н а э т о м о т р е з к е . 

З а м е ч а н и е 3 . Е с л и е < 4 / 9 ( т . е . Зе < 2^/е), т о имеет м е с т о ровно один из случаев 
а ) - г ) . 

О п р е д е л е н и е 13. Д л я данного ч и с л а к £ N назовем з а к р е п л е н и е м н а ч а л ь н ы х в (& — 1) -й 
м о м е н т или к о н е ч н ы х в к -й м о м е н т п о д п р о с т р а н с т в выбор л ю б ы х о д н о м е р н ы х п о д п р о с т р а н с т в 
L( или с о о т в е т с т в е н н о М,- (г = 1 , 2 , 3 ) , д л я к о т о р ы х в ы п о л н е н ы условия : Li ± Af,- ± Afj, 
г ф j ; в с л у ч а е а ) определения 12 в ы п о л н е н ы д о п о л н и т е л ь н ы е условия L{ = Е{(к — 1), М г ~ 
— Fi(k), г = 1 , 2 , 3 ; в с л у ч а е б) — условия Li С Е2^(к - 1), М{ С F 2 > 3 ( & ) , г = 2 , 3 ; в случае 
в) — условия Li С Eh2(k - 1) , Мг С Fh2(k), г = 1,2. 
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П у с т ь в к-ж м о м е н т у ж е з а к р е п л е н ы н а ч а л ь н ы е и конечные М,- п о д п р о с т р а н с т в а и 
з а д а н ы ч и с л а / 3 , 7 > 0. Т о г д а с к а ж е м , ч т о в к -й м о м е н т р е а л и з о в а н а п е р е с т а н о в к а <т, если в 
R 3 у к а з а н ы б а з и с ы a i , a 2 , a 3 и 6 1 , 6 2 ? 6 3 , н а з ы в а е м ы е н а ч а л ь н ы м и и к о н е ч н ы м и с о о т в е т с т в е н н о 
и у д о в л е т в о р я ю щ и е у с л о в и я м : 

1) ax £ L u а2 € £ 1 , 2 , 6 3 € М 3 , 6 2 G M 2 j 3 , где = т г ( ^ , ^ ) , = тг (М; ,М ; - ) ; 

2) б а з и с ы a<r(i),<x<7(2)va<r(3) и 6 Ь 6 2 , 6 3 /3 - р а с к р ы т ы и 7 - п е р е в о д и м ы д р у г в д р у г а (опреде­
ление 9 ) . 

О п р е д е л е н и е 14. Д л я д о п о л н и т е л ь н о з а д а н н ы х чисел /х > 0 и к € N определим множе­
ство 5^(к) в о з м о ж н ы х перестановок индексов , с ч и т а я возможной п е р е с т а н о в к у сг, з а д а в а е м у ю 
с л е д у ю щ и м и у с л о в и я м и а ) и б) и н а з ы в а е м у ю о б р а з у ю щ е й перестановкой , а т а к ж е л ю б у ю более 
упорядоченную п е р е с т а н о в к у : 

а) если м о ж н о з а к р е п и т ь н а ч а л ь н ы е и конечные п о д п р о с т р а н с т в а £ i , I / 2 , L 3 и M i , M 2 , M 3 в 
к -й момент т а к , ч т о б ы в ы п о л н я л о с ь какое-либо (или д а ж е к а ж д о е ) из с л е д у ю щ и х условий ij ) : 
31) Z ( M 3 , Li) < /х, 13) •< ( M 2 t 3 , I l j 2 ) < /х, т о e(i) = j , а если нельзя , т о a(i) ф j \ 

б) если п о д п р о с т р а н с т в а L 1 , Z / 2 , i / 3 и М Ъ М 2 , М 3 нельзя з а к р е п и т ь у к а з а н н ы м в п. а ) 
образом, но м о ж н о з а к р е п и т ь т а к , ч т о б ы в ы п о л н я л о с ь какое-либо из с л е д у ю щ и х условий ij): 
32) Z ( M 3 , Lit2) < /х 3 , 21) Z ( M 2 ) 3 , Z/X) < /х 3 , т о сг(г) = j , а если н е л ь з я , т о a{i) ф j . 

З а м е ч а н и е 4. П р и д о с т а т о ч н о м а л о м /х < /х 0 < 1 оба условия п. б) не м о г у т б ы т ь 
выполнены одновременно , если ни одно из условий п. а ) не выполнено . Д е й с т в и т е л ь н о , если 
условия 32) и 21) в ы п о л н е н ы , а 31) нет , т о Z ( M 3 , Lx) > /х, L{M2^LX) < / Д Z ( M 3 , £ l j 2 ) < /х 3 , 
о т к у д а по теореме синусов д л я т р е х г р а н н о г о у г л а при д о с т а т о ч н о м а л о м /х имеем оценки 
-< ( M 2 ) 3 , T T ( M 3 , 2 / I ) ) < a r c s m ( s i n / i 3 / s i n / x ) < / г /2 и -< ( L i > 2 , т т ( М 3 , Lt)) < / i / 2 , из к о т о р ы х полу­
чаем -< ( M 2 j 3 , Z / i ) 2 ) < / / , т . е . в ы п о л н е н о условие 13). 

Л е м м а 13 . Пусть заданы числа /х > 0, /3 = /х « 7 > 3/3, а в к -и момент закреплены на­
чальные и конечные подпространства L\,L2,L3 и M i , M 2 , А / 3 в соответствии с условиями 
а)} б) определения Ц> Тогда если ц < /х 0 , fno в к -й момент можно реализовать образующую 
перестановку а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В ы б е р е м в е к т о р ы ах 6 £ 1 5 6 3 € М 3 н а ч а л ь н о г о и конечного базисов 
и у к а ж е м , к а к в ы б р а т ь о с т а л ь н ы е в е к т о р ы базисов и поворот Н = Я 2 Я Х , 7 - п е р е в о д я щ и й 
базис 6 Ь 6 2 , 6 3 в б а з и с a a ( i ) , а<т(2)5 ^а(з)-

П у с т ь условие 31) в ы п о л н е н о , а условие 13) нет . Возьмем п о в о р о т ы Нх и Н2 н а у г л ы , не 
превосходящие /3, д л я к о т о р ы х с п р а в е д л и в ы соотношения НХМЪ = L 1 ? Я 2 £ - 1 = £ Ь 

-< ( Я 2 ( Я 1 М 2 > 3 ) , 1 1 > 2 ) > /3 (последнее условие д о с т и г а е т с я поворотом Я 2 плоскости М — 
= НХМ2)3 в о к р у г п р я м о й С ( М П Z / i j 2 ) н а угол , не п р е в о с х о д я щ и й / 3 ) . В ы б р а в о с т а л ь ­
ные в е к т о р ы а2 € £ 2 , 6 2 € М 2 , а 3 = Я 6 2 , Ьг — Я ~ 1 а 2 , п о л у ч и м Я61 = а 2 , Я 6 2 = а 3 , 
Я 6 3 € ? r (a i ) , п р и ч е м базис а ь а 2 , а 3 (и а в т о м а т и ч е с к и базис 6 Ь 6 2 , 6 3 ) / 3 - р а с к р ы т , т а к как 
Z ( a 2 , a i ) = тг / 2 , Z ( a 3 , 7 r ( a 2 , a 1 ) ) > /3. Т а к и м образом , р е а л и з о в а н а о б р а з у ю щ а я п е р е с т а н о в к а 
<7 = ( 2 , 3 , 1 ) , а и т о г о в ы й угол п о в о р о т а д л я преобразования Я не п р е в о с х о д и т 2/1 < 7 . 

А н а л о г и ч н о (с т е м в о з м о ж н ы м о т л и ч и е м , ч т о угол одного из поворотов Я Ь Я 2 не превос­
ходит 2/3) р а с с м а т р и в а ю т с я о с т а л ь н ы е с л у ч а и : к о г д а выполнено т о л ь к о условие 13); к о г д а 
выполнены о б а условия 31) и 13); к о г д а выполнено т о л ь к о условие 32) или 21) с о о т в е т с т в е н ­
но ( с л у ч а й , к о г д а о б а условия 32 ) , 21) в ы п о л н е н ы , а оба условия 31) , 13) не в ы п о л н е н ы , при 
/х < /х0 невозможен) и к о г д а ни одно из условий 31) , 13), 32) , 21) не выполнено . Л е м м а 13 
доказана. 

Л е м м а 14. Пусть заданы числа /3 ,7 > 0, а в k-и момент закреплены начальные и 
конечные подпространства LX,L2,L3 и М Ь М 2 , М 3 . Тогда если для чисел /3' < 7 / 4 и 7 ' < 
< 7 / 4 в к ~й момент реализуема перестановка о - ' , то для достаточно малого (3 < i%{f3') и 
числа 7 в этот момент реализуема любая перестановка а > <т', 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Д л я к а ж д о й перестановки а1 р а с с м о т р и м соседнюю с ней переста­
новку a > сг' и д о к а ж е м с у щ е с т в о в а н и е н а ч а л ь н о г о и конечного базисов & i , a 2 , a 3 и 6 Ь 6 2 , 6 3 , 
у д о в л е т в о р я ю щ и х у с л о в и я м : 1) из определения 13 и 2 ' ) ба зисы 6 Ь 6 2 , 6 3 и a a ( i ) , а ( 7 ( 2 ) , а а ^ 
^ ( / З ' ) - р а с к р ы т ы ( л е м м а 11) и ( 7 ' + /3') -переводимы д р у г в д р у г а , — п р е д п о л о ж и в , ч т о базисы 
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а 1 5 а 2 ? а з и ^ ! ? Ц ? ^ 3 5 р е а л и з у ю щ и е перестановку а ' при п а р а м е т р а х /3' и 7', у ж е предъявле ­
н ы . Т о г д а не более ч е м з а т р и ( з а м е ч а н и е 2) и т е р а ц и и этого п о с т р о е н и я п о л у ч и м н а ч а л ь н ы й 
и конечный б а з и с ы , р е а л и з у ю щ и е л ю б у ю наперед з а д а н н у ю более у п о р я д о ч е н н у ю , чем &', пе­
р е с т а н о в к у п р и п а р а м е т р а х /3 < vx{yx{yx{^))) = и 7 > 4 7 ' > 7 ' + 3/3 ; , т . е . л е м м а 14 
будет д о к а з а н а . 

0. О б о з н а ч и м ч е р е з Нх п о в о р о т н а угол , не п р е в ы ш а ю щ и й 7' и п е р е в о д я щ и й базис &' 1 5& 2,& 3 

в базис <C(i)>a*'(2)»aIr'(3)> и определим (см. ниже) поворот Я 2 на угол , не п р е в о с х о д я щ и й /3', 
п о л о ж и в ах = а ' 1 ? 63 = 6 3 , Я = Я 2 Я х и в ы б р а в в е к т о р ы Ьх и Ь 2 т а к , ч т о б ы о п е р а т о р Я 
переводил базис bub2,b3 в базис аа(Х),аа{2),аа^3). Т о г д а э т и базисы заведомо б у д у т (У + 0')-
п е р е в о д и м ы д р у г в д р у г а и о с т а н е т с я л и ш ь п р о в е р и т ь , ч т о базис a 1 ? a 2 , a 3 Vi(P') - р а с к р ы т и 

a 2 € L i f 2 = т г « У 2 ) , 62 € М 2 ) 3 = *(B'9,V2). (35) 

1. Е с л и а' = ( 1 , 2 , 3 ) , т о у т в е р ж д е н и е с п р а в е д л и в о , т а к как н е т перестановок а > а*. 
2. Е с л и & = ( 2 , 1 , 3 ) , т о ( т = ( 1 , 2 , 3 ) и = а} 6 £ ь = «2 € £ м , Я ^ = а' 3. 

Р а с с м о т р и м п о в о р о т Я 2 в о к р у г п р я м о й L3 н а угол /3' и обозначим Ьх = H~la[, b2 ~ 6 2 , 
а 2 = Я Ь 2 , а3 = Я 6 3 , т о г д а Я6 Х = а и НЪ2 ~ а 2 , НЪ3 = а 3 , п р и ч е м в ы п о л н е н ы условия (35) и 
Z ( a 2 , 7 r ( a x ) ) = 1(Н2А'иж(А'Х)) = ,5 ' , Z ( a 3 , 7 r ( a 2 , a i ) ) = l(Hh'3,Lli2) = ^ a ^ a ^ a i ) ) > i/i (/?')> т а к 
к а к базис a ' l r , a 2 , a 3 / 3 ' - р а с к р ы т ( л е м м а 11.3)) . Т а к и м образом , п е р е с т а н о в к а а р е а л и з о в а н а . 

3. А н а л о г и ч н о р а з б и р а е т с я с л у ч а й & = ( 1 , 3 , 2 ) . 
4. Е с л и а' = ( 3 , 1 , 2 ) , т о е с т ь две в о з м о ж н о с т и : либо <т = ( 2 , 1 , 3 ) , либо а = ( 1 , 3 , 2 ) , 

р а с с м а т р и в а е м ы е о т д е л ь н о , подобно с л у ч а ю 2 к а ж д а я . 
А н а л о г и ч н о р а з б и р а ю т с я с л у ч а и 5 и 6, к о г д а а' = ( 2 , 3 , 1 ) или а' = ( 3 , 2 , 1 ) с о о т в е т с т в е н н о . 

Л е м м а 14 д о к а з а н а . 
В дополнение к определениям 2 и 4 [1] назовем с и н г у л я р н ы м базисом р е ш е н и й с и с т е м ы А 6 

G Л 4 П н а о т р е з к е [л,*] т а к о й набор р е ш е н и й ж х , ж 2 , . . . , хп, д л я которого х ( # ь М ) • = ^ ' ( ^ ( М ) ) ? 
i = 1 , . . . , п . 

Л е м м а 15. Пусть для системы А £ Л4 2 и некоторых е < 1, Т > 0 выполнено нера­
венство 62(Х(Т,0)) > 6Х(Х(Т,0)) + еТ. Тогда для любого х 6 [ - £ 2 , е 2 ] найдется система 
Вн 6 <М 2, удовлетворяющая условиям 

1) | | В х - А | | < 8 е ( 1 Й 1 + 1); 
£,) сингулярный базис х\,х2 системы А на отрезке [0;Т] связан с некоторыми решени­

ями Уг,У2 системы Вх соотношениями 

у.-(0 € »(*.-(0). » = 1 ,2 , < € [ 0 ; Г ] , (36) 

x(2/i, Т, 0) = Х ( х г , Т, 0) - х Г , х ( у а , Г, 0) = Х ( * а , Г , 0) + * Т ; (37) 

5 j б а зи с 7/i)2/2 сингулярен на отрезке [0 ;Т] ; 
^) оператор-функция BH{t) равномерно на отрезке [0; Г] непрерывна по х ; 
5) для некоторых скалярных функций fi(t) и v(i) справедливо представление BH{t) ~ 

= A(t) - xQi(t) + (u(t)I + fii(t)R(t))Q2(t), t G [0 ;Г] , где Qx(t) и Q2(t) — ортогональные 
проекторы на Lit) = ъ'(хг({)) и соответственно ( 1 , ( £ ) ) х , a R(t) — поворот (в К2) на 
угол 7г/2; 

6) 61(Y(T!0)) + S2(Y(T,0)) = el(X(T,0)) + e2(X(T,0)). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Д л я любого р е ш е н и я х системы А о б о з н а ч и м a{t) = x(t)/\x(t)\, 

p(t) = (d/dt)ln \x(t)\ = (a(t), A(t)a(t)). Т о г д а , введя с о о т в е т с т в у ю щ и е ф у н к ц и и ax(t),a2{i) и 
Pi(t))P2(t) д л я р е ш е н и й х ь х2. и о б о з н а ч а я a0(t) ~ (a2(t) ~-ax(t))/\a2(t) ~ аг(1)\, ip{i) = l(a2(t), 
тг (а 1 (^ ) ) ) 3 п о л у ч а е м 

т т 

еТ < ё2(Х(Т,0)) - ёг(Х(Т,0)) = j(p2(t) - Pi(t)) dt = j((a2(i) - ai(t), A(t)a2(t))+ 
0 0 

T 

+ ( ^ ( 0 , ^ ( 0 ( ^ ( 0 - ax(t))))dt = ( ( a 0 ( 0 , i 4 ( t ) a 2 ( 0 ) + М 0 > ^ 0 Ы * ) ) ) М * ) - ^ (^) l Л < 
о 
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< J 2||Л|| -2 8т(¥>(0/2)Л = 4 | |Л | | J s\n(<p{t)/2)dt. 
о о 

Р а с с м о т р и м в о з м у щ е н и е Q(t) = B(t) - A(f ) , определяемое при некотором 0 6 [-1; 1] ра­
в е н с т в а м и Q(t)ax(t) = 0, Q(t)a2(t) = 80£||Л|| s in(p( t )a 2 ( t ) , из к о т о р ы х следует с у щ е с т в о в а н и е 
решении с и с т е м ы В с у с л о в и я м и (36) . Н о р м а этого в о з м у щ е н и я будет д о с т и г а т ь с я на еди­
ничном в е к т о р е 6(f) , о р т о г о н а л ь н о м к ax(i) : 

цд(0Н = |<?(*Ж')1 = WJWn^) +
 tgy,(oJ = 8 H £ | H | s i n ^ ) - J ^ < 8 e | | A | | , 

а функции p i , jP2 после добавления в о з м у щ е н и я Q к системе А и з м е н я т с я с о о т в е т с т в е н н о на 
в е л и ч и н ы Api{t) = 0, Ap2(t) = 8#£ | |Л | | sin y>(f), к о т о р ы е д а д у т с о о т в е т с т в у ю щ и е изменения 
функций р о с т а 

т 

Д Х 1 = О, А Х 2 - ХЫ,Т,0) - х ( * 2 , Т , 0 ) = j Д й ( < ) Л , 

о 
т т 

|Аха| = У в ^ е Н Л Н м п ^ О Л ^ в ^ е Ц Л Ц J sm(ip(t)/2)dt > 2\в\е2Т. 
о о 

Из н е п р е р ы в н о й з а в и с и м о с т и в е л и ч и н ы А\2 о т п а р а м е т р а # следует , ч т о она п р о б е г а е т при 
изменении 9 £ [—1; 1] по м е н ь ш е й мере весь о т р е з о к [ ~ 2 £ 2 Т , 2 £ 2 Т ] . П о э т о м у д л я любого я £ 
£ [ - -£ 2 ,£ 2 ] м о ж н о п о д о б р а т ь в т а к , ч т о Д%2 - 2кТ. Наконец , п о л о ж и м BH(t) = A(t) + Q(t) -
- x l , т о г д а б у д у т в ы п о л н е н ы р а в е н с т в а (37) . У т в е р ж д е н и е 2) доказано . 

О ц е н к а 1) следует из цепочки \\ВН - Л | | < \\Q\\ + < 8е||Л|| + е2 < 8е(\\А\\ + 1) , а 
у т в е р ж д е н и е 3) — из о р т о г о н а л ь н о с т и в е к т о р о в yx(t) и y2(t) в м о м е н т ы t = 0 и i = Г . 
У т в е р ж д е н и я 4) и 5) в ы т е к а ю т из п о с т р о е н и я , а 6) — из р а в е н с т в (37) . Л е м м а 15 доказана . 

П у с т ь з а д а н ы с и с т е м а А 6 Ms и ч и с л а Т > О, it 6 N и е < щ ( л е м м а 10) . 
Л е м м а 16. Если к -й отрезок является отрезком верхней близости, то при достаточно 

большом Т > Т 4 ( г ) для любого одномерного подпространства М 3 С F2j3{k) существует 
система В € т И 3 , обладающая следующими свойствами: 

1) общая е -разделенность на к -м отрезке; 
2) \\B(t) - A(t)\\ < 16vE(||4|| + 1) + 4 0 е ( | | Л | | + 5) при « € [ ( * - 1)Г, *Т]; 
3) \8i{Y{kT,{k~l)T))~ 8{{Х{кТ,{к~-1)Т))\<4еТ, где 1 = 1 , 2 , 3 , а Х , У — операторы 

Коши систем А, В соответственно; 
4) сингулярные подпространства системы В (отмечены штрихами) связаны с сингуляр­

ными подпространствами системы А (без штрихов) соотношениями 

Е[(К - I) = ЕХ(К - I), F>(K) = F,(K), F>(K) = M3. (38) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Н и ж е п р е д п о л а г а е м п а р а м е т р t п р о б е г а ю щ и м к~ж отрезок и для 
к р а т к о с т и о б о з н а ч а е м х(ж, (& - 1 ) Т ) через х ( ж ) > Х{кТ, (к - 1 ) Т ) через X , X\M((k-i)T) 
через Х\м и т . д . 

2. П у с т ь п о д п р о с т р а н с т в о / = тг(ж 0) у д о в л е т в о р я е т условию 1(кТ) = М 3 , a Xi,x2,x3 — 
сингулярный базис р е ш е н и й н а к-и о т р е з к е . П о л о ж и м М = тг(х0,хх), N = т г (ж 2 ,ж 3 ) , £(£) — 
= (f(J))"1? m( f ) = M ( £ ) П £(£) и д л я к а ж д о г о х £ [ - 4 £ ; 0 ] р а с с м о т р и м систему 

у - ( / 1 ( 0 + Q*{t))y, Q„(t) - - х Р , ( 0 + u{t)PL{t) + ji{t)R(t)P^(t), (39) 

где Р/(£), Р х , ( 0 и P m ( f ) — о р т о г о н а л ь н ы е п р о е к т о р ы на /(£), L(t) и m ( f ) с о о т в е т с т в е н н о , 
# ( t ) — п о в о р о т п о д п р о с т р а н с т в а m(t) в /(£) вокруг ( М ( £ ) ) х , а ф у н к ц и и ^ и fx определяются 
по р е ш е н и я м х0 и хх в с о о т в е т с т в и и с леммой 15. Т о г д а , о т м е ч а я ш т р и х а м и с о о т в е т с т в у ю щ и е 
( т . е . и м е ю щ и е т е ж е н а ч а л ь н ы е з н а ч е н и я в момент t ~ (к - 1 ) Т ) о б ъ е к т ы с и с т е м ы (39) , 
получаем р а в е н с т в а / '(£) = / ( f ) , М ' ( £ ) = M ( f ) , JV'(t) = N(t), а д л я р е ш е н и й у0 я ух с 

1635 



начальными значениями уо((к - 1 )Т) = х0((к - 1 ) Т ) , уг((к - 1)Г) = Хх((к - 1 ) Г ) — условия 
Л ) = Х Ы - ^ , х(»1) = х Ы + х Г = Л(-Л-)+хТ, yi(jT)6*(xi(jT))±N'(jT), j = k-l,k, 
п р и ч е м последнее у с л о в и е г а р а н т и р у е т с и н г у л я р н о с т ь п о д п р о с т р а н с т в Nf(jT) и x{yi(jT)) 
п р и j =z к - 1,&, а з н а ч и т , р а в е н с т в о £» 0 (У) = при некотором г 0 £ { 1 , 2 , 3 } . 

3. В ы б е р е м т а к о е з н а ч е н и е х = х 0 , ч т о б ы в ы п о л н я л о с ь р а в е н с т в о S3(Y) ~ + еТ. 
В о з м о ж н о с т ь э т о г о в ы б о р а о б е с п е ч и в а е т с я н е п р е р ы в н о с т ь ю по х в е л и ч и н ы <53(У) ? р а в е н с т в о м 
S3(Y) = 63(Х) п р и х = 0 и н е р а в е н с т в о м £ 3 ( У ) > х(Уо) = х(хо) + 4еТ > ^ 3 ( А Г ) + £ Т при 
х = -~4£. П о л е м м е 15 63„io(Y) + £ 3 ( У ) = S2(X) + S3(X), поэтому при а < 1/4 п о л у ч а е м 
* 8 _ i o ( y ) = ё2(Х) ~-еТ> 6г(Х) + ЗеТ = ^ 0 ( У ) + ЗеТ + х 0 Т , о т к у д а с л е д у ю т р а в е н с т в а г 0 = 1, 
£ Х ( У ) = 6г(Х) + х0Т, S2(Y) = 62(Х) - еТ и у т в е р ж д е н и е 3). 

4. Из оценки х(Уо) - х (#о ) - > 62(Х) = S2(Y) + еТ в силу у т в е р ж д е н и я А) [1] 
при д о с т а т о ч н о б о л ь ш и х Т > Т4(е) следует н е р а в е н с т в о 7 = L{F3{k),M3) < £. Р а с с м о т р и м 
п о в о р о т Я в п л о с к о с т и ^2з(А?) н а угол 7 , п е р е в о д я щ и й п р я м у ю F^(k) в М 3 . По лемме 
11.1) имеем | | Я - / | | < £, а в с о о т в е т с т в и и с леммой 10 систему (39), где х = х 0 , можно 
п о д в е р г н у т ь п р е о б р а з о в а н и ю 5 = Я н а о т р е з к е [кТ —\,кТ] т а к , ч т о б ы в ы п о л н я л о с ь последнее 
р а в е н с т в о (38). 

5. П о л у ч е н н а я в о з м у щ е н н а я с и с т е м а В в силу оценки 1) из л е м м ы 15 ( где р о л ь ч и с л а £ 
и г р а е т число 2л/е) и оценки 2) из л е м м ы 10 (где и = £ < 1/30) у д о в л е т в о р я е т т р е б у е м о м у 
н е р а в е н с т в у 2): \\B(t) - A(t)\\ < \\B(t) - (A(t) + Q„(t))\\ + \\Q„(t)\\ < 8e(\\A{t) + Q»{t)\\ + 20) + 
+ 8 / 2y/e(\\A\\ + 1) < 16v^(IH|| + 1) + 40£(||Л|| + 5). 

6. С в о й с т в о 1) с л е д у е т из приведенного в ы ш е п. 3, а первые р а в е н с т в а (38) — из п. 2. Л е м м а 
16 д о к а з а н а . 

Л е м м а 17. Если к -и отрезок является отрезком нижней близости, то при достаточно 
большом Т > Г 4 ( £ ) для любого одномерного подпространства М2 С F\%2{k) существует 
система В £ Af3, обладающая свойствами: 1) — 3) из формулировки леммы 16 и 

4) сингулярные подпространства системы В (отмечены штрихами) связаны с сингуляр­
ными подпространствами системы А (без штрихов) соотношениями E3(k-~ 1) = Е3(к~ 1) , 
F3(k) = F3(k), F'2{k) = M7. 

Д о к а з а т е л ь с т в о а н а л о г и ч н о д о к а з а т е л ь с т в у л е м м ы 16. 
Л е м м а 18. Если к-й отрезок является отрезком общей близости, то при доста­

точно большом Т > Ts(e) для любых одномерных взаимно ортогональных подпространств 
М2, М3 С R 3 существует система В £ А 4 3 , обладающая следующими свойствами: 

1) общая £ -разделенность на к -м отрезке; 
2) MW < 1 0 v £ + 8 £ ( | | A j | + 24) при * € [ ( * - 1 ) Т , AT]; 
3) \6{(У(кТ,(к-1)Т))-ё^Х(кТ,(к-1)Т))\<10^ДТ + 5еТ, где i= 1,2,3, а А , У -

операторы Коши систем Л, В соответственно; 
4) сингулярные подпространства системы В удовлетворяют равенствам, F2{k) — М 2 , 

F&k) = М 3 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о в в и д у его сходства с д о к а з а т е л ь с т в о м л е м м ы 16 и з л о ж и м очень 

к р а т к о . 
Д л я к а ж д о г о а 6 [0;2i /s + е] р а с с м о т р и м систему z = (A(t) + Qa{t))z, Qa(t) = 2aPi(t) -

~aPL{t), где Pi(t) и Pi(t) — о р т о г о н а л ь н ы е п р о е к т о р ы на и L(t) = (l(t))1- соответ ­
ственно , а п о д п р о с т р а н с т в о l р е ш е н и й с и с т е м ы А у д о в л е т в о р я е т условию 1{кТ) — М3. 

Подберем з н а ч е н и е а = а0 т а к , ч т о б ы S3(Z) — 63(Х) + 2еТ. В о з м о ж н о с т ь э т о г о в ы б о р а 
обеспечивается н е п р е р ы в н о с т ь ю по а в е л и ч и н ы 83(Z), р а в е н с т в о м S3(Z) = 83(Х) при а = 0 
и н е р а в е н с т в о м S3(Z) > 63(Х) + 2£Т при а = 2^/ё + е. 

Д л я любого р е ш е н и я z с и с т е м ы (A + Qao)i у д о в л е т в о р я ю щ е г о у с л о в и ю z(kT) £ L(kT)y 

с п р а в е д л и в о н е р а в е н с т в о x(z) ^ < 5 3 ( А ) ~ а 0 Т , из которого в ы т е к а е т верхняя 2£ -разделенность 
с и с т е м ы (A + Qao) н а к-м о т р е з к е . 

Д л я р е ш е н и я z0 и д в у м е р н о г о п о д п р о с т р а н с т в а решений N с и с т е м ы (А + Qao), удо­
в л е т в о р я ю щ и х у с л о в и я м 7r(z0(kT)) - М 3 и N(kT) D (F3(k) U М 3 ) , где ^ ' ( А ) — конечное 
с и н г у л я р н о е п о д п р о с т р а н с т в о с и с т е м ы (A + Qao), имеем x(zo) > 8i(Z\N)+ 2еТ + а0Т, о т к у д а 
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при д о с т а т о ч н о б о л ь ш о м Т следует н е р а в е н с т в о L{F3{k),М3) < е/6. 
В ы б е р е м д в у м е р н о е п о д п р о с т р а н с т в о М р ешений с и с т е м ы (А + Q a J , у д о в л е т в о р я ю щ е е 

условиям М(АГ) D Fg(k), Ч (М(АТ) ,М 2 | 3 ) < е / 6 , где M 2 j 3 = 7г (М 3 ,М 2 ) , и д л я к а ж д о г о 
/3 £ [0; + 2е] р а с с м о т р и м систему у = ( + Q e o ( « ) + 5^(<))», = (3PM(t) - 2 / 3 P m ( / ) , 
где Рм{Ъ) и F m ( f ) — о р т о г о н а л ь н ы е п р о е к т о р ы н а M(t) и m ( i ) = ( М ( £ ) ) х с о о т в е т с т в е н н о . 

Подберем з н а ч е н и е /3 = / 3 0 т а к , ч т о б ы в ы п о л н я л о с ь р а в е н с т в о <5х(У) = ^ i ( ^ ) — еТ. Воз­
м о ж н о с т ь э т о г о в ы б о р а о б е с п е ч и в а е т с я н е п р е р ы в н о с т ь ю по /3 в е л и ч и н ы 8X(Y). р а в е н с т в о м 
8г(У) = ^ i ( Z ) п р и /3 = 0 и н е р а в е н с т в о м 6X(Y) < 6X(Z) - 2еТ при /3 = 3 V e + 2е. 

Д л я любого р е ш е н и я у с и с т е м ы В = Л + Q<*0 + S ^ , у д о в л е т в о р я ю щ е г о у с л о в и ю у(АТ) £ 
6 М(АТ), имеем х(у) > + '$Т, о т к у д а следует , в о - п е р в ы х , н е р а в е н с т в о Ч ( Р 2 > 3 ( А ) , 
М ( А Т ) ) < £ / 6 ( п р и д о с т а т о ч н о б о л ь ш и х Т ) , д а ю щ е е н е р а в е н с т в о *)х = 4 ( ^ 3 ( А ) , М 2 ? 3 ) < е / З , 
а в о - в т о р ы х — о б щ а я £ - р а з д е л е н н о с т ь с и с т е м ы В н а А-м о т р е з к е , т . е . у т в е р ж д е н и е 1) . 

Д л я р е ш е н и я у0 с и с т е м ы Я , у д о в л е т в о р я ю щ е г о у с л о в и ю 7t(y0(kT)) = F 3 ' ( A ) , п о л у ч а е м 
х(#о) > ^гОО + ^Т, о т к у д а п р и д о с т а т о ч н о б о л ь ш и х Т следует н е р а в е н с т в о l(F^(k)^ F3(k)) < 
< £ / 6 , д а ю щ е е н е р а в е н с т в о 7 2 = Z ( F 3 ( A ) , M 3 ) < £ / 3 . 

У т в е р ж д е н и е 3) в ы т е к а е т из оценок т а х ( ^ ( У ) - 8{(Х)) < ^ з ( У ) - 8Х(Х) < 10\/еТ + 5£Т , 

т а х ( й ( Х ) - <5,(У)) < SZ(X) - ^ ( У ) < 6 ^ Т + 3£Т . 
Р а с с м о т р и м п о в о р о т Нх ( н а угол 7 1 ) , переводящий п л о с к о с т ь F23(k) в М 2 ) 3 , и поворот 

Я 2 (на у г о л , не п р е в о с х о д я щ и й 7i + 7 2 ) в плоскости М 2 > 3 , п е р е в о д я щ и й п р я м у ю HxF^{k) 
в М 3 . Т о г д а п о в о р о т Я = Я 2 Я х (на угол , не превосходящий £ ) у д о в л е т в о р я е т условиям 
HF23(k) = М 2 | 3 , HF3(k) = М3, HF2{k) = М 2 , поэтому в с о о т в е т с т в и и с леммой 10 систему Я 
можно п о д п р а в и т ь , п о д в е р г н у в ее п р е о б р а з о в а н и ю 5 = Я на о т р е з к е [AT — 1, AT], т а к , ч т о б ы 
полученная с и с т е м а ( с о х р а н и м д л я нее прежнее обозначение) у д о в л е т в о р я л а и т р е б о в а н и ю 4 ) . 

У ч и т ы в а я оценку | | Я - J|| < е < v0 < 1/30, п о л у ч а е м у т в е р ж д е н и е 2 ) : 

\№) - A(t)\\ < \\Qao(t)\\ + ШШ + Р(') - + geo(«) + 5 Л ( * ) ) | | < 

< 2 а 0 + 2/J0 + 8e( | |A(t)| | + 2а0 + 2/3 0 + 20) < 10л/е + 8е( | |Л|| + 24) . 

Л е м м а 18 д о к а з а н а . 

Д л я з а д а н н о й с и с т е м ы А € М3 и чисел Т > 0, е < 4 / 9 и /л < /л0 ( з а м е ч а н и я 3 и 4) обо­
значим через и S м н о ж е с т в а последовательностей а в о з м о ж н ы х перестановок ак € Sp(А) 
(определение 14) и д о п у с т и м ы х перестановок ак 6 5(A) (определение 2 [1]) с о о т в е т с т в е н н о 
(здесь и н и ж е к € N ) . 

О п р е д е л е н и е 15. П о данной последовательности а 6 5^ определим и н д у к ц и е й по А 
последовательность £ перестановок С* :<^ ~-* *7, н а з ы в а е м ы х п е р е к л ю ч е н и я м и , и последова­
т е л ь н о с т ь £ у п о р я д о ч и в а ю щ и х перестановок £*-v7 —• J" и п о л о ж и м & == ( 1 , 2 , 3 ) , а если 
при н е к о т о р о м А у ж е у к а з а н а у п о р я д о ч и в а ю щ а я п е р е с т а н о в к а т о в ы б е р е м с м е ш и в а ю щ у ю 
(определение 12) на А-м о т р е з к е перестановку £ к + х т а к , ч т о б ы п е р е с т а н о в к а & = б ^ - и * 7 * ^ 1 

была наиболее упорядоченной (определение 11) , з а д а в п е р е с т а н о в к и ("д. и 
З а м е ч а н и е 5. Определение 15 к о р р е к т н о , т а к к а к одна из всех перестановок в и д а 

(акСк1) П Р И ф и к с и р о в а н н о м в ы р а ж е н и и в скобках самая упорядоченная . 
Л е м м а 19. А) Если ак £ 5 Д А ) , £к — смешивающая на к -м отрезке перестановка, а 

(к —переключение, то 
V \6ыл(Х(кТ,(к - 1 ) Т ) ) - «,-(Х(АГ,(А - 1)Т))| < 4 ^ Т , j = 1 , 2 , 3 ; 
^ ^ 6 ^ 5 Д А ) ; 

Все мыслимые множества 5 М ( А ) обладают следующими свойствами: 
4) они описываются шестью стандартными типами, каждый из которых задается своей 

образующей перестановкой (см. замечание 2); 
5) если выполнено условие из п. б) определения Ц, а & — образующая перестановка, 

определяемая этим условием, то а 6 (А); 
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6) если для множества S^(k) какое-либо условие из п. а) определения Ц выполнено, а 
для множества S^(k) оно не выполнено, в то время как другое условие из п. а) для этих 
множеств выполнено или не выполнено одновременно, то S^(k) Э 

7) существует такое Т б ( е , / / ) , что если е < \i и Т > Г 6 ( £ , / х ) , mo S С 5 Г 

8) Пусть фиксированы смешиваемые индексы на k-м отрезке и задана операция, за­
меняющая каждую перестановку а наиболее упорядоченной перестановкой а вида £jb+icr 
(см. замечание 5). Тогда если а < сг'5 то а < а1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е р а в е н с т в о 1) следует нз определения 12, поскольку индексы £k(j) 
и j либо с о в п а д а ю т , л и б о с м е ш и в а е м ы . 

У т в е р ж д е н и е 4) с л е д у е т из определения 14. 
П р о в е р и м с п р а в е д л и в о с т ь у т в е р ж д е н и я 2 ) : если индексы 2, 3 с м е ш и в а е м ы , т о из усло­

в и я 21) следует условие 3 1 ) , из условия 13) — условие 31) , а условие 32) в ы п о л н е н о всегда , 
п о э т о м у о б р а з у ю щ и е п е р е с т а н о в к и м о г у т б ы т ь т о л ь к о ( 3 , 2 , 1 ) , ( 2 , 3 , 1 ) или ( 1 , 3 , 2 ) , а соот­
в е т с т в у ю щ и е и м м н о ж е с т в а в о з м о ж н ы х перестановок SH С 5 у с л С 5 М Л о б л а д а ю т п р о в е р я е м ы м 
свойством; а н а л о г и ч н о р а з б и р а ю т с я с л у ч а и , к о г д а с м е ш и в а е м ы е индексы — 1,2 и л и соответ ­
ственно 1 , 2 , 3 . 

У т в е р ж д е н и е 3) с л е д у е т из 2 ) , т а к к а к (к > ак£к по определению 15. 
Д л я д о к а з а т е л ь с т в а у т в е р ж д е н и я 5) д о с т а т о ч н о п р о в е р и т ь , ч т о п е р е с т а н о в к и ( 1 , 3 , 2 ) и 

( 2 , 1 , 3 ) в х о д я т в к а ж д о е из м н о ж е с т в 5 у с л , 8Сл и 5 ^ . 

У т в е р ж д е н и е 6) с л е д у е т из в к л ю ч е н и й Syqjl,SCJl С 5„ , SCT,SMJl,Sn С 5 у с л , SCT,SMJl>Sn С 5 С Л , 

Д л я д о к а з а т е л ь с т в а у т в е р ж д е н и я 7) д о с т а т о ч н о п р о в е р и т ь , ч т о если е < /г, т о при доста­
точно б о л ь ш о м Т н е в ы п о л н е н и е какого-либо из условий 31) , 13), 32) или 21) определения 14 
в л е ч е т з а собой в ы п о л н е н и е с о о т в е т с т в е н н о о г р а н и ч е н и я 3 ) , 4 ) , 1) или 2) из п. с) определения 2 
[1]: с р а в н и т е л ь н о п р о с т о р а з б и р а е т с я случай^ к о г д а и fc-й, и (А: + 1 ) -й о т р е з к и я в л я ю т с я отрез ­
к а м и н е б л и з о с т и ; в с л у ч а е верхней б л и з о с т и на к -м о т р е з к е п р о в е р я е т с я , ч т о невыполнение 
условия 13) или 21) в л е ч е т з а собой о г р а н и ч е н и е 4) или 2 ) , а в с л у ч а е н и ж н е й б л и з о с т и — ч т о 
невыполнение у с л о в и я 31) или 32) в л е ч е т з а собой о г р а н и ч е н и е 3) или 1); в с л у ч а е ж е общей 
б л и з о с т и н а к -м о т р е з к е все условия определения 14 в ы п о л н е н ы ; а н а л о г и ч н о р а с с м а т р и в а ю т с я 
с л у ч а и р а з л и ч н о й б л и з о с т и н а (к + 1 ) - м о т р е з к е . 

У т в е р ж д е н и е В ) п р о в е р я е т с я непосредственно . Л е м м а 19 д о к а з а н а . 

Л е м м а 20 . Если дополнительно заданы числа /3 ,7 > 0 и к 6 N , то при достаточно 
малых \i < ^б(т) и Р < иъ{^) (лемма Ц) можно закрепить в к -й момент конечные подпро­
странства так, что при любом закреплении в этот момент начальных подпространств для 
всякой последовательности а возможных перестановок будет реализуемо соответствую­
щее переключение (к. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н и ж е з а к р е п и м конечные п о д п р о с т р а н с т в а в &-й м о м е н т т а к , ч т о б ы 
при к а ж д о м з а к р е п л е н и и в э т о т момент н а ч а л ь н ы х п о д п р о с т р а н с т в н е к о т о р а я п е р е с т а н о в к а 
(к < Ск б ы л а р е а л и з у е м а д л я чисел /3' = и 7' = 7 / 5 ( см. лемму 13: если в з я т ь ц < 
< ( m i n ( / x 0 , 7 / 2 0 ) ) 3 = ^б(т)? т о 7' = т / 5 > З7/2О > 3/3' и /х < /х 0, т . е . все п р е д п о с ы л к и 
этой л е м м ы б у д у т в ы п о л н е н ы ) . Т о г д а и п е р е с т а н о в к а ( к в т о т ж е м о м е н т по лемме 14 будет 
р е а л и з у е м а д л я чисел /3 < 1/5 (/г) — и 7, т а к как /3' < 7/2О < 7 / 4 и 7' = 7 / 5 < 7 /4 . 

З н а я з а к р е п и м к о н е ч н ы е п о д п р о с т р а н с т в а М ь М 2 , М 3 и временно н а ч а л ь н ы е подпро­
с т р а н с т в а L[, L2, L'3 в с о о т в е т с т в и и с определением 14 и р а с с м о т р и м несколько с л у ч а е в . 

а ) П у с т ь {к + 1 ) - й о т р е з о к я в л я е т с я о т р е з к о м неблизости . Т о г д а н а ч а л ь н ы е п о д п р о с т р а н ­
с т в а Li в к-ш м о м е н т з а д а ю т с я однозначно , т . е . L{ - г = 1 , 2 , 3 , п р и ч е м п е р е с т а н о в к а 
а = з а д а в а е м а я определением 14, — о б р а з у ю щ а я , поэтому р е а л и з у е м а д л я чисел /3' и 7', 
а п е р е с т а н о в к а ( к — о д н а из в о з м о ж н ы х ( л е м м а 19.3)) и, с т а л о б ы т ь , ( к < ( к . 

б) П у с т ь (к + 1 ) - й о т р е з о к я в л я е т с я о т р е з к о м верхней б л и з о с т и . Т о г д а L\ — L\, L2 С L2 3 . 

I. Е с л и в ы п о л н я л о с ь условие 1 3 ' ) -< (М3^Ь\2) < т о П Р Й одном в ы б о р е L2 оно м о ж е т 
с о х р а н и т ь с я , а при д р у г о м н е т . В первом случае , поскольку условие 3 1 ' ) -< ( М 3 , L[) < fi не 
з а в и с и т о т в ы б о р а L2> д о с т а т о ч н о в з я т ь в к а ч е с т в е ( к о б р а з у ю щ у ю п е р е с т а н о в к у . Во в т о р о м 
с л у ч а е в о з м о ж н ы д в а в а р и а н т а : 
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1) условие 3 1 ' ) в ы п о л н я л о с ь . Т о г д а новая о б р а з у ю щ а я ('к = ( 2 , 3 , 1 ) п о л у ч а е т с я из прежней 
о б р а з у ю щ е й ( 3 , 2 , 1 ) у м н о ж е н и е м на у п о р я д о ч и в а ю щ у ю , поэтому ( к > ( к ( л е м м а 1 9 , В ) ) ; 

2) условие 3 1 ' ) не в ы п о л н я л о с ь . Т о г д а д л я нового значения ц" = будет выполнено 
условие 2 1 " ) Z ( M 3 j 2 , I i ) < (fi")s ( в ы т е к а ю щ е е из 1 3 ' ) ) и в силу л е м м ы 19 .5) ,В) , образую­
щ а я п е р е с т а н о в к а з а д а в а е м а я числом / / ' , не более упорядочена , чем ( 2 , 1 , 3 ) , а т р е б у е м а я 
п е р е с т а н о в к а ( к не менее упорядочена , чем п р е ж н я я о б р а з у ю щ а я ( 3 , 1 , 2 ) , у м н о ж е н н а я н а упо­
р я д о ч и в а ю щ у ю п е р е с т а н о в к у , т . е . £ * > £ * • Возьмем /3" = / 2 " , т о г д а /3" = /х" < m i n ( ^ 0 , 7 / 2 Q ) 
и по л е м м е 13 п е р е с т а н о в к а ( к р е а л и з у е т с я д л я чисел /3" и 7 ' , а т е м более д л я чисел /3* < /3" 
и 7 ; . 

А н а л о г и ч н о р а с с м а т р и в а е т с я с л у ч а й I I , к о г д а условие 1 3 ' ) не в ы п о л н я л о с ь . С л у ч а й в ) , 
когда (к + 1 ) - й о т р е з о к я в л я е т с я о т р е з к о м н и ж н е й б л и з о с т и , р а з б и р а е т с я подобно с л у ч а ю а ) . 
В случае же г ) , к о г д а (к + 1) -й о т р е з о к я в л я е т е ^ о т р е з к о м общей б л и з о с т и , л ю б а я п е р е с т а н о в к а 
с м е ш и в а ю щ а я , поэтому м н о ж е с т в о п е р е к л ю ч е н и й с о с т о и т из одной п е р е с т а н о в к и ( 1 , 2 , 3 ) , не 
менее упорядоченной , чем л ю б а я о б р а з у ю щ а я ( к . Л е м м а 20 доказана . 
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