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В работе исследуются вариационные задачи, возникающие при опи­
сании напряженно-деформированного состояния (НДС) трехслойных 
оболочек. 

Проблемы, связанные с исследованием устойчивости моментного 
равновесия трехслойных элементов конструкций [1], потребовали раз­
работки для них уточненных вариантов теории. Соотношения такой 
уточненной теории, позволяющие исследовать смешанные формы потери 
устойчивости с большим показателем изменяемости параметров как 
невозмущенного, так и возмущенного НДС, были построены в работе [2] 
с использованием предложенного в [3] обобщенного вариационного 
принципа. 

В настоящей работе изучаются вопросы существования и единствен­
ности решений соответствующих вариационных задач, предлагаются 
и исследуются методы их аппроксимации. 

1. Постановка задачи. Задача р равновесии трехслойной пологой 
оболочки с трансверсально-мягким заполнителем может быть сформу­
лирована [2] как задача об отыскании стационарных точек функционала 

L(u, а)=ф(и)+1(и, о) -F(o). 

Здесь 

Ф(и) =Ф0(и) +Ф{(и') +Ф2(и2), 

фк(ик) = \ <p*(e\x*)d* — \ fk-ukdx, 6 = 1 , 2 , 

ф 0 ( и ) = \ Cx{w2-wx)2dx, 

1(U, О) = — $ ( (U2 — и\ )XJl-\-hi(d[

iOl-\-h2(d2el)dx, 
Q 

F ( < j ) = \ (Co.o + C2(d\vo)2)dx1 

Q (ограниченная двумерная область) — проекция срединной поверхности 
оболочки на координатную плоскость х\х2у uk=(uk,u2ywk), 6 = 1 , 2 , — 
смещения точек срединной поверхности нижнего ( 6 = 1 ) и верхнего 
(6 = 2) внешних слоев соответственно; щ — касательные, wk — нормаль­
ные смещения ^(прогибы), а = ( а 1 , о 2 ) —напряжения сдвига в заполни­
теле, = (ff, /2» /з) —нагрузки, приложенные к внешним слоям; гк = 
= (8п> g * 2 > £ 2 2 ) > кк= х * 2 > Щ2) — компоненты тангенциальной и изгиб-
ной деформаций срединных поверхностей внешних слоев; приняты соот-
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ношения теории среднего изгиба: 

* _ dUj ди- d w k d w k * к 

V . . = / / = 1 /• 

(о, = — — , / = 1, 2,— углы поворота нормалей, kV] — начальные кри­
визны внешних слоев; функции ср* (плотности потенциальной энергии 
изгиба внешних слоев), матрица С, постоянные Ci, С2 характеризуют 
материал внешних слоев и заполнителя; hk = h + hk> 2h — толщина 
заполнителя, 2hk ( 6 = 1 , 2) —толщина внешнего слоя. 

В дальнейшем будем предполагать, что внешние слои жестко закреп­
лены по контуру, торцы заполнителя свободны от напряжений. Это 
означает, что искомые функции а к , о должны быть подчинены следующим 
граничным условиям: 

uk = 0, = 0 , a . v = 0, х е Г , 
OV 

Г — граница области Q., v — нормаль, внешняя к области й. 
Предполагается также, что 
1) функции (pk(l) = <p*(£i, hy ... , 1ь) — выпуклые непрерывно диф­

ференцируемые функции и С1* | | | р <ф*(£) < с 2 * | £ | р , где c{k, c2k, p = const, 
Р> 1, c\kf c2k> 0; 

2) матрица С симметрична и положительно определена, постоянные 
G, С 2 положительны; 

3) ktjf=Lr„rh> 1, 6 = 1 , 2 . 
В простейшем случае, когда материал внешних слоев подчиняется 

закону Гука, функции ср* — положительно-определенные квадратичные 
формы, условие 1) выполнено при р = 2. Условие 2) выполнено, если 
материал заполнителя подчиняется закону Гука. 

З а м е ч а н и е 1. Сформулированная задача может описывать 
в уточненной постановке [2] НДС как во всей области трехслойной 
оболочки или пластины, так и в некоторой локализованной области 
непологой оболочки в заранее, вообще говоря, неизвестной зоне потери 
устойчивости. 

2. Исследование разрешимости задачи. В соответствии с условиями 
1)—3) функционал L(u,o) естественно рассматривать как функционал 
над пространством ] / Х £ о , (WGEV, < т е Е £ 0 ) , где V= { # „ ° Х } 2 , 

Е0= | a G ( L 2 ) 2 , d i v a ^ L 2 , a - v = 0, Х Е Г ) (ПО поводу основных свойств 
пространства £ 0 см., например, [4]) . 

Т е о р е м а 1. Пусть выполнены условия 1)—3). Тогда функционал L 
имеет хотя бы одну стационарную ?очку, если: 1) р ^ 2 , / * е V*, 6 = 1 , 2 ; 
2) р < 2 , /*е=К\ /? = 0, / , 6 = 1 , 2 . 

Доказательству теоремы предпошлем ряд вспомогательных утверж­
дений. 

Л е м м а 1. Пусть р> 1. Форма 1(и,т) —непрерывная билинейная 
форма над VXE0. 

С л е д с т в и е . Существует линейный ограниченный оператор 
L\2:E0-+V* такой, что 1(и, т) = < L I 2 T , U)v, где < •, • ) v — отношение 
двойственности между 1/, V*. 

Л е м м а 2. Стационарная точка функционала L — решение системы 
уравнений 

Lnu + Li2o = 0, (1) 

Lx2u — L22e = 0, (2) 
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где L\i\V-+V, L22: fo-^fo — градиенты функционалов Ф, F соответ­
ственно. 

Л е м м а 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Функционал 
Ф\У-+к слабо полунепрерывен снизу и коэрцитивен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Функционалы Ф ь Ф 2 : # Р ° Х №}\х №?^R 
слабо полунепрерывны снизу и коэрцитивны [5]. Функционал Ф0:У^Я 
также, очевидно, слабо полунепрерывен снизу и неотрицателен. Таким 
образом, лемма доказана. 

Л е м м а 4. Оператор L22' £ о - ^ £ о самосопряжен и положительно 
определен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Из леммы 3 вытекает су­
ществование оператора L22\ обратного к L22, поэтому задача (1), (2) 
эквивалентна уравнению 

Luu + Bu = 0, (3) 

где B = Li2L22lL*2-'V^V*. 
-Уравнению (3) поставим в соответствие задачу минимизации 

т ш Ф 4 ( « ) , (4) 

глеФ4(и)=Ф(и) + (Виуи)у/2. 
Ясно, что (Ви, u)v^0 при любом u^V, поэтому Ф 4 коэрцитивен 

и слабо полунепрерывен снизу. Отсюда следует, что задача (4), а сле­
довательно, и уравнение (3) имеют хотя бы одно решение. Теорема 
доказана. 

3. Геометрически линейное приближение. Если при описании про­
гибов внешних слоев ограничиться геометрически линейным прибли­
жением, т. е. в выражениях для компонент тангенциальной деформации 
пренебречь квадратичными слагаемыми, то функционалы Ф\у Ф 2, а сле­
довательно, и Ф — выпуклые функционалы (см., например, [ 5 ] ) и отно­
сительно свойств стационарных точек функционала L нетрудно получить 
дополнительную информацию. 

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и Ф — вы­
пуклый функционал. Тогда всякая стационарная точка функционала L 
есть его седловая точка. 

Действительно, если (и, т) —стационарная точка функционала L, 
то (и, т) —решение системы (1), (2), и для любого v^V имеем 
< L I 2 T , v)v — <т, Lx2v)Eo = — <Lnw, v)v, следовательно, 

L(v, т) = Ф^)-F(T) + <т, L\2v)E{) = Ф(и)-F(T) - (Lnu, v)v, 

L(u, т) =Ф(и) -F(T) + <т, L*l2u)Eo =Ф(и)-F(T) - <1„и, u)v. 

Ясно, что L(v, т) — L{u, т) = Ф(и) —Ф(и) — {Luu, v — u)v > 0 , по­
скольку Ф — выпуклый функционал и его градиент совпадает с суб­
градиентом (см., например, [6]) . 

С другой стороны, для любого о б £ о аналогично получаем L(w, а) — 
~L(u, т) = — (F(o) — F ( T ) — <L22T, а —т> £ о ) < 0 , поскольку F — квад­
ратичный и, следовательно, выпуклый функционал. 

Таким образом, L(u, о) < L (и, т ) < L(v, т) V U G K , VO><=£0, т.е. 
(и, т) — седловая точка функционала L. 

Т е о р е м а 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда ком­
понента т стационарной точки функционала L определяется однозначно. 
Если дополнительно функции ср*, а следовательно, и функционал Ф 
строго выпуклы, то и компонента и стационарной точки функционала L 
определяется однозначно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (и\у TI ) , (1/2, т 2) — стационарные точки 
функционала L. Тогда (L\\U\ — I11M2, и\ — и2) + {l22i\ — L22T2, TI — т2> = 
= 0. Градиент выпуклого (строго выпуклого) функционала — монотон-
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ный (строго монотонный) оператор (см., например, [6]) . Поэтому 
T I = T 2 , если Ф выпуклый, и T I = T 2 , u\ = U2, если Ф — строго выпуклый 
функционал. Теорема доказана. 

4. Внутренняя аппроксимаций [7\ задачи (1) , (2). Пусть Vhi £ 0л, 
— семейства подпространств, полные в V, Е0 соответственно. Под 

приближенным решением задачи (1), (2) будем понимать пару функций 
Uh^Vhy т Л е £ 0 л — стационарную точку функционала L на УнХЕон-

L(uh + tvHl Th+toh)\t=o = 0 Vy/, e= Vh, Oh*=E0h. 

Полагая оц(« , v) = <LnW, v) Va, и б У , а 2г(т, о) = <L22T, a> V T , O^E0, 
получим для отыскания uHl xh систему уравнений 

в ц ( и * , - О А ) + / ( т * , O A ) = 0 V i , A e V * , (5) 

а 2 2(т Л , он) — /(тЛ, иЛ) = 0Va A e=£W ( 6 ) 
З а м е ч а н и е 2. При построении пространств К*, E0h можно 

использовать,- например, хорошо известные пространства конечных эле­
ментов, полные в $* 2 ) (см., например, [7 ,8 ] ) . 

Т е о р е м а 4. При любом h> О решение задачи (5), (6) существует. 
Последовательность uh> тн приближенных решений допускает равно­
мерную norh априорную оценку: \\uh\\v^C\y | | т Л | | £ 0 <с 2 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существование решения задачи (5), (6) 
доказывается фактически точно так же, как и для исходной задачи, 
путем сведения задачи (5), (6) к задаче минимизации функционала 

Ф<Ы =Ф(ик) + {L\2{Lh

22)-'LW uh)v/2 

на пространстве Vh- Здесь I * 2 : £ 0 A - * K * , L22:Eoh-+Eoh — линейные опе­
раторы, определяемые тождествами: 

{Lh

X2oh, vh)v=l(ohy vh) Vvh^Vh, а б У А ) 

(L22oh, т Л >£ 0 =а 2 2(тл, он) Voh,ih^Eoh. * 

Для получения априорной оценки заметим, что Фн

А(ин) ^Ф^(О) = 0 , 
откуда вследствие положительной определенности оператора Ь22 и коэр-
цитивности функционала ф получаем | | ы Л | | к < С 1 . Априорная оценка 
для Th теперь может быть получена на основании уравнения (6). Теорема 
доказана. 

Т е о р е м а 5. Существует последовательность Л-Ю такая, что 
ин-^и (слабо), т Л-м; (сильно), где (и,т) —стационарная точка функ­
ционала L. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы 4 вытекает существование 
М Е У , Т Е £ О И последовательности h-+0 таких, что ин-^и, тл-^т. Покажем, 
что (и, т) —стационарная точка функционала L. 

Пусть У Е К , а б £ о произвольны. В силу полноты последователь­
ности пространств Vh, Еон в V, Е0 соответственно существуют последо­
вательности VH, Oh такие, что Vh-+v, аЛ-мх. 

По определению uh, тЛ имеем 

F(TH)-1(XH, UH)^F(OH) -l(oh, uh). (7) 

Ясно, что ин-^и (сильно) в V\ = LqXLqXW(ql) V ? > 1. Поэтому 
/(тл, иЛ)-^/(т, и). Используя теперь непрерывность и слабую полунепре­
рывность снизу квадратичного функционала F, получим 

£ ( т ) < UmF(TH), F(o)= HmF(a A ) , 

F{x) - / ( T , U)^F(O) - / ( a , u). (8) 
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Вследствие произвольности о неравенство (8) означает, что L*2w — 
_ L 2 2 T = 0. 

Далее, в силу определения ин имеем Ф{ин) + / (т Л <и Л ) , и / , ) / 2<Ф(а А ) + 
+ l(tk(vh), Uk)/2, где 4h(vh) = (L 2 2 ) ~ l L ^ . Используя теперь рассужде­
ния, аналогичные применявшимся при проведении предельного перехода 
в неравенстве (7),^ получим Ф(и) + / ( т ( и ) , а ) / 2 < ф ( у ) + /(т(и), и)/2, 
где x(v) = (L22) ~lL\2v, причем поскольку v произвольно, то L\\U + L\2T=0. 

Таким образом, иу т — стационарная точка L. Докажем теперь 
сильную сходимость тЛ к т. Имеем а 2 2 (т л , а л) — /(т л , ыл) = 0 Уале^ол, 
0 2 2 ( т , а) — /(т, а) = 0 V a e f o , откуда элементарными выкладками по­
лучаем а 2 2 (т Л —т, тЛ —т) = / ( т Л — т, uh — и) + /(т — а л, ыл — а) + а 2 2 ( т л — 
— т, а л — т), и, значит, || т л — тR £ о < с (|| ин — и \\ v + || ah — т || £ о ) -*0 при 
соответствующем выборе последовательности <тЛ. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 3. При исследовании разрешимости и сходимости 
приближенной задачи (5), (6) можно отказаться от предположения 
о том, что uh минимизирует ф£ на Vh- Разрешимость задачи и сходи­
мость приближенного решения к точному удается при этом доказать, 
используя результаты теории коэрцитивных псевдомонотонных опера­
торов [9] . 

З а м е ч а н и е 4. Сильную сходимость uh к и в пространстве V 
можно доказать в геометрически линейном приближении при условиях 
на функции фЛ, обеспечивающих сильную монотонность и липшиц-не-
прерывность оператора Lu. 
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