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О МАКСИМАЛЬНОСТИ АЛГЕБРЫ ФУШСЩЙ, НЕПРЕРЫВНЫХ НА 
РАСШИРЕННО"! КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ И АНАЛИТИЧЕСКИХ 

В ДОПОЛНЕНИИ К ВПОЛНЕ РАЗРЫВНОМУ КОМПАКТУ 

о -г-
I . Пусть J - компактное подмножество комплексной плоскости 

без внутренних точек и со связным дополнением. Обозначим через 5 
расширенную комплексную плоскость. Пусть Aj. - класс всех комплекс-
нозначных непрерывных функций на S . аналитических в S ^ J . 

Если J достаточно регулярно (например, спрямляемая дуга), 
то ^ т состоит только из констант. Однако, для некоторых J (в ча­
стности, для любого множества J положительной плоской меры) Ат 
содержит непостоянные функции (см., например, [i], стр. 330 ) . Ес­
ли Л г содержит хоть одну непостоянную функцию, то функции из Лт 
разделяют точки плоскости S ([2] , Щ ) . 

В силу принципа максимума модуля модуль каждой функции fc A? 
достигает максимума на J . Отсюда следует, что функции из >"j-, 
рассматриваемые лишь на I , образуют замкнутую подалгебру Л ал­
гебры С СJ) всех непрерывных комплекснозначных функций на J .' 

' В [4] и [з] поставлен следующий 
* Вопрос. Я в л я е т с я л и а л г е б р а Ц м а к с и ­

м а л ь н о й п о д а л г е б р о й в С ( J ) ? 
В том случае, когда J - жорданова дуга, в Щ было найдено 

достаточное условие (на J ) для максимальности ft • В настоящей 
заметке доказывается следующая 

Теорема. П у с т ь J - г о м е о м о р ф н ы й о б р а з 
к а н т о р о в с к о г о с о в е р ш е н н о г о м н о ж е н 
с т в а и п у с т ь с у щ е с т в у е т т а к о е м н о ­
ж е с т в о е н у л е в о й е м к о с т и , ч т о к а ж ­
д а я т о ч к а м н о ж е с т в а Т ^ С я в л я е т с я 
т о ч к о й п и к а а л г е б р ы J\ . Т о г д а Л е с т ь 
м а к с и м а л ь н а я п о д а л г е б р а а л г е б р ы СО") 

В теореме 2 настоящей работы (см. п.7°) дано простое условие, 
достаточное для того, чтобы точка множества X была точкой пика ал­
гебры Л- . Теорема 2 вместе с только что сформулированной теоремой 
приводит к сравнительно просто проверяемым достаточным условиям 
максимальности алгебры «А . Этот результат существенно отличается 
от результата работы 5 прежде всего тем, что мы рассматриваем 
всюду разрывное множество J , тогда как в [б] речь идет о жордановой 

130 



дуге. 
2°. Пусть Т - компактное множество на плоскости (без внутрен­

них точек и со связным дополнением) такое, что алгебра jV содержит 
непостоянные функции. Фиксируем £^ C-Cl) и обозначим через А$ наи­
меньшую замкнутую подалгебру в С(Т) , содержащую А и i- , через 
Мг - пространство мультипликативных функционалов алгебры A f • 

Если ге Т , то равенство £*(^) = .^Сг) для всех Q б А$. опреде­
ляет функционал ̂ fe /Ч^ . Отображение %.-*• §t гомеоморфно вкладывает 
Т в M.J. . Гельфандовское представление q-"f" (^6 А*) изоме-

трично отображает алгебру hf на алгебру А г непрерывных функций, 
заданных на /Mj. .Образ алгебры А при этом отображении будем обоз­
начать через Д . 

Если m е М j. , то сужение функционала m на fl принадлежит 
пространству М мультипликативных функционалов алгебры А . Из 
результатов работы [6] следует, что существует такая точка ^ e S , 
что ^(4") = <J C 2 № ) для любой функции <j)fc Я (здесь и в дальнейшем 
функции из А- и соответствующие им функции из ftr обозначаются 
одними и теми же буквами; из контекста всегда будет ясно, о чем 
идет речь). 

Следующая лемма (доказательство которой не использует специ­
фики алгебры А т ) известна: доказательство приведено для удобст­
ва читателя. 

Лемма I . Е с л и г м е I - т о ч к а п и к а д л я 
А , т о ^ = ^ г т , т о е с т ь m ( ^ = <^ C Z w ) 

д л я л ю б о й ф у н к ц и и <J б А$. • 
Доказательство. Пусть г-€ S • Определим множество IM г ра­

венством 
М-а ~ {*п> е М ^ : т (̂  ) = J ̂ г ) для всех ^ е ^ 1 ' 

Множество Я г будем называть с л о е м н а д г- .Из определе­
ния следует, что функции из А сохраняют постоянное значение на 
каждом слое. 

Нам нужно показать, что если zej- точка пика для алгебры А, 
то Я г = { $z\- Предположим противное: пусть т е М и т ^ . Т а к 
как функция $ разделяет все точки любого слоя, то Т(У*)-Т(8^ФО. 
Поскольку z - точка пика для А , то существует QtA , удовлетво­
ряющая условиям: Я(2)Н и I ^ O O k f , если 5 ^ 5 и^+н.Легко видеть, 
что при достаточно большом >t будет выполняться неравенство: 

| (?Ы- ? (У) fVol>£? \ (к*)- 4 (s))<f 0OI • 
Это противоречит тому, что гельфандовское представление не увели­
чивает норму. Лемма доказана. 

3°. Определим множество U равенством: 6 = \ г в 5 \М^.фф j 
Лемма 2. Е с л и Q п С SA Т *) ^ <f> j T 0 Q = S. 
Доказательство. Допустим. что (&Ф$ . Так как й э J , 
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U n C S ^ I ) ^ ^ , a S v У связно, то найдется точка 
л ^ з ц n C S 4 ! " ) .Отображение m - ^ г ^ Сиз /Ч* в S ) непрерыв­
но. Поэтому множество Q замкнуто, как непрерывный образ компак­
тного пространства. Пусть U - такой открытый круг с центром в 
точке О. , что U n J = 0 и Т = Э U £ Q . Радиус круга U мож­
но считать сколь угодно малым. Существует невырожденная, дуга усТ, 
непересекающаяся с Q . Обозначим ее концы через ос и £> . Проведем 
простую дугу Г , соединяющую ос с £> так, что Г с 0 , Г ^ Т = 
{о( } U { Р> 7 > Гп (3 состоит из единственной точки ъ .Обозна­

чим через, (р жорданову область, ограниченную дугамиТ\-у и Г .Ду­
гу Г можно провести так, чтобы ( ̂ А G-") л Q = <р . Точка & 
служит точкой пика для алгебры Л<^ всех функций, непрерывных в 

Qf и аналитических в G- . (чтобы в этом убедиться', достаточно. 
рассмотреть функцию *+ ?£(%) , где F принадлежит AQ. и гс-
меоморфно отображает G- на замкнутый единичный круг). 
__ Обозначим через Ь сужение алгебры Л на Q- . Покажем, что 
lb* J\Q > еоли Радиус круга U достаточно мал. Пусть К,6 Л т -

произвольная непостоянная функция. Будем предполагать, что 
к Ч ь ) * ^ о , так как в противном случае можно заменить к/ на 
(к- к (&))• (н-й) ~, где К - кратность значения И(&}'. Выберем 
радиус U настолько малым, чтобы К, была однолистной в окрест­
ности замкнутого круга \J . Функция К отображает Сг на неко­
торую жорданову область G- . Если \х - обратное отображение, 
то для любой о € -п̂ . функция а оk~ i принадлежит Л-̂ ./ . По тео­
реме С.Н.Мергеляна существует последовательность полиномов р п , . 
равномерно сходящаяся к й » К " на Gr • Тогда последовательность 
функций р „ ° к .принадлежащих В , равномерно сходится к Q на 
С- . Итак, b~fl^ . 3 частности, ^ - точка пика для алгебрыВ . 

Пусть Е> Un Q. и пусть & -^сужение алгебры А на множество 
М е « U_ М г _. Поскольку Е с Сг , то из вышесказанного следу­

ет, что в алгебре 5 имеется функция cf , для которой слой /4g 
является множеством пика, т.е. <4>(nni) = \ , если т е М ^ и lcp<Vw)\< I , 
если т £ М ^ Ч / И ^ . Если <ул принадлежит В и достаточно близ­
ко к cf , то для некоторого положительного -fc, "t < •< , будут суще­
ствовать связные компоненты множества {**»е/Ч̂ . H ^ O ^ O I ^ -Ь ̂  ̂  
целиком содержащиеся во внутренности множества М Е , и потому не­
пересекающиеся с шиловской границей алгебры А , (все точки которой 
расположены, очевидно, над множеством Г ). Это, однако, невозмож­
но в силу локального принципа максимума Росси ([7] , стр. 84 ).Лем­
ма доказана. 

4°. Пусть Q- 5 и а - произвольная обратимая функция изЛ$ • 
Определим на S функцию ь>« : 
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Следующая лемма - основная. 
Лемма 3. Ф у н к ц и я ^ ^ л о г а р и ф м и ч е с к и 

с у б г а р м о н и ч н а в S \ Г 
Доказательство. Проверим полунепрерывность сверху. Пусть 

2 0 6 S и z n - > 2 . 0 . Для любого ки существует точка v*»M e М г м 
такая, что | m „ C ^ j = cJ^ ( H « " ) • Пусть о< = Сма,| гп„, (<j)). 

Будем считать (переходя, если нужно, к подпоследовательности), 
что существует предел СА*П *ПИ ( f ) и что bum I vwrt(«) | = <Х 
Определим т в ( Ц ) = : в»*» т и ( Ь^, где И - произвольная функция 
из «ftг . Поскольку для Ь = 5* и для любой Ив Я предел справа суще­
ствует, а каждая функция из $$ является равномерным пределом по­
линомов от $- и функций из А , то определение УУ>0 корректно. Яс­
но, что *^о - мультипликативный функционал, принадлежащий слою 

Mzo. Таким образом,^» (^„р==г ьтох | no(^")J г- \ Y*0(<C)\- ОС. 
Следовательно, функция ^ 4 полунепрерывна сверху. 

Пусть теперь г 0 %S\x, a U - круг с центром в точке г в та­
кой, что U л Т=г^> .Если Ё> - сужение алгебры Л т на U , то 
при достаточно малом радиусе § круга U _будем иметь 5 = ^ , 
где &ц - алгебра функции,непрерывных в U и аналитических в Ц 
Покажем, что тогда 

IS* 

k«\ Ю ^йг$ ^ Oo+§eie)de. 
о 

Предположим противное. Чтобы не усложнять обозначений, будем счи­
тать, что z.o = 0, ^~1 .Тогда 

о 
Так как сОа полунепрерывна сверху, то легко можно подобрать не­
прерывно дифференцируемую на единичной окружности функцию со<> та­
кую, что <*)* Ъ GJ- (на окружности) и 

-fe. [ Ъ* со* (eIe ) ol e < Си со- со). 
Воспользуемся теперь приемом, предложенным Ока (см.[8] ) и рас­
смотрим внешнюю функцию «f, 

c^Ci)-exp \-jJ-. $ ^ е _ * ' Ей с^Се1 в)с |еЬ 

где Z. принадлежит единичному кругу U . Тогда <̂ >6 Л у - Е> .Кро­
ме того, на единичной окружности оъ (л) | ср С ь̂) | 6 \ , но, 
как легко проверить, (л)«С°)| ^С 0 ) ! > \ .Отсюда следует, что 
функция §Ц (где Ц(У*)°*^(.Ъ) , если mfc Mj , Z €• U ) , 
принадлежащая замыканию сужения алгебры Ас на М., -» Ь' М г 

" v 2бС7 
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мая функция из JL . Из леммы 4 и условия теоремы вытекает, что 

&*» / < v O s > 0 

для любой точки z € 3\е, где е. - множество нулевой емкости.Функ­
ция ]Ц неотрицательна, непрерывна в S и субгармонична в 5^1 . 
Поэтому "fop 0 (доказательство этого факта можно получить, напри­
мер, модифицируя доказательство теоремы 3 на стр.311 монографии 
[э] ). Таким образом: 

каковы бы ни были точка £€ S и обратимая функция а , <j.€ Лг . 
Отсюда немедленно следует, что любой слой М г состоит из единст­
венной точки, т.е. Mr. можно отождествить с $ . Тем самым Ai 
можно считать подалгеброй алгебры C(s). Ее сужение на Г совпа­
дает с Д-£ .При этом Jj = $\т . Для завершения доказательства тео­
ремы осталось проверить, что 3- аналитична в S N Т. 

Пусть а е Дг. - произвольная обратимая функция. Функция 1^\ 
субгармонична (она даже логарифмически субгармонична). Тогда 
Д 1^ I £ О(производные понимаются в смысле теории распределений, 
[ю], стр.48 ). Положим <J-0+-o< + ip)*' ̂  гдесХ и jb веществен­
ные константы такие, что оГ ̂  €г А-̂ . . Если f = U + г V , где U и if 
- вещественные функции, то д [ Я | = д ( ц Ч т ^ + ^ д (of u+jbv) ъ О. 
Так как <& и $> можно выбирать произвольно, лишь бы у <€"Л$ , то 
отсюда сразу следует, что Д М = д тГ= О . Таким образом, U. и 
хг гармонические функции. 

Аналогично, полагая Я = CiVot+ i V ) * " , найдем, что ц*--1Гг 
и ILV- гармонические функции, т.е. 

A(a^v*)-a[Cui)4(uJ),--.(^(')4-fv/t),']= О 

Умножая второе равенство на (-2. г J и складывая с первым, получа­
ем: 

или 

a 

Предположим, что в некоторой точке 2 о fe S \ Т , в которой хотя бы 
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одна из производных отлична от нуля, выполнено соотношение: 
a x ' - i \ r / - i ( u ^ - i i r ' ) ,то есть u.x= vr^' .u^-ir*. ' .Тогда, по не­
прерывности, эти равенства будут выполняться и в некоторой окрест­
ности точки г 0 , а так как все функции гармоничны, то они будут 
выполняться везде в S N I . Отсюда следует, что f - аналитичес­
кая функция в S^(f, то есть $- е Л- , что и требовалось. 

Если в точке г о выполнено соотношение a^- iv^ 's { ( u ^ - i v y ) , 
то мы получим, что £ имеет вид: i ~ S , где $л - аналитическая 
функция. 

Пусть U с S 4 I _ K P 7 r » в котором -^ однолистна. Тогда !гл 
порождает всю алгебру Я-и и тем самым £ порождает алгебру 
$v = £ Ч К <& Л u } . Обозначим через Ь сужение алгебры # т 

на U . Если радиус U достаточно мал, то В = ft 0 «Из теоремы 
Стоуна-Вейерштрасса теперь следует, что функция "f и алгебра__Ь 
порождают всю алгебру C ( U ) . Таким образом, сужение л$. на U со­
держит функции, имеющие пик во внутренних точках круга XJ , что 
невозможно. Итак, соотношение их '- 1гг /=-ъ (и',л-{гГц ) не вы­
полняется ни в одной точке. Теорема доказана. 

7°. Пусть -х е Г и U (-ъ) - круг радиуса ч . с центром в -эс . 
Обозначим через J" м е р у Л е б е г а н а п л о с к о с т и . 

Определение. Т о ч к а -хеТ н а з ы в а е т с я точ­
к о й п о л о ж и т е л ь н о й в е р х н е й л л о т н о -
с т и м н о ж е с т в а I , е с л и W , Г • ,,; , •' > О. 

Теорема 2. К а ж д а я т о ч к а п о л о ж и т е л ь н о й 
в е р х н е й п л о т н о с т и я в л я е т с я т о ч к о й 
п и к а а л г е б р ы ft . 

Доказательство. Если J содержит точки положительной верхней 
плотности, то гч Г > О . Пусть Е с. J - произвольное измеримое мно­
жество. Как хорошо известно (см., например, [i]) функция 
Т С г)= \ принадлежит Я т . Отметим некоторые известные свой-

Е i * Ь о 
ства фуякдий $-£., которые нам в дальнейшем понадобятся. 

Лемма 4. I ) n y c T b D , D c S , - л ю б о е м н о ж е ­
с т в о и р а с с т о я н и е § (D, Е ) = ? п о л о ­
ж и т е л ь н о . О б о з н а ч и м ч е р е з с| д и а ­
м е т р м н о ж е с т в а Е . Т о г д а д л я л ю б ого 

• х е Е и л ю б о г о г е Т ^ . 
15*г *Е С О - - i M *-?=-• 

2) Е с л и f E ^ S - , т о I U E I I * ^ ) ^ ? 

Докажем утверждение I) 
| 1 f<*r*s - J — L J ( 1^-^L— ctfM .̂ < c L . 

O r - F 
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для л p i ] . Теорема доказана. 
Следствие. П у с т ь J - в п о л н е р а з р ы в н ы й 

к о м п а к т и п у с т ь к а ж д а я е г о т о ч к а , 
з а и с к л ю ч е н и е м ' т о ч е к м н о ж е с т в а н у ­
л е в о й е м к о с т и , я в л я е т с я т о ч к о й п о ­
л о ж и т е л ь н о й в е р х н е й п л о т н о с т и . Т о г ­
д а а л г е б р а . Л м а к с и м а л ь н а . 

Доказанные предложения позволяют строить конкретные примеры 
максимальных подалгебр на широком классе компактных пространств 
(в частности, на любом несчетном метрическом компакте) способом, 
отличным от указанного в [з] . 

В заключение автор выражает глубокую благодарность В.ПДави-
ну за внимание к работе. 
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