
Н.А.Широков 
АППРОКСИМАТИВНЫЕ СВОЙСТВА ОДНОГО КОНТИНУУМА 

1. Существо вопроса. Пусть Q - некоторый плоский конти­
нуум, H^CD) .0<оО<'1 , - пространство функций, аналитичных 
в D° и удовлетворяющих в D условию Гельдера порядка d/ . 
Сколько требуется полиномов для описания H^CD) B каких-нибудь 
аппроксимативных терминах? Доказательства теорем Н.А.Лебедева -
П.М.-Тамразова [I] и В.И.Белого [2] дают следующий результат. 

ТЕОРЕМА. Пусть D - жорданова область с квазиконформной 
границей [3], О'<<>0<1 •, 0^>\ . Тогда функция принадлежит 
классу H ^ C D ) в том и только в том случае, когда найдется по­
следовательность полиномов Рп , дм Ptv=Lfl,M']- , Для которых 

где Кп(1) =Р«-и(1) • , р ^ % ) -расстояние от % до ли­
нии уровня (3D)HK. t4],[5], постоянная Со не зависит от к 
и t . i 

Таким образом, при выборе скорости приближения функций по­
линомами, как в (I),идущем от В.К.Дзядыка [4],[5], для описания 
пространства Hj,(D) в области D с квазиконформной границей, 
достаточно взять линейные пространства полиномов, размерности ко­
торых образуют геометрическую прогрессию. Однако, существуют жор-
дановы области D с радоновскими границами [6], в которых ста­
рое описание (I) пространства H^CD) в терминах Of (Z) не- ' 
возможно. 

С другой стороны, переформулировка определения приводит к 
описанию t~UCD) при любом'континууме D в терминах приближения 
функций из Hj,CD) » как в (I), полиномами нулевой степени с 
некоторым набором Хп(.%) [V]. Поэтому естественен вопрос о 
выборе Хц, i при котором требовалось бы в нетавтологическом смыс­
ле возможно минимальное количество линейных пространств полино­
мов при описании ЬЦСО) , построенному по типу (I). Точной фор­
мулировке этого вопроса и изучению его для одного специального 
континуума, аппроксимативные свойства гельдеровских пространств 
для которого отличаются от таковых для областей с квазиконформ­
ной границей, посвящена данная работа. 

2. Определение изучаемых объектов. Введем употребляемые да­
лее обозначения и те объекты, которые будем изучать. Континуум 
5 образован отрезками [4,0] и [0,д~^%] , O ^ J S ^ ; 
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ш ~ {тп\ n = 1 - последовательность чисел, тп?0, Уп(Х)>0 
- непрерывные функции, определенные при X G S , У -{^ni!^)]03.,-
С парой (}(,1TV) свяжем банахово пространство П(У,т-) функций 
| , определенных на 5 . следующим образом: 

Пи,т)={|: VrveN 3 полином ?я f <Ц Рп^тп , 
для которого I ? ( X ) - РЛ(Я) I 4 'С{ 2ГП ( Я ) , Х е S } . 

Норма в П C^tfl) задается так: 

Т«»> L'» «К р Д р . ^ й «".ОД 
Функция Ч* конформно отображает; С \ 5 на C M J , U - еди­
ничный круг, if (р°) = °° ,1?(ё1 * о Н . Ф ,-, обратное к if отоб­
ражение, S^-lKlt'. Itl = М г ) ) Д > 0 , pkCZ) — dist СЯ£,Sb>. 

Введем ограничения на изучаемые пары С ^ т ) : ̂ ( С ) , С>0, 
есть совокупность пар {И,1п) . удовлетворяющих условиям: 

IX f tC*)-^)Uclx-yi' b, a.tyeS, (2) 

%v(a»^P_iiwb ^eS. (з) 
Наконец, основная для нас совокупность ^ (с) С X, (С) удов­
летворяет также условию 

H£t(S)=nu,m). (4) 
Для совокупности U0fttVe) Л 0 = [ Р А ( Х ) ] Н Н , Ч = { П ] П = 4 , 

рассматривавшейся ранее во всех работах о приближении функций 
H^CD) в комплексной области, соотношения (2) и (3), конечно, 

справедливы, а вместо (4) имеется включение П С К м ^ о Э ^ Н ^ С б ) 

Пусть теперь U,trv) e ^ ( С ) и 

есть оператор вложения, непрерывный по теореме о замкнутом гра­
фике. Положим и 

и определим некоторую аппроксимативную характеристику простран-
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ства п^(5) . Именно, 
А 9 v~ 

V ( k ) = с а и Ц ш т ^ к ) , tn={rrv№]№= 

и, наконец, 

00 
\ 

3lcC,T) = 3;cS;C,T)i4 U Ь ^ О . 
U»e£(C) ^°° 4 k (5) 

Величина ЭА(5>С,Т) показывает, "сколько нужно" полиномов для 
описания Их(5) ' если теРминыi в которых ищется описание, до­
вольно широко варьируются. Аналогично (5) можно ввести величину 
9 * C D j C ;T) для любого континуума D , и тогда из теоремы, ци­
тированной в пункте I, будет следовать, что для жордановых об­
ластей D с квазиконформной границей при Т > Т (D) и любомС 
Зф'ДТ^О.Для континуума 5 ситуация другая. 

3. Формулировка результата. 
ТЕОРЕМА. Пусть 0 < Х < 1 . Тогда Эх (5; С ;Т)>0 при любых 

С>0 . и Т>0 . + 
Перед доказательством дополним список обозначений. 9U и 

9U" е с т ь части (/U . на которые она разбивается точками 
ЧЧО и ^Се ) , причем 1 e 3 U .Для всякой точки ЯС-&5 , 

%Ф\,€^% , через $\%) обозначим точку t С3U 
ФСП^Х , а через ^(СО) точку t_6-3U" , 4 4 t _ ) = £ . Лля 

k>0 положим [6] 

Для дуги 1 с 5 через ^ СЮ обозначаем такое натуральное 
число, что 

\1\ -длина дуги I ,1р + (1)=1хеЭи:Я=<Л2) . !€.!}. 
есть множество тех чисел К , для которых 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ I . Пусть дуга I С 5 , U , w) €L ^ (С) 
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Положим * у r~\ , n 

6(i,y)=wf sup ^ . tf(y)=*4tfCi,o. 
|«П1) wl I c S 

Для пары С У0, Wo) значение (5 (!(„)= О 
В следующем пункте приведено доказательство теоремы. Неко­

торые, леммы будут доказаны конспективно, поскольку сходные рас­
суждения уже имеются в других работах, цитируемых после номера 
леммы. Знак ф говорит о конце соответствующего рассуждения; 
Ск(й) означает постоянную, зависящую только от J3 , входящего 

в определение S 
4. Доказательство. Идейная основа доказательства состоит в 

выведении из предположения Э Л (.0,1) = 0 некоторой количест­
венной альтернативы, одно утверждение которой влечет Н^(5) Э 
3 nU,«v), а другое Па,т>) ?• H.t(S)~» 

ЛЕВША I ([8] ,[9]). Птсть,, (Jf,w)e 1(C), И ( M L * ! . 
Тогда C',,"r/vr | с 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Выберем некоторую функцию |е: bu(S) , 
1| 1 Н (5) =^ • ̂ сли ш предположим утверждение леммы не спра­
ведливым, то найдутся полином QC2) и точки SS^2a€.S , за­
ключающие дугу J , для которых сЦ' Q 4 h^CJ) и 

||(x)-Q(x)|45jlIiA, $e l , 

где бГ^у еа>р(-СоС^)(.С + 0 ^ ) ~ некоторое явно ука&а2?емое 
число (мы его не приводим). Кроме того, найдутся полиномы Рп , 

Р ^ б И » со свойствами [10]: 

Область L является образом при отображении ty части кру­

гового кольца, заключенного между окружностямиit:ltl=i+,——-п 1 
L ICo^|nCl)J 

G 
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0 = Н>+(2,)-Ч ' (й' )1-

-п-\ 
Множество S ^ ^ C t t H + S < l t U f+-2 ] ) 

делим функции | е и •^ : 

P.a) , X e S ^ L , TV=H,2, 

, 2-cL 

{£:IC-Zl<to] 

£ ' 

d(2)=l dist(Z,S). 

Формула Грина дает 

lw-Ц dUu &6t 

а производную пТ1 можно оценить так: ш 
JH 

dim и 
«List (2,5), -3C<atgz<_p, Z^L 

"С, Ч» , i£-i 
\дль\ (2,5), p^z<3t,z^L 

Если же £&L i T0 

Ъ1 
«И 

£ С,(й) c + f , dlsf U,S). 

Рассмотрим затем точки 

2,=4^е 
t(ji e*9^a,>« fl^.^cw)- ?j5i* 

245 



1 . 
г 

f i^WI^))^ 
и определим функцию t , которая пока не была фиксирована, так: 

О , Х е 5 , X правее -I, но левее % , 

I22-Z,l, X€.S, X правее £ , но левее е » ?(х)= Х с Ц . X ТТПЯВЙА i 

линейно зависит от длины дуги э между .£, и 22 . 
функция feH/S) Л ^ у И , I f e - l ^ h l ^ - f j * . 

Однако если мы произведем оценки интегралов по £ , воспользовав­
шись неравенствами (5)-(7), то получим, что 

что приводит к противоречию при б», <уеоср (_C0(j3))(C + ,l) ) в 
СЛЕДСТВИЕ.^В предположениях леммы I для всякой дуги I c S 

и всякого k e Z О ) найдется дуга ^ ^ 1 , для которой 
i;U*AlII ,Л = (|)' и ^(a^fllf 'при-хе^ . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем точку £Ck€-I , для которой 
Х к(Х к) = Ш/Оа Ук(а>) ; тогда по лемме I 
J(K(C0K) ̂ (э, III* . Отложим вправо или влево от %к дугу 
1К, дайны , так, чтобы l k e l . При Ж е ^ 
Хк(х)» tfK Схк) -1 У,(хк)- Ук(х) I г б, 111- A11I* = f 111 • 

Осуществим теперь на произвольном отрезке I построение 
пространства Л(1,1г, (А»Л) l̂ n.]) > специальный случай которого 
будет использован в дальнейшем. Пусть задан отрезок 1 вещест­
венной оси; число k < 111 и последовательности чисел 
tAjT=, И ( У ! , причем. 0<Д4 Да44 , Î Sr 4 
4 ^ 4 а . Если L - некоторый отрезок, (Hf 6-1 
число, то через ̂  )L( обозначим точку на L . делящую L 
в отношении ^ , если считать от левого конца. 

Выбросим теперь из отрезка I ̂  11 интервал ^^ длины 
Л ^ Ш с серединой в точке ^ ) I i ( • Множество. 1 \ ^ 

состоит из двух отрезков 1 4 и \ъ . Если |lj4k или 11-1 ̂ k , 
то построение для такого отрезка/заканчивается. Если, например, 
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11г.1^И/ , то из 12 выбрасываем интервал /„ длины A2il2l с 
серединой в ̂ 2")К • 

Получающиеся после второго шага отрезки нумеруем слева на­
право следующими.натуральными числами и для них проводим то же 
построение, выбрасывая из отрезка 1„ интервал /,, длины . 
А й11 й1 с центром в ̂ й ) 1 в ( , если |1е|>1г , и ничего 
не выбрасывая, если | 1 R | 4 1г • Такое построение проводим, 
пока оно возможно, т.е. пока имеются отрезки !„, длины >К- . 
В конечное число пвгов построение закончится, в результате оста­
нется конечное число отрезков [\ш] , лежащих на 1 , длина 
каждого из которых не превосходит И, . оо « 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Множество AQ,Jv, U J ft=4 , ( У * . * ) . 
- это множество, состоящее из объединения отрезков длины к с 
серединами в серединах всех получившихся при построении отрезков 

Нам будет важно оценить меру IACI,Vv , [hn], 1$*))1. 
ЛЕММА 2. Пусть \ - произвольный отрезок, k^lll 

С К А ' Н , а последовательности [Д„,] , и [\п] и 

множество А ( 1 , к , [ A J > 1^3) взяты из определения 2. 
Тогда 

IAUA^AjaU)UClir4*, 

_1_ "Ч-и-лГ 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Введем функцию 

Vx)=suj> ,tl- I A C I , k U J , t y ) l . 
ьп>л, III=x 

Если X ^ k , то 4V(X)-CC . Пусть b — ~^ . Если 1^4X4 
4 & X , то ^(Х)<ь%\\, £=Cx*~z (v • Предположим, что утверждение 
леммы справедливо при Х ^ Г ' W , К=1,3,-- • , и докажем его 
при Г Ч ^ Х б Г к 

Построение начинается с выбрасывания из I отрезка /( 
длины I ^ I ^ A ^ H ^ A I I I и затем на обоих (или одном) получающих­
ся отрезках построение проводится независимо, причем максимальная 
длина любого отрезка, остающегося после первого выбрасывания, не 
превосходит Х - А Х =(4-Д) X 4 $ * lv , и поэтому к каждому из 
них цриложимо предположение индукции, что дает 
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Н 0 П Р Й X = 3 И C = F W * е̂ти-лУ"¥=.| , 

В дальнейшем используется частный случай построения, пред­
шествовавшего определению 2. Пусть 1с[Ч,0] , k e Z * C I ) 
К/ < 111 . В качестве интервала ̂  возьмем тот интервал р̂. , 
о котором говорится -в следствии из леммы I, |/,, | ̂ А | II , 
XkCXJ^ylll , ж е ) , -Для остающихся отг^зков 1<с1 и 1 гс1 
справедливы неравенства lv (I|)>lv*(I) , h/"(I2) ? Ь*(1) 
поэтому k e Z*(I() , кеЕ*С1 г) и к отрезкам I., , Ig и 
номеру к опять можно применять следствия из леммы I. Следст­
вие мы применяем только к тем отрезкам, длина которых * К 
Построение заканчивается, как в определении 2. Получающееся мно­
жество обозначаем через A(I, k, W) . Оно. состоит из конечно­
го числа отрезков, длина каждого из них >,\\, , мера |Л(1,к,к)|4 
<С11Гкт. и при хе1\ЛЦ,кЛ) Ук(я)>| \f. 

В окончании доказательства теоремы мы будем (для. краткости 
записи) использовать знаки < •, •> и X . Соотношение СК-о , 
или, что то же, Ь>& , значит &4С(|3)о. ; Q/Xo означа­
ет С К-о и & <•& . Следующая лемма есть результат эле­
ментарных вычислений. ^ 

ЛЕММА 3. Пусть & e S , \<b\<- ~fi . Тогда 

ft n, И, ^ 
Закончим доказательство теоремы. Предположим, что ЭЛ(С,Т)<6 

£ рекур£ентно определено ниже в (7). Тогда найдется пара 
(y,tfv)'€:tf*(C), llQ,nv)IU^T , для которой 
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77- Ца,»(Ю у з с 
и, следовательно, W t^Ck) 4 Чь\Щ к при k>k0(.y,ttv) , 
что в дальнейшем о величине к и предполагается. 

Возьмем затем N > к0 С t»ttV) . и построим функцию ftN(Z) 
аналитичную и непрерывную в области D = { X '• \%\<%f~p%<cMjj'l < 3t}< 
Континуум 5 является частью границы Q D • Другие свойства 

2-J3 CLN выяснятся при построении. Положим 1 + В, = .̂ , 
к = ' ф 5 !>j3 , и пусть 

16 t Л l-h ' . г » [N 
1е^Ф, Те={е •-fPj^frisijJ.uUtN], 1=U , 

Тогда К- Cl^) = [ N J . l l ' ^ N ^ • На каждом отрезке 1^ 
1^ для тех к , при которых N ^W|<4[|4 ] , построим 
множество ЛС1^Л)М .число 0<1/</1 будет выбрано позже. 
По лемме 2 , , ч г » 

.|Л.С1|,кЛ)1*СИ»1 к =СЩ > • 
Поскольку t ( N ) 4 N > т о 

U ЛС1,,кЛ) 4 C I I J ST-26M+S) 

fcNVn^N"" I N 
и затем, суммируя по Ь , получим 

LJ U Л С It» к Л ) 4 С ви+веХ1-г)-*+ет-2е«+*) ' 

Положим теперь %=-!• J у ^ j f =J3(-|+ JjCĵ  + ae)), 

Поэтому, если ,, 

* * J т^) = fi(FJ>' . (7) 
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то со >0 и при N > N0 
[N*] . 

U U ЛОе.кЛ) < f i l l . 
1>Ч k:N t f4mk*N1 '* 

Следовательно, при N > № найдется точка Хы £. I \ 
[м • " 

\U U* „_ Д(1е,1<,к)- По построению множеств Л ( Ь , к , к ) . 
для всех к , при которых 

Учтем также, что, в силу леммы 3 и выбора к и f , при X e l 
справедливо 

• V * K ' i T 1 ^ * "i?"' (9) 

Определим, наконец, функцию fl... . Последовательно полагаем 

^м= жм+0 

О, x e S \ £ N 
( i i ) 

8N(«)=1 - I f «**• (I2) 

. На отрезке lvN те iK (00) , для которых N ifrt-K^N , 
как следует из (8)-(10), при N > № больше, чем р л „ Ее-
ли приближать функцию $ N в области D полиномами Р̂ , из ра­
боты [II] и проводить буквально те же рассуждения, что в указан­
ной работе, для функции (J N , то получатся следующие оценки 
при SDeS : 
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рл(х) xeS, n ^ ( N , N + ) 

l|„(x)-PftGE)|4C5Cp < x e S W N , u e [ N , N ], 

J^SLI Xe:£N , N4n,4N 

и Pi(X) есть расстояние до линии уровня континуума S • 
Из определения Q легко получается, что 

а из (3), (9) и (13) следует 

Рассмотрим теперь функцию 
од 

Соотношение (15) влечет IF l n W w v ) ^C?(JJ) , однако из (II), 
(12) и (16) нетрудно вывести, что F ̂  H<L($) , поэтому 
П и , т ) ¥• H A S ) > а эт0 противоречит U,Tn<)e5*(t). © 
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H.A.Shirokov. Approximative p r o p e r t i e s of a continuum. 

Summary 

Properties of the continuum 5 = [H ,0J U [0, 6 ] from 
the approximation theoretical point of view are discussed. 
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