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ВВЕДЕНИЕ 

В геометрии исследуются три вида изгибаний. 
1) Изометрическое отображение одной поверхности на дру­

гую, т. е. такое взаимно однозначное и взаимно непрерывное 
соответствие поверхностей, при котором соответствующие кри­
вые на поверхностях имеют равные длины. 

2) Непрерывные изгибания, при которых поверхность погру­
жается в непрерывное семейство изометричных ей поверхностей. 

3) Бесконечно малые изгибания, при которых поверхность 
деформируется в зависимости от некоторого параметра, причем 
длины кривых на поверхности стационарны, т. е. производные 
длин кривых в начальный момент равны нулю. 

Изгибание называется тривиальным, если оно сводится к 
движению или к движению и отражению. Если речь идет о бес-
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конечно малых изгибаниях, то оно называется тривиальным в 
том случае, когда в начальный момент оно сводится к бесконеч­
но малому движению. Если поверхность не допускает иных 
бесконечно малых изгибаний, кроме тривиальных, то она назы­
вается жесткой-

Проблема изгибания поверхностей была предметом много­
численных исследований геометров 19—20 вв. Большинство этих 
исследований посвящено вопросу изгибания поверхностей 
«в малом», или исследованию изгибаний частных видов поверх­
ностей- При сохранении регулярности поверхности изгибание 
есть деформация поверхности, при которой линейный элемент 
поверхности сохраняется- Это приводит к дифференциальным 
уравнениям относительно координат точек преобразованной по­
верхности. 

В случае бесконечно малых изгибаний эти уравнения линей­
ны, Таким образом, в случае регулярных поверхностей вопрос 
сводится к теоремам существования и единственности решения 
соответствующего дифференциального уравнения, 

Один из наиболее общих результатов, касающихся изгибания 
поверхностей «в малом», был получен Дарбу. 

Дарбу доказал, что достаточно малая окрестность произволь­
ной точки аналитической поверхности допускает изгибания. 
Леви усилил этот результат доказав, что два достаточно малых 
изометрических куска аналитических поверхностей с неравной 
нулю гауссовой кривизной могут быть непрерывным изгибанием 
переведены один в другой (с добавлением отражения, если 
гауссова кривизна больше нуля). Если снять требование нера­
венства нулю гауссовой кривизны, то такой результат не имеет 
места. 

Н. В. Ефимов показал, что существуют аналитические по­
верхности, содержащие изолированные точки, где все кривизны 
нормальных сечений обращаются в нуль, и не допускающие не­
прерывных изгибаний даже для сколь угодно малой окрестности 
этой точки [11], [12], [13]. 

Иначе обстоит дело при изгибании поверхностей «в целом». 
Первая теорема об изгибании поверхностей «в целом» принад­
лежит Коши [2]. В 1813 г. Коши доказал, что два замкнутых 
выпуклых многогранника, одинаково составленные из равных 
граней, равны. Этот классический результат был долгое время 
в стороне от дифференциально-геометрической теории поверх­
ностей. В настоящее время, когда вопрос ставится шире, т. е-
рассматриваются изгибания общих выпуклых поверхностей, он 
естественно включается в общий комплекс теорем об изгиба-
нии поверхностей «в целом». 

В 1941 г. С. П. Оловянишников дал окончательное обобще­
ние теоремы Коши, доказав, что всякая замкнутая выпуклая 
поверхность, изометричная замкнутому выпуклому многогран­
нику, сама есть равный ему многогранник [17], 
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В 1838 г. Миндинг высказал гипотезу, что сфера неизгибае-
ма. Но только в 1899 г. Либман и Минковский разными мето­
дами показали, что сфера не допускает .нетривиальных изометри­
ческих отображений. После этого вопросом .неизгибаемости 
замкнутых выпуклых поверхностей занимались Гильберт, 
Бляшке, Ли'бман, Вейль, Кон-Фоссен. Результатом их работы 
явилось доказательство того, что замкнутая регулярная выпук­
лая поверхность положительной гауссовой кривизны не допу­
скает непрерывных изгибаний и жесткая, 

В 1927 г. Кон-Фоссен доказал, что изометричные трижды 
.непрерывно дифференцируемые замкнутые выпуклые поверхно­
сти положительной гауссовой кривизны равны [14], [15]. 
В 1943 г. Герглотц снизил требование регулярности до двух­
кратной дифференцируемое™ и снял требование положительно­
сти гауссовой кривизны [11]. Кон-Фоссену принадлежит также 
первый пример нежесткой замкнутой поверхности [14], [15]. 

Существенно новые возможности в теории изгибания откры­
лись в связи с исследованиями А. Д. Александрова. В 1941 г. 
А. Д. Александров доказал существование замкнутого выпукло­
го многогранника, реализующего заданную на сфере много­
гранную метрику, и этой работой положил основу новой синте­
тической теории выпуклых поверхностей [2]. 

Новые методы, предложенные А. Д. Александровым, позво­
лили С. П. Оловянишникову в 1941 г. доказать изгибаемость 
бесконечных выпуклых поверхностей с полной кривизной, мень­
шей 2я, и найти все их изгибания [18]. 

А. Д. Александровым впервые (1936 г.) исследованы беско­
нечно малые изгибания нерегулярных поверхностей [3]. Напи­
сав уравнение для скорости этого изгибания в очень общих 
предположениях и проведя анализ для произвольных выпуклых 
поверхностей, А. Д. Александров доказал следующую теорему: 
выпуклая поверхность вращения жесткая тогда и только тогда, 
когда она не содержит плоских кусков и ее сферическое изобра­
жение ИЛИ его замыкание покрывает всю сферу. 

• В 1938 г. А. Д. Александров рассмотрел замкнутые поверх­
ности, которые назвал И-поверхностями (типа тора) [4]. Эти 
поверхности определяются следующим внутренним свойством. 

На "-'поверхности есть области положительной и отрица­
тельной кривизны, разделенные кусочно-гладкими кривыми, и 
полная кривизна областей положительной кривизны равна 4я. 
Несмотря на внутренне-геометрический характер этих требова­
ний, А. Д. Александрову удается сделать сильные заключения 
о поверхностях типа Т: 

1) На всякой Т-поверхности области положительной кри­
визны образуют одну связную область, являющуюся частью 
замкнутой выпуклой поверхности; граница этой области состоит 
из плоских кривых. Г-поверхности могут быть любого рода 
р > 0 (гомеоморфны сфере с р ручками). 
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2) Аналитическая Г-поверхность не допускает нетривиаль­
ных изометрических отображений (в классе аналитических 
поверхностей). 

3) Аналитическая Г-поверхность — жесткая-
Одним из самых сильных средств исследования изгибаний вы­
пуклых поверхностей является метод склеивания А. Д. Алек­
сандрова. Им даны общие условия, при которых из кусков вы­
пуклых поверхностей можно склеить -(замкнутую -или бесконеч­
ную) выпуклую поверхность [1]. Эта «теорема о склеивании» 
приводит к многочисленным теоремам изгибаемости выпуклых 
поверхностей, которые другими методами доказать не удава­
лось. 

Во всех предыдущих теоремах об изгибании выпуклых по­
верхностей существенную роль играют дополнительные требо­
вания регулярности поверхности. 

В 1949 г. А. В. Погорелов доказал однозначную определен­
ность замкнутых выпуклых поверхностей ограниченной удель­
ной кривизны, выпуклых шапочек в классе шапочек, широкого 
класса бесконечных выпуклых поверхностей с полной кривиз­
ной 2я и бесконечных выпуклых поверхностей с полной кри­
визной, меньшей 2л, при некоторых дополнительных условиях, 
естественно вытекающих из соответствующей теоремы 
С. IT Оловянишникова [20]. 

В публикации 1952' г. А. В. Погорелов дал полное решение 
проблемы однозначной определенности общих замкнутых вы­
пуклых поверхностей; доказана также однозначная определен­
ность бесконечных общих выпуклых поверхностей при сформу­
лированных выше условиях [21], [25]. 

В 1959 г. А. В. Погореловым получены окончательные ре­
зультаты и в теории бесконечно малых изгибаний общих вы­
пуклых поверхностей [22], [25]. В частности, доказано, что 
общая замкнутая выпуклая поверхность, не содержащая плоских 
областей, — жесткая. 

Если же поверхность содержит плоские области, то она 
жесткая вне этих областей. Доказана весьма общая теорема 
существования бесконечно малых изгибаний выпуклых хюверх-
иостей c .краем и установлен произвол, с которым эти бесконеч­
но малые изгибания строятся. Доказано, что регулярная по­
верхность с положительной гауссовой кривизной не допускает 
иных бесконечно малых изгибаний, кроме регулярных. В част­
ности, аналитическая поверхность допускает только аналитиче­
ские бесконечно малые изгибания, 

А. В. Погореловым рассмотрены также изгибания выпуклых 
поверхностей в пространствах постоянной кривизны и римано-
вых пространствах [23], [24], [25]. 

Б 1968 г. Ю. А. Волковым получены оценки изменения про­
странственной формы общей замкнутой выпуклой поверхности 
в зависимости от изменения ее метрики [10]. Из этого резуль-
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тата следует однозначная определенность общих замкнутых 
выпуклых поверхностей. Вопрос об изгибании регулярных по­
верхностей хорошо освещен в [8], [11], [19], [14], [7], [9]. 

В настоящей статье речь пойдет только об изгибании нере­
гулярных выпуклых поверхностей. Исключение составляют 
§§2, 4 главы II, которые являются замечаниями об упрощении 
доказательств для случая регулярных поверхностей. 

Глава 1 
ОСНОВНЫЕ ЛЕММЫ 

§ 1. НЕКОТОРЫЕ ФАКТЫ ТЕОРИИ ПОВЕРХНОСТЕЙ «В ЦЕЛОМ» 

В «настоящем параграфе формулируются некоторые резуль­
таты теории поверхностей' «в целом» и теории дифференци­
альных уравнений, которые будут использоваться в даль­
нейшем. 

1. Пусть даны две регулярные выпуклые поверхности F\ и 
F2. Пусть между ними установлено изометрическое соответст­
вие. Точки .XiGF1 и x26F2> соответствующие по изометрии, назы­
ваются. точками конгруэнтности, если кривизны всех нормаль­
ных сечений в направлениях, соответствующих по изометрии, 
равны. Имеет место следующее утверждение. 

На изометричных регулярных (трижды дифференцируемых) 
выпуклых поверхностях строго положительной гауссовой кри­
визны точки конгруэнтности лежат изолированно [14], [15]-

Аналогичное утверждение имеет место и для бесконечно.ма­
лых изгибаний. Именно, будем говорить, что точка регулярной 
выпуклой поверхности стационарна, если кривизны всех нор­
мальных сечений в этой точке—стационарны. 

На регулярных (трижды дифференцируемых) выпуклых по­
верхностях строго положительной гауссовой 'кривизны стацио­
нарные точки лежат изолированно. 

2. Т е о р е м а A. Д, А л е к с а н д р о в а . Дифференциаль­
ное уравнение Ф •=• О типа 'Мошка — Ампера эллиптического ти­
па не может иметь двух различных решений, разность которых 
в некоторой области не меняет знака, но хоть где-нибудь внутри 
нее обращается в нуль [5]. 

3. О с н о в н а я л е м м а А. В. П о г о р ел о в а. 
Пусть F:z~z(x, у) — общая выпуклая поверхность, не со­

держащая плоских областей, однозначно проектирующаяся на 
плоскость х, у. 

Пусть ср(л, у)—составляющая по оси Z ее изгибающего 
поля. Тогда поверхность Z-=cp(x, у) имеет отрицательную кри­
визну я том смысле, 'что ни через какую точку Р этой поверхно-
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сти нельзя провести плоскость а так, чтобы все точки поверхно­
сти, .близкие К Р, кроме самой Р, были бы вне плоскости а, т. е. 
лежали бы по одну сторону от плоскости ее [22], [25]. 

§ 2. ОСНОВНЫЕ ЛЕММЫ 

Пусть F — выпуклая поверхность. Будем говорить, что по­
верхность F видна из точки О с одной стороны, если каждый 
луч, идущий из точки О в любую точку поверхности, пересекает 
F лишь в одной точке (лучи, идущие в точки границы поверх­
ности, могут скользить по поверхности). 

Если при этом поверхность F обращена выпуклостью от точ­
ки О, то будем говорить, что она видна из точки О изнутри. 
В частности, замкнутая выпуклая поверхность видна изнутри 
из каждой своей точки, лежащей на ней. 

Л е м м а 1 (о .вложении) [29]. Пусть F1 и F2 — общие изо-
метрич'ные выпуклые поверхности, видные из точек Oj и 02 с 
одной стороны и обращенные выпуклостью в одну сторону от­
носительно точек 0\ и 02. Пусть Li и L2 — границы поверхностей 
Fi и F2 (если поверхности замкнутые, то будем считать, что 
границы сводятся к соответствующим по изометрии точкам Oi 
и 0 2 ) . Пусть существуют плоскости Pi и Р2, проходящие через 
точки Oi и 02, такие, что поверхности Fi и F2 лежат относитель­
но Р] и Р2 в одном полупространстве. Тогда, если расстояния от 
точек 0\ и 0 2 до соответствующих по изометрии точек границ 
L1 и L2 равны, то поверхности F\ и F2 либо равны, либо могут 
быть приведены в такое расположение, что будут выполнены 
следующие условия: 

а) Некоторые соответствующие по изометрии точки xi&Fi и 
x2<~F2 'Совпадут. 

•б) Расстояния от некоторой точки О пространства до точек 
Х\ и х2 будут равны. 

в) Окрестности точек х\ и х2 из точки О будут видны с одной 
стороны и одновременно будут обращены выпуклостью или от 
точки 0, или к ней. 

т) В окрестностях точек xi и х2 для любых соответствующих 
по изометрии точек x£Fu xef2 будет иметь место неравенство 
fi{x)<r2(x), где г{(х) и г2(х), соответственно, расстояния от 
точки О до точек x&Fi, x&F2 и соответствующих по изометрии. 

Грубо говоря, в окрестностях точек xi и x2 поверхности как 
бы вложены друг в друга. 

Эта идея высказана еще Кон-Фоссеном [14]. Именно, Кон-
Фоссен предполагал, что однозначная определенность общих 
овалоидов может быть доказана в; следующие два этапа. 

1. Доказать, что если изометричные овалоиды не равны, 
то ;на них найдутся соответствующие по изометрии точки такие, 
что при их совмещении малые окрестности этих точек могут 
б!ыть вложены друг в друга. 
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2. Доказать, что такое вложение для изометричных овалом-
дов невозможно. 

В нашем случае, в условиях леммы 1, такое вложение осу­
ществляется в смысле расстояний от некоторой точки. Невоз­
можность такого вложения будет показана дальше. 

Для регулярных поверхностей доказательство невозможности 
вложения может быть осуществлено несколькими способами 
(в зависимости от степени регулярности поверхностей). Для 
общих выпуклых поверхностей доказательство основано на 
Основной лемме A. В. Погорелова (п. 3, § 1). 

Докажем лемму 1. Пусть /•, и E2 — поверхности, удовлетво­
ряющие условиям леммы 1, a L1 и L2 — множества их гранич­
ных точек. Будем считать, что E1 и F2 обращены выпуклостью 
-от 0[ и 02. Доказательство в случае, когда E1 и F2 обращены 
выпуклостью к Oi и 02, проще и проводится аналогично. 

Рассмотрим расстояние r2(x) от точки 0 2 до точки xBF2. 
Расстояние от точки 0\ до точки, соответствующей точке х по 
изометрии, обозначим через г\{х). Возможны следующие два 
.случая: 

1) г1(х)—г2(х) для всех x6E2; 
2) на F2 найдется множество G, на котором гх(х)>г2{х) или 

r i(x)<r2(x). 
Если имеет место первый случай, то, как известно, поверх­

ности равны. Рассмотрим второй случай. Для определенности 
•будем считать, что на G имеет место неравенство Г[(х) >г2(х), 
на границе множества G будет г\(х) — г2{х). По условию леммы, 
через точку 02 проходит плоскость Р2, относительно которой Р2 
лежит по одну сторону. Пусть L — луч, перпендикулярный пло­
скости Р2 и направленный в сторону от поверхности. Будем 
двигать точку 0 2 по лучу L. Тогда все расстояния г2(х) будут 
возрастать, и потому область G будет сжиматься. B начальный 
момент область G видна изнутри из точки 02 . Пусть М2 — зам­
кнутое множество, содержащее G, на котором rx(x)>ri(x). По­
кажем, что как только точка 0 2 сдвигается по лучу L, так ни 
в какой точке х2 множества М2 луч 02x2 не будет касаться по­
верхности F2, и потому множество М2 будет постоянно видно 
изнутри из точки 02 . 

Для доказательства представим себе, что точка 0 2 сдвину­
лась по лучу L из положения 02 в положение О/ ' . Так как при 
этом расстояния г2(х) возрастают, то множество М2 сжимается. 
Множество М2", отвечающее положению точки 02", содержит­
ся внутри множества М2\ отвечающего положению точки 02. 
Предполагая, что М2 видно всюду изнутри, кроме, может быть, 
точек, для которых лучи из 02 пересекают его границу, пока­
жем, что М2" видно из 02" всюду изнутри. Пусть х2 — произ­
вольная точка множества М2", так что 

O ^ X V ' x a . , (1) 
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Рассмотрим в точке х2 касательный конус. Нужно доказать, 
что он не пересекает отрезок 02'02". Для этого достаточно 
доказать, что если он пересекает луч L за точкой 0% в некото­
рой точке В, то точка В лежит также за точкой 02", Проведем 
через точки 02", 02, х2 плоскость. В пересечении ее с поверх­
ностью F2 получим дугу x2A2, касающуюся отрезка х2В и иду­
щую до ближайшейш к х2 точки A2) которая лежит на границе 
множества М2. Так как A2 лежит на границе множества 
М2', то 

02 'A2-OiAi. (2) 
Так как поверхность F2 выпуклая и, по предположению. 

М2 видно .изнутри из точки 02, кроме, может быть, точек, лучи 
в которых пересекают границу, то дуга -JC2A2 будет выпуклой, 
обращенной выпуклостью от точки 02. Вместе с отрезком 
02А2 она образует выпуклую кривую 02А2х2. Если сама точка 
О / лежит на границе поверхности, то возможно, что 02 '=A2 и 
отрезок 02А2 сводится к точке. Пусть Aixi — ЛИНИЯ на поверх­
ности E], отвечающая ;по изометрии дуге A2x2, так что 

RJI.{AIX{]=№.{A2X2). (3) 
Поскольку 02А2 — OiAi, то 

дл. {02'А2х2) =дл. (OiAixi). (4>-
Покажем, что точка 02 не может лежать на касательной х2В.. 
Предположим противное, Тогда точка A2 также должна лежать 
на х2В и дл.(02'А2х2)=02'х2. Так как х2вМ2", то Охх{>02'х2.. 
Но 

^.(OiA1xi)>01A:i>02 'x2---^.(02'A2^2). 
В силу (4), заключаем, что 01xi = 02

/x'2. Но тогда O2
//x2<0txi = 

— 02х2, чего не может быть, так как в треугольнике 02"х20/ 
угол при вершине 0 2 —тупой. . Проведем через 02 прямую, 
перпендикулярную лучу L; пусть С — точка пересечения этой 
прямой с касательной х2В. Очевидно, 

02'С<ВС, (5) 
причем дл. (О2

,С)¥'0, так как по доказанному точка 02 не ле­
жит на касательной х2В, Поскольку линия 02А2х2 выпукла, то-

дЛ.(Оа'С+ОД>ДЛ.(Оа '.42*2). (6), 
Из неравенств (5) и (6) следует, что 

-бл.2-=дл. (ВС) +дл. (Сх2) >дл. {02А2х2), 
а отсюда, в силу (4), имеем • 

Bx2>№.{OiAlxi)>01xl>02"x2. 
Неравенство Вх2>02"х2 как раз и означает, что точка В ле­
жит на луче L за точкой 02". 

Так как при смещении точки 0 2 по L .расстояния г2(х) ра­
стут, то в некоторый момент окажется, что область, где r1 (x) > 
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>г2(х), исчезнет. Это положение точки 0 2 обозначим через. 
02°. В этот момент на некотором множестве М будет г\ (х) = 
=г2(х) и всюду вне ri (x) <r 2 (x) . Так как замкнутое множество. 
М видно изнутри из 02°, то и некоторая содержащая его окрест-
ность видна изнутри из 02°. Точки множества М будем назы­
вать точками вложения, а точку 02° будем называть полюсом. 

Сдвинем точку 02 из начального положения по лучу L до­
статочно мало в положение О/. Через точку О/ будет проходить. 
бесконечно много плоскостей, относительно которых поверхность 
F2 расположена по одну сторону. Теперь мы можем двигать-
точку 0 2 из положения 02 по целому конусу К, направлений. 
Для каждого направления существует единственный полюс и 
некоторое множество точек вложения, соответствующих этому 
полюсу. Множество полюсов, соответствующих конусу К, со­
ставляет некоторую поверхность а. Докажем, что поверхность-
о обладает тем свойством, что каждой ее точки можно с одной 
стороны коснуться шаром конечного радиуса, т. е. через каж­
дую точку поверхности о* проходит шар конечного радиуса так, 
что все остальные точки этой поверхности лежат вне или на 
границе этого шара. 

Действительно, пусть 0 2 — некоторый полюс, а х2—• одна из-
точек вложения, соответствующих этому .полюсу. Тогда 02х2 = 
= 01хь где x[ — точка на Fh соответствующая по изометрии 
точке x2. Пусть О/ —произвольный полюс, отличный от 0 2 . 
Тогда 02'x2>Oixi; значит, 02х2>02х2. Отсюда следует, что все 
полюса лежат вне или на поверхности шара радиуса 02xz c 
центром в точке x2. Из этого свойства поверхности а вытекает, 
что на ней есть гладкие точки (см., например, [28]). 

Пусть 0 2 —гладкая точка поверхности а. Покажем, что. 
тогда полюсу 0 2 соответствует лишь одна точка вложения х2, 
т. е. множество М состоит в этом случае из одной единственной 
точки. 

Действительно, предположим противное: пусть полюсу 02 . 
соответствуют, по крайней мере, две точки вложения х2 и х2 .. 
Но тогда <т должна лежать вне шара радиуса 02х2 с центром в-
х2 и вне шара радиуса 02х2 с центром в х2 , Следовательно,. 
точка 02 должна быть «угловой», чего не может быть, так как. 
0 2 — гладкая точка 0. 

Пусть xi — точка на /*,, соответствующая по изометрии точ­
ке х2. Тогда для точек Х\ и x2 имеет место равенство Otxi = 02x2,. 
а для всех точек х, близких к xi и х2 и соответствующих по изо­
метрии, будет 0\Х<.02х. 

Движением совместим поверхности F. и F2 так, чтобы совпа­
ли отрезки 0\Х\ и 02х2. Совмещенное положение точек 0\ и 02> 
обозначим через О. Тогда точка О и точки xi и х2 и есть те точ­
ки, о которых идет речь в лемме 1. 

Леммы о деформации кривых. 
Л е м м а 2. Пусть Qi и Q2 — замкнутые выпуклые изомет-
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ричные кривые на полусфере. Пусть точки S1 и 5 2 лежат, соот­
ветственно, внутри областей, ограниченных кривыми Q. и Q2. 
".Пусть, далее, хх и х2 — соответствующие по изометрии точки на 
01 и Q2, a -S1xi и S2x2— расстояния до них от точек 51 и S2 по 
поверхности сферы. Тогда если для всех точек кривых имеет 
место неравенство S:Xi<S2x2, то кривые конгруэнтны и точки 
-Si и 5 - в них одинаково расположены. 

Л е м м а 3. Пусть Q2 — плоская замкнутая выпуклая кри­
вая и Qi—изометричная ей замкнутая кривая в пространстве. 
Пусть, далее, x1y1eQ] и x2,y2£Q2— соответствующие по изомет­
рии точки кривых, a r(Xi,yi), г(х2,у2) —расстояния между ними 
в пространстве. Тогда если для любых пар точек кривых имеет 
место неравенство г(хх,у{)>г(х2,у2), то кривые Q1 и Q2 контру-
• ЭНТНЫ. 

Доказательства этих лемм даны в работах [29], [30]. 

Глава U 

ТЕОРЕМЫ ОБ ИЗГИБАНИИ ВЫПУКЛЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
С ГРАНИЦЕЙ 

§ 1. ИЗГИБАНИЕ ОБЩИХ ВЫПУКЛЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

В этом параграфе будут доказаны следующие две теоремы о 
.деформации общих выпуклых поверхностей [28], [29], [30]. 

Т е о р е м а 1. Пусть Fx и F2 — изометричиые общие выпуклые 
поверхности, видные с одной стороны из точек 01 и 02 и обра­
щенные выпуклостью в одну сторону относительно точек Ог и ' 
'0 2 . Пусть L1 и L.- — их границы. Пусть через точки 01 и 02 
проходят такие плоскости, относительно которых, соответствен­
но, F1 и F2 расположены в одном полупространстве. Тогда если 
расстояния от точек О. и 02 до соответствующих по изометрии 
точек границ L] и L2 равны, то поверхности Fx и F2 равны. 

Т е о р е м а 2. Пусть Fx и F2-—изометричиые общие выпук-
-лые поверхности с произвольными границами L1 и L2, каждая 
из которых не содержит прямолинейных отрезков, оба конца 
которых лежат на границе (отрезки, целиком состоящие из гра­
ничных точек, допускаются). Тогда если F\ не равна F2, то на 
границе L1 найдутся пары точек A1, В1 и С1, Di такие, что 

r(AuBl)>r(A2,B2),r(Ci,Dl)<r(C2,D2)> 
где A2, B2, C2, D2 — точки на границе L2> соответствующие по 

> изометрии точкам A1, В\, Си D1, а г — расстояние в простран­
стве. 

Иными словами, при изгибании общей выпуклой поверхнос­
ти, не содержащей прямолинейных отрезков, оба конца которых 
лежат на границе, на границе найдётся пара точек, расстояние 
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между которыми увеличивается, и найдется пара точек, расстоя­
ние между которыми уменьшается. 

Из обеих этих теорем следует теорема об однозначной опре­
деленности общих замкнутых выпуклых поверхностей. Однако 
заметим, что при их доказательстве используется Основная лем­
ма A. В. Погорелова (см. § 1, п. 3). 

Действительно, пусть Pi и P 2— изометричные общие зам­
кнутые выпуклые поверхности. Требуется доказать, что они рав-
-ны. Возьмем на них две соответствующие по изометрии точки 
Oi и 0 2 и будем считать, что границы стянулись в точки Ог и 02 . 
Тогда поверхности Fi и P2 удовлетворяют всем условиям теоре­
мы 1: за плоскости Pi и P2 можно взять опорные плоскости в 
точках 0\ и 02, расстояния до соответствующих по нзометрии 
точек границ будут равны, так как все они равны нулю. Следо­
вательно, поверхности P] и P2 равны. 

Чтобы свести теорему об однозначной определенности об-
зцих замкнутых выпуклых поверхностей к теореме 2, достаточ­
но удалить из поверхностей по одной точке, которые соответст­
вуют по изометрии, и считать,, что границы стянулись в эти 
точки. Тогда по теореме 2, если поверхности не равны, на гра­
ницах найдутся пары точек Аи В\ и С ь Du Л2, В2 и С2, D2 та­
кие, что 

r (A b B, )> r (A 2 , P 2 ) , r(CuD,)<.r(C2,D2). 
Ио этого не может быть, так как все расстояния между точка­
ми границ равны нулю. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Предположим, что 
поверхности Fi и F2 не равны. Тогда, согласно лемме 1, одна 
поверхность может быть «вложена» в другую, т. е. будут выпол­
нены следующие условия: 

а) некоторые соответствующие по изометрии точки x1GPi и 
x2GP2 совпадают. 

б) расстояния от некоторой точки О пространства до точек 
Х\ и х2 равны. 

в) окрестности точек Х1 и х2 из точки О видны с одной сто­
роны и одновременно обращены выпуклостью или от точки О 
или к ней. 

г), в окрестностях точек xi и х2 Для любых соответствующих 
по изометрии точек x€Pi и xdF2 имеет место неравенство г , ( х ) < 
<г 2 (х) , где г. (д.) и г2(х) —соответственно расстояния от точки 
€ до точек xGPi и xGP2. 

Если точки хх и х2 гладкие, то, в силу того, что разность 
Т\(х)—г2(х) имеет в х2 экстремум, углы между отрезком Охх и 
направлениями на поверхности F\ в точке Х\ должны быть рав­
ны углам между отрезком Ох2 и соответствующими по изомет­
рии направлениями в точке х2. Если точки хи х2— конические, 
то касательные конусы в них должны быть равны. 

Действительно, поместим в xi и х2 единичные сферы. В пе­
ресечении с конусами получим две замкнутые выпуклые изо-
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метричные кривые Qi и Q2. Пусть 51 и 52 — точки пересечения; 
сфер с отрезками Ох{ и Ох2. Тогда, в силу того, что разность. 
ri(x)—r2(x) достигает в х2 максимума, углы, образованные от­
резком Охи с направлениями на поверхности в точке xi, будут 
не больше углов, образованных отрезком Ох2 с соответствую­
щими по изометрии направлениями. Но тогда расстояния от 
точки S{ до точек кривой Qi по поверхности сферы будут не 
больше расстояний от S2 до соответствующих точек кривой Q2» 
Б силу леммы 2 заключаем, что Q\ и Q2 равны, а следователь­
но, равны и конусы. 

Если ХОТЯ бы одна из точек xi, х2 ребристая, то углы, обра­
зованные прямой, которая соответствует ребру, с отрезком Oxr 
должны быть равны углам, образованным соответствующей1 

прямой в точке х2 с отрезком Ох2. Движением поверхности Ft 
совместим соответствующие по изометрии направления в точках. 
х\ и х2 (если хотя бы одна из точек xi, x2 ребристая, то совмес­
тим направления, соответствующие ребру). Совмещенные точки' 
обозначим через Хо. Тогда будем иметь r1(x0) = ^2(xo)> a для-. 
всех х, близких к xo и соответствующих по изометрии, г1 (x) < 
<г2(х). 

Покажем, что такое вложение для выпуклых поверхностей' 
невозможно. Рассмотрим поверхность F с радиусом-вектором 

r(x)=^.[ri(x)+r2(x)]. 
Для всех х, близких к xo, она будет представлять собой вы­

пуклую поверхность, обращенную выпуклостью в ту же сторо­
ну, что и поверхности F1 и F2. Точка х0 на поверхности F не 
может, в силу неравенства rl(x) < r 2 ( x ) , принадлежать плоской 
окрестности. Следовательно, и иа F она также не принадле­
жит плоской окрестности. 

Векторное поле T=/ ' I—r 2 будет изгибающим для поверх­
ности F, так как оно удовлетворяет условию Липшица и почти-
везде drdi=Q. А это, как показал А. Д. Александров, есть необ­
ходимое и достаточное условие для того, чтобы т было изгибаю­
щим полем общей выпуклой поверхности [3]. 

Введем декартову систему координат. Ось г направим по от­
резку Ох0, за плоскость х, у возьмем плоскость, перпендикуляр­
ную отрезку Ох0 и проходящую через точку О. Подвергнем по­
верхность F проективному преобразованию 

Получим выпуклую поверхность F', однозначно проектирую­
щуюся на плоскость х, у. Векторное поле т (-|, г], g) подвергнем: 

? — г• 7 — г \ \ ~ z 
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.'Это векторное поле %', по теореме Дарбу—Зауэра [36] будет 
изгибающим для поверхности F'. Так как х0 не принадлежала 
.ПЛОСКОЙ окрестности на F, то соответствующая ей точка на F' 
также не будет принадлежать плоской окрестности. 

Радиальная составляющая поля т по радиусу г будет равна 
2 2 

(Г1 + Г-) ( f i - f i ) _ r l ~ r 2 
k i + r-l I rx -h r21 " 

В точке x0, в силу r\ — r\ — §, она равна нулю, а во всех 
точках, близких к х0, меньше нуля. Составляющая поля -•' 
тю оси z равна 

•Следовательно, в точке х0 она равна нулю, а во всех точках, 
близких к А'о, больше нуля, чего не может быть в силу Основ­
ной леммы А. В. Погорелова (§ Д, п. 3). Это завершает дока­
зательство теоремы 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Предположим противное. 
Допустим, например, что для любых точек хг, tji&Li имеет ме­
сто неравенство г(хъ lh)<r(x2, ih)- Возьмем на L\ произ!золь-
ную точку 01. Соответствующую ей точку на Z2 обозначим 
через 02 . Рассмотрим расстояние r2 (x) от точки 0 2 до ТОЧКИ 
JC6E2. Расстояние от точки Ох до точки, соответствующей 
точке х по изометрии, обозначим через r- (x) . Возможны сле­
дующие три случая: 

1) гг(х) = г2(х) для всех xQF2; 
2) на E~ найдется множество О, на котором rx (jc)>r2(x); 
3) для всех .XGF2 имеет место неравенство г-(л:)<г2( .х). 
ЕСЛИ имеет место первый случай, то, как известно, поверх­

ности равны. 
Рассмотрим второй случай. Так как для точек границ по­

верхностей Fx и F2 выполняется неравенство г\ (х) <г2(х), а для 
точек G имеет место гх(х)>г2{х), то на границе множества G 
будет Г1(л;)=г2(х). 

Но тогда части поверхностей, соответствующие множествам 
•G с присоединенными граничными точками, удовлетворяют усло­
виям леммы 1 и, следовательно, допускают.«вложение». Но, как 
следует из доказательства теоремы 1, такое вложение невоз­
можно, так как фактически доказательство теоремы 1- как раз и 
состоит в доказательстве невозможности такого вложения. 

Рассмотрим третий случай. Пусть для всех точек поверхно­
стей Fi и F2 имеет место неравенство г1(х)<г2(х). Будем пере­
мещать точку Ох по границе L. так, чтобы она пробегала все 
точки границы L-. Точка 02 будет тогда перемещаться по L2. 
Может случиться, что найдутся положения О / и О / точек 0\ 
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и 02, при которых хотя бы для одной точки Г\(х) >r2(x), тогда 
приходим к случаю 2. 

В противном случае неравенство fi(x)<r2(x) будет иметь. 
место для всех точек поверхностей и любого положения точек 
О. и О2 на границах Lx и L2. 

Возьмем тогда за точки Gi и 0 2 произвольные, соответствую­
щие по изометрии точки на поверхностях F. и F2, не лежащие 
на границах. Снова рассмотрим расстояния 1\(х) и г(х) от Oi й: 
02 до соответствующих по изометрии точек. Для точек границ 
Li и L2> в силу сказанного выше, будет выполняться неравенст­
во г[(х)<г2(х). Если найдется на поверхности точка Х\, для 
которой r{ (x)>r2(x)i то приходим снова к случаю 2-

В противном случае для всех пар точек xb#i-5Fi и соответст­
вующих им пар х2,У2^р2 будет выполняться неравенство 

• " ( x l , # l ) < - " ( x 2 , i / 2 ) . (1> 
Покажем, что в этом случае поверхности совпадают локально, а 
тогда будет следовать, что они равны и в целом. 

Пусть А\—точка на Fu A2— соответствующая ей точка на 
F2. Покажем, что у точек Л. и A2 есть конгруэнтные окрест­
ности. Рассмотрим следующие случаи: 

1. Точка Ai не имеет плоской окрестности и не лежит на 
прямолинейном отрезке- • 

2. Точка А\ имеет плоскую окрестность. 
3. Точка Ai лежит па прямолинейном отрезке. 
В первом случае от поверхности F\ можно отрезать шапочку 

Ф1 с границей Qu содержащую точку А\. Пусть Q2 — кривая на 
Fa. соответствующая по изометрии кривой Q\ и Ф2 — область,. 
ею ограниченная. Кривые Q1 и Q2, в силу неравенства (1), удов­
летворяют условиям леммы 3 и, следовательно, должны быть 
конгруэнтны-

То же самое будет иметь место для всех сечений, не содер­
жащих точек границы Q1 ша'почки Фь А отсюда уже следует,. 
что шапочки Ф[ и Ф2 конгруэнтны. 

Рассмотрим второй случай. Пусть точка А\ — плоская. Возь­
мем плоскую окрестность Oi точки Ai. Тогда, в силу неравенст­
ва (1), окрестность Ф2 на F2, соответствующая Ф ь должна быть 
также плоской и, следовательно, конгруэнтна Фь 

Рассмотрим третий случай. Пусть точка А\ лежит на пря­
молинейном отрезке 1[. Оба конца отрезка 1\ по условию теоре­
мы не могут лежать на границе L\. Сдвинем параллельно опор­
ную плоскость, проходящую через отрезок 1\, незначительно 
внутрь поверхности F{ в положение Р. В сечении получим вы­
пуклую фигуру Ф. Через точку Ai проведем плоскость, перпен­
дикулярную Р и отрезку U. Прямую пересечения ее с плоскостью 
обозначим через а- Прямая а разбивает фигуру Ф на две части. 
ХОТЯ 'бы одна из этих частей не содержит точек границы, так 
как, по предположению, хотя бы один конец отрезка 1Х не лежит 
на границе. Поэтому плоскость Р можно повернуть вокруг пря-
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мои а так, что она отсечет от поверхности F: шапочку Фь Н о 
тогда, как мы уже убедились, область Ф2 на F2, соответствую­
щ а я ф . , будет конгруэнтна Ф^ Теорема доказана. 

§ 2. СЛУЧАЙ РЕГУЛЯРНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

Д л я регулярных поверхностей теоремы 1 и 2 могут быть до­
казаны несколько иначе и проще [5], [28]. 

Именно невозможность вложения, утверждаемого леммой 1,. 
Доказывается с помощью Основной леммы A. В. Погорелова. 

Доказательство этой леммы сложно и занимает большую' 
часть монографии [22]. Остальная же часть доказательств до­
вольно проста. 

Поэтому мы приведем сейчас два варианта доказательства 
невозможности вложения для случая регулярных поверхностей. 
в зависимости от степени их регулярности. 

Г Пусть поверхности Fi и F2 дважды непрерывно дифферен­
цируемы и имеют положительную гауссову кривизну. Прием,. 
который будет применен, заслуживает некоторого внимания, 
так как при этом применяется уравнение Дарбу. Это уравнение-
известно очень давно и представляло, казалось бы, самый ес­
тественный аппарат для доказательства теорем неизгибаемости 
выпуклых поверхностей, но до сих пор такие доказательства не' 
были получены. 

Пусть поверхность F видна из точки О с одной стороны (из­
нутри, извне). Введем сферические координаты г, 9, ср с цент­
ром О. Пусть и, v — параметры на поверхности, так что поверх­
ность задается функциями 

r(u,v), Q(u,v), ф(«,о). 
Р1звестно, что если поверхность дважды дифференцируема, то' 
расстояние r(u,v) удовлетворяет дифференциальному уравнению' 
типа Монжа-—Ампера с коэффициентами, зависящими только от 
линейного элемента поверхности. Это и есть уравнение Дарбу 
для r(u,v). Для функции р—2"."2 оно имеет вид 

(Pn—F)(p 2 2 -G) - (P i2 -F) 2 + 
+/C[Fp-,2-2F.p„p, + Gp« ---2(EG~-F2)p] =0, (1) 

где pu, р12, р22 — ковариантные вторые производные функции р,. 
/С — гауссова кривизна, Е, F, G — коэффициенты первой формы. 

Если поверхность имеет положительную гауссову кривизну,. 
то уравнение будет эллиптического типа. 

Пусть имеет место вложение, удовлетворяющее условиям 
леммы L Тогда уравнение Дарбу будет иметь два различных. 
решения п и г2, разность которых имеет максимум (минимум), 
равный нулю внутри области задания. A этого не может быть, в. 
силу теоремы А. Д. Александрова (см. § 1, и. 2). 
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2. Пусть поверхности Fx и F2 трижды дифференцируемы и 
имеют положительную гауссову кривизну. 

Пусть имеет место вложение в соответствующих по изомет-
рии точках x1 и л,2-

При доказательстве леммы 1 показано, что различным по­
люсам соответствуют различные точки вложения, а полюсов 
бесконечно много, значит на поверхностях F\ и /•".- будет беско­
нечно много точек вложения- Легко показать, что точка вло­
жения соответствует точкам конгруэнтности поверхностей. Fx и 
F2- Следовательно, на F\ и F2 будет бесконечно много точек кон­
груэнтности. А это противоречит тому, что они должны лежать 
изолированно (см. § 1, п. 1). 

§ 3. БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ ИЗГИБАНИЯ ОБЩИХ 
ВЫПУКЛЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

В этом параграфе будут доказаны две теоремы о бесконеч­
но малых изгибаниях общих выпуклых поверхностей, аналогич­
ные теоремам 1 и 2. 

Теорема 3. Пусть F — общая строго выпуклая поверх­
ность с произвольной границей L. При нетривиальном бесконеч­
но малом изгибании поверхности F на границе L найдутся пары 
точек А, В и С, D такие, что при /=0 

r('A,5)>0, r'(C,D)<0, 
где г — расстояние в пространстве, а точка означает дифферен­
цирование по времени. Из теоремы 3 следует 

Теорема 4. Замкнутая строго выпуклая поверхность — 
жесткая. Действительно, достаточно из замкнутой поверхности 
удалить одну точку и применить теорему 3. 

Для доказательства теоремы 3 нам потребуется следующая 
Лемма 4. Пусть Q—-плоская замкнутая выпуклая кривая 

не содержащая прямолинейных отрезков. Пусть x, у — произ­
вольные точки кривой Q. Тогда если длины всех дуг кривой Q 
стационарны, то при if— О из неравенства г(х, у)>0 следует 
г(х, у) -— 0. 

Для конечных изгибаний эта лемма доказана в [29]. Дока­
зательство для бесконечно малых изгибаний аналогично, доста­
точно лишь конечные приращения заменить скоростями. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. Пусть - — изгибающее 
поле поверхности F. Предположим противное. Пусть для всех 
х, IJ&L при г! —О имеет место либо г (х, у)>0, либо г (х, г/)< 
<0 . Для определенности предположим, что на L г(х, у)>0. 
Возьмем на L произвольную точку О. Пусть х—-произвольная 
точка F, а г (х) — расстояние ее от точки О. Возможны следу­
ющие три случая (при ..—О). 
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1. Для всех x^F будет r(x) —0. 
2. На F найдется множество О, на котором r (x )<0 . 
3. Для всех xQF справедливо неравенство r (x )>0 . Если 

имеет место первый случай, то поле х тривиально. 
Рассмотрим второй случай. Так как для точек L имеет 

место неравенство r (x)>0, а для точек G r (x )<0 , то на 
границе О будет r(x)—0. 

Пусть Р —опорная плоскость к поверхности F в точке О. 
Присоединяя к полю т подходящий перенос в направлении, 
перпендикулярном плоскости Р, легко добиться того, что ра­
диальная составляющая гх будет всюду > 0 и хотя бы в одной 
внутренней точке г. —0. Действительно, пусть а —вектор пе­
реноса, перпендикулярный Р и направленный в полупростран­
ство, в котором расположена F. Радиальные его составляющие 
во всех точках положительны. Поэтому можно подобрать а 
так, что радиальные составляющие /1 векторов --1----- + а будут 
всюду > 0 и хотя бы где-нибудь внутри Г1 — 0. 

Введем декартову систему координат, взяв за плоскость х, 
у плоскость Р. 

Подвергнем поверхность F проективному преобразованию 
х-=х-, i / ' - - , 2 ' = 1 . 

Поле -I подвергнем преобразованию 
е'_._ £ -.у— ч г— хЪ + УЧ+гЬ 

Полученное поле -.2 будет изгибающим для преобразований по­
верхности Fi. Радиальная составляющая поля т- равна 

гг 
Й" 

Составляющая поля -2 по оси г равна 
, 'гг 

У ~~' г ' 

Поэтому для всех точек F\ будет £,л>-0 и хотя бы для одной 
внутренней точки £—0. Но тогда поверхность z—£'(x,«/) будет 
иметь точки строгой выпуклости, что невозможно, в силу основ­
ной леммы А. В. Погорелова § 1, п. 3. 

Рассмотрим третий случай. Пусть для всех точек поверх­
ности F имеет место r (x)>0. Будем перемещать точку О по 
границе L так, чтобы она пробегала все точки L. Может слу­
читься, что найдется положение О точки О, для которого. 
хотя бы для одной точки х, будет r (x)<0 , тогда приходим к 
случаю 2. В противном случае неравенство r (x)>0 будет 
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иметь место для любой точки xQF И любого положения О на 
границе. 

Пусть теперь точка О пробегает все точки E. Для точек 
границы г (.х)>0. Поэтому, если найдется точка xQF, для ко­
торой г(х)<0, снова приходим к случаю 2. В противном слу­
чае для всех пар точек x, у поверхности F будет справедли­
во неравенство r (x )>0 . 

Покажем, что поле i в этом случае локально тривиально. 
Отсюда уже будет следовать, что оно тривиально и на всей 
поверхности. 

Пусть х —-произвольная точка F. Отсечем некоторой пло­
скостью а шапочку Р, содержащую х. Край шапочки Q являет­
ся ПЛОСКОЙ выпуклой кривой, удовлетворяющей условиям лем­
мы 4. Следовательно, для любых х, г/GQ будет г(х, г/)==0. 
То же имеет место для любого сечения шапочки Р, не содер­
жащего точек Q. А из этого уже следует, что поле - триви­
ально на шапочке Р. 

Теорема 4. Пусть F — общая выпуклая поверхность с гра­
ницей L, не содержащая ПЛОСКИХ областей и видная с одной сто­
роны из точки О. Пусть существует проходящая через О плос­
кость, относительно которой поверхность F расположена в од­
ном .полупространстве. Тогда если все расстояния от точки О 
до точек границы L стационарны, то поверхность F — жесткая.. 

Для случая регулярных поверхностей эта теорема доказана 
в [5], для случая общих поверхностей А. В. Погореловым в. 
[22] и является простым следствием Основной леммы. 

Действительно, пусть -•—• изгибающее поле поверхности E, 
а г (x) —расстояние от точки О до точки x&F. Если все 
r(x)==0, то поверхность жесткая. 

В противном случае найдется множество О, на котором: 
или г (л:) < 0, или г (x) > 0. Для определенности будем считать 
/-(х)<0. На границе множества С? будет r(x) — 0. Дальней­
шие рассуждения полностью совпадают с рассуждениями 
пункта 2 доказательства теоремы 3. ' 

В самом деле, присоединяя к полю t подходящий перенос 
в направлении, перпендикулярном' плоскости Р, добиваемся 
того, что радиальная составляющая г (х) будет всюду больше 
нуля и хотя бы где-нибудь внутри r(x) — 0. Проделав, как и 
в пункте 2, проективное преобразование, приходим к противо­
речию с Основной леммой А. В. Погорелова (§ 1, п. 3). 

§ 4. СЛУЧАЙ РЕГУЛЯРНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

Как и в случае конечных изгибаний для регулярных поверх­
ностей, доказательство теорем 3 и 4 упрощается и конечные рас­
суждения могут быть проведены без Основной леммы- и различ­
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ными способами в зависимости от степени регулярности поверх­
ности. Все сводится к тому, чтобы показать, что радиальная 
составляющая изгибающего поля не может иметь максимума 
(минимума), равного нулю. 

1. Пусть поверхность F— дважды дифференцируема и имеет 
положительную гауссову кривизну. Скорость г изменения рас­
стояния г при бесконечно малом изгибании поверхности удовлет­
воряет линейному дифференциальному уравнению, которое мож­
но получить, если принять в уравнении Дарбу г за функцию 
времени и продифференцировать уравнение по t. 

Для поверхности положительной кривизны, видной из нача­
ла с одной стороны, это уравнение будет эллиптического типа. 
Но как показал A. Д. Александров, линейное однородное урав­
нение эллиптического типа не может иметь отличного от нуля 
решения, которое в области, где оно определено,'не меняет зна­
ка и обращается в нуль где-нибудь внутри области. 

2. Пусть поверхности трижды дифференцируемы и имеют 
положительную гауссову кривизну. При доказательстве теоре­
мы 4, присоединяя к изгибающему полю подходящий парал­
лельный перенос, мы получили точку, для которой r=0, a вне 
г > 0 . Таких параллельных переносов можно присоединить бес­
конечно много. Каждому такому переносу будут соответствовать 
различные точки, для которых г=0, а вне г > 0 . Легко показать, 
что эти точки являются стационарными точками поверхности. 
Следовательно, на поверхности получим бесконечно много ста­
ционарных точек, что противоречит (п. 1, § 1). 

§ 5. ОБ ИЗГИБАНИИ ВЫПУКЛОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
СДАННОЙ ГРАНИЧНОЙ ПОЛОСОЙ 

В работе [7] доказана теорема об-изгибании регулярной вы­
пуклой поверхности с краем L с заранее данной граничной поло­
сой вдоль края. Граничной полосой вдоль края называется по­
верхностная полоса вдоль края L, нормалями которой являются 
нормали к поверхности. 

Показано, что две изоиетричиые поверхности F{ и F2 с гра­
ницами Di и L2 равны, если поверхностные полосы вдоль границ 
плоские,- касаются некоторой сферы (причем границы L t и L2 
лежат на сфере), цилиндрические или конические. 

Рембсом доказана жесткость регулярной выпуклой поверх­
ности при условии, что в начальный момент изгибания кониче­
ская полоса остается конической [35]. 

ЭТИ результаты имеют место и для случая общих выпуклых 
поверхностей. 

Дадим точную формулировку результатов. Рассмотрим сна­
чала случай, когда полоса коническая и цилиндрическая. Слу­
чаи плоской и сферической полосы будут рассмотрены в конце. 
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Пусть F~ выпуклая поверхность с границей L. Опорной 
ПЛОСКОСТЬЮ к F в точке х0 на границе L назовем плоскость Р, 
проходящую через точку ,t0, относительно которой F лежит в 
одном полупространстве, и плоскость Р содержит хотя бы одну 
образующую касательного конуса к F в точке x0. 

'Георема 5. Пусть F] и F2 — пзометрпчные выпуклые по-
верхносш с границами L. и L2 ограниченной вариации поворота. 
Пусть опорные плоскости в точках границ L, и L2 проходят че­
рез некоторые точки О, п 02) соответственно, причем /•, и F2 
обращены выпуклостью в одну сторону относительно точек Oi 
п Оа. Тогда поверхности /ri и F2 равны. 

Теорема (>. Пусть F{ и F2 — выпуклые поверхности с гра­
ницами Li и L2 ограниченной вариации поворота. Пусть опор­
ные плоскости в точках границ I, и L2 огибают цилиндры. Тогда 
поверхности Fi и Fs равны. Имеют место также аналогичные 
теоремы жесткости. 

Теорема 7. Пусть F — выпуклая поверхность с границей 
L ограниченной вариации поворота. Пусть опорные плоскости 
в точках границы L проходят через некоторую точку О. 
Возьмем па L произвольную точку х. Обозначим через а угол 
между произвольной нормалью к опорной плоскости в точке х 
и отрезком Ох. В начальный момент он равен -£•. Тогда если 
при бесконечно малом изгибании а---О, то поверхность F 
жесткая вне плоских областей. Точка означает дифференци-
рбпйнис по времени при г!==0. 

Теорема 8. Пусть F — выпуклая поверхность с границей 
I ограниченной вариации поворота. Пусть опорные плоскости 
и точках L огибают цилиндр. Обозначим через а угол между 
произвольной нормалью к опорной плоскости в точке границы 
I и образующей цилиндра, проходящей через эту точку. 
В начальный момент а — —. Тогда если а = 0, то поверхность 
F жесткая вне плоских областей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5. Будем, для определен­
ности, считать, что поверхности Fi и F2 обращены выпуклостью 
от точек 01 и 02. Обозначим через К\ и /<2 конусы с вершинами 
в точках 0| и 02 и направляющими Li и L2. Площади сфериче­
ских изображений кривых L, и L2 равны нулю, так как сфериче­
ские изображения кривых L, и L2 представляют собой границы 
сферических изображений выпуклых конусов К\ и /(2. Поворо­
ты любых соответствующих дуг кривых Li и L2 со стороны по­
верхностей Fi и F2 равны по изометрии. А так как сумма право­
го и левого поворотов кривой на поверхности равна площади ее 
сферического изображения, то и повороты соответствующих дуг 
кривых Li и L2 на конусах К\ и Kz также равны. 

Развернем конусы К\ и Къ на плоскость, предварительно 
разрезав их по соответствующим образующим. Кривые Lx и L2 
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перейдут при этом в плоские кривые L / и L2, у которых соответ­
ствующие по нзометрии дуги будут иметь одинаковые повороты. 

Так как плоская кривая однозначно определяется поворо­
том, заданным как функция длины дуги, то кривые L1' и L2 бу­
дут конгруэнтны. Пусть Ai, Б1 и А2, В2 — концы кривых L / и L2. 
Тогда расстояния между точками Ab B1 и А2, В2 будут равны. 
Рассмотрим треугольники 01.-4j.Bi и 02А2В2. Они равнобедрен­
ные, так как 0jAj---0j5i и 02A2 = 02B2{cdot} Кроме того, их основания 
A.Bj и A2£2 равны. Углы при вершинах Oj и 0 2 также равны, в 
силу изометрии поверхностей .F1 и F2. Следовательно, треуголь­
ники OjAjBj и 02А2В2 равны. Но тогда равны все расстояния 
г1(х) и г2(х) от точек Ох и 02 до соответствующих по изомет­
рии точек х на кривых L1' и L2, a следовательно, и кривых Lj и 
L2. Теперь равенство поверхностей F\ и F2 следует из теоремы 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 6. Обозначим через Cj и 
С2 цилиндры, которые огибают опорные плоскости в точках гра­
ниц Lj и L2. Пусть ii и /2 — соответствующие по изометрии обра­
зующие этих цилиндров, проходящие через соответствующие по 
изометрии точки Х\ и х2 на границах Lj и Ь2. 

Возьмем на 1{ и 12 точки а,\ и а2 на одинаковом расстоянии от 
точек x1 и х2 так, чтобы из них поверхности F\ и F2 были видны 
с одной стороны, например, изнутри. Проведем через а.\ и а2 
плоскости Р\ и Р2, перпендикулярные к образующим. Части ци­
линдров между плоскостями Р\ и Р2 и границами Li и L2 раз­
вернем на плоскость, разрезав предварительно их по отрезкам 
xjaj и х2а2. Границы Lx и L2 перейдут в некоторые плоские кри­
вые Lj' и L2, y которых расстояния до концов от некоторой 
прямой а будут равны. 

Площади сферических изображений границ Lj и L2 равны 
нулю, повороты соответствующих дуг со стороны поверхностей 
равны, следовательно, повороты соответствующих дуг плоских 
кривых L / и L2' также равны. Но тогда кривые L / и L2 кон­
груэнтны. A так как расстояния до концов Lj ' и L2 от некото­
рой прямой а равны, то расстояния от прямой а до всех соот­
ветствующих по изометрии точек на Lj' и L2 также равны. 

Следовательно, у поверхностей E1 и F2 расстояния до соот­
ветствующих по изометрии точек границ от некоторой плоскости 
равны. Но тогда, как известно, поверхности F\ и F2 конгруэнтны 
[21]. Доказательства соответствующих теорем жесткости 3 и 
4 аналогичны, достаточно лишь конечные приращения заменить 
на скорости. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 7. Пусть F — выпуклая 
поверхность и I - е е граница. Обозначим через К конус, 
который огибают опорные плоскости к границе L. Пусть и> — 
площадь сферического изображения дуги границы L. B началь­
ный момент времени ш —0. Из условия а —0 следует ш — 0. 
Следовательно, ш — А + А > где P i —поворот дуги кривой L 
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со стороны поверхности, а Р2 — поворот той же дуги на кону­
се К. Но Р1 — 0. Следовательно, Р 2 = 0. Таким образом, 
повороты всех дуг кривой L на конусе К стационарны. Раз­
режем конус К по произвольной образующей ОА и развернем 
на плоскость. Кривая L перейдет в плоскую кривую L', 
у которой при бесконечно малом изгибании повороты всех дуг 
стационарны. Следовательно, U в начальный момент вре­
мени перемещается как твердое целое и расстояние 
между ее концами стационарно. Рассмотрим треугольник ОАА. 
Скорость изменения длин его сторон ОА и ОА одна и та же и 
равна скорости изменения длины образующей ОА конуса К. 
Длина же стороны AA стационарна. Кроме того, угол АОА ста­
ционарен, так как угол при вершине конуса К при бесконечно 
малом изгибании стационарен. Следовательно, скорость измене­
ния сторон О А равна нулю. Тогда скорость изменения всех рас­
стояний г(х) от точки О до точек кривой L', а следовательно, и 
L равна нулю. Но при этих условиях, как известно, поверхность 
F жесткая вне плоских областей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 8. Пусть F— выпуклая 
поверхность с границей L. Обозначим через С цилиндр,, кото­
рый огибают опорные плоскости в точках границы L. Возьмем 
на произвольной образующей цилиндра С точку а и проведем 
через нее плоскость Р, перпендикулярно к образующей. Будем, 
для определенности, считать, что поверхность F обращена вы­
пуклостью от точки а. 

Пусть о) —площадь сферического изображения дуги грани­
цы L. B начальный момент времени ш--=0. Из условия а-—0 
следует со—0. Следовательно, Р — 0, где Р — поворот дуги 
границы L со стороны цилиндра С. Разрежем цилиндр С по 
образующей ах, где х — точка на границе L, через которую 
проходит образующая. Развернем часть цилиндра С между 
плоскостью Р и границей L на плоскость. Кривая L перейдет 
в некоторую плоскую кривую L', у которой каждая дуга имеет 
стационарный поворот. Следовательно, в начальный момент 
времени кривая L' двигается как твердое целое. 

Присоединим к изгибающему полю поверхности F поле па­
раллельного переноса вдоль образующих цилиндра С такое, 
чтобы длина отрезка ах была стационарна. Следовательно, вы­
соты всех точек кривой от некоторой прямой а будут стационар­
ны. Это значит, что высоты всех точек границы L от плоскости 
Р стационарны. Но тогда поверхность F жесткая вне плоских 
• областей [25]. 

Рассмотрим случаи, когда граничные полосы плоские и сфе-
'рические. Пусть F1 и F2 — изометричные поверхности с грани­
цами L] и Li Пусть опорные плоскости в точках границ L] и L2 
лежат соответственно в ОДНОЙ ПЛОСКОСТИ. Тогда сферические 
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изображения поверхностей F1 и F2 равны 4п. Но тогда, как из­
вестно, поверхности -F. и F2 равны. 

Имеет место соответствующая теорема жесткости. 
Т е о р е м а 9. Пусть F — выпуклая поверхность с границей 

L, у которой опорные плоскости в точках границы L лежат в 
•одной плоскости P. Пусть а — угол между нормалью к любой 
опорной плоскости в точке на L и плоскостью Р. В начальный 
момент он равен нулю. Тогда если а=0, то поверхность F жест-, 
кая вне плоских областей. 

Действительно, граница L является плоской кривой. В силу 
условия а = 0, она обладает тем свойством, что поворот любой 
ее дуги стационарен. Следовательно, в начальный момент вре­
мени расстояние менаду любыми двумя точками кривой L ста­
ционарно. Если присоединить к F плоскую область, ограничен­
ную кривой L, то получим замкнутую выпуклую поверхность со 
стационарной метрикой. Как доказано в [22], она жесткая вне 
•плоских областей. 

Пусть граничная полоса сферическая. Прежде всего заме­
тим, что если поверхности F^ и F2 имеют границы Li и L2, лежа­
щие в открытой полусфере, то условие касания опорных плос­
костей на границе сферы лишнее. Действительно, пусть грани­
цы Ьг и L2 лежат в открытой полусфере. Рассмотрим расстоя­
ния от центра сферы до соответствующих по изометрии точек 
границ L. и L2. Они все равны единице и, значит, равны. Но 
тогда поверхности F\ и F2 равны. Если границы Li и L2 ВЫХОДЯТ 
за границы полусферы, то, в силу того, что опорные плоскости 
на границе касаются сферы, следует равенство соответствую­
щих по изометрии поворотов любых дуг кривых L1 и L2 на сфе­
ре. В силу того, что на сфере кривая так же, как и на плос­
кости, однозначно определяется поворотом, заданным как функ­
ция длины дуги, следует, что L, и L2 конгруэнтны. Следовательно, 
поверхности Fi и F2 равны. Соответствующие теоремы жест­
кости доказываются аналогично. 

Глава III 
НЕИЗГИБАЕМОСТЬ ВЫПУКЛЫХ ГИПЕРПОВЕРХНОСТЕЙ 

§ 1. НЕИЗГИБАЕМОСТЬ ЗАМКНУТЫХ ВЫПУКЛЫХ 
ГИПЕРПОВЕРХНОСТЕЙ 

Проблемы однозначной определенности и жесткости замкну­
тых выпуклых поверхностей трехмерного пространства решены 
А. В. Погореловым [21], [22]. 

В настоящей работе аналогичный результат устанавливается 
для гиперповерхностей n-мерного евклидова пространства. 
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Сначала вопрос об однозначной определенности и жестко­
сти решается для замкнутых выпуклых гиперповерхностей, за­
тем этот результат используется для доказательства локальной 
однозначной определенности и жесткости. 

Т е о р е м а 10. Изометричиые гладкие замкнутые выпуклые 
гиперповерхности равны- . 

Т е о р е м а 11. Замкнутая выпуклая гиперповерхность, не 
содержащая плоских областей размерности п—I, — жесткая. 
Если она содержит плоские области, то жесткая вне плоских об­
ластей-

Т е о р е м а 12. Пусть F\— гладкая выпуклая гиперповерх­
ность и Р\—точка ее строгой выпуклости- Пусть F2— гладкая 
выпуклая гиперповерхность, изометричная Fu и Р2—-точка, со­
ответствующая по изометрии Р.- Тогда достаточно малые ок­
рестности точек Р[ и Р2 конгруэнтны. 

Т е о р е м а 13. Выпуклая гиперповерхность, не содержащая 
плоских областей размерности п—I, жесткая в окрестности каж­
дой точки строгой выпуклости. Если она содержит плоские об­
ласти, то жесткая вне плоских областей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 10- Прежде всего, заме­
тим, что лемма 1 (о вложении) (гл. 1) имеет место и для гипер­
поверхностей. Доказательство совершенно аналогично, доста­
точно лишь слово поверхность заменить на гиперповерхность. 

Пусть Ei. и F2 — выпуклые замкнутые изометричные гипер­
поверхности. Если они не равны, то, согласно лемме о вложе­
нии, они могут быть приведены в такое расположение, при ко­
тором будут выполнены условия: некоторые соответствующие 
по изометрии точки на Fi и F2 совпадут в некоторой точке х0; 
расстояния от некоторой точки пространства О до всех соответ­
ствующих по изометрии точек x.dFi, x2GF2 в окрестности точки 
xo удовлетворяют неравенству 

Ох\ < Ох2, 

некоторые окрестности точки xo иа Fi и F2 видны изнутри из 
точки О. Поворотом гиперповерхности F2 вокруг отрезка Оха 
совместим соответствующие направления на Ei и F2. 

Рассмотрим гиперповерхность Ф с радиусом-вектором 

r = ^(fl + r2), 

где гг и г2 — радиусы-векторы, идущие в соответствующие по 
изометрии точки гиперповерхностей F- и F2. 

Поверхность Ф в окрестности точки х0 будет .выпуклой, что 
для случая двумерных поверхностей доказано в работе A. В. По-
горелова [21]. 

Предположим, что в некоторой точке х* на F\, близкой к х0> 
происходит нарушение локальной выпуклости поверхности Ф. 
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Пусть PL и Р2 — касательные гиперплоскости в точках JC* 
на F1 и F2. Обозначим через п внутреннюю нормаль к гипер­
плоскости т г ^ + Р г ) . 

Соединим точку у*, близкую к х*, кратчайшей v на Fi- Пусть 
ri{s)—радиус-вектор точки кратчайшей у, a r2{s)—радиус-
вектор соответствующей точки на F2. Применяя теорему Либер-
мана о,выпуклости геодезической к кратчайшей у и соответст­
вующей кратчайшей на F2, получим 

, - ^ ( г 1 + /-2)/г>0 

для всех точек кратчайшей у. Отсюда следует, что для всех то­
чек у*, близких к х*, будем иметь 

M y * ) - n ( x i ! 0 + M 4 * ) - M * * ) ] n > 0 . 
А это значит, что в точке х* имеет место локальная выпуклость,. 
что противоречит предположению. 

Рассмотрим на гиперповерхности Ф векторное поле 
т=П—- г2. 

Выберем в точке x- на Ф два независимых направления и 
проведем трехмерную плоскость Р так, чтобы она содержала эти 
направления и отрезок OXQ. 

В сечении гиперповерхности Ф получим двухмерную выпук­
лую поверхность а. Разложим векторное поле т на составляю­
щие, одна из которых т/ лежит в трехмерной плоскости Р, а 
остальные перпендикулярны к ней. Очевидно, поле %', будет из­
гибающим полем а в трехмерной плоскости Р. 

Введем декартову систему координат в плоскости Р, взяв за: 
ось z отрезок Ох0, а за плоскость х, у — плоскость, перпендику­
лярную к Ох0 в точке О. 

Подвергнем а проективному преобразованию 

1-Х , У / 1 

х ——, у ' = —, z = —. 

Поле -.'подвергнем преобразованию 
t,_l .„'—Ч р — х^ + -^ + г$ 
*—*' 1— .?• ^ — S • 

Полученное поле \ будет изгибающим преобразованной поверх­
ности о'. 

Радиальная составляющая поля -j равна 
(Г—-Га) (Г, + Г,) Л~ г\ 

1*"1 + Г- | |Г1 + Г 2 | 

Составляющая поля -j ПО ОСИ Z 



Так как в точке х- имеет место равенство ri(x0) =г2{хо), а в 
•окрестности точки х0 неравенство r1(x)<r2(x), то £' = 0 в точке 
-xo и 1;/<0 в окрестности точки xo. 

Следовательно, составляющая поля %\ по оси г поверхности 
а" имеет точку строгой выпуклости, что противоречит основной 
лемме А. В. Погорелова. Теорема 10 доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 11. Доказательство будем 
вести по индукции. Двумерная замкнутая выпуклая поверхность 
в трехмерном пространстве жесткая вне плоских областей по 
теореме А. В. Погорелова. 

Предположим, что п—2-мерная замкнутая выпуклая поверх­
ность я—1-мерного пространства жесткая вне п—2-мерных 
плоских областей, и покажем, что п—1-мерная поверхность 
.n-мерного пространства жесткая вне п—1-мерных областей. 

Пусть F — замкнутая выпуклая гиперповерхность с ПЛОСКИ­
МИ областями. Возьмем две точки х и у, не принадлежащие 
плоским областям. Проведем через них гиперплоскость Р так, 
чтобы она пересекала п—2-мерные ребра в точках х, у, если 
•они существуют. В сечении получим п—2-мерную замкнутую 
выпуклую поверхность а, причем точки л; и у не будут лежать в 
п—2-мерных плоских областях. Разложим поле т на составляю­
щую %', лежащую в Р, и т0 — перпендикулярную к ней, которая 
не влияет на изменение расстояния г(х,у). В силу предположе­
ния, а — жесткая в плоскости Р вне п—2-мерных плоских об­
ластей. Следовательно, расстояния между любыми парами то­
чек х, у на F, не принадлежащими плоским областям, стацио­
нарны. А это значит, что F— жесткая вне плоских областей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м 12 и 13. Докажем теоре-
•=му 13. Пусть F — выпуклая гиперповерхность и Р — точка ее 
•строгой выпуклости. Нужно показать, что F — жесткая вне плос­
ких областей в окрестности точки Р. 

Отрежем плоскостью Q, параллельной опорной плоскости в 
точке Р, от F достаточно малую шапочку со. В сечении получим 
п—2-мерную поверхность F', которая в Q будет жесткой вне 
плоских областей. 

Следовательно, расстояния г(х,у) между любыми парами 
точек на F', не принадлежащими плоским областям, будут ста­
ционарны. 

Пусть хотя бы одна из точек х,у лежит в плоской области 
на F'. Если она принадлежит также плоской области а и на F, 
то изменением изгибающего поля на а можем сделать расстоя­
ние г (х, у) стационарным. 

В противном случае повернем плоскость Q достаточно мало 
так, чтобы она пересекла плоские области на F', в которых ле­
жат точки х и у, и содержала точки х я у. 

В сечении получим поверхность F", на которой точки х и у 
уже не будут принадлежать п—-2-мерным плоским областям. 
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Так как F" — жесткая вне плоских областей, то расстояние 
а"(х,у) будет стационарным. 

Шапочка со вместе с ПЛОСКОСТЬЮ основания образуют замкну­
тую выпуклую гиперповерхность, которая будет жесткой вне 
плоских областей- Следовательно, и шапочка со — жесткая вне 
•плоских областей. 

Докажем теорему 12.• Пусть Pi и F2 — выпуклые гладкие 
изометричные гиперповерхности; P t — точка строгой выпуклости 
.гиперповерхности F 1, а Р2 — соответствующая ей по изометрии 
точка на F2. 

Совместим точки Р, и Р2 и соответствующие по изометрии 
•направления в касательных гиперплоскостях в точках Р\ и Р2. 

Рассмотрим гиперповерхность, задаваемую радиусом-векто­
ром 

•" —-J ( r i + •"-)• 
Юна, как доказано ранее, будет выпуклой и поле 

х — гх—г2 
будет ее изгибающим полем. Обозначим совмещенное положе­
ние точек Р\ и Р2 через Р. Сместим опорную гиперплоскость в 
точке Р параллельно так, чтобы она отрезала от поверхности Ф 
шапочку oj. Шапочка ш будет жесткой вне плоских областей, 
т. е. поле тривиально вне плоских областей. Плоские области на 
<о могут получаться лишь как линейная комбинация плоских об­
ластей на F\ и E2. 

Следовательно, так как области на Fx и F2, соответствую­
щие со, совпадают вне плоских областей, то они должны пол-
шостыо совпадать. 

§ 2. ЛОКАЛЬНАЯ НЕИЗГИБАЕМОСТЬ ВЫПУКЛЫХ 
ГИПЕРПОВЕРХНОСТЕЙ 

В этом параграфе будут усилены теоремы локальной неизги­
баемости, 

Т е о р е м а 14. Выпуклая гиперповерхность, не содержащая 
плоских областей размерности п—1, жесткая в окрестности 
каждой точки, не лежащей в плоской области размерности п—2. 
и п—3. Если же гиперповерхность содержит п—1-мерные плос­
кие области, то она жесткая в окрестности указанных точек вне 
л—1-мерных плоских областей. 

Т е о р е м а 15. Пусть Fi и F2 — изометричные гладкие вы­
пуклые гиперповерхности. Пусть Р\ — точка на E,, не принадле­
жащая плоским областям размерности п—1, п—2, п—3, а Р2— 
/точка на F2, соответствующая по изометрии Pi. Тогда достаточ­
но малые окрестности точек Р\ и Р2 конгруэнтны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 14. Пусть x0 — точка ги­
перповерхности F, не принадлежащая плоским областям раз­
мерности п—1, п—2, п—3. Если XQ — точка строгой выпуклости, 
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то, как показано в § 1, гиперповерхность в окрестности точки 
xo — жесткая вне п—1-мерных плоских областей. 

Покажем, что она жесткая вне п—1-мерных плоских обла­
стей в окрестности точки х0, если х- принадлежит плоской обла­
сти размерности не выше п—4. 

Доказательство будем вести по индукции. Трехмерная гипер­
поверхность четырехмерного пространства жесткая в окрестно­
сти точки строгой выпуклости (нуль-мерная плоская область) 
вне трехмерных плоских областей. 

Предположим, что п—2-мерная гиперповерхность п—1-мер~ 
ного пространства жесткая в окрестности точки ПЛОСКОЙ области 
размерности (n—1)— к, (й>4) вне п—2-мерных плоских обла­
стей и покажем, что п—1-мерная гиперповерхность п-мерного 
пространства жесткая в окрестности точки плоской области раз­
мерности п—к, (k>4) вне п—1-мерных плоских областей. 

Пусть точка Хо гиперповерхности F принадлежит плоской 
области L размерности п—к, (k>4). Проведем через точку x» 
гиперплоскость Р, пересекающую плоскую область L. Она пе­
ресечет гиперповерхность F по некоторой п—2-мерной выпуклой 
поверхности Fi, причем на F 1 точка х0 будет ' принадлежать 
плоской области размерности (га—1)—к, (fe>4). По предполо­
жению индукции F1 будет жесткой в гиперплоскости Р вне п—2-
мерных плоских областей. 

Покажем, что F\ будет жесткой в Р и на п—2-мерных плос­
ких областях. Пусть точки х и у на F{ не принадлежат п—1-
мерной ПЛОСКОЙ области на F и хотя бы одна из них принадле­
жит п—2-мерной плоской области на F\. 

Повернем гиперплоскость Р вокруг отрезка ху в положение 
Pi. Если поворот достаточно мал, то Р1 пересечет плоскую об­
ласть L по плоской области размерности (п—1)—к, (k>4), a 
гиперповерхность F по некоторой п—2-мерной поверхности F^ 
На F2 точки х и у уже не будут принадлежать п—2-мерным 
ПЛОСКОСТЯМ, так как в противном случае они должны принадле­
жать га—-1-мерной плоской области на F. 

По предположению индукции поверхность Р2 жесткая вне 
п—2-мерных плоских областей. Следовательно, расстояние 
между точками х и у стационарно, а это и значит, что Pi жест­
кая в Р и на п—2-мерных плоских областях. 

Таким образом, все сечения гиперповерхности F гиперплос­
костями, проходящими через точку х0 и пересекающими L, жест­
кие вне. точек на п—1-мерных плоских областях. То же верно 
и для всех сечений, проходящих через любую точку, близкую х0г 
и пересекающих L. А это и значит, что гиперповерхность F 
жесткая в окрестности точки х0 вне п—1-мерных плоских об­
ластей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 15. Движением совмес­
тим точки Pi и Рг так, чтобы совпали касательные гиперплос-
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кости в этих точках и соответствующие, по изометрии направле­
ния. 

Пусть г1 и г2—-радиусы-векторы гиперповерхностей. Fi и F2. 
Рассмотрим гиперповерхность Ф с радиусом-вектором 

•* = {(-*i + f-). 
Как показано в § 1, она будет выпуклой в окрестности точки 

Р, где Р есть общее положение точек Pi и Р2. Векторное поле 
t=ri—г2 , будет изгибающим для Ф. 

Гак как точка Pi на Л не принадлежит плоской области раз­
мерности я—1, п—2, / t - З , то и на Ф она не будет принадле­
жать плоской области размерности п—1, п—2, п—3. 

По теореме 14 гиперповерхность Ф будет жесткой в окрест­
ности точки Р вне п— 1-мерных плоских областей, но п—I-мер­
ные плоские области на Ф получаются лишь в том случае, когда 
•соответствующие им области на Fx и F2 также п—1-мерные и 
соответствуют по изометрии. 

Следовательно, поле т будет тривиальным вне n—-1 -мерных 
плоских областей на Ф, а это значит, что гиперповерхности Р1 
и Р2 совпадают вне п—1-мерных плоских областей. Но тогда 
«они совпадают и на п—1-мерных плоских областях-
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