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СЛУЧАЙНЫЙ МНОЖЕСТВЕННЫЙ ДОСТУП В КАНАЛЕ 
С ДВОИЧНОЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ 

Рассматриваются алгоритмы случайного множественного доступа 
пакетов в канале с двоичной обратной связью типа «пусто - не пусто» 
(П -• НП) и «успех - не успех» (У - НУ). Для этих алгоритмов най­
дены верхние границы для средних задержек пакетов. 

§ 1. Введение 

Системы связи со случайным множественным доступом (СМД) пакетов 
в коллективно используемый канал, как правило, имеют обратную связь. 
Это означает, что в конце каждого временного интервала [t, t+1), t&{0, 
1, . . .}=/ 0 , называемого окном t, станции (пользователи канала) получа­
ют некоторую информацию о событии в этом окне. В окне может произой­
ти одно из трех событий: пустота — в окне не передавала ни одна из стан­
ций; успех — передавала только одна станция; конфликт — передавали две 
или более станций. 

Системы СМД различаются на системы с троичной обратной связью и 
системы с различными вариантами двоичной обратной связи. 

При троичной обратной связи в конце каждого окна все станции без­
ошибочно различают, какое из трех событий (пустота, успех, конфликт) 
произошло в окне. Двоичные обратные связи могут быть трех видов: 
«конфликт — не конфликт» (К —НК), «успех — не успех» (У —НУ), 
«пусто — не пусто» (П — НП), в зависимости от того, какую информацию 
получают станции о событии в окне. Так при обратной связи У — НУ в 
конце окна становится известно, произошел ли в нем успех или не успех, 
причем не успех означает, что произошло одно из двух событий — пустота 
или конфликт. Аналогично для случаев К — НК и П — НП. 

Скорость передачи в системе СМД R находится в пределах 0 < 7 ? < 1 , 
скорость измеряется в числе успехов в единицу времени. В работе [1] по­
казано, что при любых алгоритмах СМД скорость не может превышать 
значения 0,568. 

Одна из задач состоит в том, чтобы найти алгоритмы СМД, дающие мак­
симально возможную скорость передачи при конечной задержке пакетов. 

Для системы СМД с троичной обратной связью рекордным по скорости 
является алгоритм дробления [2, 3 ] , скорость которого равна 0,487.^ 

При двоичной обратной связи К — НК алгоритмом с максимальной ско­
ростью 0,452 является ^модифицированный алгоритм дробления [4]. 

Для системы СМД с двоичной обратной связью П - НП в [5] предло­
жены алгоритмы со скоростями 0,307 и 0,317. В работе [6] описан алго­
ритм адаптивная алоха, имеющий скорость 1/е^0,367. Другой алгоритм, 
на котором достигается та же скорость 1/е, описан в [7] . 

Для системы СМД с двоичной обратной связью У — НУ в [5] приведен 
алгоритм, имеющий скорость 0,329 (здесь в § 2 приводится его описание). 
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В работе [7] для этого вида обратной связи предложено семейство алго­
ритмов, на котором достигается скорость 1/е. 

Другой не менее важной является задача вычисления задержек паке­
тов для предлагаемых алгоритмов. В § 3 найдены верхние границы для 
средней задержки алгоритма 0,307 в случае П — НП и алгоритма 0,329 в 
случае У — НУ, 

§ 2. Математическая модель 
Рассматривается сеть связи, в которой М станций передают пакеты дан­

ных по коллективно используемому каналу. Пакеты имеют равную длину, 
принятую за единицу времени. Считается, что М=°° и на каждой станции 
в любой момент времени может находиться не более одного, требующего 
передачи пакета. Моменты возникновения новых пакетов образуют об­
щий входной трафик, который является пуассоновским потоком интенсив­
ности X. В соответствии с этим, вероятность возникновения к пакетов на 
интервале времени длины s, которая обозначается через /?Ь(У), где v='ks, 
выражается равенством pk(v)=e~vvh/k\. 

Сеть связи начинает работать с момента t=0. Ось времени Л + = [ 0 , °°) 
разбита на окна [t, t+1), Ш0. Передача пакета может начинаться только 
в начале окна. К моменту t+1 все станции получают информацию 6* о со­
бытии в окне [t, £+1). Информация 6* принимает значение из множества 
{П, У, К} для троичной обратной связи, а в случаях двоичных обратных 
связей 

6*е{К, НК}, где Н К = П и У , для случая К - НК, 

9^{П, НП}, где НП=У1Ж, для случая П - НП, 

6 t q y , НУ}, где Н У = П и К , для случая У - НУ. 

Дополнительно к этому, во всех видах обратной связи считается, что 
станция, передававшая в окне [t, £+1), к моменту t+1 узнает, был ли ее 
пакет успешно передан в этом окне или попал в конфликт. Таким образом, 
станция к моменту t+1 знает значение индикатора vt для своего пакета, 
где 

1 0, если пакет в окне t не передавался, 
У s если пакет в окне t успешно передан, 
К, если пакет в окне t попал в конфликт. 

Предложенные в работе [5] алгоритмы для системы СМД с обратной 
связью П — НП являются нетерминальными. Это означает, что успешно 
переданные пакеты станциями не всегда сбрасываются, а иногда какое-то 
время хранятся для дополнительных передач. Если пакет сбрасывается в 
момент t, он не передается ни в одном из окон, следующих после мо­
мента t. 

Для системы СМД с обратной связью У — НУ дополнительно считает­
ся, что имеется тестирующий пакет, который может передаваться в любом 
окне, если этого требуют инструкции алгоритма. 

Алгоритмом СМД здесь называется множество B0aR+ и функция 
Bt(x, 6(£—1), v{t—l)) от аргументов х — момента возникновения пакета, 
x£R+, 8(£—1) = (6о , . . . , Qt-i) —истории канала до момента t и v(t—1) = 
= (vo , . . . , vt-i) — истории пакета до момента £, t^h (здесь и далее исполь­
зуется обозначение / , = {/, у + 1 , . . . } , №h). Значениями функции Bt явля­
ются множества из R+. Смысл функции Bt(-), входящей в алгоритм СМД, 
состоит в том, что при заданной истории канала 0(£—1) пакет с моментом 
возникновения х и историей v{t—1) передается в окне [t, t+1) тогда и 
только тогда, когда x£Bt (•)• Смысл множества В0 состоит в том, что пакеты 
с х£В0 передаются в окне [0, 1). Множество Ви Ш0, называется проверяе­
мым в окне [t, t+1). 

Для данного алгоритма введем в рассмотрение просмотренное к момен­
ту t множество D f=US f , где объединение берется по i из множества 
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{i:0<i<t~ 1; по B(t—1) можно однозначно понять, что 0<со(Д*)<1, 
а если со(5г) = 1, то можно однозначно понять, что пакет с х£В{ был успеш­
но передан до момента i), где со (Я*) —число точек пуассоновского вход-
ного потока на Ви Точный смысл слов «можно однозначно понять» будет 
ясен для каждого из рассматриваемых ниже алгоритмов. 

Обозначим через yt наименьшую точку множества /?+, которая больше 
всех точек множества Dt. 

Если в момент t и при условии, что задана история канала 8(£—1), на 
множестве Bt моменты возникновения пакетов образуют пуассоновский по­
ток с интенсивностью Я, то множество Bt в момент t называется чисто пу^ 
ассоновским (ЧП-множеством). 

Приведем теперь описание алгоритма 0,329 из [5] с двоичной обрат-? 
ной связью У — НУ. Алгоритм действует сеансами. 

А л г о р и т м 0,329 д л я У - НУ 

A. Пусть в момент №1± закончился сеанс и просмотренным к моменту t 
множеством является множество Dt= [0, yt) (то, что просмотренным к мо^ 
менту окончания сеанса множеством является интервал, станет ясно из 
описания алгоритма). Следующий сеанс начинается в окне Г, где t*£It 

определяется следующим образом: если t>yt+s, то t*=t, а если t<yt+s, 
то Г выбирается из соотношений yt+s<t*<yt+s+l, где s — некоторое чис^ 
ло. В окнах [£, £+1), . . . , [Г—1, f) алгоритм ждет; это означает, что ника^ 
кие пакеты в этих окнах не передаются (формально можно считать, что в 
этих окнах алгоритм проверяет некоторое множество нулевой лебеговой 
меры). В момент t* назначается множество Bt*=[yt, yt+s) и в окне Г пере­
даются пакеты с x^Bv. Если при этом 8 Г =У, то сеанс в момент t*+l за^ 
канчивается, успешно переданный пакет сбрасывается в момент Г + 1 , 
а множество Bt* добавляется к просмотренному, т. е. Dt*+i=Dt{]Bt*. 

B. Если сеанс начинается в окне t* и 9**=НУ, то Bt*+i=Bt* и в окне 
Г + 1 передаются пакеты, для которых x£Bt*+i, v**=K, а также передается 
тестирующий пакет. 

C. Если после п. В имеем Qt*+l=V, то станции в момент Г+2 узнают, 
что окно t* было пусто (это обозначается через 9**=НУП). Сеанс кончается 
в момент Г+2, а множество Bt*+i добавляется к просмотренному множе­
ству. 

D. Если после п. В имеем 8г+1=НУ, то станции в момент Г + 2 узнают, 
что в окне t* был конфликт (это обозначается через 9^*=НУК). Начинает^ 
ся разрешение конфликта на интервале [yt, yt+s). Назначается множест­
во Bt*+2=[yt, yt+as) и в окне t*+2 передаются пакеты с x&Bt.+2, v**=K„ 
Здесь а — параметр алгоритма, 0 < а < 1 . 

DA. Если после п. D имеем 9/*+2=У, то станции в момент Г + 3 узнают, 
что на интервале [yt+as, yt+s) имеется по меньшей мере один момент воз-' 
никновения пакета. Назначается 2?*.+3=[]/f+as, yt+s) и в окне Г + 3 пере­
даются пакеты с x£Bt*+3 и v**=K. 

DAA. Если после п. DA имеем 9**+з=У, сеанс в момент Г+4 заканчива­
ется. Успешно переданные пакеты сбрасываются, a Bt*+3 добавляется ц 
просмотренному множеству. 

DA.2. Если после п. DA имеем 9г + 3 =НУ, станции в момент Г + 4 узна­
ют, что в окне Г + 3 был конфликт, т. е. 9**+3=НУК, и переходом к п. Л 
начинается разрешение этого конфликта. 

D.2. Если после п. D имеем 9Г+2=НУ, то назначается Б**+3=5г+2 и в 
окне Г + 3 передаются пакеты с x£Bt.+3 и v<.+2=ff, а также тестирующий 
пакет. 

D.2A. Если после п. D.2 имеем 8«.+3=У, то в момент Г + 4 станции узна­
ют, что 9**+2=НУП, поэтому на интервале [yt+as, yt+s) имеется более од­
ного момента возникновения пакетов и переходом к п. D начинается раз­
решение конфликта на этом интервале. 
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D.2.2. Если после п. D.2 имеем 0^+3=НУ, то в момент Г+4 станция узна­
ют, что 6**+2=НУК и переходом к п. D начинается разрешение этого конф­
ликта. 

На этом описание алгоритма закончено. Описанный алгоритм называ­
ется ждущим алгоритмом 0,329. Не ждущий алгоритм 0,329 отличается 
выбором момента начала сеанса и, соответственно, множеством, проверяе­
мым в первом окне сеанса. Для не ждущего алгоритма, если сеанс закон­
чился в момент t, новый сеанс начинается в окне t, т. е. алгоритм не ждет. 
При этом, если t*>yt+s, проверяемым в окне t множеством является Bt= 
= [уи Уг+s), а если t<yt+s, то Bt = [yt, t). Соответственно, везде в приве­
денном выше описании алгоритма интервалы [уи yt+as) и [yt+as, z/*+s) 
в случае t<yt+s нужно заменить на [yt, yt+a{t—yt)) и [yt+a{t—yt), t) со­
ответственно. 

В этом параграфе будет найдена скорость этих алгоритмов (скорости 
ждущего и не ждущего алгоритмов совпадают), а в следующем парагра­
фе — средние задержки пакета для них. 

Приведенные алгоритмы принадлежат классу алгоритмов разбиения 
интервала. Этому же классу принадлежит алгоритм 0,307, который рас­
сматривается далее в этой статье. Поэтому для единообразия мы дадим 
сейчас определение класса алгоритмов разбиения интервала, дадим опре­
деление скорости алгоритма из этого класса и только после этого вычис­
лим скорость приведенного выше алгоритма. 

Алгоритм разбиения интервала характеризуется тем, что в первом окне 
сеанса (пусть в окне Г) проверяется множество Bt% являющееся ЧП-ин-
тервалом. Аналогично алгоритму 0,329 для У — НУ, произвольный алго­
ритм разбиения интервала может быть ждущим или не ждущим в зависи­
мости от выбора первого окна сеанса и длины интервала Bt\ Для ждущего 
алгоритма, если предыдущий сеанс закончился в момент t и просмотрен­
ным к моменту t множеством является Dt, следующий сеанс начинается 
в окне f=t, если t>yt+s, а в случае t<yt+s момент начала сеанса выбира­
ется из соотношений yt+s^f<yt+s+l; множество Bt*=[yt, yt+s), где s — 
некоторое определенное число. Для не ждущего алгоритма новый сеанс 
начинается в момент Г, совпадающий с моментом t окончания предыдуще­
го сеанса, т. е. f=t. Множество Bt* выбирается следующим образом: если 
t>yt+s, Bt*=[yt, yt+s), а если t<yt+s, то Bt*=[yt, t). В последующих ок­
нах сеанса (если в первом окне сеанс не кончился) проверяются множе­
ства Ви i£lt*+i, которые являются подынтервалами интервала Bt\ Просмот­
ренным за сеанс множеством для алгоритма разбиения интервала являет­
ся интервал [yt, i/*+s'), гДе s—некоторое число такое, что 0<s'<|Z?r|, 
где |В<*| —длина интервала Bt\ В соответствии с этим, просмотренным 
к моменту окончания сеанса t± множеством является интервал Dti=[0, 
yti), а интервал [ytl, t^j является ЧП-интервалом. 

Алгоритм разбиения интервала обычно имеет ряд параметров. Глав­
ным из них является длина интервала Bt% проверяемого в первом окне 
сеанса ждущего алгоритма или максимальная длина этого интервала — 
в случае не ждущего алгоритма; она обозначается через s. Кроме того 
параметрами являются длины (или доли) подынтервалов, которые прове­
ряются в течение сеанса. Например, в приведенном выше алгоритме 0,329 
для У — НУ такой параметр один и он обозначен через а. В общем случае 
параметров, задающих длины подынтервалов, может быть более одного и 
они обозначаются здесь через а. 

В ждущем алгоритме разбиения интервала все сеансы начинаются 
с проверки ЧП-интервала длины s. Поэтому вероятностные характеристи­
ки сеансов не зависят от их номеров. 

Для произвольного алгоритма разбиения интервала введем следующие 
обозначения. Обозначим через %и кратность конфликта в первом окне и-то 
сеанса, через хи — длину этого сеанса, выраженную в числе окон, а через 
v„ — число успешно переданных за сеанс пакетов. Величины \и, т„, vu яв-
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ляются случайными, их распределения вероятностей можно определить 
для данного алгоритма. Для ждущего алгоритма разбиения интервала эти 
распределения не зависят от и, поэтому символы | , т, v в этом случае мо­
гут не сопровождаться индексом и. 

Перейдем теперь к определению скорости ждущего алгоритма разбие­
ния интервала. Обозначим через iV=Ev математическое ожидание числа 
пакетов, успешно переданных за сеанс; через Г (1)=Ет математическое 
ожидание длины сеанса. Величины N и T(i) зависят от параметров v=Xs и 
а. Скорость R ждущего алгоритма разбиения интервала определяется ра­
венством 

(1) # = тах(Л7Г ( 1 )). 
г»,а 

Скорость имеет смысл среднего числа пакетов, получающих успешную 
передачу в одном окне при оптимальном выборе параметров г; и а. Опреде­
ление скорости в виде равенства (1) имеет смысл в случае, когда средняя 
длина сеанса конечна (Г(1)<°°). 

Пусть Nk=E[v\£>=k] обозначает условное математическое ожидание 
числа успешно переданных за сеанс пакетов при условии, что кратность 
конфликта в первом окне сеанса равна к, а Тк =Е[т|£=А:] обозначает 
аналогичное условное математическое ожидание длины сеанса. Величины 
Nh и Тъ зависят от а и не зависят от v. Для безусловных математиче­
ских ожиданий N и Г(1) имеем 

оо оо 

(2) N = £ph(v)Nh, T^^}^ph(v)T^. 
ft=0 h=0 

При любом естественном определении скорости не ждущего алгоритма 
можно показать, что скорости ждущего и не ждущего алгоритмов совпада­
ют. Поэтому для простоты мы определим скорость не ждущего алгоритма 
как скорость соответствующего ему ждущего алгоритма. 

Вычислим теперь скорость алгоритма 0,329 для У — НУ. Из описания 
алгоритма следует, что 

7V0=0, ^ = 1 , iV2=2, 

Tl
0

i}=2, Z V ' - l , 

Г2
(1) =P20 (2+Г2

(1>) +4P21+P22 (2+Г2
(1)), 

ft 

Т^=РМ ( 2+ГГ) +Pkl (2+Tl
kL\) + £ , Pu (2+Г,(1>), ft>3, 

1=2 

где Phi=Ch
lal(l—a)h-\ Ch

l — биномиальный коэффициент. 
После несложных преобразований имеем 

(3) iV0=0, ^ = 1 , 7V2=2, 
ft-i 

Nh = (/>„(1+tf*-.) + Ц л , # « ) / (1-Ри-Р*), к>3; 
, 1=2 

T0
W=2, 7\ (1)=1, Г2

(1 '=2+2/Р2Ь 
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ft—1 

TuW=(2+PkiT£\ + 2iPhlT}i))/ (1-Pk0-Pkh), k>3. 
1=2 

Используя (3), (2) и (1), получаем Д=0,32953. Эта скорость дости­
гается при 17=1,3375 и а=0,4637. 

§ 3. Границы для задержек 

Здесь представлены две теоремы, дающие границы для средней за­
держки пакета для произвольного заданного алгоритма разбиения интер­
вала. Первая теорема дает верхнюю границу для среднесеансной задерж­
ки для ждущего алгоритма. Вторая дает верхнюю и нижнюю границы для 
средней задержки для не ждущего алгоритма. Теоремы использованы для 
вычисления границ для задержек, относящихся к алгоритмам 0,329 для 
У - НУ и 0,307 для П - НП. 

Дадим определение средней задержки. Для любого заданного пакета 
его задержкой б называется время с момента х, x£R+ — его возникновения 
До момента w, w£IQ — начала его успешной передачи; б=ш—х^О. Величи­
на 6 является случайной. Номерами г=1, 2,. . . занумеруем пакеты в по­
рядке их возникновения. Обозначим через 6* задержку пакета с номером i. 
Среднюю задержку пакета d для заданного алгоритма определим равенст­
вом 

п 

(4) d = lim(l/n)E(X|S<), 
П-+°° 2 = 1 

если предел в (4) существует. 
Приведем теперь два других определения задержки — одно для ждуще­

го (равенство (5)), другое для не ждущего (равенство (6)) алгоритмов 
разбиения интервала. 

Занумеруем пакеты, получившие успешную передачу в сеансе и жду­
щего алгоритма разбиения интервала, номерами 1=1, 2 , . . . , vu; нумера­
цию проведем в порядке возникновения пакетов. Равенство vu=0 означает, 
что сеанс и был пустым, т. е. в нем не получил успешной передачи ни один 
из пакетов. Обозначим через 6*,u задержку пакета с номером I из сеанса и. 
Среднюю задержку пакета для ждущего алгоритма разбиения интервала 
определим равенством 

(5) d = l i m [ E ( ^ 6 , i U ) / E v u ] , 

если предел в (5) существует. Если в (5) vw=0, то следует положить 
S 8j,u=0. Определенная таким образом задержка d называется средне­
сеансной. Определение (5) несколько отличается от определения, данного 
в работе [8]. 

Прежде чем дать определение задержки для не ждущего алгоритма, 
введем некоторые обозначения, относящиеся как к ждущему, так и не 
ждущему алгоритмам разбиения интервала. Обозначим через tu* момент 
начала сеанса и, а через tu — момент его окончания. Пусть \хи= \Dtu—Dtu_\ = 
^yu—ytu-i, где Dtu-i= [0, ytu-i) и Dtu= [0, у и) ~ множества, просмотренные 
к моментам £u-i и tu окончания сеансов и—1 и и, соответственно; случай­
ная величина \iu есть длина интервала, просмотренного в сеансе и. Пусть 
K)u=tu—у и и v)u*=tu+i —Уы, иЫи tu£lu tu+i еЛ, ytu£R+. 

Случайные величины г\и и г[и* называются запаздыванием алгоритма 
Ё момент окончания сеанса и и в момент начала сеанса и+1, соответствен­
но. Отметим, что для не ждущего алгоритма ци*=Ци при любом и. Обозна-
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% = h\ 
Чи-f 
у* 

7u-t 
a 

Pu 

y*u-t Tu-1 Tu 

Ии 

би+1 = 5 

би< S 

Пи = 7!и 

*u 

Рис. 1. Иллюстрация введенных обозначений: а - в слу­
чае ждущего алгоритма, б - в случае не ждущего алго­

ритма 

чим через ои длину интервала, проверяемого в первом окне и-то сеанса, 
В случае ждущего алгоритма ou=s при любом и, а в случае не ждущего 
алгоритма aw=min(s, T|U-I). Введенные обозначения показаны на рис, i 

Пусть а«=1 для некоторого и. Можно показать, что в этом случае ^ 
может принимать значения из некоторого счетного множества, являющего* 
ся подмножеством интервала (0, 1]. Обозначим это множество через 
31(1) = (г1? Г 2 ? . . . } . Пусть теперь си=Ь>1 для некоторого и. Очевидно, 
в этом случае \хиШ{Ъ) = {Ъги Ъг2,...}. Таким образом, в обозначениях, вве­
денных выше, \iu^(Ои). 

Для заданного алгоритма разбиения интервала обозначим через д< но­
мер йго (по порядку возникновения) сеанса, имеющего v}Ui = 1, №h, т. е, 

u2=min(u: r]u=l, u>Ui, и£12),..., 

ю< = т т ( ю : Ti„==l, и>щ-и uGlu._i+i). 

Интервал [tUi, tu ) назовем i-м циклом. Обозначим через р< число паке. 

тов, успешно переданных в течение г-го цикла. Пакеты, получившие успеш^ 
ную передачу в i-м цикле, занумеруем в порядке их возникновения но*-

где мерами 7=1, 2 , . . . , р*. Введем обозначения: (?=Е[р<], С=Е [2-J6^' J' 

6ц — задержка /-го пакета из i-то цикла. Математические ожидания ( ? и С 
не зависят от i. Среднюю задержку пакета для не ждущего алгоритма раз-



биения интервала определим теперь равенством 

(6) d=C/Q, 

если Q<°°, С<°°. Как следует из теории процессов регенерации, опреде­
ление (6) эквивалентно определению (4) (см. [9]). 

Рассмотрим такой ждущий алгоритм, для которого \iu=s при любом и 
(таким является, например, рассматриваемый ниже алгоритм 0,307 для 
П — НП). Для него необходимым условием конечности Q и С является су­
ществование такого целого д, что произведение ns есть целое число. Если 
однако s — иррациональное, то необходимое условие не выполняется. По­
этому, вообще говоря, определение (6) не применимо для ждущего алго­
ритма. Этим объясняется введение своего определения (5) для ждущего 
алгоритма. 

Введем в рассмотрение еще две случайные величины. Обозначим через 
(ои суммарную задержку всех vu пакетов, получающих успешную передачу 
в сеансе и, от момента tu* начала сеанса до их успешной передачи. Обозна­
чим через ури суммарную задержку тех же vu пакетов, от момента их воз­
никновения до момента z/*u_,+au, т. е. правого конца интервала, проверяе­
мого в первом окне и-то сеанса. 

Ниже в виде теорем 1 и 2 даются два вида границ для задержек. Пред­
ставленные границы справедливы при условии ETM<EJLXU. СМЫСЛ условия 
Ети<Е|ыи состоит в том, что в среднем в результате сеанса к просмотрен­
ному интервалу присоединяется интервал, длина которого больше чем 
время, затраченное на его просмотр. Поскольку, как легко убедиться, Evu= 
=ЯЕ|яи, условие ETU<EJLIU эквивалентно условию K<N/T(i). 

Т е о р е м а 1. Если выполнено условие K<N/T{i\ то для произвольно­
го ждущего алгоритма разбиения интервала справедлива следующая верх­
няя граница для среднесеансной задержки (5): 

оо оо 

(7) d^d(s,X)=l + ^ph(ls)(Fk+sGh)(
,£ipk(ks)Nk) + 

ft=i fc=l 
оо 

+ XU(te) (s2W™+Th
m-2sRh)X 

1 ft=0 
оо 

x(2^ftaS)(S<)-n(1)))~1, 
h=0 

где Wh
(1) = E [ ^ | ^ = / c , a u = l ] , 

Wk
(2)E[iiu

2]lu=k,ou=l], Rk=E[xuiiu\lu=k, o u = l ] , 

Ffc=E[cou|S»=A], Gk=E[qu\%u=k, o„=l] 

и эти условные математические ожидания не зависят от номера сеанса и. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Суммарная задержка всех vu пакетов, получив­

ших успешную передачу в сеансе и, складывается из трех слагаемых: за­
держек всех vu пакетов до момента z/*tt_t+s, задержек всех vu пакетов от мо­
мента yta^+s до момента tu* и задержек всех vu пакетов от момента tu* до 
их успешной передачи. Поэтому 

va 

1=1 
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или, с учетом (5), имеем ] 

(8) d = lim [E(i|)u+coM+vu(r]u-1-5))/Evtt]= •---• ^ 
U-*oo 

= Е (if>w+G)„) /Evu + Hm Ци-i—s. 
U-+OO 

Здесь использована независимость случайных величин Ци-х и vtt, 
а также независимость распределений вероятностей случайных величин 
ij)u, (Ои и vu от номера сеанса и. В работе [8] при K<N/T{i) получена сле­
дующая граница 

(9) limEti;_1<l+*+ J] , f t ( to) (s2W{
h
2) +Tk

m-2sRh)X 

X^^pMisW^-T^))"* . 
*—0 

Хотя граница (9) получена для случая алгоритма дробления, она остает­
ся справедливой для случая произвольного ждущего алгоритма разбиения 
интервала. Из (8) и (9), используя равенства 

ОО 0 0 

E(o|)u+tOu)= }_iPh(ls) (Fh+sGk), Ev„ = 2 J ft ft») #*, 

получаем (7). 
Т е о р е м а 2. Если выполнено условие X<N/T{i\ то для произвольно­

го не ждущего алгоритма разбиения интервала справедливы следующие 
верхняя и нижняя границы для средней задержки (6) 
(10) Cl/XHu=dl<d<du=CJlHh 
где 
(11) Hu=T"(X)+a(T"(X)-W^(X)+l-q)+f>u(l-q), 

#,=#„-(pu-fc)(l-g), 
Cu=F(X)+G(X)+^[l-q+W^(X)-2R(X)+Tw(X)-2W^(X) + 
+2TW (X) ]+е[1_д_И7<" (Я.) +TW(X) ] +ф«(1-д), 

С,=Си— (ф„—ф,) (\—q), 
(12) a=Tw(Xs)/(W<l)(Xs)-T^(Xs)), 

P„ = max{-a, sup /(&)}, $1= inf /(b), 
l < b < s l < b < s 

f(b) = [T^(Xb)+a{Tw(Xb)-
~W^(Xb)-q(b)}]/q(b), 
4=N(Xs)/[2(W^ (Xs)-Г»> (Xs)) ], 
R=[F(Xs)+G(Xs)-sN(Xs) + 
+T {W<» (Xs) -2R(Xs) +T^ (Xs)} IX 
YrW"(Xs)-T(i)(Xs)]-\ 
q „ = sup g(b), ф ,= inf g(b), 

?f6)=[F(^b)+G(Xb)+'Y{W<8»(^)-
- 2 Я (%b) +Tm (Xb) -2bWll) (Xb) + 



+2ЬТ«> (Xb)-q(b)}-e{Ww (Щ-
-T«>{Kb)+q(b)}]/q(b), 

CO CO 

(13) Г'>(*) = TiPh(z)Tf\ T^(z) = £pk(z)Tr, 

со со 

W^(z)=zK-1 Ц,А(*)И\(1). W^{z)=z\-^ph{z)W?\ 
fc=0 fc=0 

CO CO 

R (z) =2Я-1 J^ph (z) Rk, N(z)= X Л (z) ^ 
fc=0 fc=0 

CO CO 

TO= ЦлФ*'*, G(z)=zX-'J]l^(z)G»-
fc=0 fe=0 

В (12) #(&)=Рг[ти=1|ои==6], e (11) q=q(l), а в (13) использованы 
Обозначения из теоремы 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим для не ждущего алгоритма разбие­
ния интервала через H=E(t2—t1) математическое ожидание длины цикла. 
Тогда, как легко убедиться, при K<N/T{i) математическое ожидание числа 
пакетов, успешно переданных за цикл, Q=XH и в соответствии с (6) имеем 
d=C/XH. 

Введем в рассмотрение случайные величины: hb — число окон от перво­
го окна сеанса и, для которого r]u_1=6, до конца цикла; съ — суммарная за­
держка пакетов, получивших успешную передачу в этих окнах, fcG[l, oo)# 
Обозначим Hb=Ehb, Cb=Ecb. Имеем Н=Ни С=С{. 

Составим уравнения для нахождения Я и С В соответствии с определе­
нием не ждущего алгоритма разбиения интервала имеем 

(14) Hb=E[tu\cu=b] + J^q(iJ\b)Hb.i+j, l^b^s, 
V 

Hb=E[xu\Gu=s]+2^9(^1 \s) Hb-i+h b>s, 

где q(i, j\z)=Pr[[iu=i1 ru=^j\ou=z]. Суммирование в (14) проводится по 
tea(min(6f 5)), /e/ l e 

Для Cb имеем 
(15) C6=E[(»1 , |o„=b]+E[^|ou=b] + 5]|g(<f/|b)Cb_1+J, K K s , 

V 
ЗФ1 

C6=E[o)u|au=5]+E[i|)u|au==5] + (b-5)E[vu |ou=5] + 

+ ZJl(hl\s)Cb-i+i, b>s. 

Так же, как в [9, 10], строятся верхний и нижний барьеры для решений 
Hi и d уравнений (14) и (15). При построении барьеров нет необходи­
мости находить распределение g(i, j\z), а нужно только значение q(i, j\z) 
при / = 1 , которое выражается равенством 

\q (z) при i • 
остальных случаях. 
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Строя теперь при %<N/T{1) барьеры для решений (как в [9, 10]), ис­
пользуя равенство d=C/KH1 а также равенства 

E [ T U | O U = Z ] = I ( * ) ( ? U ) ^ 

E[U,U
2 |GU=2] =W(2>(Xz)f E[jiuTu|ou=z]=ii(^),E[v«|ou=z]=iV(A^)> 

E[cou|ou=z] = F (hz), E[4>u|a»=s] =G (Xz), 
получаем (10) —(13). ^ 

Вычислим теперь границы для задержки для ждущего и не ждущего 
.алгоритмов 0,329 при У — НУ, используя теоремы 1 и 2. Как следует из 

теорем, для этого необходимо найти Fkt Gk> которые 
одинаковы для ждущего и не ждущего алгоритмов , а также найти q(b). 

Имеем 
(16) q(b)=Pv&u=l\ou=b}=Xbe-u. 

Введем в рассмотрение двумерную производящую функцию 
G(zlt z2\k)=E[zS»z^\lu=k, o .= l ] . 

Для алгоритма 0,329 имеем 
(17) G(1,11A)=1, G(zu z2|0)=Zl

2z2, 
G(z l )z2 |l)=z1z2, 
G (Zi, zz 12) =P 2 , Z l VG (2t> z2

(1_a) 12) + 
+P21z1

4z2+P22z1
2G(z1,z/|2), 

G (z4) z21Л) =PMz^G (Zl, z2
(1_a> | Л) + 

ft 

+P f c lZ lVG(Zl l z<1_e) |ft-1) + £ , ^.Zi*G(z„ V |Z), A;>3. 
1 = 2 

Принимая во внимание равенства 
±) dG{zuzS | ft) 

TV*) 
ft — dzt 

y W ^ ^ O + f 6 ^ ' 2 * 0 ! * ) 

аШГ = 

dzS 
(1) дС(г£)г2

а|А;) 
2l = Z 2 = l 

dz2 

(2) (U d2G(zuz2
a\k) 

d£2 

^ f e 

92G(zi,za
a|ft) 

dzt dz2 
, 0 < a < l 

и дифференцируя уравнения (17), получаем следующие рекуррентные 

уравнения для i к •' wr, RH­

US) f0
(2)=4, J f^- l , Tt

w^i0+[2+Til) а+ЪРи+ЪРгг)]/Ри, 
Th

m=[2+T™ (l+3PM+3PWk)+PM(32'l|i)1+rii),) + 

+ I]1P»I(32'I
(,)+7,i,)) ]/(l-PM-Ptt), *>3; 
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W0
(l)=l, ^ Г = 1 , ^ i > - ( e P » + i > « ) / ( l - ( l - e ) ^ » - a P « ) , 

Wtl) = [aPM+Phl (a+ (l-a) W£t) + 
k-i 

+ a £ i ' u W / , , ] / ( l - ( l - e ) V e P u ) , Л>3; 

W0
(2)=l, Wi2)=i, Wz

m=[W<l){l+P20(l-a)(2a-l)-
-aP22}+a(a-i)P20]/(i-(i-a)zP20-azP22), 

Wh
(2±[wi1)(l-aPkh)+a(a-l)(PM+Phl) + 

k-i 

+ (l-a) (2a-l) (ЛЖ'^Ж- . ) +£,Л« W " L 

J = 2 

- a ^ * ( 1 > ) ] / (1-(1-й) 2Ло-« 2^) , Л>3; 

Я0=2, -Я.—1, #2=[Р2„{2а+2(1-а)^2
(1,+аГ2

(1,}+4Л.+ 

+2aP22W2
(i) ]/(l-(l-a)P2„-aP2 2), 

П> = [2^ ( 1 ) (аР№+(1-а)Рм)+2а(Рм+Рм)+2(1-а)Л1^-1 + 

+aPMTh
w+Phl (0ГЛ+ (1-е) Я*-.) + 

+ а £ л < (2^,(1,+Л,) ] / ( 1 - (l-a)PM-aPhh), k>3. 
I—г 

Для Fk и Gft имеем 
(19) F0=0, ^ = 0 , F2=l+4/P21, 

^* = [жк{Ры+Р») +2Pkl (i+N^) + 
* - 1 

+ JjP» (2N,+F,) ] I (1-PM-Phk), k>3; 
1 = 2 

G0=0, G,=l/2, 
G2=[P„(3/2-a)+2PM( l-a)]/( l-( l-c)P i e-aPM) , 

G* = [Phl (1-Я/2+ ( l -a) G».,) + (l-a)/>JV»+ 

+ Ep«((l-e)JV«+aC () ] / ( l - ( l - e ) P M - a P « ) , *>3. 
Z=2 

Величины iVfe и 7\ являются решениями рекуррентных уравнений 
(3). Значения Г*11', И7' \ Rhj Nh, Fh, G ft, вычисленные с помощью (З), 
(18), (19) при оптимальном значении а=0,4637, для к из диапазона 0<&< 
<10, помещены в табл. 1. 

Используя решения систем (3), (18) и (19) при а=0,4637. а также 
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Таблица 1 

k 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

T(D 

2 
1 
6,0211 
8,7019 
9,8559 

10,281 
10,584 
10,911 
11,241 
11,548 
11,824 

т(2) 

4 
1 

44,381 
85,675 

108,75 
118,55 
125,26 
132,41 
139,78 
146,82 
153,30 

< 

1 
1 
0,8454 
0,6590 
0,5169 
0,4243 
0,3626 
0,3179 
0,2833 
0,2555 
0,2324 

Ч 2 ) 

1 
1 
0,7808 
0,4239 
0,2857 
0,2024 
0,1514 
0,1179 
0,0945 
0,0774 
0,0646 1 

*к 

0 
0 
9,0422 

10,992 
12,604 
13,791 
14,853 
15,823 
16,686 
17,445 
18,118 

<** 

0 
0,5 
1 
1,3650 
1,5959 
1,7483 
1,8605 
1,9485 
2,0185 
2,0745 
2,1195 

Nu 

0 
1 
2 
2,5362 
2,6362 
2,5849 
2,5462 
2,5384 
2,5435 
2,5503 
2,5550 

лк 

2 
1 
4,6759 
5,5232 
5,1018 
4,3552 
3,7615 
3,3562 
3,0641 
2,8341 
2,6415 

Таблица 2 

X 

0,001 
0,01 
од 
0,15 

dA 

4,0801 
4,2713 
6,2076 
7,5349 

dB 

2,0726 
2,3135 
4,4298 
6,0442 

So (X) 

2,02999 
2,0894 
2,3945 
2,6199 

X 

0,2 
0,25 
0,3 

dA 

9,5136 
13,553 
30,466 

dB 

8,4382 
12,984 
30,349 

So(M 

2,9372 
3,3895 
3,9131 

Таблица 3 

I 

0,001 
0,01 
0,1 
0Д5 
0,2 
0,25 
0,3 
0,325 

du 

516,19 
66,222 
23,197 
24,637 
30,091 
44,860 

114,27 
732,54 

di 

0,0005 
0,0064 
0,1899 
0,4106 
0,8068 
1,7005 
5,6442 

40,393 

Hu 

2968,6 
294,85 
31,591 
24,040 
22,478 
26,371 
53,082 

301,17 

Hi 

2,9656 
2,9192 
2,8584 
3,1037 
3,6807 
5,1345 

11,797 
70,722 J 

Cu 

1,5308 
1,9332 
6,6308 

11,470 
22,152 i 
57,584 

404,43 
16837 1 

Ci 

U,0015 
0,0191 
0,5999 
1,4808 
3,6273 

11,211 
89,882 

3953,7 

равенство (16), с помощью теорем 1 и 2 можно с любой требуемой точ­
ностью вычислить границы для задержек не ждущего и ждущего алгорит­
мов 0,329 для заданных s и X. Для ждущего алгоритма вычисления прово­
дились в двух случаях: (А) $=у/й=4,0588, где z;=l,3375 — оптимальное 
значение параметра Xs, a #=0,32953 — скорость алгоритма 0,329; (В) зна­
чение s выбиралось равным s0(X), где s0(X) — значение s, на котором дости­
гается минимум d(s, X) по s при фиксированном значении X. Найденные 
численные значения dA — границы для случая (̂ 4) и dB — границы для 
случая (В), а также значения s0(X) помещены в табл. 2. Поведение гра­
ниц dA и dB в зависимости от X показано на рис. 2. Численные значения 
верхней (du) и нижней (dt) границ для не ждущего алгоритма, вычислен­
ные при s=4,0588, а также значения Яи, Hh Си и Сг помещены в табл. 3. 

Перейдем теперь к вычислению границ для задержек для алгоритма 
0,307 с обратной связью П — НП. 

Ждущий вариант алгоритма 0,307 для П — НП описан в работах [5, 7]; 
его описание здесь не дается. Алгоритм 0,307 принадлежит классу алго­
ритмов разбиения интервала, поэтому для него справедливы теоремы 1 и 2. 
В алгоритме 0,307 в течение сеанса получают успешную передачу все па­
кеты, моменты возникновения которых принадлежат интервалу, проверяе­
мому в первом окне сеанса. Составим уравнения для вычисления Tk

 f * Wh
{l\ 
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0,3 К 0,3 k 0,1 0,1 

Рис. 2 Рис. 3 
Рис. 2. Зависимость границ от интенсивности входного трафика для алгоритма 0,329 
Рис. 3. Зависимость границ для задержки от интенсивности входного трафика для 

алгоритма 0,307 

Fk, Gh, Rk и Nh. Эти величины зависят от а и не зависят от s. Имеем 

(20) WV'W, Wr=i, Rk=Tk
(i), Nh=k, Gh=k/2. 

Введем в рассмотрение производящую функцию 
G(z\k)=E[z^\lu=k]. 

Для алгоритма 0,307 имеем 
(21) G(l\k)=l, G(z\0)=z, G(z\l)=z\ 

G(z\2)=P2„zG(z\2)+z5P2l-hP22z2G(z\2), 
G{z\k) =PMzG (z | k) +Phhz*G {z\k) + 

ft-1 

+ Jj>u*?G (z\l)G(z\ k-l), k>d. 
(—1 

Принимая во внимание равенства 
,(D dG{z\k) 
h dz~ 

T™=T^+
d*G(z\V 

dz* 
и дифференцируя уравнения (21), для Т** получаем следующие рекур­
рентные уравнения: 
(22) Г0

(1)=1, Т^=2, Г2
(1)=(1+4Р21+Р22)/Р21, 

fc-i 

r „ " W , Т™=4, Т2
(2)=Т(

2
1) (1+12(Р2„+2Л2)]/ 

/ ( 1 - P M - P „ ) }+2Ptt/(l-PM-P») +20, 
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Таблица 4" 

k 

0 
1 
2 
3 
4 
5 

T(D 

1 
2 
6,41444 

10,8845 
15,0668 
19,3162 

T(2) 

1 
4 

45,2800 
123,500 
233,705 
381,550 

*k 

0 
0 
7,82888 

21,2391 
35,7412 
51,9488 

fc 

6 
7 
8 
9 

10 

23,5832 
27,8521 
32,1194 
36,3852 
40,6501 

T<2) 

566,327 , 
787,588 

1045,19 
1339,10 
1669,34 

Fk 

69,4063 
87,8579 

107,146 
127,165 
147,832 

Таблица 5 

X 

0,001 
0,01 
од 
0,15 

dA 

4,0408 
4,1578 
5,6042 
6,8255 

'*B 

1,5501 
1,7069 
3,2373 
4,6764 

s0 (A,) 

1,0235 
1,0855 -
1,4877 
1,7636 J 

X 

1 0,2 
0,25 
0,3 

dA 

8,8909 
14,053 
84,136 

dB 

7,1653 
13,021 
83,920 

s0 (X) 

2,1427 
2,7211 
3,4623 

Таблица 6 

X 

0,001 
0,01 
од 0,15 
0,2 
0,25 
0,3 

d* 

0,5052 
0,5546 
1,4162 
2,4671 
4,6645 

11,057 
105,70 

di 

0,5041 
0,5430 
1,1595 
1,8272 
3,1173 
6,6846 

58,002 

Hu 

1,0024 
1,0246 
1,3340 
1,6414 
2,2183 
3,7677 

25,559 

Hi 

1,0013 
1,0144 
1,2070 
1,4128 
1,8162 
2,9343 

18,935 

Cu 

0,0005 
0,0056 
0,1709 
0,5228 i 
1,6943 1 
8,1118 

600,46 1 

<>l 

0,0005 
0,0055 
0,1546 
0,4499 
1,3830 
6,2966 

444,76 

Tk
w=T^ {A+[2(PM+2Phk) ]/(i-PM-Pkk)} + 

k-l 

+ [i>M-4+ £,/>„ {ТГ+Т^г+2^ О ] / (1-Pk0-Pkk), к>3.. 
1 = 1 

Для Fh имеем 
(23) F0=0, ^ = 0 , F2=(2+3/>21+2P22)/P21, 

Fh=[(A-3PM-2Phh)k+^Phl(Fl+Fk_i) ]/ (l-PM-Phk): k>3. 
1 = 1 

Используя (20), (22), (2) и (1), для скорости R алгоритма 0,307 имеем: 
i?=0,30757 при 5=3,5281 и а=0,4185. Значения Т[1) , Fk, вычисленные 
с помощью (22) и (23) при оптимальном значении а=0,4185, для к из 
диапазона 0<к<10, помещены в табл. 4. Используя (20), (22), (23) и 
теоремы 1 и 2, можно с любой требуемой точностью вычислить границы 
для задержек алгоритма 0,307. Для ждущего варианта алгоритма (так же, 
как и в случае алгоритму 0,329 для У — НУ) вычислялись две границы: 
dA — в случае 5=3,5281, dB — в случае s=s0(X). Найденные численные зна­
чения dA, dB и So (к) для ждущего алгоритма 0,307 помещены в табл. 5. 
В табл. 6 помещены значения du, dh Ни, Hh_Cu, Ct для не ждущего алго­
ритма 0,307. Поведение границ du, dh dA и dB в зависимости от % показано 
на рис. 3. 

Полученные результаты показывают, что для не ждущего алгоритма 
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0,307 при малых значениях к теорема 2 дает верхнюю и нижнюю границы 
для задержки, близкие к ее точному значению (т. к. du—dt-^0 при %-*0). 
Но с ростом А, границы быстро расходятся. Кроме того, при ЯХЗ,28 
значения границы du для не ждущего алгоритма превышают значения 
границы dA для ждущего алгоритма, хотя точная задержка не ждущего 
алгоритма разбиения интервала, видимо, не должна превышать задержку 
ждущего алгоритма во всем диапазоне 0<X<R. 

Для алгоритма 0,329 теорема 2 не дает границ, близких к точным за­
держкам (см. табл. 3). Причина в том, что q(b)=Kbe~%b стремится к нулю 
при Я-^0. Теорема 2 дает хорошие границы в области малых X для не жду­
щих алгоритмов разбиения интервала при троичной обратной связи (на­
пример, алгоритм дробления, см. [9]) и при двоичных обратных связях 
вида К — НК и П — НП. Для улучшения границ в случае обратной связи 
вида У — НУ необходимо найти более точные границы для решений си­
стем (14) и (15). 
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