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ЗАКОН НУЛЯ ИЛИ ЕДИНИЦЫ ДЛЯ СКОРОСТЕЙ
СХОДИМОСТИ В ЭРГОДИЧЕСКОЙ ТЕОРЕМЕ
БИРКГОФА С НЕПРЕРЫВНЫМ ВРЕМЕНЕМ

А. Г. Качуровский, И. В. Подвигин, А. А. Свищëв

В эргодической теореме Биркгофа с непрерывным временем рас-
сматриваются монотонные поточечные оценки скоростей сходимо-
сти. Для действия эргодического полупотока в пространстве Лебега
доказано, что такие оценки имеют место на множестве либо полной
меры, либо нулевой. Показано, что монотонные оценки, справедли-
вые п. в., всегда существуют. Исследована решетка таких оценок,
рассмотрены вопросы об их неулучшаемости.

Ключевые слова и фразы: эргодическая теорема Биркгофа, скоро-
сти сходимости в эргодических теоремах, расширение эндоморфиз-
мов, оптимальные оценки, решетки оценок.

§1. Введение

1.1. Эргодические средние. Пусть (Ω,Σ, µ) — пространство с вероят-
ностной мерой, T = {T t}t≥0 — полупоток, т. е. такая однопараметрическая
полугруппа эндоморфизмов T t этого пространства, что для любой измери-
мой (комплекснозначной) функции f(ω) на Ω функция f (T tω) измерима
на прямом произведении Ω × R+.

Для f ∈ L1(Ω), ω ∈ Ω и t > 0 положим

AT

t f(ω) =
1

t

∫ t

0

f (T sω) ds.

Индивидуальная эргодическая теорема Биркгофа утверждает суще-
ствование µ-п. в. предела f ∗ = limt→∞AT

t f и справедливость равенства
Ef ∗ = Ef . В случае эргодического полупотока (когда любые инвариант-
ные множества имеют меру либо 0, либо 1) µ-п. в. f ∗ равен Ef .

Будем предполагать в дальнейшем, что T = {T t}t≥0 — эргодический
полупоток, а функция f имеет нулевое пространственное среднее, т. е.
Ef = 0; подпространство таких функций в L1(Ω) обозначим через L0

1(Ω).

Работа выполнена в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект №0314-
2019-0005).
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66 А. Г. Качуровский, И. В. Подвигин, А. А. Свищëв

Наряду с эргодическими средними AT

t f(ω) будем рассматривать их моно-

тонную огибающую

AT

t f(ω) = sup
s≥t

∣∣AT

s f(ω)
∣∣ .

Ясно, что µ-п. в. limt→∞AT

t f(ω) = 0.

1.2. Скорости сходимости: два подхода. Есть два подхода к оценке
скорости сходимости (к нулю) при t → ∞ числовой функции a : R+ → R.
Рассмотрим монотонную огибающую этой функции m(t) = sups≥t |a(s)|.
Можно для каждого ε > 0 оценивать сверху время t входа функции a в ε-
окрестность ее предела навсегда (т. е. такие t > 0, для которых m(t) ста-
новится меньше ε). А можно непосредственно оценивать величины |a(t)|
и m(t) для каждого t > 0 (и, сравнивая получаемые оценки с эталонны-
ми, говорить, например, о степенном или экспоненциальном убывании a(t)
при t→ ∞).

Соответственно возникают два хорошо известных в общей теории сто-
хастических процессов вероятностных подхода к оценке скорости сходи-
мости п. в. (к нулю) при t→ ∞ эргодических средних AT

t f .
При первом подходе мы для каждого ε > 0 оцениваем снизу для данно-

го t > 0 вероятности того, что AT

t f уже вошла в ε-окрестность ее предела
навсегда, т. е. получаем оценку снизу скорости роста к единице для каж-
дого ε > 0 при t→ ∞ числовой величины µ{sups≥t |AT

s f | < ε} или, что то
же самое, оценку сверху скорости убывания к нулю комплементарной ей
числовой величины

Pε
t = µ

{
sup
s≥t

∣∣AT

s f
∣∣ ≥ ε

}
= µ

{
AT

t f ≥ ε
}

(как нетрудно видеть, сходимость Pε
t к нулю для любого ε > 0 при t→ ∞

эквивалентна сходимости AT

t f к нулю п. в. при t→ ∞). Первые такие оцен-
ки (для дискретного времени) появились в [2, § 2] и [1]. Для непрерывного
времени этот подход детально разрабатывался в [11; 12] (оценки по скоро-
сти сходимости в эргодической теореме фон Неймана) и [3; 8] (по убыванию
вероятностей больших уклонений). Описание текущего состояния подхода
с асимптотически точными оценками для многих популярных в прило-
жениях классов динамических систем (например, для некоторых потоков
Аносова и потоков Тейхмюллера) можно найти в обзоре [4, гл. 2].

Второй подход развит намного слабее
(
см. обзор [2, § 3]

)
. Там полу-

чен, например, критерий максимальной возможной скорости сходимости
(в рамках этого подхода) в эргодической теореме Биркгофа с дискретным
временем, перенесенный недавно в [6] и на непрерывное время (см. теоре-
му 3.1 и следствие из нее); ниже упоминаются и некоторые другие извест-
ные результаты.
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Разработке этого второго подхода — а именно поиску надлежащих по-
становок задач об оценках скорости сходимости эргодических средних AT

t f
в его рамках, учитывающих специфику именно этого класса стохастиче-
ских процессов — и посвящена эта статья. Аналогичные вопросы для эр-
годической теоремы Биркгофа с дискретным временем были рассмотрены
ранее в [5].

1.3. Асимптотические оценки. Как и в дискретном случае [5], для
функции a : R+ → R асимптотическую оценку a(t) = O(ϕ(t)) при t→ ∞
будем называть наилучшей возможной, если она не может быть уточнена.
Последнее означает, что если имеет место другая асимптотическая оцен-
ка a(t) = O(ψ(t)) при t→ ∞, то ϕ(t) = O(ψ(t)) при t→ ∞. Легко видеть,
что оценка ϕ наилучшая возможная тогда и только тогда, когда найдутся
константы A,B > 0 такие, что для всех достаточно больших t ∈ R+

A|ϕ(t)| ≤ |a(t)| ≤ B|ϕ(t)|.
В этом случае также говорят, что a и ϕ эквивалентны и пишут a ≍ ϕ.

Будем называть асимптотическую оценку a(t) = O(ϕ(t)) при t→ ∞ оп-

тимальной, если дополнительно известно, что a(t) 6= o(ϕ(t)) при t→ ∞.
Очевидно, что наилучшая возможная оценка является оптимальной, а об-
ратное, вообще говоря, неверно. В качестве примера можно взять карди-
нальный синус

a(t) = sinc(t) :=
sin t

t
.

Нетрудно видеть, что a(t) = O(t−1) и a(t) 6= o(t−1) при t→ ∞, однако оцен-
ка O(t−1) не является наилучшей возможной для a(t). Отметим также,

что оптимальными будут также оценки a(t) = O
(

n
√

| sin t|

t

)
при t→ ∞ для

любого n ∈ N. При этом оценка O(t−1) является наименьшей монотонной
оптимальной оценкой (с точностью до умножения на константу).

На самом деле такая ситуация имеет место и в общем случае. Для убы-
вающей к нулю на бесконечности функции a(t) всегда существует наимень-
шая (с точностью до умножения на константу) монотонная оптимальная
оценка, задаваемая монотонной огибающей sups≥t |a(s)| функции a(t).

Ясно, что a(t) = O
(
sups≥t |a(s)|

)
при t→ ∞ является оптимальной мо-

нотонной оценкой. При этом если найдется еще одна оптимальная моно-
тонная оценка a(t) = O(ϕ(t)) при t→ ∞, то, взяв супремум от левой и
правой части, получим, что

sup
s≥t

|a(s)| ≤ Cϕ(t)

для некоторого C > 0.

1.4. Постановка задачи. Для каждой функции ϕ : R+ → R+, моно-
тонно убывающей к нулю на бесконечности, определим следующие изме-
римые множества:
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F (Ω, f,T;ϕ) =
{
ω ∈ Ω : AT

t f(ω) = O (ϕ(t)) при t→ ∞
}
,

E (Ω, f,T;ϕ) =
{
ω ∈ Ω : AT

t f(ω) = o (ϕ(t)) при t→ ∞
}
,

D (Ω, f,T;ϕ) =
{
ω ∈ Ω : ϕ(t) = O

(
AT

t f(ω)
)

при t→ ∞
}
.

Вполне естественно возникает вопрос о существовании неулучшаемой
оценки скорости сходимости эргодических средних. Неулучшаемость мы
понимаем в следующих двух смыслах: 1) в значении наилучшей возмож-

ной оценки и 2) в значении оптимальной оценки; имеющих место на мно-
жестве полной меры. Соответственно, как и в случае с дискретным вре-
менем [5], возникают следующие две задачи.

1. Определить, существует ли для данной ненулевой функции f ∈ L0
1(Ω)

неотрицательная монотонно убывающая к нулю на бесконечности функ-
ция ϕ такая, что µ

(
F (Ω, f,T;ϕ) ∩D(Ω, f,T;ϕ)

)
= 1?

2. Определить, существует ли для данной ненулевой функции f ∈ L0
1(Ω)

неотрицательная монотонно убывающая к нулю на бесконечности функ-
ция ϕ такая, что µ

(
F (Ω, f,T;ϕ) \ E(Ω, f,T;ϕ)

)
= 1?

Отметим, что, как и в случае дискретного времени [5, следствие 1],
первая задача имеет отрицательный ответ для любой ненулевой веще-
ственнозначной функции f . Доказательство этого факта основано на сле-
дующем (похожем, но все-таки отличном от дискретного случая) наблю-
дении: множество D имеет для таких f нулевую меру. Действительно,
хорошо известно, что эргодические средние AT

t f(ω) для вещественнознач-
ной функции f являются непрерывными п. в. функциями переменной t,
имеющими [13] бесконечное число нулей tn = tn(ω) ∈ R+, и tn → ∞. От-
сюда следует, что если множество D для некоторой монотонной ϕ будет
иметь положительную меру, то ϕ(tn(ω)) = 0 для п. в. ω ∈ D. Таким обра-
зом, ϕ зануляется с некоторого момента, чего не может быть, поскольку
ϕ > 0.

Как и в дискретном случае, рассмотрим аналоги этих задач для оги-
бающей {AT

t f(ω)}t∈R+. Монотонность огибающей облегчает изучение ее
асимптотических свойств по сравнению с колеблющимися эргодическими
средними.

Определим соответствующие множества для монотонной огибающей:

F (Ω, f,T;ϕ) =
{
ω ∈ Ω : AT

t f(ω) = O (ϕ(t)) при t→ ∞
}
,

E (Ω, f,T;ϕ) =
{
ω ∈ Ω : AT

t f(ω) = o (ϕ(t)) при t→ ∞
}
,

D (Ω, f,T;ϕ) =
{
ω ∈ Ω : ϕ(t) = O

(
AT

t f(ω)
)

при t→ ∞
}
.

Нетрудно видеть, что ввиду монотонности ϕ справедливы равенства

F (Ω, f,T;ϕ) = F (Ω, f,T;ϕ) и E (Ω, f,T;ϕ) = E (Ω, f,T;ϕ) .
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Кроме того, полезным является следующее описание этих множеств,
которое является простой переформулировкой определения:

F (Ω, f,T;ϕ) =

{
ω ∈ Ω : lim sup

t→∞

AT

t f(ω)

ϕ(t)
<∞

}
,

E (Ω, f,T;ϕ) =

{
ω ∈ Ω : lim sup

t→∞

AT

t f(ω)

ϕ(t)
= 0

}
,

D (Ω, f,T;ϕ) =

{
ω ∈ Ω :

(
lim inf

t→∞

AT

t f(ω)

ϕ(t)

)−1

<∞
}
.

Покажем, что введенные множества действительно измеримы; в отли-
чие от дискретного случая этот факт не совсем очевиден.

Лемма 1.1. Пусть T = {T t}t≥0 — полупоток в пространстве с веро-

ятностной мерой (Ω,Σ, µ), f ∈ L0
1(Ω) и функция ϕ : R+ → R+ монотонно

убывает к нулю на бесконечности. Тогда множества D, E ,F , D,E, F изме-

римы.

Доказательство. Огибающая AT

t f(ω) непрерывна как функция аргу-
мента t на множестве полной меры Ω

′

. У функции ϕ не более чем счет-
ное число разрывов в некоторых точках ti. Пусть P = Q+ ∪ {t0, t1, . . .}.
Нетрудно видеть, что

lim sup
t→∞

AT

t f(ω)

ϕ(t)
= lim sup

P∋t→∞

AT

t f(ω)

ϕ(t)
, lim inf

t→∞

AT

t f(ω)

ϕ(t)
= lim inf

P∋t→∞

AT

t f(ω)

ϕ(t)
на Ω

′

.

Отсюда получаем, что левые части равенств — измеримые функции, так
как они равняются соответственно верхнему и нижнему пределу счетно-
го числа измеримых функций. Тогда измеримость множеств D, E ,F , E, F
следует из последних представлений, написанных перед леммой. Для мно-
жества D рассуждения аналогичны выкладкам для D.

Задача о нахождении оценок поточечной скорости сходимости в эрго-
дической теореме Биркгофа успешна решена для некоторых конкретных
популярных в приложениях потоков T и достаточно гладких функций f(
см. вопрос Маргулиса об эффективной оценке [24] и работы [17; 19; 27; 28]

для некоторых орициклических потоков и [14; 16; 20] для некоторых плос-
ких потоков, а также ссылки в них

)
. Но вопрос о неулучшаемости в рас-

сматриваемом выше смысле, насколько известно авторам, не исследовал-
ся. Отметим также любопытное отличие дискретных и непрерывных оце-
нок, встречающихся в литературе: для дискретного времени оценки по-
лучены в основном в виде o-малого, а для непрерывного — в виде O-
большого.
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§2. Расширение эндоморфизмов и полупотоков

В дальнейшем мы будем считать рассматриваемое вероятностное про-
странство (Ω,Σ, µ) пространством Лебега (см., например, [9]); пусть S —
его эндоморфизм. Рассмотрим часто применяемую в различных прило-
жениях конструкцию естественного расширения эндоморфизма до авто-
морфизма [10], известную также как обратный предел (см., например, [26,
I.3]), или соленоид [15, 2.4].

По эндоморфизму S построим автоморфизм S̃ пространства Лебега(
Ω̃S, Σ̃, µ̃

)
, где

Ω̃S =
{
(ω0, ω1, . . .) ∈ ΩN | Sωn = ωn−1, n > 0

}
;

σ-алгебра Σ̃ порождена множествами

X̃n =
{
(ω0, ω1, . . .) ∈ Ω̃S | ωn ∈ X

}
, n ≥ 0, X ∈ Σ;

на этом порождающем семействе мера µ̃{X̃n} равняется µ{X} и продол-

жается до меры Лебега на все
(
Ω̃S, Σ̃, µ̃

)
; и, наконец,

S̃(ω0, ω1, . . .) = (Sω0, Sω1, . . .) = (Sω0, ω0, ω1, . . .).

Автоморфизм S̃ и есть естественное расширение эндоморфизма S. Обозна-
чив через π : Ω̃S → Ω естественную проекцию Ω̃S на нулевую координату,
т. е. π(ω0, ω1, . . .) = ω0, получим

π ◦ S̃ = S ◦ π и π∗µ̃ = µ.

Другими словами, эндоморфизм S пространства Лебега (Ω,Σ, µ) является

фактором автоморфизма S̃ пространства Лебега
(
Ω̃S, Σ̃, µ̃

)
. Также хорошо

известно, что эргодичность S эквивалентна эргодичности S̃.
Расширим эту конструкцию на полупотоки, следуя [23, теорема 2.1].

Для полупотока T = {T t}t≥0 пространства Лебега (Ω,Σ, µ) построим по-

ток U = {U t}t∈R в пространстве Лебега
(
Ω̃T 1 , Σ̃, µ̃

)
следующим образом.

Множество Ω̃T 1 — это соленоид, построенный по эндоморфизму T 1 (см.

выше дискретный случай), мера µ̃ и σ-алгебра Σ̃ строятся таким же обра-

зом, как в дискретном случае. На Ω̃T 1 действие полупотока переносится
по формуле

T̃ t(ω0, ω1, . . .) = (T tω0, T
tω1, . . .), t ≥ 0.

Так как T tT 1 =T 1T t для всех t≥ 0, нетрудно проверить, что T̃ t : Ω̃T 1 → Ω̃T 1 .
Кроме того, каждое отображение T̃ t обратимо. Действительно, для нату-
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ральных значений параметра T̃ n = (T̃ 1)n — обратимое отображение, по-

скольку T̃ 1 — это автоморфизм
(
Ω̃T 1 , Σ̃, µ̃

)
. Для всех других значений па-

раметра обратное отображение определяется следующим образом:

(T̃ t)−1 = (T̃ n)−1T̃ α,

где t ≥ 0, n ∈ N и α ∈ [0, 1) связаны соотношением t+ α = n. Таким обра-

зом, определяя автоморфизмы U t = T̃ t для t ≥ 0 и U t = (T̃ t)−1 для t < 0,
получаем

π ◦ U t = T t ◦ π, t ≥ 0 и π∗µ̃ = µ,

т. е. U t сохраняет меру µ̃ и, следовательно, U является потоком в про-
странстве Лебега

(
Ω̃T 1 , Σ̃, µ̃

)
. Кроме того, эргодичность потока U эквива-

лентна эргодичности полупотока T. Это может быть показано так же, как
и в дискретном случае [7, гл. 10, § 4].

Везде далее точки из Ω̃T 1 будем обозначать как ~ω. Приведем несколько
простых фактов, которые окажутся полезными в доказательстве последу-
ющих теорем.

Лемма 2.1. Пусть T = {T t}t≥0 — эргодический полупоток в простран-

стве Лебега (Ω,Σ, µ) и эргодический поток U = {U t}t∈R — его расширение

на пространство Лебега
(
Ω̃T 1 , Σ̃, µ̃

)
. Тогда для любой измеримой функции

g справедливы следующие утверждения:

(1) если g 6≡ 0 относительно µ, то f̃ := g ◦ π 6≡ 0 относительно µ̃;

(2) если g ∈ L0
1(Ω), то g̃ ∈ L0

1(Ω̃T 1) и AU

t g̃(~ω) = AT

t g(ω0).

Доказательство. (1) Если g отлична от 0 на измеримом множестве B

положительной меры µ, то g̃ также отлична от 0 на B̃0 ∈ Σ̃ и µ̃(B̃0) > 0.
(2) Из построения расширения получаем равенство средних по про-

странству ∫

eΩ
T1

g̃dµ̃ =

∫

Ω

gdµ = 0

и аналогично равенство временных средних

AU

t g̃(~ω) =
1

t

∫ t

0

g̃(Us~ω)ds=
1

t

∫ t

0

g(π(T̃ s~ω))ds=
1

t

∫ t

0

g(T sω0)ds=AT

t g(ω0).

§3. Свойства монотонной огибающей
эргодических средних

3.1. Наибольшая скорость убывания. Для дискретного времени асимп-
тотическая оценка O

(
1
n

)
при n → ∞ для эргодических средних эквива-

лентна тому, что усредняемая функция f когомологична нулю с ограни-
ченной функцией перехода, т. е. f = h ◦ T − h, где h ∈ L∞(Ω) (см. [2]).
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Кроме того, асимптотическая оценка o
(

1
n

)
при n→ ∞ справедлива только

для нулевой f (см. там же). Другими словами, для таких функций име-
ет место оптимальная оценка скорости сходимости эргодических средних
на множестве полной меры. Как показано в [6], аналогичный факт имеет
место и для непрерывного времени.

Теорема 3.1 [6]. Пусть T = {T t}t≥0 — эргодический полупоток в про-

странстве Лебега (Ω,Σ, µ). Для каждой f ∈ L1(Ω) следующие три условия

равносильны:

(1) AT

t f = O
(

1
t

)
при t→ ∞ на множестве положительной меры;

(2) существует такая константа C, что
∣∣AT

t f
∣∣ ≤ C

t
п. в. для всех t > 0;

(3) найдется h ∈ L∞(Ω) такая, что для п. в. ω ∈ Ω верно представление

f(ω) = lim
τ→0+

h(ω) − h ◦ T τ (ω)

τ
.

Следствие 3.1 [6]. Асимптотическое соотношениеAT

t f(ω) = o
(

1
t

)
при

t→ ∞ на множестве положительной меры возможно только в вырожден-

ном случае f ≡ 0 п. в. Таким образом, рассматриваемые в теореме 3.1
скорости сходимости являются максимально возможными.

Замечание 3.1. Теорема 3.1 и следствие 3.1 из нее доказаны в [6] для
вещественнозначных функций f . Переходя к вещественной и мнимой ча-
стям, нетрудно показать, что эти результаты справедливы и для комплекс-
нозначных функций.

Замечание 3.2. Условие (2) теоремы 3.1 равносильно условию

sup
t>0

∥∥∥∥
∫ t

0

f(T sω)ds

∥∥∥∥
∞

<∞.

Как показано в [22], последнее (в случае потока) эквивалентно тому, что f

лежит в образе генератора полугруппы {T̂ t}t≥0, действующей в L∞(Ω)
(
по

правилу T̂ tg(ω) = g(T tω)
)
, т. е. для некоторой функции h ∈ L∞(Ω) имеем

lim
τ→0+

∥∥∥∥f − T̂ τh− h

τ

∥∥∥∥
∞

= 0.

Там же показано, что этого условия достаточно для выполнения (3).

Замечание 3.3. Если функция f лежит в образе генератора полу-
группы {T̂ t}t≥0, действующей в Lp(Ω), p > 1, то для любого δ ∈ [0, 1 − 1/p)
на множестве полной меры справедлива асимптотическая оценка

AT

t f(ω) = o

(
1

tδ

)
при t→ ∞.
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Таким образом, асимптотическое соотношение для случая L∞(Ω), рассмот-
ренное в теореме 3.1, является предельным для асимптотики в Lp(Ω).

Покажем это, используя подход из дискретного случая [18]. Поскольку
f удовлетворяет условию

sup
t>0

∥∥∥∥
∫ t

0

f(T sω)ds

∥∥∥∥
p

<∞,

для всех δ ∈ [0, 1 − 1/p) получим

∫

Ω

∞∑

n=1

∣∣∣∣
1

n1−δ

∫ n

0

f(T sω)ds

∣∣∣∣
p

dµ =

∞∑

n=1

1

np−pδ

∫

Ω

∣∣∣∣
∫ n

0

f(T sω)ds

∣∣∣∣
p

dµ

=
∞∑

n=1

1

np−pδ

∥∥∥∥
∫ n

0

f(T sω)ds

∥∥∥∥
p

p

≤
(

sup
t>0

∥∥∥∥
∫ t

0

f(T sω)ds

∥∥∥∥
p

)p ∞∑

n=1

1

np−pδ
<∞.

Откуда следует, что ряд

∞∑

n=1

∣∣∣∣
1

n1−δ

∫ n

0

f(T sω)ds

∣∣∣∣
p

сходится п. в., а значит, член ряда стремится на бесконечности к нулю:

1

n1−δ

∣∣∣∣
∫ n

0

f(T sω)ds

∣∣∣∣ = o(1) при n→ ∞ п. в.

Положим

g(ω) = sup
0<t<1

∫ t

0

|f(T sω)|ds.

Ясно, что

g(ω) ≤ sup
t>0

1

t

∫ t

0

|f(T sω)|ds

и, следовательно,

‖g‖p ≤
p

p− 1
‖f‖p

(
по доминантной эргодической теореме [21, теорема 6.12]

)
. Тогда для всех

δ ∈ [0, 1 − 1/p) получим

∫

Ω

∞∑

n=1

∣∣∣∣
g(T nω)

n1−δ

∣∣∣∣
p

dµ =
∞∑

n=1

1

np−pδ

∥∥g(T nω)
∥∥p

p

≤
(

p

p− 1

)p

‖f‖p
p

∞∑

n=1

1

np−pδ
<∞.
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Откуда следует, что

g(T nω)

n1−δ
= o(1) при n→ ∞ п. в.

Учитывая оба асимптотических соотношения, для всех δ ∈ [0, 1 − 1/p) при
t→ ∞ получаем

1

t1−δ

∣∣∣∣
∫ t

0

f(T sω)ds

∣∣∣∣ =
(

[t]

t

)1−δ ∣∣∣∣
1

[t]1−δ

∫ [t]

0

f(T sω)ds+
1

[t]1−δ

∫ t

[t]

f(T sω)ds

∣∣∣∣

≤ 1

[t]1−δ

∣∣∣∣
∫ [t]

0

f(T sω)ds

∣∣∣∣+
1

[t]1−δ

∫ t−[t]

0

∣∣f(T s(T [t]ω))
∣∣ds

≤ 1

[t]1−δ

∣∣∣∣
∫ [t]

0

f(T sω)ds

∣∣∣∣+
1

[t]1−δ
g(T [t]ω) = o(1) п. в.

3.2. Неравенство для огибающих. Интересный факт заключается в
том, что монотонные огибающие эргодических средних не могут убывать
слишком быстро к нулю при t→ ∞, о чем и говорит следующий результат,
аналогичный дискретному случаю для автоморфизмов [5, теорема 1] и
непрерывному случаю для потоков [25, теорема 4].

Лемма 3.1. Пусть T = {T t}t≥0 — эргодический полупоток в простран-

стве Лебега (Ω,Σ, µ), f ∈ L0
1(Ω) и f 6≡ 0. Тогда существует такое p ∈ (0, 1),

зависящее от функции f и полупотока T, что для п. в. ω ∈ Ω найдет-

ся константа c = c(ω) > 0 такая, что для всех t ≥ p верно неравенство

AT

t f(ω) ≥ c(ω)
t

.

Доказательство. Воспользуемся конструкцией расширения полупото-
ка, описанной в § 2. По лемме 2.1 функция f̃ = f ◦π не равна тождественно
нулю и имеет нулевое пространственное среднее. Тогда согласно [25] для

потока U и функции f̃ найдутся число p ∈ (0, 1) и множество A ⊆ Ω̃T 1

полной µ̃-меры такие, что для всех ~ω ∈ A справедливо неравенство

AU

t f̃(~ω) ≥ c̃(~ω)

t

для всех t ≥ p и некоторого c̃(~ω) > 0. Ясно, что

A =
{
~ω ∈ Ω̃T 1

∣∣ inf
t≥p

tAU

t f̃(~ω) > 0
}
.

Рассмотрим измеримое множество

B =
{
ω ∈ Ω

∣∣ inf
t≥p

tAT

t f(ω) > 0
}
.
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По лемме 2.1 имеет место равенство временных средних AU

t f̃(~ω) = AT

t f(ω0)

и, следовательно, равенство множеств B̃0 = A. Откуда µ(B) = µ̃(A) = 1.
Определяя c(ω) := inft≥p tAT

t f(ω), для всех ω ∈ B получаем требуемое
в теореме неравенство.

Следствие 3.2. Для любой f ∈ L logL найдется константа cf > 0 та-

кая, что при всех t ≥ p ∥∥∥∥sup
s≥t

|AT

s f |
∥∥∥∥

1

≥ cf
t
.

Доказательство. По доминантной эргодической теореме [21, теорема
6.12] supt>0A

T

t |f | интегрируем для каждой f ∈ L logL. Поскольку c(ω)
ограничена

(
это следует из доказательства леммы 3.1 и применяемых фак-

тах из [25] и [5]
)
, то, интегрируя, получаем требуемую оценку с константой

cf = ‖c‖1.

3.3. Инвариантность множеств. Следующий результат является точ-
ным аналогом теоремы для автоморфизмов [5, теорема 2], который можно
назвать законом нуля или единицы для скоростей сходимости.

Теорема 3.2. Пусть T = {T t}t≥0 — эргодический полупоток в про-

странстве Лебега (Ω,Σ, µ), f ∈ L0
1(Ω) и f 6≡ 0. Тогда для любой монотонно

убывающей к нулю функции ϕ : R+ → R+ множества

F(Ω, f,T;ϕ), E(Ω, f,T;ϕ), D(Ω, f,T;ϕ)

имеют меру 0 или 1.

Доказательство. Воспользуемся конструкцией расширения полупото-
ка, которая описана в § 2. Пусть

F̂ = F
(
Ω̃T 1 , f̃ ,U;ϕ

)
, Ê = E

(
Ω̃T 1 , f̃ ,U;ϕ

)
, D̂ = D

(
Ω̃T 1 , f̃ ,U;ϕ

)
.

Используя равенство AU

t f̃(~ω) = AT

t f(ω0), рассмотрим монотонную огиба-
ющую для потока U. Для всех l ≥ 0 получим

AU

t f̃(U l~ω) = AT

t f(T lω0)

= sup
τ≥t

∣∣∣∣
1

τ

∫ τ

0

f
(
T s+lω0

)
ds

∣∣∣∣

= sup
τ≥t

∣∣∣∣
1

τ

∫ l+τ

0

f (T sω0) ds−
1

τ

∫ l

0

f (T sω0) ds

∣∣∣∣

≤ sup
τ≥t

∣∣∣∣
l + τ

τ

1

l + τ

∫ l+τ

0

f (T sω0) ds

∣∣∣∣+ sup
τ≥t

∣∣∣∣
1

τ

∫ l

0

f (T sω0) ds

∣∣∣∣

≤
(

1 +
l

t

)
AT

t+lf(ω0) +
1

t

∣∣∣∣
∫ l

0

f (T sω0) ds

∣∣∣∣.
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Для t ≥ p воспользуемся оценкой

1

t
≤ AT

t f(ω)

c(ω)

из леммы 3.1, монотонностью огибающей, т. е. AT

t+lf(ω0) ≤ AT

t f(ω0), и
получим неравенство с одинаковыми моментами времени у монотонных
огибающих:

AU

t f̃(U l~ω) ≤
(

1 +
l

p
+

1

c(ω0)

∫ l

0

∣∣f(T sω0)
∣∣ds
)
AT

t f(ω0).

Обозначая громоздкую константу как C(~ω) и учитывая равенство средних,
получаем

AU

t f̃(U l~ω) ≤ C(~ω)AU

t f̃(~ω).

Из полученного неравенства следует, что для каждого l ≥ 0 имеют
место включения U lF̂ ⊆ F̂ , U lÊ ⊆ Ê и U−lD̂ ⊆ D̂. Это означает инвари-
антность (mod µ̃) этих множеств относительно эргодического потока U,
а значит, мера этих множеств 0 или 1.

Снова используя равенство средних AU

t f̃(~ω) = AT

t f(ω0), получаем

F̂ =
{
~ω ∈ Ω̃T 1 | AT

t f(ω0) = O (ϕ(t)) при t→ ∞
}

= F̃0,

Ê =
{
~ω ∈ Ω̃T 1 | AT

t f(ω0) = o (ϕ(t)) при t→ ∞
}

= Ẽ0,

D̂ =
{
~ω ∈ Ω̃T 1 | ϕ(t) = O

(
AT

t f(ω0)
)

при t→ ∞
}

= D̃0,

откуда

µ(F) = µ̃(F̂), µ(E) = µ̃(Ê), µ(D) = µ̃(D̂),

и поэтому эти меры равняются 0 или 1.

Замечание 3.4. Отметим, что в этом доказательстве вместо леммы 3.1
можно использовать неравенство для потоков из [25, теорема 4].

Замечание 3.5. Кроме выведенного в теореме неравенства аналогич-
ным способом также можно получить и немного отличающееся от него
следующее неравенство:

AU

t+lf̃(~ω) ≤
(

1 +
1

c(T lω0)

∫ l

0

∣∣f(T sω0)
∣∣ds
)
AU

t f̃(U l~ω).
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§4. Решетки оценок

Обозначим через E(f,T), F(f,T) и D(f,T) множества классов эквива-
лентности (относительно описанного в § 1 отношения ≍) монотонно убы-
вающих к нулю функций ϕ(t), для которых

µ (F (Ω, f,T;ϕ)) = 1, µ (E (Ω, f,T;ϕ)) = 1, µ (D (Ω, f,T;ϕ)) = 1,

т. е.

E(f,T) =
{
ϕ(t) : µ (F (Ω, f,T;ϕ)) = 1

}
/≍,

F(f,T) =
{
ϕ(t) : µ (E (Ω, f,T;ϕ)) = 1

}
/≍,

D(f,T) =
{
ϕ(t) : µ (D (Ω, f,T;ϕ)) = 1

}
/≍ .

На этих множествах можно рассмотреть естественное корректно опреде-
ленное отношение частичного порядка. Будем говорить, что класс K1 не
превосходит класс K2, если для любых ϕ1 ∈ K1 и ϕ2 ∈ K2 найдется кон-
станта κ = κ(ϕ1, ϕ2) такая, что ϕ2 ≤ κϕ1.

Следующая теорема содержит несколько простых свойств введенных
частично упорядоченных множеств и является точным аналогом теоре-
мы 3 из [5].

Теорема 4.1. Пусть T = {T t}t≥0 — эргодический полупоток в про-

странстве Лебега (Ω,Σ, µ), f ∈ L0
1(Ω) и f 6≡ 0. Тогда справедливы следую-

щие свойства:

(1) множества F (f,T), E (f,T) и D (f,T) не пусты;

(2) множества F (f,T), E (f,T) и D (f,T) являются решетками;

(3) в множестве E(f,T) нет минимальных элементов и

D(f,T) ∩ E(f,T) = ∅;

(4) card
(
F(f,T) ∩ D(f,T)

)
≤ 1; если же card

(
F(f,T) ∩D(f,T)

)
= 1, то

единственный элемент, лежащий в пересечении, является наиболь-

шим в D(f,T) и наименьшим в F(f,T);

(5) если в F(f,T) найдется наименьший элемент, то F(f,T)\E(f,T) 6= ∅.

Доказательство. Пункты (2), (4) и (5) доказываются аналогично соот-
ветствующим пунктам в дискретном случае (см. [5, теорема 3]). Докажем
только оставшиеся свойства, поскольку в них имеются некоторые отличия
от дискретного варианта.

(1) По теореме Биркгофа AT

t f(ω) −→
t→∞

0 п. в. Тогда по теореме Егоро-

ва найдется такое множество Ω̄ ⊆ Ω, что µ(Ω̄) > 0 и AT

n f(ω) ⇉ 0 при
натуральных n→ ∞ на Ω̄. Положим

ϕ(t) := sup
ω∈Ω̄

AT

⌊t⌋f(ω).
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Тогда Ω̄ ⊆ F (Ω, f,T;ϕ), а значит, µ(F) = 1 по теореме 3.2. Очевидно, что
ϕ(t) монотонно убывает к 0 по t, а значит, ϕ ∈ F (f,T).

Так как множество F (f,T) непусто, то, взяв оттуда любую функцию ϕ,
мы получим, что

√
ϕ ∈ E (f,T).

Непустота множества D (f,T) очевидна, так как класс эквивалентно-
сти 1/t лежит в D (f,T) по лемме 3.1.

(3) Пусть µ (E (Ω, f,T;ϕ)) = 1, т. е. AT

t f(ω) = αt(ω)ϕ(t), где αt(ω) → 0
п. в. при t→ ∞. Применяя теорему Егорова к αn(ω), получаем, что най-
дется такое измеримое множество Ωα ⊆ Ω положительной меры, что

αn = sup
k≥n

sup
ω∈Ωα

√
αk(ω) → 0

при n→ ∞. Полагая ψ(t) = α⌊t⌋ϕ(⌊t⌋), для всех ω ∈ Ωα получаем

AT

t f(ω) ≤
√
α⌊t⌋(ω)

√
α⌊t⌋(ω)ϕ(⌊t⌋) ≤

√
α⌊t⌋(ω)ψ(t),

т. е.
Ωα ⊆ E (Ω, f,T;ψ) .

Отсюда ввиду положительности меры множества Ωα и инвариантности
(modµ) множества E (Ω, f,T;ψ) следует, что E (Ω, f,T;ψ) имеет полную
меру. Нетрудно видеть, что ψ(t) = o(ϕ(t)) при t→ ∞. Это доказывает,
что класс, порожденный функцией ψ(t) не меньше класса, порожденно-
го функцией ϕ(t). Поскольку ϕ выбрано произвольно, то отсутствие ми-
нимальных элементов в E(f,T) доказано. Пустота пересечения D(f,T) и
E(f,T) очевидна.

Список литературы

1. Гапошкин В. Ф. О скорости убывания вероятностей ε-уклонений сред-
них стационарных процессов // Матем. заметки. 1998. Т. 64, №3.
C. 366–372.

2. Качуровский А. Г. Скорости сходимости в эргодических теоремах //
УМН. 1996. Т. 51, №4. С. 73–124.

3. Качуровский А. Г., Подвигин И. В. Большие уклонения и скорости
сходимости в эргодической теореме Биркгофа // Матем. заметки.

2013. Т. 94, №4. С. 569–577.
4. Качуровский А. Г., Подвигин И. В. Оценки скоростей сходимости в эр-

годических теоремах фон Неймана и Биркгофа // Труды ММО. 2016.
Т. 77, №1. C. 1–66.

5. Качуровский А. Г., Подвигин И. В. Об измерении скоростей сходи-
мости в эргодической теореме Биркгофа // Матем. заметки. 2019.
Т. 106, №1. C. 40–52.



Закон нуля или единицы для скоростей сходимости 79

6. Качуровский А. Г., Подвигин И. В., Свищëв А. А. Максимальная по-
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Zero-One law for the rates of convergence in the Birkhoff
ergodic theorem with continuous time

A. G. Kachurovskii, I. V. Podvigin, and A. A. Svishchev

Abstract. We consider monotone pointwise estimates of the rates of con-
vergence in the Birkhoff ergodic theorem with continuous time. For an ergodic
semiflow in a Lebesgue space, we prove that such estimates hold either on a
null or full measure set. It is shown that monotone estimates that are true
almost everywhere always exist. We study the lattice of such estimates and
also consider some questions on their unimprovability.

Keywords: the Birkhoff ergodic theorem, rates of convergence in ergodic
theorems, optimal estimates, natural extension of endomorphism, lattice of
estimates.
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