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1. В 1955 г. Рот [1] доказал, что неравенство 

я 
где а есть фиксированное алгебраическое иррациональное число, а по­
казатель &>2, имеет лишь конечное число решений в целых рациональ­
ных взаимно простых числах р и q. Теорема Рота была обобщена Ле-
веком [2] на случай приближения а алгебраическими числами фикси­
рованного поля. 

Некоторые изменения и дополнения рассуждений Левека позво­
ляют улучшить оценку снизу модуля разности между фиксированным 
алгебраическим числом и другими алгебраическими числами из фикси­
рованного поля в предположении, что последние имеют специальный 
вид. 

Т е о р е м а 1. Пусть соь соп есть фиксированный базис кольца 
целых чисел алгебраического поля К степени п и а — алгебраическое 
число степени v ^ 2 над К. Пусть b есть фиксированное натуральное 
число. Тогда неравенство 

<h~«\ А = max( | А | , ... J p J , q), (1) 

имеет лишь конечное число решений в целых рациональных взаимно прос­
тых числах р19 . . . ,р я , q, (<7>0), если q = q'q", где q' и q" суть нату­
ральные числа и 

qfr = bs, s > О есть целое; (2) 

qy<h<ccp, (3) 
где у > 1 и с> 1 суть некоторые постоянные; 

lim l n q = ц (4) 
<7-»оо In 7̂ 

и 
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2. Пусть £ есть алгебраическое число поля К степени п и соь ... 
(оп — некоторый фиксированный базис кольца целых чисел этого 

поля. Тогда число £ может быть представлено единственным образом: 

где /?ь Рп, 9 суть целые рациональные числа с общим наибольшим 
делителем, равным единице. 

Если мы обозначим через qu Цт знаменатели алгебраических 
чисел £ ь £2? 1т поля /( относительно некоторого фиксированного ба­
зиса соь .... (On кольца целых чисел поля К в представлении (6), то 
будем иметь 

q j < H j y / = 1,2, . . . , m , (7) 
где Я,- есть высота алгебраического числа 

3. Пусть R(zx, ... ,zm) есть любой многочлен от т переменных, не 
равный тождественно нулю, ах, ... ,ат суть любые комплексные числа 
и f ] , • • • , —любые положительные числа. 

Определим индекс 8 многочлена 7 ? ^ , . . . , гт) в точке (а, , . . . , а ш ) 
относительно ( г р . . . , г ш ) следующим образом. 

Представим R(o,± + yLi ... , ат + у ш ) как многочлен от . . . , r/m: 
оо оо 

# ( а 3 . . . , a w + ym) = J] ... £ c(P l, ... , p m ) ^ . . . у™. 
P i = 0 rm=0 

Тогда 

e = min[-*- + ... 

здесь минимум берется по всем неотрицательным целым P j , . . . , рш, для 
которых с (pt, . . . , pm) 0. 

Если Q ( Z j , . . . , zm) есть многочлен с алгебраическими коэффициента­
ми из некоторого поля, то символом \Q(z^ , .. . , zm)\ обозначим максимум 
абсолютных величин его коэффициентов и всех их сопряженных. В част­
ности, если а есть алгебраическое число из некоторого поля, то | а | озна­
чает максимум абсолютных величин всех его сопряженных в этом поле. 

Пусть теперь г х, . . . , г т суть положительные целые рациональные 
числа, и предположим, что В > 1. Рассмотрим набор Qm = Qm{B\ гг, . . . 
.. . , гт) многочленов Q(zl9 . . . , г о т), которые удовлетворяют следующим 
условиям: 

I) многочлены Q(zlf . . . ,zm) имеют целые коэффициенты из поля К 
и не равны тождественно нулю; 

II) многочлены Q (zv . . . , zm) имеют степень по Zj не выше г,- для 
/ = 1, . . . , т ; 

I I I) \Q(zlr...,2m)\<B. 
Пусть, наконец, 0(Q) означает индекс многочлена .Q(zl9 z m ) в 

точке . . . , £ m ) относительно г г, . . . , r w. Определим 6 Ш ( В ; <7А, . . . , 
г р . . . , rm) = supO(Q) как верхнюю границу индексов для всех многочле­
нов Q (г 1 ? . . . , zm) из Q m и всех £ j } . . . , £ m со знаменателями qlt . >. ,qm 

соответственно. 
Т е о р е м а 2. Пусть m есть положительное число, и предположим, 

что 
0 < 6 < m - 1 2 - m ( / i + I ) " 2 . (8) 
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Пусть rv . . . , rm\ qv . . . , qm суть положительные целые, такие, что 

гт > 106-1, > 6-1 , / = 2, 3, . . . , т , (9) 
П 

In ^ > 26-1/72 ( 2 т + 1), ln<7 i>3a- 1 / i ( / i+ 1), (10) 

r ^ l n ^ ^ l n ^ , / = 2 , 3 , . . . , т. (11) 
Тогда 

Справедливость этой теоремы непосредственно следует из теорем 10, 11 
и 12 работы Левека [2], если учесть соотношение (7), связывающее зна­
менатели ql9 ... ,qm алгебраических чисел £ l f . . . , £ w в представлении (6) 
с их высотами Нг, ... , Нт. 

Т е о р е м а 3. Если r x, . . . , r m суть любые положительные целые 
числа и X > 0, то число Ат(к) наборов целых &3, . . . ,km, удовлетворяю­
щих неравенству 

0 < А 1 < г 1 > . . . , 0 < f t w < r w (12) 

и одному из неравенств 
А - + ... + - ^ - < 1 U ( m - l ) (13) 

ИЛИ 
- ^ - + . . . + - ^ > V o ( m + M, (14) 

не превышает AtrC^fk~l(r1 -f 1) . . . ( r m + 1). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение этой теоремы будет следовать из 

утверждения теоремы 13 работы Левека [2], если для каждого набора 
. . . , £ m , удовлетворяющего (14), мы возьмем набор kj = rj — kj для 

/ = 1, . . . , т , который удовлетворяет (13). 
Пусть а есть алгебраическое целое степени v > 2 над полем К, и 

пусть Ь = К(а) — поле, получающееся присоединением числа а к полю К. 
Положим | а | = maxflcoj, . . . , |G>J ) = b2. Будем предполагать в даль­
нейшем, что условия (8), (9), (10), (11) теоремы 2 выполняются, и пусть 
кроме того 

б2 In qx > 2т + 1 -f т In (bx + 1) + 462л. (15) 

Обозначим далее 
Вг = [q?1] (16) 

и заметим, что 
f'*6ri<Bv (17) 

Следующая теорема является уточнением теоремы 14 работы Ле­
века [2]. 

Т е о р е м а 4. Пусть г ь Гт суть положительные целые рацио­
нальные числа, и пусть а есть алгебраическое целое степени v ^ 2 над 
полем К. Пусть далее т выбрано столь большим, что при Х=2гт и 
фиксированном, не зависящем от т числе г (0<г<1/2) имеет место 
неравенство 

^>8vm , / « ( l 4 36). (18) 

Тогда существует по меньшей мере один не равный тождественно нулю 
многочлен Q*(z i , zm) от т переменных zu ^т с целыми алгебраи-
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ческими коэффициентами из поля К степени по Zj не выше г;- для 
/ = 1, т9 который обладает следующими свойствами: 

I) для неотрицательных целых рациональных чисел kl9 . . . ,km при 
Ji-+...+JaL->m ( V 2 + в) многочлен f - f - f . . . f -^-Ym Q* ( z l f . . . 
... , zm) тождественно равен нулю no zl9 ... , zm\ 

II) индекс Q* (2Х,- . . . , zm) в точке (а, . . . , а) относительно гг, . . . , гт 

не меньше m ( V 2 —е) ; 
Ш) \Q*(zl9 . . . 9гп)\ <В\+б. (19) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть есть ряд независимых неот­

рицательных целых рациональных чисел, не превосходящих В19 и пусть С— 
набор целых в К чисел вида с1со1 + . . . +сЛ©Л, где ю19 . . . , сол есть базис 
кольца целых чисел поля К. 

Число элементов С есть (1 + Z^)", и, если мы положим г = (гг +1)... 
(?т+ 1)» имеется 

(1 + (20) 

различных многочленов 

Q ( * „ . . . , * « ) = J] ... %c(Ti9...,Xn)Z[*...2T

m

m 

Т , = 0 T m = 0 

степени по z;- не выше г;- для / = 1, . . . , т и с коэффициентами с (т г , . . . ... , хт) из С. 
Для с (т , , . . . , хт) из С мы имеем 

И * „ . . . , т т ) | < & 2 л В г (21) 

Так как с (т,, . . . , t m ) суть целые алгебраические, то, если мы положим 

= 1 ••• Z с(х1,...,хт)(гЛ...[\ЛгГ^...г^т, 
T l = 0 т т = 0 \ T l ' ^ Т ^ / 

получим, что Qfe1...fem(z1, . . . , zm) имеет целые алгебраические коэффициенты 
из К и 

| Qkl,...km (zl9 . . . , zm) I < ft^B, < 6 2 nf i ! + 6 , 

так как, по (15), 

тгл In 2 < V 2 S 2 ^ In ̂ . 

Теперь заменим все z19 ... , zm на а. Поскольку общее число членов 
не превосходит (rA + 1) . . . ( r m + 1) и так как, по (15), 

г = (г, + 1) . . . ( г Л + 1) < 2 Г 1 + - + г - < (^ + l ) m r i < 5 i , (22) 

то мы получаем оценку 

|Q f e l,...,*m(a, . . . , a ) | < &2/гВ!+ б r 6 ? + " + r - < ft2ttBl+36, 

Пусть * есть примитивный элемент L. Требуем, чтобы сопряженные 
для Ф, а именно ftv...9 0 P l , были действительными, а и §Pl_j_p2+Ji — ком-
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плексно сопряженными для \i = 1, . . . , р2, так что р, + 2р2 = т \ где я 
есть степень поля К, a v— степень О над полем К. Пусть р есть фикси­
рованное число из набора Qki k m (а, . . . , а), где кг, ... ,km удовлетво­
ряют неравенствам (12), (13) или (12), (14). 

Число р может быть записано в виде многочлена от ft с рациональ­
ными коэффициентами; обозначим через Р ( , А )(|х = 1, . . . , vri) его сопряжен­
ные. Тогда мы можем определить vn действительных чисел P l f ... , p v r t ра­
венствами: = Р ( ц ) для |А = 1, . . . , P l ; р ц + ф Р 1 + | 1 для P l + 1 < \i < р г + 
-f- Р 2 . Собирая их в некотором фиксированном порядке для фиксированных 
сопряженных с ( т 5 , . . . , хт) и для всех kn ... ,кт, удовлетворяющих не­
равенствам (12), (13) или (12), (14), мы получаем набор чисел, которые 
могут быть рассмотрены как координаты точек. По теореме 3, имеем 
М < Ашт^А'Ч координат и каждая по величине меньше, чем [Ь2пВ\+3д] + 
+ 1 = /. Тогда все точки для различных наборов коэффициентов из С ле­
жат в Af-мерном кубе с ребром 2t. 

Если каждое ребро поделить на 3/ равные части, мы получим (3*)^ 
малых кубиков с ребром 2 / 3 . По (20), если 

О + Я х Г Х З / Л (23) 
то имеется больше точек, чем кубиков. Следовательно, найдутся две точ­
ки, соответствующие двум различным многочленам Ql(z1, ... , zm) и 
Q 2 ( 2 j , . . . , 2 m ) , которые лежат в одном малом кубике. 

Если мы положим Q* (z}f . . . , z m ) = Q , (zl9 ... , zm)—Q2 (zlf ... , zm)y 

то I , ^ (a, . . . , a) | < ]/"2 2 / 3 < 1 для kl9 ... , km, удовлетворяющих 
(12), (13) или (12), (14) теоремы 3. 

Так как число Qklt...,k (a, . . . , а) есть целое алгебраическое с нормой, 
меньшей единицы, оно должно быть нулем. Следовательно, индекс 
Q* ( Z j , . , zm) в точкэ (а, . . . , а) относительно гх, ... , гт не меньше 
1/2(т — Х)=т(1/2 — е). Эгим доказано свойство II нашзй теоремы. 

Далее, так как для всех kl9 ... ,&m, которые удовлетворяют (12), (14), 
Qkx,...,km{a> • • • >a) — 0» т о выполняется и свойство I. 

Коэффициенты с* . . . , хт) в Q* (zlt . . . ,zm) суть целые в К, не 
все равные нулю, а тогда для них выполняется (21), и мы получаем 
IQ* , • • • , гт) | < &2пВ, < в ! + б , так как, по (18), Ь2п<СВ6

{. В таком слу­
чае выполняется и свойство III теоремы. 

Чтобы удовлетворить (23), мы заметим, что, по неравенству (15), 
q\r*^>Ab9n и, следовательно, Вг ^4Ь2п. Тогда 

ВТ > (36 2/гБ1 + 3 6 + зу/^о+зб)-1, 

и поскольку выполняется (18), то (1 + В1)пг^>(Ы)м. Следовательно, тео­
рема доказана. 

4. Переходим к доказательству теоремы 1. Доказательство теоре­
мы мы будем вести от противного. Предположим, следовательно, что 
георема неверна, так что (1) при выполнении условий (2), (3) , (4) и 
(5) имеет бесконечное число решений в алгебраических числах поля К, 
имеющих представление (6). 

В таком случае мы можем предполагать а целым алгебраическим, 
поскольку мы всегда можем сделать его таковым умножением на не­
которое натуральное число. 

82 



Пусть Q * ( z b zm) есть тот многочлен, о котором говорится в 
теореме 4. Этот многочлен не будет годиться нам, если он обращается 
в нуль в точке ( £ ь £ w ) . Теорема 2 позволяет нам (принимаем во 
внимание ее допущения) оценить верхнюю грань индекса 9 многочлена 
Q*(z i , *т) в точке ( £ ь 1т) относительно г ь гт. Для назван­
ного индекса мы получаем 9<10 т б ( 1 / 2 ) . 

Предположим, что между величинами т , б и встречающимся в 
теореме 4 е имеется соотношение 

1 0 ^ 6 ( 1 / 2 ) m < 8 m . (24) 

Для заданных е, т получим при условии, что (24) выполняется, 
0 < е т . Тогда вместе с т существуют неотрицательные целые рациональ­
ные числа il9 ... , im, такие, что 

А + . . . + - ^ < е т , (25) 

и многочлен 

'<*•••••• *•> - Ш ' • • • z J (26) 

не обращается в нуль в точке (£ 5, . . . , £ w ) . 
Заметим, что, поскольку Q* (г х , . . . , z m ) имеет целые коэффициенты 

из поля /С, и многочлен Р(гг, . . . , г ш ) имеет целые алгебраические коэф­
фициенты из К и степень по г;- не выше г,- для у — 1, . . . , т . 

Будем предполагать, что £ l f .,.. , £ w — те алгебраические числа поля / ( , 
которые будут решениями неравенства (1), и ср = Р ( ^ , . . . , £ т ) . 

По (2), каждое ^ для / = 1, . . . , m имеет множитель bS3, и, по (4), 
для е > 0 найдется <70(е), такое, что для всех <7;\><7о(8) выполняется не­
равенство 

- ^ > 1 - Ч - в . (27) 

В таком случае число & S i r i + - + s m r m е с т ь делитель -q\x . . . qr

m

m, и если мы 
обозначим 

g = min ^ - * ^ + - + ^ m - * m ) s m > 

где минимум берется по всем £г , . . . , удовлетворяющим неравенству 

A _ + . . . + A L < m ( l / + 8 ) , 

то, по свойству I теоремы 4, число qtyj* . . . qr

mmg~x есть целое алгебраи­
ческое и, следовательно, \qn

{

r\ ... q%mg~nNy | > / 

Из (27) и (11) при условии, что — + . . . + — < m ( V 2 + е ) , полу-

чим неравенство 

Тогда 
g-л ^ ^ т я ( 7 , - е ) ( 1 - 1 1 - e)/-i (28) 

Предположим далее, что 

^ < т , < 1 + - ^ - , . / - 2 , - 3 , . . . , т . (29) 
In <у,- ' In Я/ 
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Тогда из (24) следует б < е и т у In q, < ( 1 + - | - ) ^ In ^ , по (29) и (9). 

Следовательно, С'-• • С" < ^ Г ^ " ^ П р и н я в во внимание (28), по-
лучим 

f i l • • • <7^-П<^7^ +^^'""'" <' /'~ 8 И 1 _ 1 1"Е > Г' < 9

т п ( ' / 2 + 2 в + т ) Г 1 

и, следовательно, 

\М<р\>д;Ш('и+2е+^г\ (30) 

Теперь оценим |Мр| сверху. Д л я этого разложим многочлен Р(гх,..., гт) 
по степеням (г, - а), . . . , (гт — а) и положим (г„ . . . , г т ) = (С,, . . . , Cm). 

Р ( Ь , . . . , и = ^ . . . . . * m ( a , . . - . a ) ( C 1 - a ) * . . . . ( t w ~ d ) 4 
*t=o * т = о 

По (25) и (26), а также в силу свойства II теоремы 4, все члены в 

этом разложении с kv ... , kmi такими, что Д - f . . . + ^™-<^гп](1/г—2е), 

суть нули. Во всех других членах в предположении выполнимости (1), (3) 
и (11) мы имеем 

| ( £ г - a ) * * . . . ( E w - a ) * * | < (A*t . . . hp)-™ < 

< J С ( ? 2 r i J " • • \ О j Г т } < ^ С • • • C m J < ?rXr tv (1 /2~2e ) r i 

Далее, no (15), (19), (22) и (26), 

Р К Л т (a, . . . , a) j < 2 Г ' + " ^ № + " - + Ъ (г, + 1) . . . ( r m + 1) fi}+6 < S ^ 4 6 

Следовательно, снова используя (22), получаем 

I ф | < r J B } + 4 6 ^ m r t V ( V 2 - 2 8 > r 1 x < B l + W ? - m « » ( « / e - 2 e ) r 1 x ^ 

Пусть (fx = 1, . . . , п) — сопряженные для ф = ф*1*. Оценим сверху 
f фМ | для [А = 2, . . . , п. Из представления (6) числа £ получаем, что 
ц[* <^ тФ ( й ) есть целое алгебраическое для fx = 2, , . . , п и 

I # . . . ? Ъ ф м | < | P ( * l f . . . , z m ) | Л? . . . й;т^о(г 1 + . . .+г т) ^ 

Предположим, что 

б 2 \nq1 > 2с0т; (32) 
тогда, по (9), (17), (19) и (26), получаем, что 

14? • . • ^ ) 1 < ^ Л 1 ---Кт Для |i = 2 , . . . . /и. 

Теперь используем (3): 



Предположим, что 
b*\nql>2cym. (33) 

Тогда, по (9), (11) и (29), 

^ . . . ^ < С ( 1 + | ) 

Следовательно, используя (31), получаем 

\q(n-l)ri , # . q(n~~rm) Л ^ ф К jg/i{l+-(rt+4)6^^-m/iY(1/2-2e)r1x+(n-l)mr1Y(14-e/e) 

откуда, по (16) и (И ) , 
. » 7 , ^ 6rin{Hin+4)6}-mny(ll2-2e)rlK+(n-\)mri 

\N<f\<qu

 9 У 

Сравнивая это с (30), видим, что должно выполняться неравенство 
тп(\ + 2е + rx > m/iy ( V 2 - 2в) г гх - (я - 1) тгг -^-) -

- * i y z { l + (л + 4) 6}. 

Отсюда, поскольку б < е , следует, что 

2 у - 1 + г ) - ^ - + ^ + в { б + 2 (п + 4 ) е + - ^ - ( 1 - ^ ) } 

Y X < — . 

Но эта оценка противоречит (5), так как при достаточно малых е из (5) 
следует, что 

2 Y _ 1 + T | _ ^ L + A + - 8 { 6 + 2 ( B + 4 ) 8 + . ^ ( 1 - l ) } 
У И > ; . 0*4) 

Отсюда и искомое противоречие. 
Теперь выберем величины е, т , б, г ь rmy qu qm таким обра­

зом, чтобы все предположения выполнялись. Сначала мы выберем 
0<е<72 таким, чтобы при заданных и, у, т), удовлетворяющих (5), 
выполнялось неравенство (34). При таком е мы выберем затем нату­
ральное т так, чтобы выполнялось (18). 

По е и т величина б определяется таким образом, чтобы выпол­
нялись неравенства (8) и (24). 

Теперь из множества решений неравенства (1) выберем решение 
£i с qi таким, чтобы выполнялись (15), (10), (27), (32) и (33). 

Далее выберем решения £2, £т неравенства (1) с q2, qmr 

такими, чтобы выполнялось неравенство 

Т ^ > 4 ' / = 2, . . . . т . (35) 
In q h l 6 

Пусть, наконец, г\ есть натуральное число, удовлетворяющее неравен­
ству 

r ^ J ' p - L . (36) 
6 In qx 

Целые рациональные числа г2, гт определяются однозначно из (29). 
Из (29) будет следовать также и (11), а из (29) и (36) — соотноше­
ние 

гт> - ^ ^ - > 1 0 б - 1 . 
In qm 

85 



Поэтому 
r ' l n q l < 1 + - i ^ L _ < i + JHm_<l _и ± 
r \ In Я\ rx In qx r1\nql 9 * 

Из последнего соотношения и левого неравенства (29) следует, вместе 
с (35), что 

Следовательно, имеет место и (9). 
Все предположения теперь выполнены, и тем самым теорема пол­

ностью доказана. 
5. Следующая теорема является обобщением теоремы 1. Предла­

гаем ее без доказательства. 
Т е о р е м а 5. Пусть соь о п есть фиксированный базис кольца 

целых чисел алгебраического поля К степени п и а — алгебраическое 
число степени v ^ 2 над К. Пусть Ри Ps; Qu Qt суть различные 
простые, а ц, Я, с — действительные числа, удовлетворяющие нера­
венствам 

0 < | 1 < 1 , 0 < Х < 1 , с > 0 . 
Тогда неравенство 

а - ( Р > % + - - + Р ^ ) Р * < A _ K , . f A = max(p,9), «7 > О, 
q 

имеет лишь конечное число решений в целых рациональных взаимно 
простых числах ри рп, р*, q, если 

р = р'р\ р* = ... = q'q\ q* = Q?... 

где pj, . . . , ps; a19 . . . , at суть неотрицательные целые рациональные; на­
туральные числа q' и р' = max (| р г |, . . . , | рп \) удовлетворяют неравен­
ствам 0 < р' < ср» и 0 < q' < с ^ ; q? < ft < с'??, где у > 1, с' > 1 — не­
которые постоянные, и 

х > 1 + — - Y " - 1 ^ - ^ -— V 
п \ п j 

Наконец, заметим, что в частном случае при я=1 теоремы 1 и 5 
дают результаты, полученные соответственно Шнейдером [3], Фельд­
маном [4] и Райдаутом [5] на случай приближения а рациональными 
числами. 
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APPROXIMATION OF AN ALGEBRAIC NUMBER BY MEANS OF 
ALGEBRAIC NUMBERS OF A SPECIAL KIND 

The paper deals with the problem of approximating an algebraic number of degree 
v > 2 over some algebraic field of a fixed degree by means of algebraic numbers from 
this field of a definite arithmetical structure. 


