
Е.Л.Коротяев 

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ КВАЗИИМПУЛЬСА 
ОДНОМЕРНОГО ОПЕРАТОРА ХИЛЛА 

Рассмотрим в пространстве L (1R) оператор Хилла 

где Р - вещественный I-периодический потенциал, р е L \0,1). 
Пусть Е - спектральный параметр для оператора Хилла. В работе 
Н.Е.Фирсовой [l} было введено понятие "глобального" квазиим­
пульса К ^ Е ) (далее просто квазиимпульса) и его римановой по­
верхности IK. . Когда переменная Е пробегает спектральную по­
верхность Е (риманову) оператора Н , то К ^ Е ) пробегает 
риманову поверхность 1К . Отображение К (̂ Е) взаимооднозначно 
и через Е (к) обозначим обратную функцию. 

При изучении асимптотики при t —*• °° решения нестацио­
нарного уравнения Шредингера (с периодическим по X потенциа­
лом) , уравнения диффузии (с периодическим по X коэффициентом 
диффузии) [_2] или волнового уравнения (с периодической по X 
скоростью) возникает необходимость в изучении свойств Е . Е 
Здесь и в дальнейшем £ = -4^- к' = о1к/ (IE • Д е л ь дан~ 

01К *• 
ной работы состоит в изучении свойства Е. , Е как функций K.GIK, 
и к'(Е) . К ^Е) как функций Е е . Е • Причем основное внимание 
уделяется изучению Е . Е . н а "прямой" X w , К. = 0 и расположе­
нию нулей Е • Показано, например, что в случае N" -зонного 
потенциала функция Ё имеет равно 6 ̂ N - i ) нулей на IK. . 
Причем ('N"-1) простой нуль как на положительной, так и на отри­
цательной "полуоси" и К - 1 нуль в каждом "квадранте". Далее 
показано, что функция Е (к) на прямой 1_щ, к = 0 между нуля­
ми имеет только один локальный максимум или минимум. В заключение 
получены соотношения,связывающие эффективные массы и нули функ­
ции Е 

Автор благодарит П.П.Каргаева и Н.Е.Фирсову за советы и 
обсуждения. 

§ I. Основные результаты 
Рассмотрим самосопряженный оператор Н . Без ограничения 

общности положим ^ p(x)dx = 0 • Известно, что спектр б 
оператора Хилла абсолютно-непрерывный и состоит из отрезков 
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6(M/)=[&(2+v-i), 5 (a * ) ] , &(2M,-i)<5(2vi)^s(2'Htl), 
«/ = 1,2......Интервалы u) (0) = (-<x>; s(i))? ц)(М.) = (S(2*t,); 
S (2M, + i )) , VI = i.,2,, .. . называются лакунами в спектре опера­

тора Н . Если S(2.M,) = S (2.^+i), то будем говорить, что спек­
тральные компоненты б (-И,)} б ( Я +i ) сливаются и лакуна (й (vt) 
вырождается. Спектр б распадается на связные компоненты 

которые называются зонами спектра. Через Е обозначим спект­
ральную поверхность оператора Н , которая получается склеивани­
ем двух экземпляров спектральной плоскости С \ б , разрезанной 
по зонам спектра. 

При этом верхний берег \\,-Ш зоны первого листа Ei , отож­
дествляется с нижним берегом -и, _й зоны второго листа £ а (он 
далее именуется просто верхним берегом б*. )• Нижний берег и-й 
зоны первого листа отождествляется с верхним берегом второго лис­
та (его будем называть нижним берегом б и ), б = U б н 

Пусть р (Е) - функция Ляпунова, соответствующая оператору 
Н . Напомним, что Р (Е) - целая функция Е е С > вещественная 
на вещественной оси. В каждой невырожденной лакуне (А) (\\,) лежит 
равно один простой нуль ^ (-Ц.) функции F (,Е) . Если лакуна 
(A) (it) вырождена, то нульД (u) = S (2.Я) = S {Z *l+ i ) • 

Введем риманову поверхность IK , которая представляет со­
бой комплексную плоскость с вертикальными разрезами 

Если лакуна ш(*1) вырождена, т о 5 н = 0 . разреза $ я нет. 
Если лакуна о) (м,) не вырождена, то £,n > 0 • Левый берег раз­
реза $ ^ еклеем с правым берегом X , V t e Z ± • Введем мно­
жества 

Я=|Ли, К={1тк = 0}, К±={±1жк>0,к.£Я} ; 

E + = {EeEi,It*tE=>0}, К± = { К Е К , + К>О}. 
Рассмотрим теперь на верхнем берегу б , функцию К(Е) = 

= atCC0SF(E) . Оказывается (см. [ i ] ) функцию К (Е) можно 
аналитически продолжить на Е так, что Е взаимооднозначно 
отображается на риманову поверхность IK . функция К(Е) отоб­
ражает E i X ^ E p ' S i j на верхнюю "полуплоскость" IK + . Второй 
лист Efc \{E>S_iJ отображается при этом на нижнюю "полуплос­
кость" 1К_ . Спектр б отображается на вещественную "ось" К • 
При этом верхние берега зон б переходят на положительную 
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"полуось" К, + , а нижние б ^ на отрицательную. Пусть образы 
зон Л ±И/ з к ( б ^ ) с К + , И = 1,2.,..-. Заметим также, что верхняя 
полуплоскость Е + переходит в правую половину К+ , т.е. на 

Невырожденные лакуны обозначим через 
0)^,41=0,1,2.... Разрежем Е^ по ц ) ^ и пусть ц ) ^ -верх­
ний берег разреза, м, =» 0, i, 2.... , U) + = 000 ^ . Перейдем к ос­
новным результатам.Справедлива 

ТЕОРЕМА I. Возьмем ветвь функции К.(Е) , определяемую ус­
ловием К = К. ̂ Е), Е S. CO U б + . Пусть *v и щ, - произволь­
ные целые положительные числа. Тогда 

1) все производные К. (Е)>0, Е е. б н ! если зона 
б м - полубесконечная, то К. ч Е ) < 0 , Е е б и » если зона 
6^ - конечная, то К \Е) имеет один простой нуль строго 

внутри б ̂  . 
2) функция К (,E),Eeu) ,- чисто мнимая, все четные про­

изводные -*, К. (Е)<0, E G U ^ > все нечетные производные 
-iK Л.Е-) имеют только один простой нуль внутри (0« и 
_ U ^ - i ) ( E ) < O E e { j 0 o . 

Справедливы равенства 
Ё(к) = Е(-к)=Е(,к), к.еК, (1л> 

которые следуют из вещественности функции Е (к) на веществен­
ной и мнимой осях и из принципа симметрии. Предположим, что 

<^е1К+ есть нуль производной функции Е^ ( к ) , W > i . Тогда 
из (I . I ) следует, что точки ± й +ТГ также являются нулями 
функции Е д К ) . Справедлива 

ТЕОРЕМА П. _I).Пусть потенциал р является N" -зонным. 
Тогда функция Ё (К) имеет 6(N"- i ) нулей в К , H~L - про­
стой нуль в К ± , по одному, строго внутри, в каждом конечном 
^ « , , т = 1 , г , . . . , К - { , и Н"-1 нуль, с учетом кратности, в 
Ki . Ё ^ к ) ^ 0 п р и к € = / \ ± ь г . 

2) Пусть потенциал р является бесконечно зонным. Тогда 
функция Ё (,1с) в области { R e K ; > o J имеет бесконечное чис­
ло нулей { к н > к * и Л Л ) М,-1,г,.-, где нуль К и лежит стро­
го внутри Д ч , К н г « K ^ e l K i , 

1^-кС52 л 1)1 + | К т - К ( & г я ) 1 - - ^ 0 , V t — о о . (1.2) 

3) если l^ffi , то Ё ( К ) ^ 0 при K e X u * 
ЗАМЕЧАНИЕ. Из теоремы П и из ( I . I ) следует, что каждой не-
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вырожденной лакуне oi)^ соответствует три нуля Кч, КН1, К ^ 
в правой полуплоскости и три нуля-KWJ-Кй1)-Кча, ̂  =1,2.,... 
в левой полуплоскости. 

Пусть . ^ ^ - Е С к ^ е б ^ , ^ w = E ( K H i ) e E + , и пусть 
^ ^ нуль функции Г ' ( E ) в невырожденной лакуне d ) 4 } 41=1,2,.... 

Введем эффективные массы [_3~\ 

юя-*/Ё(кС8*))» м'=1>2>---
где » a v v < 0 , * г ^ . 1 > 0 . 

Введем функции 

T^CEJ-^K-E^/C^-Ejl^-El2, 
ам,(Е)-(^-Е)2Л5г«гЕХ5анн-Е), л-1,2,... • 

В настоящей работе получено точное выражение для эффектив­
ной массы через нули функции Е и нули функции F (Е) . 
Справедлива 

ТЕОРЕМА Ш. Имеют место равенства 

а» т = П Т * ^ ) nt = i,a,... , 
н>1 

где произведения сходятся абсолютно. 
Приведем равенства, полученные в [4 J , 

(1.3) 

2.3̂  = П a^(5i), CM) 
и»1 

„ (> W -H)4-J)L n ал 
V& ©(Л5*** saw,; H^W, -

где t =2/WVj£'VH'-,-l и произведения сходятся абсолютно. Из тео­
ремы Ш и из (1.4), (1.5) вытекает 

СЛЕДСТВИЕ 1У. Справедливы равенства 
1"Ji± T*^ s^ a"iCsO (i,6) 

где ( = 2 w , S w , + i и произведения сходятся абсолютно. 
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§ 2. Свойства квазинмпульса 

Сначала приведем необходимые сведения. Функция Ляпунова 
имеет асимптотику [5] 

Г (Е) =со5Т + 0 (exp(J Ъ*Л|) /Е) , | E ] (2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

'•(2.6) 

где t•a'iEMi+tO' — 1 • Асимптотику (2.1) можно дифференцировать 
явбое число раз. Далее потребуется равенства и асимптотика из 
[ I ] 

COSK=F(E), 

Ё(к) = -51и,к/г'(Е), 

E(K)«Ka( i+0(K- i / 3)), | к | _ * о о . 

Рассмотрим квазиимпульс К^Е) как функцию спектрального 
параметра Е е . Е + . Функция к ( Е ) отображает Е + на ^L , 
при этом граница переходит в границу, т .е . 

Введем вещественные гармонические функции d(Е); в(Е),Х(к) ;*)(к). 
K{kE)=^(E)+ijb(E)jE(K)=X(K) + iS)(4K), к е К ; 

Из (2.6) получаем, что 

K(E) = i jKE), E€=a)+, Sappb=U)+, 

к (Е)=*ЦЕ) ,Ее:б + , sufpA^ = 6+ . 

Даяее нам потребуется связь между производными 

Ё(К)-1/КДЕ), 
Ё(К) = -^Ё(,К))3К\Е). 

Из (2.7), (2.5) вытекает справедливость формулы Дирихле для 
функции Р»(Е) , 

(2.7) 

(2.8) 
(2.9) 
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p ( E ) = 4 ! |E-tfae>(t)cLt, Ее=Е + . 
Отсюда и из условий Коши-Римана следует, что 

У д Е ) = Л ( Е ) = А ' ( Е ) 4 5 + 1 Е - ь г г в а ) ^ > о ; 
при Е е б + . Дифференцируя еще два раза по Е е . б * получаем, 
что 

Л"<Е)»#5 (t-Ej*Btt)it, E e 6
+ , (2Л0) 

A ' \ E ) - £ J ( t -E f B(t)dt>0, Е<=6+ (2.П) 
Более того произгодная порядка Щ, 

^-fi^r^m,^**- (2Л2) * i+ u)+ 

(awu). йз (2.12) следует, что А (Е)>0, Е е б ; т>1. 
Если Е принадлежит полубесконечиой зоне (в конечноэойном слу­
чае) б ; , то АС а Ж }(£)<0 . . . . 

Далее нам потребуется некоторые свойства Е , Е из [l] при 
«1=1,2 , . . . , 

Ё ( к ( Е ) > 0 , Е е б + , E ^ 5 w , (2.I3) 

Ё ( к ( 5 я ) ) в 0 . (2.14) 

Ё ( к ( 5 а н ) ) < 0 , Ё (к (5 2 н- А ) )>0 . (2.15) 

Из (2ЛЗ), (2.15), (2.9) следует, что при Е е б ! ,*t=i,2,,... 

A C E J — ; E t s a H . J 
Отсюда и из (2.II) получаем, что у функции к (Е) существует 
чуиь ju,^ строго в б ^ . Аналогичным образом доказывается, 
что у функции ксаи1^ ( E ) j E e 6 « , , существует один нуль 

, лежащий строго в б ^ . Для гармонической функции 
о(Л (Е) справедлива формула Дирихле 

4(E) =41 |E-t|~Y(t)At, ЕеЕ + . (2.I7) 

53 



Дифференцируя по ^ и используя условие Коши-Римана получаем, 
что *"*т-№П5 tt-E '̂wiuo, (2.18) 

при Ее.(^ + > т.к. А (Е)=Е(к) > 0 - Дифференцируя (2.18) любое 
число раз имеем, что 

© + 
Из (2.19) вытекает в частности, что В J(E)<0, Е & (Л . 
Рассмотрим нечетное щ, . Если Е е . U^QJ т0 В (Е)< О • ПУСТЬ 
Е е о 5 ц , ; М , > 1 . Далее потребуются свойства функции Ляпунова 
(см. напр.[5]) 

ТЧ&О=1,Гг(>н)>1,р'(>О=0,г"(^)^0,*1=1А....(2.20). 

Отсюда и из (2.2), (2.3) следует, что 

к \ Е ) - ^ + . . . , Е е й ; ( . Е — S l » . ( 2 '2 I ) 

Ч &2* i+ i -E * 

для некоторых С, С х ^ 0 . Из (2.21), (2.22) получаем, что 
в'(Е) — <*> , Е <= ОС)̂ , Е — ^ 5 а я з 

В \ Е ) — « - - в о , . Е е < д > £ , Е — + Ь г * ы -

Отсюда и из того, что в " ( Е ) < 0 , Е е . Ci)̂  , получаем наличие 
простого нуля ~^% у функции В ' ( Е ) , Е е . сО^ , (этот нуль 
сопадает с нуяем функции Г ). Дифференцируя асимптотики (2.21), 
(2.22), ( 2 т - 2 ) раза и используя B t a m > ( E ) ^ 0 .получаем 
наличие единственноро^ростого нуля у функции B ( 2 w , i )(E),Ee. l5£ 
Теорема I полностью доказана. 

§ 3. О числе нулей 

Из Теоремы I и из (2.9), (2.13) следует, что нули JU/«, 
функции к" (Е), Е е б * соответствуют нулям К ч = к (^ ) 
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Функции Ё (к) , лежащим строго в Д н . Докажем, что они 
однократные. Действительно, из (2.9), (2.13) и из Теоремы I пору­
чаем, что 

EU*)—а(Е) Ек-ЕЧ | К Л —Е 4К | ^ < 0 . 

Из (2.9), (2.13) и из п.1 Теоремы I вытекает, что Е (к) > О » 
к е Д N в случае К - зонного потенциала. 

Из (2.9), (2.3) и из п.2 Теоремы I получаем, ч т о Ё ( к ) ^ 0 , 

Введем функцию | ( Е) = Е (к(!Е)) и целую функцию а = Г ( Г)& + 
+ F"( i -P a ) . Из (2.2)-(2.4) видно, что | ^ - ^ / ( Г ) 3 . Нули 

функции | совпадают с нулями функции а вне множества 

Пусть ^ ('W/)e бц, • Выше, я атом параграфе показано, что 
функция | имеет на б н один простой нуль М,^ . Если 

) Ц т ) ^I/U'M, » *° функция Q. имеет в точке ^ (w.) нуль 
третьего порядка, что следует из аналитичности функций I и о. 
в окрестности точки ^ (flt) я из свойств (2.20) функции F . 

Если ]»(<wi) =(/U'4i' *о функция О- имеет в точке "£ ( м ) 
нуль четвертого порядка. " 

Пусть ^ (щ.) « " J l ^ e C ^ . Согласно основным свойствам 
функции Ляпунова (2.20) из представления 

J-—F/F'-F"(I-F*)/(F')5, 
получаем, что функция | имеет в точке \ \ t полюс третьего 
порядка и функция Q. ( ^ ^ ) ф Q. 

Найдем асимптотику функции <1 при J Е| —*- <х> . Из (2.1) 
следует, что " 

4 Е | ( Е ) = 4 Е ( c o s T + 0 (w) ) ( -ьш,Ъ + 0 ( W ) f + 

_̂ cos г + £±^+ 0 (w)) (i - (COST + о (w))a) - && + 

+G(W) ; |Ej—»»oe; ГДЕ W-exp(|Imt|)/E. 
Окончательно получаем, что 

(27г)^(Е)=25Ы3Г + 0(е 1 1 т' ГУ' г Г) ? IE-I——~«- (3.1) 
Воспользуемся теперь теоремой fyme, выбрав в плоскости Е е С 

контур проходящий через точку Е =5Гг(и. + - | - ) г и совпадающей с 
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образок границы правой половины прямоугольника в плоскости Т , 
стороны которого параллельны координатным осям. Мы обнаружим при 
атом, что функция Q. имеет внутри данного контура то же число 
нулей, что и функция ( 5 М 1 / Т / Т ) ^ ; последняя не имеет нуля 
в точке нуль и трехкратные нули в точках {jtfw)z

} Щ,— 1,2. ,••-
Общее число нулей, таким образом равно Зи, «Из асимптотики 

(3.1) видно, что наибольшие три нуля функции а приближенно равны 
(Ф,М<)а . Отвода следует, что число нулей I с учетом крат­

ности, равно 

где 4 ^ - число вырожденных лакун, ч& - число невырожденных 
лакун. Сейчас учтем, что в каждой зоне существует только один 
простой нуль функции £ . Из вида | следует, что если а нуль 
функции | , то и If тоже нуль. Следовательно, в верхней и в 
нижней частях имеется по -н^ нуля- Теорема П доказана. 

§ 4. Доказательство равенств 

Далее нам потребуется формула йенсена (см. напр.[б1). Пусть 
функция 4 ( 2 . ) - мероморфная в круге | z . | -=c R± ; R A > 0 ,. и пусть 

d,(0) ^ 0 • Пусть 0 ^ - нули и t ^ - полюса функции it, при­
чем нуль или полос считается столько раз каков его порядок, 

M/ = i , 2 , . . . . Тогда 

0 ' (4.1) 

функция | ( Е ) = Ё(,К^Е))- мероморфная по Е<= С • Напомним 
что J[i^, JU,^ , ^Д1Н1 - нули функции | соответствуощие м Л 
лакуне и ^ ^ - полоса в м--лакуне. В § 3 показано, что других 
особенностей функция I не имеет. 

Введем в Е множества для S > 0 

E(S) = {EeE ; |E-&^)|>^S _ i , M,=i,2,---J3 

E 5 ={E€=E, lE-5 jV |Ef4 4tri,i,.-.J. 
Из (2 .1 ) , (3.1) получаем асимптотику 

{(E) = 2 + 0 ( V E ) , 1 E | — ~ , EeE(S). м.2> 
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Отметим, что в окрестностях слияния компонент б ( и ) , б ( * l + i ) 
асимптотика (4.2) также верна. Действительно, представим функцию 

| ( Е ) интегралом Коши, так чтоби на контуре была верна асимпто­
тика (4 .2 ) . Отсода сразу получим справедливость асимптотики в 
окрестности точек g(2+t) , т.к. 

|(E)=2.+(Ki/E),|E| — <~,E<=ES. (4.3) 
Применим формулу (4.1) к функции | ( 2 + 5 А ) * пусть радиус 

R=3i'a(4V+-7r"f« Тогда из (4.1) и из Теоремы П получаем, что 

о l^-&il<R,ljaMi-Sil<R 

Переходя здесь к пределу при ц,—*-<*>, используя (4.3) и то, 
что | ( & £ ) > 0 получаем равенство 

u | ( s i ) = ka-r:{^Tw(s i) . 
Это равенство эквивалентно (1.3). Таким же образом доказы­

ваются остальные формулы в (1.3). Действительно, напишем, напри­
мер, формулу Иенсена (4.1) для функции 1 ( 2 + S ^ ) • Тогда ана­
логичным образом получаем, что 

Отсюда, учитывая, что ii&g,^)^ 0 получаем (1.3). 
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