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Аннотация 

Обзор посвящен основным результатам, полученным в последнее время в 
теории колец, градуированных полугруппами. Большое внимание уделяется 
также открытым вопросам, постановка которых мотивирована результатами 
ряда авторов. 

A b s t r a c t 
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The survey is devoted to the main results obtained recently in the theory of 
semigroup graded rings. It contains several open questions motivated by the results 
of various authors. 

1. Введение 
Пусть S — полугруппа. Говорят, что ассоциативное кольцо R S-граду-

ировано, или градуировано полугруппой S, если R = ф Rs является прямой 
ses 

суммой аддитивных подгрупп Rs и RsRt С Rst для любых s,t £ S (см. [125]). 
Кольца, градуированные полугруппами, включают в качестве частных 

случаев многие другие кольцевые конструкции: кольца многочленов и косых 
многочленов, прямые и полупрямые произведения, матричные кольца, струк­
турные матричные кольца, кольца матриц Риса, Морита-контексты и обоб­
щенные кольца матриц, групповые и полугрупповые кольца, косые группо­
вые и полугрупповые кольца, скрученные групповые и полугрупповые кольца, 
мономиальные кольца, смэш-произведения, скрещенные произведения, коль­
ца, градуированные группами и т.д. Тем самым кольца, градуированные 
полугруппами, могут быть применены для изучения других менее общих кон­
струкций. Это не только дает новые результаты для нескольких конструкций 
одновременно, но, кроме того, служит унификации уже известных теорем. 
Например, в главе 4 книги [60] «большая часть известной информации о ра­
дикале Джекобсона колец многочленов и косых многочленов (включая все 
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классические результаты Амицура и радикале Джекобсона колец многочле­
нов) получена как легкое следствие соответствующих результатов о радикале 
Джекобсона колец, градуированных моноидами». Другие приложения даны 
в [53] и [75]. 

Все вышеперечисленные примеры колец, градуированных полугруппами, 
можно найти в [2,53,60,75,108,144]. Мы приведем еще один пример, построен­
ный Веддербарном. Для любого кольца матриц Fn над полем F характеристи­
ки нуль Веддербарн доказал существование идемпотентов ец, где 1 <С i,j <С n, 
таких что Fn = ф Fz%j и ецем £ Fen для всех 1 <С i,j,k,£ <С п. Обозначим 

i,3 

буквой S множество {(i,j) | 1 sj г, j sj п) с операцией, введенной равенством 
(i,j)(k,£) = (г,£). Как известно, S является полугруппой, называемой прямо­
угольная связка. Для s = (i,j) £ S положим Rs = Feij. Тогда утверждение 
Веддербарна означает, что кольцо матриц Fn = ф Rs градуировано прямо-

s£S 

угольной связкой S, причем все компоненты Rs изоморфны полю F. 
Кольца, градуированные полугруппами, были с успехом применены для 

решения нескольких проблем, где другие конструкции оказались недостаточ­
ными. В частности, кольца, градуированные полугруппами, были использо­
ваны для изучения полугрупповых колец. В самом деле, полугруппы несколь­
ких важных классов могут быть представлены как связки их подполугрупп 
(см. [26,131]). Предположим, что мы рассматриваем полугрупповое кольцо RS, 
где S — полугруппа из такого класса. Тогда S является связкой Y попарно 
непересекающихся подполугрупп Sy, т . е. S = [j Sy и SySz С Syz для всех 

y£Y 

y,z £ Y. Следовательно, полугрупповое кольцо RS = ф RSy есть кольцо, 
y£Y 

градуированное связкой У, причем компоненты RSy имеют более «простое» 
строение. Таким образом, изучив свойства колец, градуированных связками, 
мы сможем переносить информацию с RSy на RS. Э т о т метод использовался 
во многих работах. Например, статья [145] посвящена нескольким приложе­
ниям этой идеи. 

Кольца, градуированные полугруппами, использовались при исследовании 
наследственных полугрупповых колец ([94]), полугрупповых алгебр, удовле­
творяющих полиномиальным тождествам ([107]), радикалов полугрупповых 
колец коммутативных полугрупп ([48,57,79]), локальных и полулокальных 
полугрупповых колец ([58]), мономиальных колец ([56]), дистрибутивных по­
лугрупповых колец ([141]), полупримитивных полугрупповых колец ([62,71]), 
полугрупповых колец, являющихся кольцами Джекобсона ([22]) и т. д. 

Ассоциативные обертывающие алгебры супералгебр Ли, или более об­
щих цветных алгебр Ли, градуированы конечными группами (см., напри­
мер, [12]). Алгебра, градуированная двухэлементной группой, называется 
супералгеброй. Э т о т частный случай градуированных колец способствовал 
решению очень сложной проблемы. А именно, знаменитая проблема Шпехта 
была решена Кемером только после исследования многообразий супералгебр. 
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Супералгебры также позволили получить градуированный аналог хорошо из­
вестной теоремы Нагаты-Хигмана ([17]). 

В последнее время в литературе появились интересные результаты о 
кольцах, градуированных группами и полугруппами. Цель настоящей ра­
боты — дать обзор новых результатов и открытых вопросов о радикалах 
колец, градуированных полугруппами. Мы включаем более ранние результа­
ты, только если они уточняют или привели к новым теоремам или открытым 
проблемам. Более ранние ф а к т ы и другие аспекты теории колец, градуи­
рованных группами и полугруппами, отражены в обзорах [53], [75] и кни­
гах [60] и [104]. Многие вопросы и ссылки, касающиеся условий конечности 
для градуированных колец, даны в [85]. Большинство открытых проблем, упо­
минаемых в нашем обзоре, не ставились в литературе явным образом, хотя 
многие из них уже рассматривались различными авторами, по крайней мере 
в некоторых частных случаях. 

Обзор состоит из семи разделов. Необходимые определения из теории по­
лугрупп и градуированных колец содержатся в разделе 2. 

Раздел 3 посвящен вопросу о том, когда радикал градуированного кольца 
однороден. Однородность — весьма эффективное свойство. Многие ф а к т ы о 
строении радикалов могут быть доказаны, если сначала установить однород­
ность радикалов в кольцах, градуированных определенными полугруппами, а 
затем применить это свойство. Мы включили в обзор только самые недавние 
результаты и открытые вопросы об однородности. Более ранние результаты 
хорошо изложены в обзоре [53] и монографии [60]. 

В работе [25] установлено, что однородность может применяться только 
для колец, градуированных полугруппами с сокращением. А именно, если 
S — полугруппа без сокращения, то радикал Джекобсона не однороден в не­
которых ^-градуированных кольцах. Поэтому для изучения радикалов колец, 
градуированных полугруппами других типов, нужны новые методы. 

Раздел 4 посвящен общему подходу к описаниям радикалов колец, градуи­
рованных полугруппами. Э т о т метод был развит в [72], см. также [75] и [86]. 
Он состоит в сведении структуры радикала к случаю колец, градуированных 
более «простыми» полугруппами. Для всех локально конечных, вполне регу­
лярных или алгебраических линейных полугрупп S строение радикала Дже­
кобсона любого кольца R = ф Rs сведено к радикалам колец RQ = ф Rs, 

s£S s£G 

градуированных группами G, где G — максимальная подгруппа S (см. [72]). 
Для любой коммутативной S строение радикала J{R) сведено к радикалам 
колец RA, градуированных архимедовыми компонентами А полугруппы S 
(см. [75,86]). Из этих результатов могут быть выведены некоторые известные 
теоремы (см. [75]). 

В разделе 5 рассматриваются связи между радикалом градуированного 
кольца R и радикалами его подколец Re, где е — идемпотент градуирующей 
полугруппы. 

В разделе 6 изучаются кольца, радикалы которых являются нильидеалами. 
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Раздел 7 посвящен радикалам колец, градуированных конечными группа­
ми, полугруппами и группоидами. 

2. Предварительные сведения 
Мы пользуемся стандартной терминологией теории полугрупп (см. [26], 

[40] или [41]) и теории колец (см. [60] или [125]). 
В литературе рассматривались несколько специальных типов колец, гра­

дуированных полугруппами. Ассоциативное кольцо R = ф Rg называется 
деа 

сильно G'-градуированным, если RgRh = Rgh Для любых g,h £ G. Если S — 
полугруппа с нулем 0, то R = ф Rs называется сжатым S-градуированным 

s£S 

кольцом, если До = 0. Э т о т термин был введен в [22]. 
В дальнейшем R = ф Rs будет обозначать градуированное кольцо. Под-

s£S 

множество Q кольца R называется однородным, если Q = ф Q П Rs • Если 
s£S 

Q — однородное подкольцо в R, то ясно, что Q является ^-градуированным 
кольцом. 

Каждый элемент г £ R единственным образом представим в виде 
г = ^2 rs, где rs £ Rs. Для Т С G положим RT = ф Rt и гт = Yl rt-

s£S t£T t£T 

Пусть supp(r) = {s £ S | rs ф 0}, H{r) = {rs | s £ supp(r )} и -ff(O) = {0}. 
Элементы множества Н(г) называются однородными компонентами элемен­
та г. Для любого подмножества Q кольца R положим H(Q) = [J H(r) и 

r£Q 

supp(Q) = [J supp(r) . 
r£Q 

Радикал Джекобсона кольца R обозначается J{R). Если R есть б'-граду-
ированное кольцо, то наибольший однородный идеал, содержащийся в J{R), 
обозначается Jgr{R) и называется однородной частью радикала. 

Пусть S — полугруппа. Множество всех идемпотентов из S обозначает­
ся E(S). Если е, f £ E(S), то мы будем писать е <i f, когда ef = fe = е. 
Легко проверить, что <J есть отношение частичного порядка на E(S). Нену­
левой идемпотент называется примитивным, если он минимален в E(S). 

Полугруппа, полученная присоединением нуля к S, будет обозначаться че­
рез S0. Полугруппа с нулем называется 0-прямым объединением полугрупп Si, 
г £ / , если S = (J 58- и Si П Sj = SiSj = 0 для любых г, j £ / , г ф j . 

i€l 
Полугруппа S называется эпигруппой, если степень каждого элемента при­

надлежит подгруппе S (см. [134,135]). Полугруппа S называется инверсной, 
если для любого s £ S существует единственный элемент t £ S, такой что 
sts = s и tst = t. Полугруппа называется вполне регулярной, если она являет­
ся объединением групп. Полугруппа называется комбинаторной, если она не 
содержит подгрупп порядка больше чем один. 
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Пусть Г° — группа с присоединенным нулем, / и Л — непустые множества, 
Р = (p\i) — Л х / -матрица с элементами р\{ £ Г° для всех А £ Л, г £ / . Ма­
тричная полугруппа Риса М(Т°; I, Л; Р) над группой Г с сэндвич-матрицей Р 
состоит из нуля и всех троек (д; г, А), где г £ / , А £ Л и д £ Г, с умножением, 
определенным правилом 

(sn; «1, Ai)(t/2; «2, А2) = {gip\1i2g2;ii,M)-

Полугруппа с нулем называется вполне 0-простой, если она не имеет соб­
ственных ненулевых идеалов. Каждая вполне 0-простая полугруппа изоморф­
но представима как матричная полугруппа Риса. 

Полугруппа, состоящая из нуля и всех п х п матричных единиц, обо­
значается Вп и называется полугруппой Брандта . Пусть ец — стандарт­
ная матричная единица, имеющая 1 на пересечении строки г и столбца j 
и все остальные элементы, равные нулю. Если R = ф Rs — сжатое 

seB2 

52-градуированное кольцо, то легко видеть, что [Reil, Rei2, Re21, Re22] есть 
Морита-контекст (см. [126]). Обратно, если [P,U,V,Q] — Морита-контекст 
и мы положим Reil = Р, Rei2 = U, Re21 = V, Re22 = Q, то R = ф Rs 

s£B2 

является сжатым 52-градуированным кольцом. Таким образом, определения 
Морита-контекста и сжатого 52-градуированного кольца эквивалентны. 

Любая полугруппа матриц над полем называется линейной полугруппой. 
Полугруппа S называется архимедовой, если для любых s,t £ S некоторая 

степень элемента s принадлежит идеалу, порожденному t в S. 
Полугруппа, состоящая из идемпотентов, называется связкой. Связка на­

зывается полурешеткой [прямоугольной связкой, левосингулярной связкой, 
правосингулярной связкой), если она удовлетворяет тождеству ху = ух (со­
ответственно хух = х, ху = х, ху = у). Полурешетка называется цепью, если 
она линейно упорядоченна. Высотой полурешетки Y называется супремум 
мощностей всех цепей, содержащихся в У. 

Полугруппа S называется и.р.-полугруппой (соответственно t.и.р.-полу­
группой), если для любых двух непустых конечных подмножеств X, Y в S, хо­
тя бы одно из которых содержит более одного элемента, существует, по край­
ней мере, один (соответственно два) элемента, единственным образом пред-
ставимых в виде ху, где х £ X, у £ У. Очевидно, что каждая t.и.р.-полугруппа 
является и.р.-полугруппой. Однако существуют и.р.-полугруппы, не являющи­
еся t.u.р.-полугруппами ([108]). Для групп и.р. и t .u.p. свойства эквивалентны. 
Существуют t.u.р.-полугруппы, не вложимые в группы ([108]). 

3. Однородные радикалы 
Э т о т раздел посвящен следующей общей проблеме. 
П р о б л е м а 1. Описать все полугруппы S, такие что радикал Джекобсона 

однороден в каждом ^-градуированном кольце. 
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Первые положительные результаты об однородности радикала Джекобсо-
на были получены Бергманом [14] и Коэн и Монтгомери [27]. Мы включаем 
только самый общий результат из книги Карпиловского [61] (см. также [60, те­
орема 30.28]). Свойства (i) и (ii) нижеследующей теоремы были установлены 
Бергманом в частном случае, когда G — абелева группа без кручения. Случай, 
когда G — свободная группа, рассмотрен Джесперсом и Пучиловским [56]. 

Т е о р е м а 2 ([61]). Пусть R — кольцо, градуированное группой G, где 
G — группа одного из следующих типов: 

(i) G — абелева группа, и порядки всех конечных подгрупп из G обратимы 
в R; 

(ii) G локально конечна, и порядки всех конечных подгрупп из G обратимы 
в R; 

(iii) локально G является свободной, или резидуально конечной, или сво­
бодной разрешимой, или нильпотентной без кручения; 

(iv) G есть подпрямое произведение групп G{, i <E I, где каждая G{ является 
группой одного из типов (i), (ii), (iii). 

Тогда радикал Джекобсона кольца R однороден. 

В работе [54] доказано, что радикалы Бэра и Левицкого однородны в ка­
ждом кольце, градуированном и.р.-полугруппой. Аналогичный вопрос для 
радикала Джекобсона хорошо известен и все еще остается открытым. 

П р о б л е м а 3 . Верно ли, что радикал Джекобсона однороден в каждом 
кольце, градуированном 

(i) группой без кручения, 
(ii) u.p.-группой, 
(iii) линейно упорядоченной группой? 

Эти вопросы о т к р ы т ы даже для алгебр над полем характеристики нуль. 
Проблема 3(ii) была включена в [53]. Не известно, однороден ли радикал Дже­
кобсона каждой алгебры над полем нулевой характеристики, градуированной 
группой. Едва ли возможно ожидать положительного ответа на этот вопрос 
во всей общности, так как это немедленно дало бы решение давно стоящей 
проблемы полупримитивности групповых алгебр (см. [113]). Однако пред­
ставляется возможным доказать однородность радикала в алгебрах нулевой 
характеристики, градуированных некоторыми специальными типами групп и 
полугрупп. Мы включаем следующие вопросы в этом направлении. 

П р о б л е м а 4 . Пусть R — алгебра над полем нулевой характеристики. 
Предположим, что R градуирована 

(i) нильпотентной группой, 
(ii) разрешимой группой. 

Верно ли, что радикал Джекобсона однороден в R? 

В литературе появились следующие положительные результаты. 
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Т е о р е м а 5 ([87]). Пусть S — линейная полугруппа с сокращением и R — 
алгебра характеристики нуль, градуированная S. Тогда радикал Джекобсона 
алгебры R однороден. 

Т е о р е м а 6 ([89]). Пусть S — полугруппа с сокращением и R — S-граду-
ированная PI-алгебра над полем характеристики нуль. Тогда радикал Дже­
кобсона кольца R однороден. 

Т е о р е м а 7 ([89]). Пусть S — и.р.-полугруппа п R — кольцо, градуиро­
ванное S. Если R полулокально, или имеет правую размерность Крулля, или 
является правым кольцом Голди по модулю первичного радикала, то радикал 
Джекобсона кольца R однороден. 

Следующая техническая лемма представляет независимый интерес. Ска­
жем, что элемент г градуированного кольца R жесткий, если хгу = 0 -<=>• 
•<=>• xrty = 0 для всех t £ supp(r) и всех х, у £ H(R). Легко проверить, что ес­
ли кольцо R градуировано полугруппой с сокращением и / — идеал кольца R, 
то все элементы минимальной ненулевой длины в / жесткие. В частности, все 
однородные элементы жесткие. 

П р е д л о ж е н и е 8. Пусть S — и.р.-полугруппа с единицей 1, пусть г — 
жесткий элемент кольца R, градуированного S, и пусть М — мультипли­
кативная полугруппа, порожденная Н(г). Тогда 

(i) если г ^ Ri и М1гМ1 состоит из квазирегулярных элементов, то 
М нильпотентна; 

(ii) если H(R)lrH(R)1 состоит из квазирегулярных элементов, то г\ £ 
£ J(R\), и если, в дополнение, г ф R\, то г\ принадлежит нильрадикалу 
кольца Ri. 

Это предложение обобщает теорему 3.2 работы [54] и теорему 4.2 ста­
тьи [53], которые служили основанием многих более ранних результатов по 
кольцам, градуированным t.и.р.-полугруппами. Теперь, когда в [89] доказана 
новая версия, некоторые известные теоремы о радикалах колец, градуирован­
ных t.u.р.-полугруппами, могут быть перенесены на и.р.-полугруппы. 

Т е о р е м а 9 ([25]). Если радикал Джекобсона однороден во всех S-граду-
ированных кольцах, то S является полугруппой с сокращением. 

Э т а теорема приводит к следующему вопросу. 
П р о б л е м а 10 ([73]). Верно ли, что если радикал Джекобсона однороден 

во всех ^-градуированных кольцах, то S вложима в группу? 
Данная проблема была также записана в [137]. Ответ положителен в случае 

коммутативных полугрупп. Более того, если S — коммутативная полугруп­
па и радикал Джекобсона однороден во всех ^-градуированных кольцах, то 
S вложима в такую группу G, что радикал Джекобсона G-однороден (см. [73]). 

Несколько обобщений однородности были введены в [25]. Они применимы, 
в частности, к определенным типам инверсных, регулярных и коммутативных 
полугрупп. 
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4. Сведение радикалов к случаю колец, 
градуированных группами 

Пусть R = ф Rs — кольцо, градуированное полугруппой S. Для любого 
s£S 

е G S положим 
e = {se,S {eeSKsS1}. 

Предположим, что G — подгруппа из S с единицей 1. Определим отображение 
fa '• R —> RG правилом 

\rG, если rG = r-f, 
fair) = < 

I (J иначе 

для любого г G R. 
Определим главный класс полугрупп. Пусть Н — подполугруппа из S. 

Скажем, что Н замкнута по подгруппам, если для любой подгруппы G из S 
и каждого g £ G П Н обратный элемент g~l принадлежит Н. Иными словами, 
Н замкнута по подгруппам, если для любой подгруппы G пересечение Н П G 
также является группой. Будем говорить, что Н имеет конечную длину в S, 
если существует конечная цепочка идеалов 

О С So С Si С . . . С Sn С 5° 

в S0, таких что HP\So = 0,HCSn~a каждый фактор Sk/Sk-i является 
вполне простым или нильпотентным, где к = 1, . . . , п. 

Т е о р е м а 11 ([72]). Пусть S — такая полугруппа, что каждое конечное 
подмножество из S содержится в подполугруппе конечной длины, замкну­
той по подгруппам. Тогда радикал Джекобсопа каждого S-градуированного 
кольца R = ф Rs совпадает с наибольшим идеалом I из R, таким что 

ses 
fa(I) С J{RQ) ДЛЯ всех максимальных подгрупп G в S. 

Если заменить радикал Джекобсона J радикалом Левицкого С, то аналог 
теоремы 11 справедлив даже для большего класса полугрупп. Аналог так­
же является верным для радикала Бэра, если мы потребуем, чтобы каждый 
фактор Риса полугруппы S имел ненулевой нильпотентный или минимальный 
идеал. Класс полугрупп, фигурирующий в теореме 11 включает все локально 
конечные полугруппы, вполне регулярные полугруппы и матричные эпигруп-
пы. 

П р о б л е м а 12. Описать все полугруппы S, такие что для любого S-rpa-
дуированного кольца R радикал Джекобсона R равен наибольшему идеалу / с 
тем свойством, что fa(I) С J{RG) для всех максимальных подгрупп G из S. 

Теорема 11 включает весьма общий случай. Некоторые авторы рассма­
тривали более специальные кольцевые конструкции и описывали их радикалы 
в других терминах, давая более детальную информацию о строении соот­
ветствующих радикалов. Отдельные результаты такого сорта могут быть 
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выведены из теоремы 11 путем нахождения отображений fa и определения 
наибольшего идеала / в каждом конкретном случае. Тем самым достигается 
унификация доказательств нескольких различных результатов. Следует под­
черкнуть, что этот метод не упрощает доказательства, но делает их похожими 
и проясняет сходство некоторых известных результатов (см. [72]). 

5. Радикалы градуированных колец 
и их однородных компонент 

Другой интересный вопрос состоит в том, как радикал всего кольца 
R = 0 fis зависит от радикалов компонент Re, где е пробегает множе-

s£S 

ство идемпотентов S. Э т а проблема рассматривалась в литературе для 
различных типов градуировок, в частности, в случае, когда S — груп­
па (см. [104], [60, глава 4]), инверсная полугруппа (см. [146]), связка (см. 
[18,102,140,145,148]), локально конечная полугруппа (см. [21,22]), а также 
для некоторых периодических комбинаторных полугрупп (см. [11]). 

Мы говорим, что радикал р определяется идемпотентами полугруппы S, 
если для любого ^-градуированного кольца R радикал p(R) равен наиболь­
шему идеалу / с тем свойством, что fe(I) С p(Re) для всех идемпотентов е 
в S. 

Т е о р е м а 13 ([65]). Радикалы Джекобсона и Левицкого определяются 
идемпотентами полугруппы S тогда и только тогда, когда S — локально 
конечная комбинаторная полугруппа. 

С л е д с т в и е 14 ([69]). Если р — радикал Джекобсона или Левицкого, а 
S — связка, то радикал Джекобсона p(R) любого градуированного кольца 
R = ф Rs равен наибольшему идеалу I с тем свойством, что f{s}(x) £ p(Rs) 

s£S 

для всех х <Е I, s <E S. 

Т е о р е м а 15 ([65]). Радикал Джекобсона определяется идемпотентами 
полугруппы S тогда и только тогда, когда S — локально конечная комби­
наторная полугруппа и каждый фактор Риса S имеет нильпотентный или 
минимальный идеал. 

С л е д с т в и е 16 ([69]). Пусть В —связка , R = ф Rs, и пусть S —полуре-
s£S 

шетка, являющаяся максимальным гомоморфным образом В. Предположим, 
что S удовлетворяет условию убывающих цепей для идемпотентов. Тогда ра­
дикал Бэра B(R) равен наибольшему идеалу I, такому что f{s}(x) £ p(Rs) для 
всех х £ / , s £ S. 

В случае, когда S — связка, описание всех радикалов, определяемых по 
идемпотентам S, было дано в [69]. Главная теорема работы [69] делит все 
связки на 18 классов и для связок В каждого класса описывает все радикалы, 
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определяемые компонентами 5-градуированных колец. Э т а теорема также 
дает следствия 14 и 16. Мы приведем только следующие два следствия из 
главной технической теоремы работы [69]. 

Т е о р е м а 17 ([69]). Радикал Джекобсона определяется идемпотентами 
связки В тогда и только тогда, когда В — полурешетка. 

Радикал р называется наследственным, если р(1) = I П p{R) для любого 
кольца R и каждого идеала I ъ R. 

Т е о р е м а 18 ([69]). Каждый наследственный радикал определяется ком­
понентами каждой конечной полурешетки. 

Радикал называется наднилъпотентным, если все нильпотентные кольца 
принадлежат его радикальному классу. Для наднильпотентных радикалов 
теорема 18 следует также из леммы 1.3 работы [145] или из более общей тео­
ремы 3 работы [138]. 

Более детальная информация о строении радикала Джекобсона колец, гра­
дуированных связками, была получена Манном. 

Т е о р е м а 19 ([102]) . Пусть S — связка, R = ф Rs — S-градуированное 
s£S 

кольцо. Предположим, что каждое Rs имеет единицу ls и l s l t = lst для всех 
s,t £ S. Тогда 

У ^ ls?*tls G J(RS) Для всех s 
t£? 

J(R) = Г £ й 

Кольца, удовлетворяющие условиям этой теоремы, называются специаль­
ными кольцами, градуированными связками. Иное описание радикалов таких 
колец было получено Понизовским в [117]. Недавно Белл, Сталдер и Тепли 
в [11] получили описание радикалов, аналогичное приведенному в теореме 19, 
для большего класса градуированных колец. 

Т е о р е м а 20 ([102]) . Пусть S — полугруппа с отношением частичного по­
рядка -<, таким что a -< ah и Ь -< ah для всех a,b £ S. Предположим, что 
каждый первичный идеал полугруппы S вполне первичен и что для любого 
первичного идеала Р полугруппы S и любых а,Ь £ S\Р существует с £ S\P, 
такой что с'ас" = с'Ьс" для всех с', с" £ (с) \ Р. Пусть R = ф Rs — кольцо, 

s£S 

градуированное S. Предположим, что для любых a -< Ь существуют гомомор­
физмы фауь '• Ra —Ь Rb, такие что ху = фа,аь(%)Фь,аь(у) Для всех а, Ь £ S, х £ Ra, 

у £ Rb и фь,с(Фа,ь(х)) = фа,с(х) Для всех а <Ъ ^с. Тогда 

У ^ Фа,ь(га) G J(Rb) для всех Ъ £ S}. 
ab=b 

J(R) = Г £ й 

Э т а теорема доказана в [11] даже для всех направленных наследственных 
радикалов (и, таким образом, она также верна для радикала Левицкого). Те­
орема 20 применима ко всем коммутативным комбинаторным периодическим 



НЕДАВНИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ОТКРЫТЫЕ ВОПРОСЫ 1125 

полугруппам и всем конечным связкам. В [11] доказано, что все полугруппы, 
удовлетворяющие условиям этой теоремы, являются периодическими и комби­
наторными. Описание первичных идеалов колец, удовлетворяющих условиям 
теоремы 20 также получено в [11]. 

Следующий интересный вопрос состоит в том, когда существует хорошее 
соотношение между радикалом всего кольца R и радикалами однородных ком­
понент Re, где е = е2 . Исследование радикалов, имеющих хорошее строение, 
в градуированных кольцах было начато Гарднером в [35]. 

Радикал р называется строгим, если р(Т) С p(R) для любого кольца R 
с подкольцом Т. Все строгие радикалы были охарактеризованы Стьюартом 
в [136]. 

Радикал называется наследственным, если р(1) = I П p(R) для любого 
кольца R с идеалом / . Следуя [70], будем говорить, что радикал слабо наслед­
ствен, если p(I) Э p(R)I + Ip(R) для любого кольца R и каждого идеала / 
в R. 

Т е о р е м а 21 ([70]). Пусть S — нетривиальная полурешетка и р — ради­
кал. Тогда эквивалентны следующие условия: 

(i) р{ ф Rs) = ф p{Rs) для любого S-градуированного кольца R; 
^s£S ' s£S 

(ii) Р[ ф Rs) С ф p{Rs) Для любого S-градуированного кольца R; 
^•s£S ' s£S 

(iii) p(Re) = Re П p(R) для любого S-градуированного кольца R и любого 
eeS; 

(iv) p строг и слабо наследствен. 

Импликация (iv) =^ (i) этой теоремы была получена в [18] и [142] при до­
полнительном предположении, что радикал наследствен. Эквивалентность 
(i) и (iv) в общем случае была установлена в [63]. Кроме того, в [63] был 
дан ответ на вопрос, поставленный в [35]. 

Т е о р е м а 22 ([63, 70]) . Пусть S — нетривиальная полурешетка и р — ра­
дикал. Тогда эквивалентны следующие условия: 

(i) p однороден в каждом S-градуированном кольце; 

(ii) Р\ ф -^s) 5 Ф p{Rs) для любого S-градуированного кольца R; 
^s£S ' s£S 

(iii) если R = ф Rs является р-полупростым, то все Rs также р-полупрос-
s£S 

ты; 
(iv) радикал р строг. 

Соотношения между радикалами компонент Re, гдее е = е2 £ S, рассма­
тривались Сэндзом [126], Ягерманом и Сэндзом [43] в случае, когда S = В^, а 
также Бити, Ли и Стьюартом [6] для градуированных версий радикалов. 

Т е о р е м а 23 ([83]). Пусть S — полугруппа с нулем, Е — идеал S, поро­
жденный всеми идемпотентами. Тогда эквивалентны следующие условия: 
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(i) J {Re) = J{R) П Re для каждого сжатого S-градуированного кольца 
R = 0 Й , и каждого идемпотента е в S; 

s£S 

(ii) наибольший нильидеал N, содержащийся в Е, является локально нплъ-
потентным, и если Е ф 0, то E/N есть 0-прямое объединение инверсных 
вполне 0-простых полугрупп с локально конечными максимальными подгруп­
пами. 

Свойство (i) данной теоремы было известно в частных случаях, когда R — 
Морита-контекст или, что то же самое, S = В^ (Амицур [1]), когда S — 
конечная группа с присоединенным нулем (Коэн, Монтгомери [27]), когда R — 
обобщенное кольцо матриц или, эквивалентно, S = В„ (Бергман [13]), когда 
S — инверсная вполне 0-простая полугруппа с тривиальными максимальными 
подгруппами (Ваутерс и Джесперс [146]; Джесперс [53]). В полной общности 
результат появился в [83]. 

Пусть S — полугруппа с нулем. Радикал р называется инвариант­
ным в ^-градуированных кольцах, если Rxp(Re)Ry С p(Rf) для любого 
^-градуированного кольца R = ф Rs, где е, f — любые ненулевые идем-

s£S 

потенты из S и х,у — любые элементы S, такие что хеу = f. Поскольку в 
этом определении фигурируют только ненулевые идемпотенты, оно совершен­
но одинаковым образом применимо к градуированным и сжатым градуиро­
ванным кольцам. 

Сэндз доказал в [128], что радикал инвариантен в кольцах, градуирован­
ных группой, или в Морита-контекстах тогда и только тогда, когда он нор­
мален. Нормальные радикалы описаны Сэндзом в [127]: радикал нормален 
тогда и только тогда, когда он сильный слева и наследствен на главные левые 
идеалы. Радикал называется сильным слева, если каждый радикальный левый 
идеал любого кольца R содержится в радикале R. Радикал называется наслед­
ственным на главные левые идеалы, если для любого радикального кольца R 
и любого элемента а из R левый идеал Ra также радикален. 

Для любого кольца R кольцо с нулевым умножением, определенное на той 
же самой аддитивной группе, обозначается через Д + . Радикал р называет­
ся А-радикалом, если p(R) = p(R+) для каждого R. Существует очевидное 
взаимно однозначное соответствие между А-радикалами и всеми радикалами 
абелевых групп. 

Следующая теорема для любой полугруппы S описывает все радикалы, 
инвариантные в ^-градуированных кольцах. 

Т е о р е м а 24 ([37]). Пусть р — радикал, S — полугруппа, Е — идеал, по­
рожденный всеми идемпотентами из S, и пусть N — объединение всех идеалов 
полугруппы S, содержащихся в Е, но не имеющих ненулевых идемпотентов. 
Тогда радикал р инвариантен в S'-градуированных кольцах тогда и только 
тогда, когда выполняется хотя бы одно из следующих условий: 

(i) p есть А-радикал; 
(ii) факторполугруппа E/N является полурешеткой высоты <J 2; 
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(iii) все главные факторы полугруппы E/N одноэлементны, а радикал р 
строг и слабо наследствен; 

(iv) радикал р нормален, а факторполугруппа E/N является инверсной 
полугруппой, в которой каждый ненулевой идемпотент примитивен. 

6. Кольца, радикалы которых 
являются нильидеалами 

Ряд классических теорем теории колец рассматривает вопросы, связан­
ные с тем, что радикал Джекобсона в различных кольцевых конструкциях 
является нильпотентным идеалом или нильидеалом (см. [60,125]). Следую­
щий градуированный аналог известной теоремы Брауна о нулях для Р1-колец 
(см. [15]) был доказан в [88]. 

Т е о р е м а 25 ([88]) . Пусть G — группа с единичным элементом 1, и пусть 
R = ф Rg — G-градуированное PI-кольцо. Если J(R\) является нильидеа-

g£G 

лом, то J{R) также является нильидеалом. 

Э т а теорема приводит к общей проблеме 41, включенной в следующий раз­
дел. 

Аналогичные теоремы для нильпотентности и локальной нильпотентности 
были доказаны в [22] для произвольных колец, градуированных конечными или 
локально конечными полугруппами. 

Т е о р е м а 26 ([22]) . Пусть S — конечная [локально конечная) полугруп­
па, и пусть R = ф Rg — S-градуированное кольцо. Если радикалы J(Re) 

g£G 

нильпотентны (локально нильпотентны) для всех е £ E(S), то J(R) — также 
нильпотентный (соответственно локально нильпотентный) идеал. 

Т е о р е м а 27 ([74]) . Пусть G — непериодическая группа с единичным эле­
ментом 1. Тогда существует сильно G-градуированное кольцо Q, такое что 
J(Qi) = B(Ql), но J(Q) ф C(Q). 

Э т а теорема дает ответ на вопрос, поставленный в [120]. 

Т е о р е м а 28 ([76]) . Пусть S — коммутативная полугруппа. Тогда экви­
валентны следующие условия: 

(i) для любого сильно S-градуированного кольца R = ф i? s из нильпо-
s£S 

тентности радикалов Джекобсона J(Re) для всех е £ E(S) следует также 
нильпотентность радикала J(R); 

(ii) полугруппа S содержит идеал I, такой что S/'I — нильпотентная полу­
группа, а идеал I является объединением конечного числа групп с конечными 
периодическими частями. 
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Т е о р е м а 29 ([76]). Пусть S—линейная эпигруппа над произвольным по­
лем, и пусть R = ф Rs — сильно S'-градуированная алгебра над полем нуле-

s£S 

вой характеристики. Если радикалы J(Re) нильпотентны для всех е £ E(S), 
то радикал J{R) также нильпотентен. 

Теорема 29 является аналогом следствия 3.2 из [110], утверждающего, что 
если S — линейная эпигруппа, то радикал Джекобсона полугрупповой алге­
бры FS нильпотентен для любого поля нулевой характеристики. 

С другой стороны, хорошо известно, что для любой линейной группы G 
и для любого поля F радикал J{FG) локально нильпотентен (см. [60, §49]). 
Представляло бы интерес выяснить, возможно ли распространить этот ре­
зультат на сильно градуированные по группе кольца. 

П р о б л е м а 30 ([76]). Верно ли, что для любой линейной группы G и для 
любого сильно G-градуированного кольца R радикал Джекобсона J{R) ло­
кально нильпотентен, в предположении локальной нильпотентности радикала 
J{R\), где 1 — единичный элемент группы G? 

Мы сформулируем еще один интересный вопрос о свойствах радика­
лов сильно градуированных колец. Из [60, предложение 30.41] и [60, лем­
ма 30.16] следует, что если G — конечно порожденная нильпотентная группа и 
R = ф Rg — сильно G-градуированное кольцо с нильпотентным радикалом 

g£G 

J{Re), то радикал J{R) нильпотентен. С другой стороны, известная теорема 
А. Е. Залесского утверждает, что радикал Джекобсона любой групповой ал­
гебры разрешимой алгебры над полем локально нильпотентен (см. [60]). Это 
дает основания поставить следующий вопрос. 

П р о б л е м а 31 ([76]). Верно ли, что для любой разрешимой группы G и 
для любого сильно G-градуированного кольца R радикал Джекобсона J{R) 
локально нильпотентен, в предположении того, что J{R\) — нильпотентный 
идеал, где 1 — единичный элемент группы G? 

7. Кольца, являющиеся суммами 
своих аддитивных подгрупп 

Понятие кольца, градуированного группоидом, впервые было упомянуто в 
работе [130], в основном посвященной кольцам, градуированным сократимыми 
полугруппами. Один из первых положительных результатов о кольцах, граду­
ированных группоидом, был получен в [81] и появился в журнальном варианте 
в [84]. В [84] было показано, что многие свойства колец, градуированных ко­
нечными группами, сохраняются при переходе к более общей ситуации колец, 
градуированных конечными группоидами. В частности, в [84] доказано, что 
кольцо R, градуированное конечным группоидом S, совершенно справа (по-
лупримарно; полулокально; является PI-кольцом) тогда и только тогда, когда 
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все компоненты Re обладают соответствующим свойством для всех идемпо-
тентов е из группоида S. 

Данная концепция кольца, градуированного группоидом, включает в себя 
градуированные кольца с конечными носителями над группами и полугруп­
пами, рассматриваемые в многочисленных статьях. Таким образом, кольца, 
градуированные группоидом, дают общий подход к доказательству многих 
теорем, ранее установленных в значительно менее общих кольцевых конструк­
циях (см. [84]). 

Градуированное с помощью группоида кольцо уже не допускает обобщений 
на пути рассмотрения колец, градуированных другими, более общими, мно­
жествами с бинарными операциями. Действительно, пусть R — кольцо, S — 
конечное множество и R является прямой суммой аддитивных подгрупп Rs, 
где s £ S. Предположим, что множество H(R) = [J Rs всех однородных 

ses 
элементов кольца R замкнуто относительно умножения. Если RsRt ф 0 для 
некоторых элементов s,t £ S, то можно показать, что найдется, и притом 
единственный, элемент и £ S, такой что RsRt С Ru. Поэтому можно ввести 
частичную операцию на S, полагая st = и для всех троек s,t,u £ S, таких 
что 0 ф RsRt С Ru. Тогда S превращается в частичный группоид. Та­
ким образом, кольцо R градуировано частичным группоидом S. Более того, 
мы можем определить все другие произведения в S произвольным образом и 
превратить R в градуированное с помощью группоида кольцо. 

Рассматривая свойства элементов частичных группоидов, мы используем 
стандартную терминологию теории полугрупп, предполагая, что соответству­
ющее свойство выполнено в том случае, когда все задействованные произве­
дения определены. В частности, мы называем частичный группоид S сокра­
тимым, если из каждого из равенств xz = yz или zx = zy следует, что х = у 
для х, у, z £ S. 

Следующая теорема является одновременно обобщением леммы Дж. Берг­
мана о кольцах, градуированных конечными группами (см. [14] или [60], след­
ствие 30.11 (ii)), и утверждения о том, что радикал Джекобсона обобщенного 
кольца матриц является однородным идеалом (см. [13] и [146]). 

Нам понадобится следующее техническое понятие, эквивалентное опреде­
лению градуированного с помощью группоида кольца. Если S — частичный 
группоид, то мы будем говорить, что R = ф Rs S-градуировано, в том и 

s£S 

только том случае, когда выполнены следующие два условия: 
(i) RsRt С Rst в том случае, когда произведение st определено; 
(ii) из RsRt ф 0 следует, что произведение st определено. 
Отметим, что условие (ii) существенно во всех теоремах и проблемах дан­

ного раздела (в противном случае теоремы перестают быть верными, а про­
блемы становятся тривиальными). Если не предполагать условия (ii) выпол­
ненным, то любое кольцо, являющееся прямой суммой своих аддитивных под­
групп, оказывается «градуированным» с помощью тривиального частичного 
группоида, в котором ни одно произведение не определено. 
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Т е о р е м а 32 ([90]). Пусть S — конечный сократимый частичный группо­
ид и R — S-градуированное кольцо. Через п обозначим наименьшее общее 
кратное порядков всех подгрупп в S. Тогда для любого элемента г £ J{R) 
все однородные компоненты элемента пг также принадлежат радикалу J{R). 

Если G — конечная группа, то наименьшее общее кратное порядков всех 
подгрупп группы G равно \G\. Таким образом, в случае кольца, градуирован­
ного конечной группой, теорема 32 утверждает, что \G\H(J(R)) С J(R), что 
в точности совпадает с леммой Дж. Бергмана ([60], следствие 30.11 (ii)). 

m 
Кольцо R = ф Rij называется обобщенным кольцом матриц, если 

* J = 1 

Ru, если j = k; 
0 в противном случае. 

Рассматривая индуцированный частичный группоид на множестве индексов 

S = {{i,j) | i,j = I , - - - ,n}, 

мы убеждаемся в том, что S — сократимый частичный группоид, содержащий 
лишь подгруппы первого порядка. Таким образом, в этом случае теорема 32 
утверждает, что H(J(R)) С J{R), т . е. что радикал кольца R однороден (это 
было ранее доказано в [13] и [146]). 

Следующее следствие обобщает теорему 4.4(3) из [27], утверждающую, что 
в случае нулевой характеристики в каждой алгебре, градуированной конечной 
группой, радикал однороден. 

С л е д с т в и е 33 ([90]). Пусть S — группа п R — G-градуированная алге­
бра над полем нулевой характеристики. Если носитель алгебры R конечен, то 
радикал Джекобсона алгебры R однороден. 

П р о б л е м а 34. Пусть S — (бесконечный) сократимый периодический ча­
стичный группоид, такой что все подгруппы в S конечны и, более того, 
наименьшее общее кратное их порядков конечно. Предположим, что R — 
^-градуированное кольцо. Верно ли, что для каждого г £ J{R) и некоторого 
п > 0 все однородные компоненты элемента пг принадлежат радикалу J(R)1 

Ряд вопросов о радикалах колец, градуированных конечными группоида­
ми, появился в связи со следующей теоремой М. Коэн и С. Монтгомери ([27]), 
являющейся одним из основных утверждений о радикалах колец, градуиро­
ванных группами. 

Т е о р е м а 35 ([27]). Пусть G — конечная группа порядка п с единичным 
элементом 1, и пусть R — G-градупрованное кольцо. Тогда 

J(R1) = R1nj(R) и J(R)n С JG(RI)-

Представляет интерес вопрос о том, будет ли эта теорема оставаться 
верной для колец, градуированных сократимыми частичными группоидами. 
В этом направлении мы формулируем следующие две проблемы. 

RijRki С 
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П р о б л е м а 36. Верно ли, что для любого конечного сократимого частич­
ного группоида S и для любого ^-градуированного кольца R = ф Rs имеет 

s£S 

место равенство J{R\) = R\C\ J{R), где 1 — единичный элемент (или идем-
потент) частичного группоида S? 

П р о б л е м а 37. Верно ли, что для любого конечного сократимого частич­
ного группоида S и для любого ^-градуированного кольца R = ф Rs некото-

s£S 

рая степень радикала Джекобсона J{R) содержится в наибольшем однород­
ном квазирегулярном идеале кольца R? 

В работе [116] доказано, что если G — абелева группа, порядок п пери­
одической части которой конечен, то J(R)n С JG{R)- ВОЗМОЖНО, удастся 
описать все разрешимые (или, по крайней мере, все нильпотентные) группы 
с этим свойством. 

П р о б л е м а 38. Описать все нильпотентные и все разрешимые группы G, 
такие что в любом G-градуированном кольце R некоторая степень радикала 
J{R) содержится в JG{R)- В частности, верно ли, что это свойство выполнено 
тогда и только тогда, когда порядки всех конечных подгрупп в G ограничены 
в совокупности. 

Представляется возможным описать все конечные полугруппы S, такие 
что некоторая степень радикала J{R) содержится в JgT{R) Для любого 
^-градуированного кольца R. Допустим, что S удовлетворяет этому свой­
ству. Хорошо известно, что если конечная полугруппа не является архимедо­
вой, то она содержит полурешетку порядка два, скажем, Y = {е, / } , где е < / . 
Пусть Ж [[ж]] — кольцо формальных степенных рядов и №{{ж}} — его поле 
частных. Тогда подкольцо R = Ш{{х}}е + жЖ[[ж]]/ полугруппового кольца 
R = M{{x}}Y, градуированного полурешеткой У, является ^-градуированным 
кольцом. Однако, применяя теорему 19 или следствие 14, легко проверить, 
что J(R) = хЩ[х]](е - / ) . Поэтому J(R)n ф 0 для всех п и JgT(R) = 0. Это 
противоречие показывает, что полугруппа S должна быть архимедовой. 

П р о б л е м а 39. Пусть S — конечная архимедова полугруппа и R — 
^-градуированное кольцо. Верно ли, что некоторая степень радикала Джекоб­
сона кольца R содержится в наибольшем квазирегулярном однородном идеале 
кольца R? 

Ответ на следующий вопрос неизвестен даже в случае сократимых частич­
ных группоидов. 

П р о б л е м а 40 . Верно ли, что для любого конечного частичного группои­
да S и для любого ^-градуированного кольца R = ф Rs радикал Джекобсона 

s£S 

кольца R нильпотентен, в предположении, что радикалы всех колец Rs ниль-
потентны. 

В работе [24] доказано, что радикал Джекобсона любого градуированного 
с помощью полугруппы кольца с конечным носителем нильпотентен, если ра-
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дикалы всех его однородных компонент, индексы которых — идемпотенты, 
являются нильпотентными идеалами. Таким образом, в частном случае гра­
дуированных с помощью полугрупп колец с конечными носителями решение 
проблемы 40 положительное. 

П р о б л е м а 4 1 . Верно ли, что для любого группоида S (или для любой по­
лугруппы S) и для любого ^-градуированного кольца R, удовлетворяюще­
го полиномиальному тождеству, из того факта , что радикалы подколец Re 

являются нильидеалами для всех идемпотентов е в S, следует, что радикал 
кольца R является нильидеалом? 

В [88] было доказано, что для каждого градуированного группой кольца R, 
удовлетворяющего полиномиальному тождеству, из того факта , что радикал 
Джекобсона кольца R\, где 1 — единичный элемент группы, является нильи­
деалом, следует, что радикал кольца R также является нильидеалом. Метод 
доказательства, примененный в [88], показывает, что положительное решение 
проблемы 41 в случае полугрупп S влечет за собой положительное решение и 
в случае группоидов. 

П р о б л е м а 42 . Пусть R — алгебра над полем нулевой характеристики, 
градуированная с помощью (бесконечного) сократимого частичного группо­
ида. Верно ли, что радикал Джекобсона кольца R однороден? 

Из результатов работы [88] следует, что решение проблемы 42 положитель­
но при дополнительном предположении о том, что R удовлетворяет полиноми­
альному тождеству. В общем случае, возможно, следует искать контрпример, 
поскольку положительный ответ привел бы к решению давно стоящей пробле­
мы о равенстве нулю радикала Джекобсона (см. [113]). 
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