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КАЗАНСКИЙ ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ 
ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ им. В. И. УЛЬЯНОВА-ЛЕНИНА 

Вып. 12 Труды семинара по краевым задачам 1975 

ГУРЕВИЧ И. Л . 

ТЕЧЕНИЕ РЯБУШИНСКОГО ПРИ НАЛИЧИИ СТРУЙНОЙ 
ИЛИ КАПИЛЛЯРНОЙ ПЛЕНКИ 

Течения со свободной границей конечной длины, пред
ставляющей собой струйную или капиллярную пленку, рас
сматривались в [1—31 при условии, что остальная часть гра
ницы образована отрезками прямых. Случай криволинейной 
границы исследован в [4]. 

В настоящей работе при более общих предположениях, 
чем в [1—4], получены теоремы существования и единствен
ности. Кроме того, доказано существование нетривиального 
решения однородной задачи в случае капиллярной пленки. 

Рис. 1. 

1. Рассматривается плоское установившееся течение иде
альной несжимаемой жидкости, область которого изображена 
на рис. 1. ОВ'С и СВО—участки твердой стенки, С АС- сво
бодная линия тока. Дуги В'(У и СВ расположены симметрично 
относительно оси у. Угол между О В' и касательной к В,С/ 

в точке В' равен [Ьи. Длина дуги ВС равна /,, а х(С) = Х. 
Дуга ВС задается естественным уравнением 

а = Ф( / ) , • (1) 

где а— угол наклона вектора скорости к оси х, /—длина 
дуги, отсчитываемая от точки В, отнесенная к L. Свободная 
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граница представляет собой или струйную, или капиллярную 
пленку, причем я непрерывно меняется при переходе через 
точку С. 

На свободной границе выполняется соотношение [1—2j 

d'? 
. /V 

Т v -IT (2> 

где V — модуль вектора скорости, у — потенциал скорости^ 
р ~ плотность, р0 — давление в точке торможения, /^ — дав
ление во внешней среде, Т > О для капиллярной и Т < 0 для. 
струйной пленки характеризует интенсивность поверхностного* 
натяжения или струйной пленки. 

Рис. 2. 

Отобразим область изменения комплексного [потенциала 
^ = j + ity на единичный полукруг в плоскости * С == к + щ= 
= ге'а (рис. 2): 

W = NVJ; + -1). (з) 
Мы будем предполагать симметричность течения и рас

сматривать его левую половину, которой соответствует пра
вая четверть круга. Функцию ЖУКОВСКОГО представим в ви-
де [11: 

1 dW 
^ dz 

[{1 + c * r - ( i - c y 
1632С2 (1 — :2f?~2 

- 2 ( 0 (4) 

где 2 (С) = - -г 'V — непрерывная функция, L>(0) = 0. Из (4) 
легко получить при С = е'3 : 

V » 

а ( с = „(1 - }} - 2arctg / n * - ( t f ; / 2 ) 2 L + К°), (5) 
1 — cos тер (tg а/2) • 

= sin2 а iYctg i . y ? - 2 cos -p -f Ag £ )"П ^"T (a)/4S2. (6) 
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С помощью (3), (5), (6) можно переписать (2) в веде: 

— = sinтсЗ/7-f Юе~~х — iFe' . (7) 

(7) выполняется при a t (°*> ^/2). Здесь F(<s) и G (?) — неотри
цательные при р ^ [1/2, 1] функции, причем 

F(o)>aid*-\ 8=-р1/Д;У/27\ 4 = 2$N(p0-Pl)IT (8) 

— безразмерные числа. 
При о£(0, о*), на образе дуги ВС, формулы (3), (5), (6) 

позволяют получить: 

— = 2mFe\ ш = - , (9) 

откуда 
с* 

2 т Г F e T d o = l , (10) 
о 

i t '2 

2m "f FeTrfa = A7I = X0 . (11) 
о * 

Условие непрерывности а в точке С и (7) дают: 
г. \2 

Ф (1) -f Ь f G^~T rfe 

Т = ^ • (12) 

a* 

Наконец, учитывая, что р (S) = «• fa) = 0 при Е, ^£10, 1], полу
чим с помощью формулы Гильберта: 

7С;2 

, (а) = 1 Г ; , ( 0 2
S i"2 t

 2 d^Tlp-(o)]. (13) 
2тс ,! cos21 — cos2 a 

о 

Оператор Т непрерывен в пространстве Гёльдера с любым 
показателем *£(0, 1); его норму обозначим через dx, а норму 
элемента этого пространства — через | - |х . 

Соотношение (7), (9)—(13) представляют собой систему 
уравнений относительно параметров а* £ (0, тс/2), m > 0, f» и 
функций /(о) при о£[0, о*], р-(а) при о^[о*, тс/2]. Заменой 
независимой переменной можно добиться того, что интервалы 
|0, о* ] и [а*, тс/2] перейдут в интервалы с известными кон
цами, и получить операторное уравнение вида и = Аи с вполне 
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непрерывным оператором. Проверка выполнения всех условий 
теоремы Лере — Шаудера, за исключением априорных оценок 
решения, не представляет труда. Оставшуюся часть этого 
пункта мы посвятим получению оценок. 

Будем предполагать, что 

1 + ^ < е < 1 , Л ( 1 - 2 р + е ) < Ф ( / ) < ^ , Ф ( 1 ) > 0 , (14) 

где е > 0; в частности, [ Ф (/) | < (г. — Е)/2. 
Запишем (2) в виде: 

*l=±V-l-—V. (2'> 
°г я v'L 

Из (12), (14) видно, что ? > 0 при 3>-0. При о < 0 будем 
предполагать, что т > -—88exp[2|j-|j]/P > 0, где ||т|| = тах |т (а) |. 
В этом предположении мы получим оценки вида И11<*1> 
Ь2 < у < Ь3, причем &2 > — 8о ехр [2£3]/3. Используя этот факт* 
можно показать, что наше предположение допустимо. 

Продифференцируем (2') по о; учитывая, что din V/do = 
= — да/д&, получим: 

* L e - £ - - ± L f (15) 

гдеЛ = т + 2р8(К/К00)2. При 8 > 0 Л > 0. Если о < 0, то, исполь
зуя (6) и сделанное выше предположение, можно показать, 
что А > т + 88 ехр [2 И ]/р > 0. 

Предположим, что во внутренней точке свободной гра
ницы С AC OL(W) достигает абсолютного максимума. В этой 
точке д2а/д®2 < 0, <?a/<?6 > (), что противоречит (15). Анало
гично показывается, что на С'АС а не достигает абсолютного 
минимума. Отсюда вытекает, что 

JL(i __23 + с ) < а ( - ) < ^ . (16) 

Используя (16) и (5), получим: 

| а ( а ) | < ^ - £ . (17) 

Оценим т сверху, из (11) и (16): 

2т cos - - - j FV d~ < X0. (11r) 
3* 

Умножим (10) на cos [(- — s)/2J и сложим с (II7): 

2m cos ^ - ^ 1 Fe~ ch < A^ + cos ^—^ , 
о 
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или 

т . — £ 7=12 I zFdc 

Х0
 J,- cos — — г* j 

т < i р е с]0 < »— е х р 
2 c o s"~7" (f ( Frfc \ Fdz 

Здесь мы использовали неравенство Иенсена [5, с. 204]. При
нимая во внимание (8), (13) и известное равенство 

\ иТ [v\ do = — \ vT [и] do, 
о о 

найдем окончательно: 

ш < ^ ехр 1^-г Г! Т [F] | do 1 = а3. (18) 
о 

Из (17) и теоремы Зигмунда [5, с. 200] следует, что при 
/ , £ ( 1 , * / ( i _ e ) ) 

те 2 

о 2 cos Г/? ^ ^ ^ J 

Оценим снизу а* и гс/2 — о* . В силу (10), (18) 
а* 

Fe' do > — . (20) 
2д3 

Последовательное применение к (20) неравенств Гёль-
дера и (19) дает: 

у - < | /Ч (о* J1"1 * ( I" ер- Л V ' < а4 (о* )1"•'> . 

Отсюда и из аналогичных рассуждений будем иметь: 
а* > а - , тг/2-а* > а 5 . (21) 

Далее, с помощью (19) получим: 
те'2 з* г..2 

JGe-Trf», j F e ^ o , j ' F e ^ < a 6 . (22) 
о* U с* 
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Оценим снизу знаменатель в (12). Из (22) с помощью 
неравенства Иенсена найдем: 

т. 2 

а7 > j FeTflfe > ( J Fdo) exp {( j Fxda} ( (' Fdzf1} , (23) 
a* a* 3* G* 

a* a* o* a* 

a7 > f Fe ' rfo > ( f Frfc) exp If J Arfo) ( f /ч/а)-1} . (23') 
о о о о 

а* п"2 

Пусть Bl== f/^flfa, J B 2 = I'Arfc. Имеем: 
о 3* 

тг'2 т:'2 

Я, + Д 2 > - | JArfaj = - | [ u T ^ W 3 | > _ a s . (24) 
U О 

Принимая во внимание (23'), (21), (8), получим: 
а * 

Вг< Cfdoln-^-<a9. (25) 

О 

Вычитая (25) из (24), найдем, что В2 > — а8 — а9. Подставляя 
это неравенство в (23) и еще раз используя (21), (8), будем 
иметь окончательно: 

{Fexda>a10. (26) 
a* 

Теперь можно оценить у сверху. В силу (12), (22), (26) 
у < ап + S<2i2 при 8 > 0, у < я п при 3 < 0. (27) 

С помощью неравенств Гёльдера, (22) (27) из уравнения 
(7) легко получается: 

I! I* (°) I, < я * + I 8! «и . * = ^ - ]/А * 6 К . */2]. (28) 
Аналогично из уравнения (9) и неравенств (18), (22) найдем 
при з(;[0, з* ]: 

i ! / ( -)!L<^5- (29) 

Будем считать функцию Ф(/) в (1) непрерывно дифференци
руемой, причем т а х | Ф ' ( / ) | < аы. Тогда из (5) и (29) нетрудно 
получить: 
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Из непрерывности [л(а) при о==о* и (28), (30) вытекает: 

№(«)L< 018 + 18|*u. °€10, */2j. (31) 

Наконец, в силу (13) 
II * I < I * L < < («is + 18! а:14) - а19 + | а | д20 - ftj. (32) 

Если 8>-0, то все необходимые оценки уже получены-
Пусть В < 0. Оценим из (12) величину т снизу с помощью (22): 

Т>а2 1 .Ф(1) + В.а22 = £2. (33) 

Выясним теперь, при каких условиях наше исходное пред
положение относительно ? допустимо, то есть 

b2> -8Sexp(2^) /p . (34) 

(34) является следствием неравенства 
| 31 [а22 + 8 ехр (2а19 + 2а201Ь | )/Щ < а21 Ф (1), 

которое выполняется при достаточно малых | о | , если Ф (1) >- 0. 
Проведенные рассуждения показывают справедливость 

следующего утверждения. 
Т е о р е м а 1. Пусть функция Ф(/) непрерывно дифферен

цируема и выполняются неравенства (14). Тогда существует 
такое 30;>0, что при 8£[—-80» оо] исходная задала имеет 
решение, причем о0 > 0 при Ф (1) > 0. 

Применяя аналогичные методы, можно доказать теорему 
существования еще в двух случаях: 

а) Ф(1)£[— (тс — £)/2, 0], 8 > 8() > 0, где 80 — достаточно 
большое число; 

б) |Ф(1)| и | 8 | — достаточно малы. 
2. Докажем единственность решения рассмотренной в п. 1 

задачи при условии, что во всем течении } а \ <С ^/2, а о > 0. 
Для этого рассмотрим краевую задачу для функции у(х, ф). 
Область изменения переменной <*> = х + ity — нижняя полу
плоскость. Образы точек О, Л, В, В', С,- С в плоскости о> 
будем обозначать теми же буквами. 

Частные производные ух и yib функции у{х, f) связаны 
с составляющими вектора скорости Vx и V соотношениями 
(см. [6]): 



В плоскости (о функция у (х, <)>) удовлетворяет дифферен
циальному уравнению 

v.. 14- v; 
^ XX ^ J дф ' о -V Ф«Ь ' 

а разность двух решений и = у ~~ у — уравнению 

ахх - 2 ^ * ^ + i ± ^ £ ^ + А / , + Q«v = 0, (36) 
УФ ' У1 

где 
Л"ф Уфф ( У* 4- J/.v) 

УФ У* 

Ух* Ух У** О + Xv) ( Л 4- Я ) 

>'Ф 3 ^ -VI У1 

Первые производные функций у(х, 6), у (х, 6), Й (л:, <|>) не
прерывны в замкнутой области, исключая точки В, В', а вто
рые — исключая точки В, В\ С, С Из условия |<х| < тс/2 и (35) 
заключаем, что уравнение (36) эллиптично во всей области 
изменения со, исключая точки В, В', С, С. Так как в (36) 
не входит член вида Ru, то (см., например, [7]) а (со) не может 
иметь экстремумов внутри области. Кроме того, если в гра
ничной точке, не совпадающей с В, В\ С, С\ достигается 
абсолютный экстремум, то справедливо известное утвержде
ние о знакоопределенности нормальной производной. 

Выведем граничные условия для функции и(ш). В силу (2) 

as 2p у-

где s — дуговая абсцисса на дуге С АС в плоскости течения. 
Используя известную формулу для кривизны линии у=у(х), 
получим: 

.v.v.v = . ^ ( i +У:Х) 2Г '*' 1/J У, 

Для разности решений будем иметь на С АС: 

ахх — du, = eb-t + g-ux , (37) 
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где 

у 2 -> - > '* 9 ~2 VI • V, J <b -'h 

D-i _Ул' + Vj 

2? (l + ^ . ) 3 2 + ( l + ^ . ) 3 2 
_ д Д , J * ± * 

B = 
2 \k , 

X 

2 ( ^ 
5 

i + л-

V - v-

v 4 - f t n 

0, 

0 = Е ( 1 + 1 ' ; ) Й ( 1 + ^ Г . 

В (37) Л? = 7 — у—-разность значений у, соответствующих 
решениям \г(̂ % ф) и >г(х, ф). 

Далее, на ОБ'С и СЖ) и(х, 0)==(). Наконец, используя 
тот факт, что V^ известно, легко показать, что на беско
нечности и = 0. 

Пусть о > 0. Тогда d^ ~ d0>0. Из (37) и принципа макси
мума вытекает, что во внутренних точках отрезка САС, при 
(л*|<Аг, функция &(о>) не может достигать абсолютного мак
симума, если Ду>0 , или абсолютного минимума, если Ду < 0. 

Предположив, что иФО, ^;^0, мы получим очевидное 
противоречие. 

Предположим, что ифО, а Ду > 0. Тогда абсолютный 
максимум и(х, ф), равный нулю, достигается в точке С, при 
х = Х.Ъ этой точке их = 0, / / 6 > 0 , а в некоторой ее окрест
ности при <Ь = 0, ихх < 0, так как их непрерывна во всей этой 
окрестности, а ^ — исключая лишь саму точку С. Так 
как и,ь также непрерывна, то найдется г > 0 такое, что при 
х£(-е + Х,Х) будет uxx<04 *г6>~ДТ/(2^0), \gux\<i/2. 
Поэтому здесь ихх~ dufb<C l&~; + gax, что противоречит (37). 
Аналогичное противоречие получаем, предположив, что Ду. 

Итак, при о > 0 единственность решения доказана. 
Если 8 = 0, то из (2Г) следует, что свободная граница 

совпадает с дугой окружности, радиус и центр которой одно
значно опоеделяется условием непрерывности а в точках С 
и С. 
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Т е о р е м а 2. Если выполняются условия теоремы 1 и 
о > 0, то решение исходной задачи единственно. 

3. Рассмотрим частный случай исходной задачи: участки 
В'С и ВС отсутствуют, Р = 1, 3 > 0. Обозначим А = —- о, и 
будем считать, что 1 / ^ = 1 , iV= 1. 

Для функции Q (U7) = т + ^ = i In rfUT/afe получается сле
дующая краевая задача в области <|> < 0, «р>>0: А = ц = 0 на 
бесконечности, jx = 0 при <р = 0 и при <|> = 0, Ф > 1 , а при 
ф = 0, ? £ ( 0 , 1), 

| e~~rdf 
dy. 

dv 
I <?~ rf«p 

(38) 

Как отмечается в [1], эта краевая задача допускает триви
альное решение 2(U^)s=0. Мы докажем существование не
тривиальных решений при некоторых значениях А. Продиф
ференцируем (38): 

1 

I e~~zdy 
d2y. 
d<?2' 

— А 
du + е' 

е'1 dy 

(39) 

Учитывая, что " = 0 на бесконечности, и используя фор
мулу Келдыша — Седова, получим: 

f * (?) dy 
V\ 

0. 
•?2 

(40) 

Рассмотрим аналитическую функцию 2 t (W) = ^ + q*i = 
= cfc/d<p 4- idp/df. Очевидно, что при <р>1, ф = 0 йт/^ф = 0; 
при <р = 0 Tj = 0; на бесконечности Й,=0. Поскольку в силу (40) 

то при ф = 0, ?^(0 , 1) из (39) вытекает: 

dui 

>V сы „ 0 

|; T|flf«p Jexp [—j т^ю J d? 
b _o о 

1 f I 

exp j t Tj rf'f j rfff J 
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или 

Решая краевую задачу для гармонической функции "^(w), по
лучим при & = 0, <р £ [0, 1]: 

1 

D [и(<?)]*= ±- \u(t)\n 
о 

? + f 
? - - f 

Л . 

Оператор Л — положительный. Если *i(<p)>0 при <р£[0, I] и 
1 Ti II < г, то Л Ю > 2 ехр (—2г); поэтому оператор Л имеет на 
множестве Кг (К— конус неотрицательных функций на [0, 1]) 
монотонную миноранту 2/>[х1]ехр(-— 2г) (см. [8]). 

Кроме того, легко проверить, что Z) [<р — <р2] > & (ср — <р2)г 
<& > 0. Поэтому оператор Л удовлетворяет условиям теоремы 
5.7 [8]. 

Из этой теоремы, в частности, вытекает 
Т е о р е м а 3. Однородная задача, сформулированная 

s начале п. 8, имеет нетривиальные решения. 
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