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НИЛЬПОТЕНТНОСТЬ ЭНГЕЛЕВЫХ КОММУТАТИВНЫХ АЛГЕБР 
РАЗМЕРНОСТИ п < 4 НАД R 

Ю. И. Л ю б и ч 

Пусть 21 — произвольная (вообще говоря, неассоциативная и некоммутативная) 
конечномерная алгебра над полем Ф, ffl (21) — ее ассоциативная оболочка, т, е. алгебра 
линейных операторов в пространстве 21, порождаемая умножениями Lx: у к—*• ху, Rx: 
у |—> ух. Если Ш (21) нильпотентна, то и алгебра Щ называется нильпотентной. При более 
слабом условии нильпотентности всех операторов Lx, Rx алгебра 21 называется энгелевой. 
Обозначим эти свойства через N ж Е соответственно. Как известно, Е =Ф N для ассоциа­
тивных алгебр, алгебр Ли и йордановых (коммутативных) алгебр. Для коммутативных 
алгебр с ассоциативными степенями Е =$ N в размерностях п ^ 4, char Ф ф 2 (анонсиро­
вано в [1]), но это неверно уже при п = 5 над любым полем [2]. Мы устанавливаем, что 
Е^Ф N при п ^ 4 без требования ассоциативности степеней, но над полем R веществен­
ных чисел. Последнее ограничение обусловлено топологическим характером основной 
леммы. 

Л е м м а . В любой конечномерной вещественной алгебре 21 (вообще говоря, неассо­
циативной и некоммутативной) существует элемент е Ф О, удовлетворяющий одному из 
двух уравнений: 

е2
 = е> е2 = 0 ? 

т. е. идемпотент или нильпотент второй степени. 
Для доказательства наделим] пространство 21 евклидовой нормой и рассмотрим 

вдоль единичной сферы S поле вектора у = х2. Пусть оно не имеет нулей. Тогда /: х н-•*• 
и—** х2 || х2 Ц"1 отображает S в S, и степень этого отображения четна. Поэтому 3 х £ S: 
fx = — х (иначе / гомотопно единице и deg / = 1). Но тогда е = — х || я2 Ц-1 — идемпо­
тент. 

Т е о р е м а . Энгелева коммутативная вещественная алгебра 21 размерности п ^ 4 
нильпотентна. 

Наметим доказательство. В энгелевой алгебре нет идемпотентов, так как е2 = е=$> 
=Ф £е<? = 6». По лемме существует ех ф О, такой, что е\ = О, т. е. Leie1 = 0. Вектор et 

можно включить в жорданов базис еъ е2, . . ., еп оператора L€1, причем е± окажется изо­
лированным собственным вектором, иначе будет L€ie2 = ех =$> е1е2 = ег =Ф е2ег = ех =$ 

=Ф Le2
ei = *i-
Достаточно найти абсолютный делитель нуля (т. е. х Ф 0, Ьх = 0), так как тогда 

факторизация по соответствующему одномерному идеалу понизит размерность на едини­
цу, а из нильпотентности фактор-алгебры по аннулирующему идеалу следует нильпо­
тентность всей алгебры. 

Если п < 2, то ег— абсолютный делитель нуля. 
При п = 3, 4 рассмотрим матрицы Av А21 . . ., Ап операторов Ье]} Ье , . . . Ье 

в базисе ег, е2, . . ., еп. Коммутативность алгебры означает, что г-й столбец матрицы 
Ak равен к-му столбцу матрицы А(. 

Пусть п = 3 ж Аг Ф 0. Тогда 
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и все комбинации А (х) = 2 xi^i нильпотентны. Приравнивая нулю коэффициенты ха­
рактеристического полинома | А (х) — XI |, а затем их коэффициенты разложений по х1г 

#2, £3, получим систему уравнений, из которой следует, что А2 — 0, т. е. е2 — абсолют­
ный делитель нуля. 

При я = 4 доказательство проходит по указанной схеме, но требует более обширных 
выкладок. 
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При п = 5 за счет отказа от ассоциативности степеней контрпример [2] упрощается 
до следующего: v±v3 = v^ vxv5 = — v3, v2v3 — v$, v2v^= v3, остальные vivk(i ^ к) равны 
нулю. Между прочим, здесь все Lx = 0. Вместе с тем, если в некоторой §1 все L^ = 0, 
то 21 нильпотентиа независимо от размерности, так как в этом случае LxLy -f- LyLx = 0 
для всех х, у. 
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