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О В Л И Я Н И И Н Е О Г Р А Н И Ч Е Н Н Ы Х В О З М У Щ Е Н И Й Н А У С Т О Й Ч И В О С Т Ь 

С И С Т Е М Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 

А . Ю . АЛЕКСАНДРОВ 

В РАБОТАХ [1 — 5] ИЗУЧАЛОСЬ ВОЗДЕЙСТВИЕ ВЫСОКОЧАСТОТНЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ НА СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ. ПОКАЗАНО, ЧТО ДОСТАТОЧНО БЫСТРЫЕ КОЛЕБАНИЯ НЕ НАРУШАЮТ АСИМПТОТИЧЕСКУЮ УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕ­
НИЙ РАССМАТРИВАЕМЫХ СИСТЕМ, ПРИ ЭТОМ ПРЕДПОЛАГАЛАСЬ ОГРАНИЧЕННОСТЬ АМПЛИТУД УКАЗАННЫХ КОЛЕБАНИЙ. В 
НАСТОЯЩЕЙ РАБОТЕ ИССЛЕДУЕМ СЛУЧАЙ, КОГДА АМПЛИТУДЫ ВОЗМУЩАЮЩИХ ВОЗДЕЙСТВИЙ ЯВЛЯЮТСЯ НЕОГРАНИЧЕННЫМИ 
ФУНКЦИЯМИ ВРЕМЕНИ. 

РАССМОТРИМ СИСТЕМУ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

X = (A + B{t))X. (1) 

ЗДЕСЬ X — п -МЕРНЫЙ ВЕКТОР НЕИЗВЕСТНЫХ ФУНКЦИЙ, А — ПОСТОЯННАЯ МАТРИЦА, ЭЛЕМЕНТЫ МАТРИЦЫ B(t) 
ОПРЕДЕЛЕНЫ: ПРИ t > 0 И ПРЕДСТАВИМЫ В ВИДЕ bSJ{i) = ta<f»j(t/3)) ГДЕ а И /3 — ПОЛОЖИТЕЛЬНЫЕ ПОСТОЯННЫЕ, А 

t 
ФУНКЦИИ '-psj(t) НЕПРЕРЫВНЫ И ОГРАНИЧЕНЫ ПРИ t > 0 ВМЕСТЕ С ИНТЕГРАЛАМИ [ (psj(r) dr. ИЗВЕСТНО (СМ. [2]), ЧТО 

6 
ПРИ А = 0, /3 > 1 ИЗ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ НЕВОЗМУЩЕН КОЙ СИСТЕМЫ X = АХ СЛЕДУЕТ, ЧТО СИСТЕМА 
(1) ТАКЖЕ АСИМПТОТИЧЕСКИ УСТОЙЧИВА. 

БУДЕМ СЧИТАТЬ, ЧТО 
/ ? > а + 1. (2) 

ТОГДА ИНТЕГРАЛ j В(т) dr СХОДИТСЯ, ПРИЧЕМ ПРИ ВСЕХ t > 0 СПРАВЕДЛИВА ОЦЕНКА 
О 

-f- оо 

В(т) dr < Z)(t + l) a + 1 -"*, (3) 

ГДЕ D — ПОЛОЖИТЕЛЬНАЯ ПОСТОЯННАЯ. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть все собственные числа матрицы А имеют отрицательные вещественные части. 

Тогда при выполнении неравенства 
(3 > 2а + 1 (4) 

система (1) асимптотически устойчива. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ИЗ ОЦЕНКИ (3) СЛЕДУЕТ, ЧТО СУЩЕСТВУЕТ ЧИСЛО Т > 0 ТАКОЕ, ЧТО ПРИ ВСЕХ i > Т 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 
~f со 

Y = j B(r)dr)x (5) 
J 

t 

ЯВЛЯЕТСЯ НЕОСОБЫМ. ПРИ ЭТОМ ЗАДАЧА УСТОЙЧИВОСТИ ОТНОСИТЕЛЬНО ПЕРЕМЕННОЙ X ЭКВИВАЛЕНТНА ЗАДАЧЕ УСТОЙЧИ­
ВОСТИ ОТНОСИТЕЛЬНО ПЕРЕМЕННОЙ Y. ДЛЯ НОВОЙ ПЕРЕМЕННОЙ ПОЛУЧИМ СИСТЕМУ 

Y = {A + R{t))Yt (6) 

ГДЕ ЭЛЕМЕНТЫ МАТРИЦЫ R(t) ОПРЕДЕЛЕНЫ И НЕПРЕРЫВНЫ ПРИ t > Т И СТРЕМЯТСЯ К НУЛЮ ПРИ t —> -FOO. СЛЕ­
ДОВАТЕЛЬНО (СМ. [6, С. 114 — ПБ]) ? СИСТЕМА (6 ) , А ЗНАЧИТ, И СИСТЕМА (1) АСИМПТОТИЧЕСКИ УСТОЙЧИВЫ. ТЕОРЕМА 
ДОКАЗАНА. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть у матрицы А существует по крайней мере одно собственное число с положительной 
вещественной частью. Тогда при выполнении неравенства (4) система (1) неустойчива. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ АНАЛОГИЧНО ДОКАЗАТЕЛЬСТВУ ТЕОРЕМЫ 1. 
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З а м е ч а н и е 1. В случае (3 = 2а -f 1 возмущения рассматриваемого вида м о г у т нарушать у с т о й ч и в о с т ь 
линейных систем . 

П р и м е р 1. П у с т ь система ( I ) имеет вид 

Здесь а ~~ 1, j3 = 3, а с о о т в е т с т в у ю щ а я невозмущенная система асимптотически устойчива . 
С п о м о щ ь ю преобразования (5) приходим к системе Y = (diag ( — 7 — 6 c o s ( 2 t 3 ) , 5 — 6 c o s ( 2 t J ) ) -f R(t))Y, где 

||Л(0Н О ПРИ t -* + сю. 
Легко показать, ч т о преобразованная система неустойчива. Но т о г д а к система (7) также является неустой­

чивой. 
Предположим теперь, ч т о матрица B(T) при всех T > 0 удовлетворяет условию Лаппо-Данилевского 

-f оо -f-oo 

У B(R)DR^ J B{R)DRB(T). 

T t 

Делая в системе (1) замену Y = ехр ( J B(R)DR J X) получим, ч т о теоремы 1 и 2 также и м е ю т место , если в 
\ Г / 

их формулировках условие (4) заменить условием ( 2 ) . 
Р а с с м о т р и м , далее, нелинейную систему 

i e = / e ( t , X ) , а = 1 , . . . , п , (8) 

где функции FS(TTX) определены и непрерывны при T > 0. jjA'jj < Я , и удовлетворяют в этой области условию 
Липшица по X с константой , не зависящей о т f. Будем предполагать , ч т о система (8) имеет нулевое решение 
X = 0, которое а с и м п т о т и ч е с к и у с т о й ч и в о равномерно по TO и ХО- Известно [1, с. 3 1 — 3 4 ] , ч т о для системы 
(8) в некоторой о б л а с т и вида 

* > 0 , р Г | | < 7 , (9) 

где 0 < 7 < Я , с у щ е с т в у е т функция V(T}X)} удовлетворяющая условиям теоремы Ляпунова об асимптоти­
ческой у с т о й ч и в о с т и . Э т а функция имеет частные производные л ю б о г о порядка по всем переменным, причем 
указанные производные равномерно ограничены в области ( 9 ) . 

Наряду с системой (8) р а с с м о т р и м возмущенную систему 

К 

х* - /-(*, X) + J2 W , * = 1 , . . . , п. (10) 

Здесь функции HJ(X) определены и непрерывно-дифференцируемы при \\Х\\ < Е\ а функции H3J(T) непрерыв­
ны при всех T > 0. При э т о м функции b3J(t) м о г у т б ы т ь не ограничены на промежутке [ 0 , + о о ) . 

-j- оо 
П у с т ь система (10) т а к ж е имеет нулевое решение, а интегралы J b3){R)DR сходятся. 

о 

Т е о р е м а 3. Если функции 

4-со 

r/](t) = bri(t) j BSJ(R)DR, г, s = 1 , . . . , щ i ,> = 1 , . . . , А г , 

стремятся к нулю при I —* -j-oo, то нулевое решение системы (10) асимптотически устойчиво равномерно 
по Iq и Хо' 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Функцию Ляпунова для системы (10) выбираем в виде 

п k "f 0 0 

v ' = v ' ( * - * > + E E E / мг>*-м*>. ( и ) 
6=1 т=1 

гд.е V(I} X) — функция, с о о т в е т с т в у ю щ а я .невозмущенной системе ( 8 ) . Получим, ч т о для функции V\(t,X) и 
ее производной, вычисленной в силу с и с т е м ы (10) , в области (9) справедливы неравенства 

V(t}X) -ФГ{1) < VI(HX)< VLI.,X)+IN{t), DVI/DT < W(T, X) + Ф2(*}, 

где \V(I}X) —отрицательно-определенная функция, а неотрицательные функции fy\{T) к ^ ( * ) определены я 
непрерывны при г* > 0 и с т р е м я т с я к нулю при I —* -f оо . 

С у ч е т о м э т и х неравенств дальнейшее доказательство проводится так же, как и доказательство теоремы 5 
в работе [3, § 4, с. 83 — 85]. 
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Р а с с м о т р и м теперь случай, когда функции c^J%\t) м о г у т не стремиться к нулю при t —> -f оо , но при этом 
•f с ю 

интегралы f с[г^{г) dr сходятся . Тогда, имеет место 
о 

Т е о р е м а 4. Если у функций hj(X) в области \\Х\\ < И существуют непрерывные частные производные 
первого и второго порядка по всем переменным, а функции 

- f o e 

М О j ^ \ r ) d r , p,r,a = l,...,n; i,j,l = l,...,k, 
г 

стремятся к нулю при t —+ - f o o , то нулевое решение системы (10) асимптотически устойчиво равномерно 
по to и Хо. 

Для доказательства т е о р е м ы функцию Ляпунова следует в ы б р а т ь в виде 

V2 - ^ ' ) + Е Е Е Е / C ( ^ - £ ( | ^ V ' W . 
* s = l jzsl r~l г = 1 J

t \ ' 

где Vi(tyX) — функция из ( 1 1 ) . 
З а м е ч а н и е 2. Накладывая аналогичным образом новые ограничения на функции baj(t), можно продол­

ж и т ь процесс построения функций Ляпунова, уточняя условия асимптотической у с т о й ч и в о с т и нулевого решения 
с и с т е м ы (10) . 

П р и м е р 2. Предположим, ч т о система (10) имеет вид 

хв = fs(t, X) 4 *°У(0 h9{X), s = 1 , . . . , n, (12) 

где а и /3 — положительные постоянные, удовлетворяющие неравенству (2 ) , функция <p(t) непрерывна и 
t 

ограничена при всех t > 0 вместе с интегралом f ip(r)dr) а функции hj(X) в области \\Х\\ < Н и м е ю т 
о 

непрерывные частные производные л ю б о г о порядка по всем переменным. 
П у с т ь функции Ляпунова определяются формулами 

V, = V(t,X) + g,(X) j Tav(r0)dr, Vm = Vm.1(t,X)+i^lyj r > ( r p ) < f r j , m = 2 , 3 , . . . , 

i t 

где gi = У - — h s ( X ) , gm = V" ~ ~ ^ ~ ~ ~ & 5 ( . Y ) , m = 2 , 3 , , . . Условия асимптотической у с т о й ч и в о с т и , получа-
5 = 1 3 = 1 

ющиеся с п о м о щ ь ю функции У т ( 2 , Х ) , и м е ю т вид /? > (1 4 1/т)а 4 1. 
Следовательно, при выполнении неравенства (2) нулевое решение с и с т е м ы (12) асимптотически устойчиво 

равномерно по to и А'о. 
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