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В В Б Д Е Н И Е 

В работе [3] была рассмотрена задача о движении фронта 
ударной волны в невязком изоэнтропическом газе, распростра­
няющейся со скоростью, близкой к скорости звука. (Все резуль­
таты этой работы ОТНОСЯТСЯ также к более общему случаю ба-
ротропного процесса в газе с малой вязкостью). Предполо­
жение о существовании кусочно-гладкого решения, терпящего 
разрыв первого рода на гладкой поверхности, было основано 
на своего рода идеализации для газа с исчезающе малыми 
коэффициентами вязкости, теплопроводности и т. п. Учет диссипа-
тивных факторов приводит к тому, что вместо разрыва возника­
ет узкая переходная область, в которой параметры газа меня­
ются уже гладко. Таким образом, ударная волна в среде с вну­
тренним трением представляет собой гладкую функцию, 
претерпевающую значительное изменение в достаточно . узкой 
окрестности фронта ударной волны. 

Применение универсального метода разностных схем для 
численного расчета такого скачкообразного решения связано с 
существенной трудностью, состоящей в необходимости увели­
чивать количество узлов сетки для обеспечения требуемой точ­
ности решения. Ресурсов памяти и быстродействия современных 
вычислительных машин как правило недостаточно для решения 

' поставленной задачи. 
В настоящей работе предлагается новый метод построения 

решения системы уравнений движения изоэнтропического газа 
•с малой вязкостью, представимого в виде ударной волны, дви­
жущейся со скоростью, близкой к скорости звука. При этом за­
дача о структуре и динамике движения фронта ударной волны 
сводится к системе обыкновенных дифференциальных уравне-
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ний, численное решение которой на современных вычислитель-
ных машинах не вызывает затруднений. 

Метод, в сущности, является обобщением метода, изложен­
ного в работе [3], на случай уравнений с диссипативными чле­
нами. Определение ударной волны, во многом предопределяю­
щее весь ход рассуждений, обеспечивает единственность разло­
жения в ряд по гладкости результата подстановки ударной 
волны в систему уравнений динамики газа с малой вязкостью- По­
лученная бесконечная, вообще говоря, цепочка необходимых ус­
ловий существования решения из класса ударных волн, содер­
жит в себе зацепляющуюся цепочку уравнений, рассмотренную 
в работе [3], и систему уравнений, описывающую структуру фрон­
та ударной волны, которая в случае, когда значения скачков 
производных вдоль нормали к фронту ударной волны извест­
ны, представляет собой замкнутую систему обыкновенных диф­
ференциальных уравнений. Первая цепочка зацепляющихся 
уравнений, как показано в работе, в соответствующих предпо­
ложениях может быть решена при помощи теории возмущений 
по коэффициенту зацепления- Зная приближенные значения 
скачков производных вдоль нормали к фронту ударной волны,. 
можно найти из системы уравнений, описывающих структуру 
фронта ударной волны, приближенное решение поставленной за­
дачи. В работе приводятся соответствующие оценки погреш­
ности полученного решения. 

Как показано в работе, предлагаемый метод применим для 
широкого круга нелинейных дифференциальных уравнений в 
частных производных, содержащих малый параметр. Основыва­
ясь на принципах, изложенных в настоящей работе, по-видимо­
му можно решать такие важные в приложениях задачи, как 
задачи горения, таяния, кристаллизации и т. п. 

Весьма важный и интересный вопрос определения достаточ­
ных условий существования решения, представимого в виде 
ударной волны, для уравнений газовой динамики выходит за 
рамки настоящей работы и здесь не рассматривается. В случае 
изоэнтропического газа с малой вязкостью существование удар­
ных волн не вызывает сомнений (ем. [4]). 

Работа содержит шесть параграфов. В первом параграфе 
вводится определение ударной волны, понятие структуры ее 
фронта, скачков производных вдоль нормали к фронту. Кроме 
того, в этом же параграфе фиксируется класс рассматривае­
мых нелинейных дифференциальных уравнений в частных произ­
водных и доказывается лемма, содержащая необходимые усло­
вия существования решений уравнений из указанного класса,. 
представимых в виде ударных волн с одним и тем же фронтом. 

Второй параграф содержит переформулировку необходимых 
условий из первого параграфа для системы уравнений газо­
вой динамики. 
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В третьем и четвертом параграфах содержится алгоритм 
построения решения. 

^ B пятом параграфе приводятся необходимые оценки, а шес­
той представляет собой несложный пример применения ме­
тода. 

§ 1. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЙ, 
ПРЕДСТАВИМЫХ В ВИДЕ УДАРНЫХ ВОЛН, ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ 

Пусть х= (х\, x2) хъ)—вектор в физическом пространстве' 
R3, t — время. 

Определение . Ударной волной мы будем называть бес­
конечно дифференцируемую функцию в пространстве {х, t)6R*, 
зависящую от некоторого малого параметра Лб(0, 1] и предста-
вимую в виде: 

/ ( - , .X, t,h)\ stx.i.h), (1.1) 

где s (х, t, h) eC»{R* X [0, 1]), f (-, x, t, h) e O ( ^ 5 X [0, 1]), при­
чем функция / ( - , x, t, h) такова, что равномерно относитель­
но (x,t)QR4 и /z6[0. 1] существуют пределы: 

QJ+W + m+n 

i, т, |/г|, /г — 0, 1, . . . ; ; —1,2, . . . . 
/г — мультииндекс и, кроме того, множество 

Q'^{(x,t)eR^\s(x,t>h) = 0} 
представляет собой гладкую, без самопересечений трехмер­
ную поверхность в R4, причем 

lv^||aft-¥-0. О-З̂  
Поверхность Q° называется фронтом ударной волны, 

области, где справедливы неравенства s(x, г., 0)<0 или 
s(x, t, 0) >0, называются областями перед или за фронтом волны 
соответственно, функция s(x, t, h) — фазой ударной волны, а 
функция /(т , л:, t, h)| (л-)0б£2/, —структурой фронта ударной 

волны. 
Поскольку значения функции /(г, х, t, 0) однозначно оп­

ределены лишь на поверхности -— s (x'h '—> представление 
ударной волны в виде (1.1) не единственно. 

Лемма 1. Представление ударной волйы в виде Ч--'-.5);. 
может быть выбрано таким образом, что-. :i '' 
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1) на поверхности фронта волны Qk вектор yxs имеет 
единичную норму 

IVjc-slLft--"-; (1.4) 
2) в некоторой фиксированной (не зависящей от /г) окргст" 

ности Ui поверхности 2° вектор ПОЛНОГО градиента vxts(x,t, О' 
функции s не меняется вдоль траекторий поля 

I i i A. _i_ "V J _ _ 
\ d i dt iTidxi dXij 

dt dt 

/1=0 

•bi^^^^lc/.^o—O; (1.5) 

3) если ударная волна не вырождена, т. е. если 

fi(x, t. A) 10= Hm / ( - , х, t, h)\a- llm /(с, x, t, A) j a + 0„ (1.6) 

то в некоторой фиксированной окрестности U2 поверхности 
S/, представление ударной волны имеет вид: 

/(х, х, t, А) | c/2 = /0(x, t, Л) 1 У-. + 0 (с, x, *, A)/1(x, U Щ I c/„ (1.7) 
где 

/„(*,*, A)- Нт/ (т , x, *, A), (l.8) 

а функция 0(-, x, t, А) представляет собой ударную волну 
такую, что 

Цх, U А) | у, = 0- -i(*, ,̂ А) | £/,-=-1, 0 (0, х, t, Л) | Qh -х-. 0.5 (l .9) 
и, кроме того, 

.(*-%— |j '"-" |«^f - - -Е;) - ( - . - . ' .*» ' . -О- («•«» 
<• Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть <?(x, ̂  A) GĈ 00 (-/?"Х [О, 1])—- та­
кая функция, что cp(x, t, А)>С>0, тогда наряду с представ­
лением ударной волны в виде функции f(r,x,i,h) с фазой 
.s(x, t, h) существует представление £(•-, x, tji) с фазой 
s(x,t, h)l<?(x, t, ft). Действительно, для этого достаточно по­
ложить . 

def 

g(x, х, t, h)=f(v?(x, t, A), x, t, A). 
.Условия (1.2) и (1.3) в определении ударной волпы при этом 
очевидно сохраняются', Таким образом, функция s(x, if, h) оп­
ределена с точностью, до положительного множителя и пред­
ставление-ударной, волны можно выбрать таким образом, что 
условия (1,4) и (1.5) будут выполнены, 
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^Докажем третье утверждение леммы. Из определения удар­
ной волны немедленно следует, что существуют пределы при 
-t{to}±eo любых производных по х, t и h функции f(T, х, t, h). 
Поскольку эти пределы достигаются равномерно по параметрам 
х, t и h, то пределы производных совпадают с соответствующи­
ми производными пределов. Таким образом, fQ, fi&C"(R4X[0, 1]). 
Выберем окрестиость U1 поверхности Q таким .образом, чтобы 

U(x, t,h)\Ux ^ 0 , 
и рассмотрим функцию q(%, х, t,.h), которая очевидно является 
ударной волной: 

Очевидно, что gQ(x, t, h) = 0, дг (х, t, h)=\. Поскольку 
q (x, х, t, h) сходится к <7o(x, t, h) и (<7o + #i),(x, i, К) при -{to} — oo 
н •x{to}-;-oo, соответственно, равномерно относительно х и-.t, 
то функция 

def 
d(%, x, t, k) = 

также будет представлением этой ударной волны с'той же фа­
зой. Используя равенство (1.5), нетрудно убедиться в справед­
ливости условия (1.10). Лемма доказана. 

Лемма 1 дает нам возможность в дальнейшем всюду рас­
сматривать только такие представления невырожденных удар­
ных волн, для которых справедливы условия (1.4), (1.5), (1.7), 
(1.9), (1.10). 

Ударной волне (1.1) сопоставим ряд функций, который в 
дальнейшем мы будем называть рядом по гладкости. На по­
верхности фронта ударной волны {Omega}0 эти функции таковы: 

def | ^ 
fk,tj(x, t) = j W { Vxs(x, t, 0), vx > '//. (x, *..A).la», 

k = 0 , l ; i, y = 0 , I , . . . . (1.11) 
Кроме того, мы, по определению, будем полагать, что функ­

ции fk,i,]\ /г = 0, 1; i, / = 0, 1, . . . , постоянны в некоторой фикси­
рованной (не зависящей от h) окрестности поверхности Q" 
вдоль траекторий поля <yxs°, v.v> (это возможно в силу глад-

def 
кости поверхности {Omega}0 и условия v>s°] а°ф0, где s°= s(x, t, 0)) 

Коэффициент fu и ., называется j'-м приближением скачка 
t'-ой производной ударной волны вдоль нормали к фронту вол­
ны i, / - 0 ; l 

Поскольку все соотношения будут рассматриваться лишь в 
некоторой фиксированной окрестности фронта ударной волны, 
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мы в дальнейшем нигде, за исключением особо отмеченных слу­
чаев, не будем уточнять окрестность, в которой справедливо то 
или иное соотношение, имея однако в виду, что эта окрестность 
может быть представлена как пересечение конечного числа не 
зависящих от параметра h окрестностей фронта ударной волны. 

Несмотря на неоднозначность определения функции (1.1) 
коэффициенты, ряда по гладкости единственным образом соот­
ветствуют ударной волне. Для доказательства этого факта рас­
смотрим область, где \s(x, t, h)\>h1'2. Из условия (1.2) сле­
дует, что значения функции /(-x> x. (, 'О. однозначно соответст­
вующие ударной волне, отличаются в указанной области от 
значений соответствующих пределов fQ(x, t, li) и (fo + f\) (x, t, h) 
на бесконечно дифференцируемую функцию, имеющую порядок 
0{hm). Следовательно, значения пределов /0 и /. и их производ­
ных по х, t, h в точке |/z=-0 в силу гладкости функций f0 и fi{ 
определены однозначно. 

Рассмотрим класс Жа ударных воли, имеющих один и тот 
же фронт Q". Как уже отмечалось в доказательстве леммы 1, 
можно выбрать такое представление ударных волн из $ШИ, что 
все они будут иметь одну и ту же фазу s(x, t, li). Из этого 
следует, что класс 3Ra инвариантен относительно операций 
подстановки функций этого класса в произвольные многомест­
ные гладкие зависимости. Действительно, пусть, например, 
В{уи~., Ул)еС°°(^,г); /1,-.../*eS»n, тогда функция ВUV..,/*) 
является ударной волной из класса Ша, представимой в виде 

Я(/Чх, х, t, Л),..., /"(*. •*, Л «,))• 
• Пусть Ll(yu..., yk), Rl(i/U ...,Ук) — бесконечно диффереиции 
руемые в /?* функции, а Ф1 (х, t, h, E) —полиномы но коорди­
натам вектора E6/?4> порядка не выше д > 0, с бесконечно 
дифференцируемыми по х, t и h коэффициентами, 1-.-Л,...,т. 

Рассмотрим дифференциальное выражение вида 
т 

2 и (/• (|-, x, t, Л), ..., /*) у»(х, и л, hxl) х 

Х / ? ' ( / - ( р Je t i ,A) , . . . , /*) -0 , (1.12) 

где функции / ' , . . . , /* являются ударными волнами, принадле­
жащими одному классу ЗКЙ, а операторы дифференцирования 
в полиномах Яы действуют перед операторами умножения на 
коэффициенты полиномов, £ = 1,...,/n. Справедлива следующая 
лемма о необходимых условиях существования решения урав­
нения (1.12), пред ставимого в виде набора ударных воли из 
«Во. 
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Лемма 2. Для того чтобы ударные волны / - (—, х, t, А)6 

€?Koi i — 1,..., А, удовлетворяли равенству (1.12), необходимо 
•чтобы были выполнены: 

1) условия на скачки производных ударных волн 

l im At( v*s°' v* > i^'if1^ x> -. A)- - • /A I х (1-13) 
X S-' (x, t, ft, Av,,) Я' (Z1 (̂ , x, *, A),..., /*))|u.*)6o.=0; 

2) условия на поведение ударных волн в области перед и 
за фронтом 

т 

lim 2 - : ' ( / l ( x . J c . ' • • * ) " • •» /*)Х (1.14) 
t-»±oo -,_1 

X 33' (x, t, A, hVxt)Rl (/- (г, x, t, A),..., /*)-=0; 
3) условия на амплитуды ударных волн 

m со 

' 2 S Ш Л ' ( ^ (v- + --1 (•«.'. A). J- + A-VxS-.t + A-c^-, А), ...,/*) X 

X 3м (x + A-v^so. t + At ^-°, A, v^s° - + Av,,) X 
Х # г (/1 (̂  + Si (Jc, t, A), x + A-,.sO, -i + At-^.A).. . 

. . . , / » \ l d t = 0, (1.15) 

| f t -0 
def j 

/==0, 1, . . . ; si(.x, i, A)=—-(s(x,*,A)-~-s0(x,if)); 
4) условия на структуру фронта ударной волны 

т 

dh' 
• / 2 1 ' / l ( - + Sb'< + A,c.V^0,t+AT^-', А ,,..., Л.Х(1.16) 

i=-l 

X ^ f x + A-^so, f + A-|f, A, v , ^ + W | X 

X/?'(/ l(--l-Si,.K + Atv..,50,< + A'-—,A),...,/* = 0. 
• ( • - • О б а о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим область, в которой 
j s°(x> ^)|>A1/2. Поскольку все производные по -• функций 
fl{x,x, t, A), j = l А, и их производные по x, i, Л убывают 
быстрее любой степени -: равномерно относительно x, £, А, то в. 

казанной области их значение имеет порядок О (А00) равномерно 
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ч- v. ь Тят/им обоазом, из равенства (1.12Y относительно x, t, п. 1аким UUF00 - г v / 
получаем, что . 

т ' 

X 3-.' (х, *, 'A, Лу,,) # ' (f (- + * ' Л'' ' ' Л) ' • ' *' / , ; ) i : : °(Г}' ( 1 ' ' ? ) 

У, г=о, 1,... • 
Принимая во внимание гладкость функций f/(x,tji), Ь - 1 , . . . 

Л- / = 0 1 по x,t,h, из (1.17) немедленно получаем усло­
вия'РЕ'скачки производных ударных волн (1.13) и условие на 
поведение ударных волн в области перед и за фронтом 
(1.14). _, 

Пусть теперь (х (s), t (s)) — траектории в R\ отвечающие 
векторному полю < Vr<-0. V* > и .ПР<™°Д™М^ при tf'-0 через. 
точки поверхности фронта: (^ (0), if (0))(;t2". Рассмотрим значе­
ние результата подстановки ударных волн в левую часть 
равенства (1.12) на этих траекториях при значении параметра 
so, равного Л*, sf>(x,f) = te. Равенство (1.12) выглядит 
следующим образом: 

т , 

2 L4/1 (-'+--1. x(o)+^v.^°. -(0) + /^7« Л. /*) >< 
( = 1 

X 3-«" (* (0) +AxVAso, * (0) + k£~, Л, V.v.x /~ • |- Av.v/) X 

ХЯ' (/1 (- + -S1, -t (0) + A-.v.,s«, t (0)4- Ат?£, A) /'<). (1.18> 

При этом мы воспользовались тем обстоятельством, что 
VjctS0 — вектор, постоянный вдоль поля < v.v̂ 11. V.v/ ) • 

Раскладывая левую часть равенства (1.18) в ряд Тейлора 
по степеням А в точке А = 0 и приравнивая пулю коэффициенты 
этого ряда, получаем условия на структуру фронта ударной 
волны (1.16). Интегрируя коэффициенты полученного ряда Тей­
лора с учетом того, что производные по т функций /'(г, x,i,li),. 
i—l,...,k, убывают быстрее любой степени т, получаем условия 
на амплитуды ударных волн (1.15). Таким образом, лемма до­
казана. 

§ 2. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ 
УДАРНЫХ ВОЛН В ИЗОЭНТРОПИЧЕСКОМ ГАЗЕ 

С МАЛОЙ ВЯЗКОСТЬЮ 

Система уравнений динамики изоэптропического газа с ма­
лой вязкостью, выражающих общие законы сохранения массы 
и импульса для замкнутых систем, в переменных Эйлера n(x,t)„ 
Р(х, t), u(x, t) = (и1, и\ и*) (х, t), f(x, t) = (/', /2, f») (x, l), имею-' 
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щих смысл, соответственно, плотности, давления, скорости дви- • 
жения газа и внешних сил в точке х=(х1, х2, х3) физического. 
пространства R3 в момент времени t, имеет вид (см. [3]) 

5 F + < V*. ра> —О, 

^ + < У , , Р « « ' > + ^ - = - / ' + А(А«' + « - 1 < < 7 х , й > ) 1 ( 2 Л > 

p = F ( p ) , 
где функции р,а,Р считаются неизвестными, вектор-функция 
/6С°°(./?4) и зависимость E(p)6C°°(/?1) заданными, h, а —коэф­
фициенты вязкости, А6(0Л], причем /г<1, (1 + а )>0 . 

Первое уравнение системы (2.1) называется уравнением 
неразрывности, второе, третье и четвертое —уравнениями 
Иавье — Стокса или уравнениями' движения газа, а послед­
нее—уравнением состояния газа. Функция 1/—• называется 
скоростью звука в газе, причем предполагается, что произ-
водная т- и плотность р больше нуля. 

Выразим неизвестную Р через р из последнего равенства, 
системы (2.1): 

• ^ + < V x , P a > = 0 , 

i==l ,2 ,3. 
Предложим, что существует решение системы уравнений 
газовой динамики (2.2), представимое в виде невырожденной 
ударной волны. На основании леммы 1 выберем такое 
представление ударной волны, что решение системы (2.2). 
выглядит следующим образом 

P(*,t,A)=po'(*,t,A) + 6 Р F ' x,-t,h)v\(xtt,h), 
V ' (2.3) 

»(*,*,&)•—М*.'>А) + 0 Л/Г ' x,t,h)ui{x, t,h), 

где функции po, pi, «o. Vi> 6P> 0u и s обладают свойствами, ука­
занными в формулировке леммы 1, а произведение 9U и «1. 
обозначает вектор с компонентами Ъи

ги\%. 
Все равенства в системе уравнении (2.2) очевидно предста-

вимы в виде (1.12). Таким образом, следуя лемме 2, можно 
заключить, что для того чтобы вектор-функция (2.3) удовлетво­
ряла системе уравнений газовой динамики (2.2), необходимо, 
чтобы были выполнены условия (1.13) — (1-16). Руководствуясь. 
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функциями, определенными из соотношений (1.11), ограничи­
ваясь одним членом в разложении соотношений (1.11) и одним 
членом в разложении по степеням h, выпишем эти необходимые 
условия. 

Обозначим s° снова через s. 
Имеем 

рй'=ройо + 6рР1г4 + -1 и'ро + врб!. Pi«i, (2.4) 
произведение щи,1, г = 1,2,3, можно представить в виде 

щи1 — р0и0Ио + V i WoKo + (ващ) ро«о + --• Po«o«i + 6
Рб« Pi«o«i + 

+ 6р (в^Ор^о + ви-ваОРои' + врв^^иОМь (2.5) 
зависимость F(p) выражается следующим равенством 

F(p )=F(Po) + (F(Po + 0pP1)™F(Po)){cdot} (2-6) 

Первоначально обратимся к условию на амплитуды удар­
ных волн. Из равенства (1.15) для уравнения неразрывности 
получаем: 

gf Yx о? (•-. x> t, о) Pl (x, t, o) + < v^s Tx, epPl«0 • 

+ (-e«i) Po + 6p (9 A ) Pi > lad" = 0. (2.7) 
Аналогично для уравнения Навье — Стокса равенство (1.15) 
принимает вид: 

\ H ^ ( 0 P e L p 1 ^ + sPp1Ko+6,Po«l)+ { V x ^ . 0Ро«(0Цг^)р1«1 + 

+ 0Р (0Ц"О Piao+врб{,р1а0й1 + 0« (0,,zii) p0«i + бррг«о^о + 9«Po«o«i + 

+ (евиО Po«S > + £ 37 ( F (Po + epPi» |а-*- = 0. (2-8) 

Производя интегрирование в равенствах (2.7), (2.8) с учетом 
•соотношений (1.9) и определения (1.11), получаем 

(ds 
— Р100+ ( Vxs> (Pooo + Pwo)(Mooo + Kioo)— Pooowooo ) = 0, 

£2 
ds 

. -jt ((Рооо + Рюо) (Wooo + Kwo)— Pooo#ooo)+ ( V.cs, Цооо + ггюо ) X n,9) 

X (Pooo + Pioo) (aooo + <̂ ioo) — ( Vs, Роооиооо ) "ooo + 
+ V-(F (Pooo + P loo) - F (Pooo)) |o =- 0. 
Теперь рассмотрим условия на скачки производных вдоль 

нормали к фронту ударной волны. На примере функции 
p0(jc, t, h) вычислим, каким образом производная < е,,yxt) X 
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Xpo(A-,t,0) выражается через коэффициенты ряда по глад­
кости (1.11). Для этого рассмотрим разность 

,-, , ,. def 
R {х, t) = Po (д., t, 0) — рооо (х, t). (2.10) 

Функция R(x, t) очевидно обращается в нуль на фронте удар­
ной волны, однако R(x,t) не равна нулю тождественно,- по­
скольку pQoo(x, /) постоянна вдоль нормали VxS K фронту удар­
ной волны в момент времени t, a p0(x, t, 0) меняется, вообще 
говоря, произвольным образом. Следовательно, существует 
гладкая функция Ri(x, t) такая, что 

Таким образом, имеет место равенство 
р0(х, t, 0>—PoooC-Ж. *) + s(x, t)Ri{x, t). (2.12) 

Поскольку функция ро-0 постоянна вдоль тракторий поля 
< VA Vx> и | y^s | | n ==l , то 

< V.vS> Vx > Po(•*• -. 0 ) \ a ^ R x ( x , *)• (2.13) 
Иными словами, i^i |а--= рою |Q и существует функция 

#2 (*,*)=•- RliX,ts^l"iX,t) • (2Л4) 
При этом функция р0 (х, t, 0) представима в виде 

р0(jc,t,0)=— рооо(x,t) + РОЮ{x,t)s{x,t) + R2(x,t)s2 {xj). (2.15) 
Вычисляя вторую производную правой части равенства (2.15) 
по направлению yjVs, получаем, что R2{x, )̂|я-=—Р020 Q. Про­
должая далее этот процесс, получаем следующее разложение 
функции p0(x, t, 0): 

k 

PoOM, O)=2p0 iof + Sft+1-W*.*)- (2Л6) 
i=0 

ЕСЛИ теперь продифференцировать правую часть равенства 
(2.16) по направлению еб-R4. то мы получим 

< v*s. v* > k~l < е. V,-t > Po (x> U 0) |Q = 

— < в, sjjctS) ро/го|я+ < б. Ixt > PO.*-I,O|Q> k==l, 2, . . . . (2.17) 
Точно так же можно доказать справедливость равенств 

£г < v.*s> V* > k~l < е - V** ) Ро(-*. -• h) |о = < е. v.r*s > Ро.м |п + 
Otll |ft»-0 

+ <e,Vx*>Po.ft-wk У = - - 0 , 1 , . . . ; A = - l , 2 , . . . . (2.18) 
Естественно, что равенства, аналогичные (2.18), справедливы 
и для функций р1, и0> ui-
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На основании определения (1.11) и равенств (2.18) для: 
нулевого коэффициента по гладкости (/----/----0 в (1.13)) урав­
нения неразрывности получаем при -->•— оо; 

• - Poio + ~""ff" + ( V.v->i Poio«ooo + Pooo«oio ) + 

+ < V-.*. РоооИооо > |о-=0 (2.19) 
и, аналогично, в случае, когда -.->• -\- оо, с учетом (2.19)., имеем:: 

— Рпо-|—5Г"+ ( v*. (Рооо + Рюо) («ooo + «ioo) — pooo«ooo > + 

+ { VxSi P010«100 + Pl00«010 + (POOO + Pl00)«110 + 
+ Рпо («ооо + «юо) > 1а -= 0. (2.20) 

Соответствующие равенства для уравнения Навье — Стокса,, 
как легко убедиться, имеют вид: 

"—Г (РиЮ^оОП ~Ь РООО^ою) ~1" "ТГГ (Р° 0 0 "000) + " ( V.VS> РОЮ«000«<ЮО ) + 

+ { V * S ' P00n«010«000+Po00«000«oio ) + ( V.V1 Р(ЮО«000«000 ) " Ь 

-1- -jj- Рою —I ~ ; /оои|и~~ U, i = - = l ^ , , 5 ( 2 . Л > 

и далее: 

- Г ((РООО + Р1П0) « ' „ о + PllO («Soo + «{ад)) + 

+ (ttooo + "ino)(P-oo + Pioo) ( VA-S> "по > + «по(Рооо + Рюо)Х 

X < V > . «000+ «100 > +PH0 («О00 + «10о) < V.V»-'. «СИЮ+ «i,)o > -|-

<3s C ) / ? (POOO + PIOO) 
+ ~—р d*i ' ш й|1 ^ l l F ((Рооо + Рюо) К о о "I" «то) — 

— Pooo«00o) + l^(Pu«>«ioo + Pioo«oio) + ( V.*-*. «ош > X 

X ((Рооо+ Pioo) («ooo+ Mioo)~" РоооИооо) + < V.«Si («ооо + «loo) > X . 

X «ою (РООО + PlOO)"- ( V.VSi «000 ) «oi0P0OO + 

+ < V.c-'. «000 + «100 > («ooo+wioo)P<»o— < V#s, «ooo > «000Р010 

I- - ~ - ( F (Pooo + P100) — F (Pooo)) -1- < ".г, (Pooo 4 - P100) («000 + «100) X ' 

X («000 + aloo) ~~ Pooo«ooo«ooo) + 

+ ---— -r- 3 - — poio|Q, t== 1 , 2 , 3 . (2.22> 
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•Обозначим 
дп 

Z ~ ~ТГ "t" ^ ̂ ' (р00° Т" Рюо) («ооо + июо) — Рооо«ооо) + 

+ < Vxs> Poio«ioo + pioo«oio > (2.23) 
и, кроме того, через wl, i = 1,2,3, обозначим правую часть 
равенства (2.22). 

Вычитая при этом из (2.22) левую часть равенства (2.20) 
•с коэффициентом К 0 0 + иг

100), i = 1,2,3, получим: 
д$ 
-—Рио+ < V.--?» (Pooo + Pwo)«no + Pno(«ooo + «ioo) > | Q = — z|Q 

•3s 
"""J" (PoOO + PlOO) «110+ ( V^Si «000+«100 > (P000 + Pl00)«110 + 

Рассмотрим теперь условия на структуру фронта ударной 
-волны. Из равенства (1.16) при ; = 0 немедленно следует: 

-arr-^-flpC-c, *, *, 0)Pi(x, *, 0 )+ < v ^ - J p eP(9a«1)Pi + 

+ 0ppi«o + (0u«i)Po) |n-O, 

- ^ • | r ( S X p i « i + 6pPi«o + 0«Po«i)+ < V ^ , 6p0tt(9^i)Pi«{ + 

+ % (Qtt«i) pi«J+0p-!xpi«o«i+-1 (6tt«i)' po«|+6Ppi«o«,5+ 

+ (0„«i)po^+6«Po"o«i> + - — ^ F ( P o + epp1)|й = 

H v s i 2 l & 6 ^ - + a ^ < V . ^ . Л ^ ^ ^ ^ 1-1,2,3.(2.25) 

Вычитая из второго уравнения системы (2.25) первое с коэф­
фициентом «о* и интегрируя с учетом соотношений (1.9) полу 
'чениые равенства в пределах от (—°°) до т, имеем: 

X (15" + < VA « o + M i > )0pPi+ ( V*-> POV-I > U = 0, 

•v^( F : ( p o + 0 ( ; ) ,~ / 7 ( P o ) )v 1 +(po+^)(j 7 + < ъ-.-«о+в„«- > )x 
X (Qtt«i) I Q - - ^ (I V,* 120„«1 + W < V*,, M i > ) ] Q. (2.26) 

Таким образом, нами доказано 
П р е д л о ж е н и е 1. Для того, чтобы гладкая вектор-

функция (P(x, t, h), и{х, t, h)), {x, t) 6#4, h6(0. 1], представи-
мая в виде невырожденной ударной волны с гладким, без 
«самопересечений трехмерным фронтом QheR\ определяемым 
иеявным ^уравнением вида s{x,t,h)=0, таким, что | v^llo-.-T-'O, 
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удовлетворяла системе уравнений газовой динамики для 
изоэнтропического газа с малой вязкостью (1.2), необходимо, 
чтобы были выполнены: 

1) условие на амплитуду ударной волны: 
ds \ 
— + < V.*s> "ооо + Мюо > ] Рюо+ < \Jxs, роооиюо > | й = 0, 

v s ^ __ 1 р1 0 04-

+ (pooo+Pioo)(--jf- + ( VxS, йооо + йкю) )«ioo|a — 0; (2.27> 

2) условия на скачок производной ударной волны вдоль 
нормали у*5 к фронту. 

ds \ 
- • + < Vjc--1! «ooo + Wioo > ] P i i o + ( V.cs>(Pooo + Pioo)^no ) | й = - 2 | Q > 

VxS ^ ( P . O O + P, , , ) pno + ( a s + ( ^ И м о + U m } i x 

X(Pooo + Pino)«mo|B=- - ( - - ( t t o a o + «iQo){cdot}«)|a; (2.28) 
3) условие на структуру фронта ударной волны: 

ds 
If + < v.vS, M„ + M i > )0PPi+ < V.v-s' P<A«i ) |Q = 0, 

V,-^ Jp- ]0pPi + (po+ 0pPi)(j? + 

+ < VJC-S. «o-r-^i ) ) (°tt«i) I o - -J- (1 V*sl2°.^i + 

+ ayA.s( VA 0-x*"i > ) I o. (2-29) 
где вектор-функция (p(JC, t, A), a(x,t, It)), согласно лемме 1 
представлена в виде 

р (x, *., /г) = ро(х, t, А) + Ор(х, .х, t„ /г) P l ( x , г., Л) | - = ---^—--, 

и (х , ^ /г) = и0(х, Л Л) + 0„(- , JC, t , h) а1(.л:,*, h) 1-е = — ^ - - , (2.30> 

функции р(;/. и и;;Л, i=-=0,l; j , k — 0,\, ..., являются, со­
гласно определению (1.11), соответствующими приближения­
ми производных функций po, Pi, щ и и1. 

§ 3. УСЛОВИЯ ПОГОННО. 
СТРУКТУРА ФРОНТА УДАРНОЙ ВОЛНЫ 

Рассмотрим необходимые условия существования ударных 
волн (2.27), (2.28), полученные в предыдущем параграфе. Как 
и следовало ожидать, эти условия в ТОЧНОСТИ совпадают, с. 
соответствующими необходимыми, условиями существования'. 
разрывного решения невязкого изоэнтропического газа, рас-
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смотренными в работе [3]. Таким образом, в обозначениях, при­
нятых в этой работе, получаем, что для того, чтобы существо­
вало решение системы уравнений изоэнтропического газа с 
малой вязкостью, необходимо, чтобы фаза s удовлетворяла 
уравнению: 

ds 

— +.<".-•-'. "ооо > + |V л-s | с (рооо, рооо!-~) | а° — 0, (3.1) 
было выполнено условие Гюгонио: 

ашк'^-бЯ^Л. (3.2> 
амплитуда ударной волны удовлетворяла равенству: 
(2 + ̂ Ш + (a000 + ̂ ,v^)) + —%tHL(/,O + 

+ t-(<V.r, «o> + с < ' М > + ( l + .J-)<6,ttojo>) + 

+ ТГ -лГ •+ < «ooo+M, V*Po > h r Ж _l ^ -H X 

. . . /2 dc , 2(1+[A)2 6c /. |x 5c \ 
+ < V*. «o > i-(^ ж + — г -^V-l^J^j" 

- ( 2 + H.)) + 2^-—T|a.=0, (3.3) 
а скачок производной скорости движения газа вдоль нормали 
к фронту ударной волны был связан со скачком производной 
вдоль Нормали от плотности газа соотношением: 

^ Н т . + ̂  + ФЙРо-.-

x(2c+|.i(l + l - ) | ) " V < - - . 0 + l - ( l + » - ) < ^ " o i o > + 2 i - . | T 4 

-bx(2^|+-2^g(l—fe|)(l + ̂  + .41+,)Po; 
_t(i±i.O <.= ,/> -cix(l+^)W<V^«o)-iif-1Poi^0i-

, - ^ - . S ^ + T ^ U (3-4) 

г Д е ^Вн»-относительная величина скачка плотности, 

'E=S_S£L^'нормаль к фронту ударной волны, с(Рооо, Рооо^)-
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/
. ,F(о.,-, (l + n))—f Oo--)_рКпргч-тт-. фронта ударной 

волны т=--^-—-относительная величина скачка производной 
' Pooo u 

плотности вдоль нормали к, 
( | , у » ) Ро бс __ С (Pooo, PooolQ— С (Pooo. 0) 

L = = V . V — U - > V A - > > X = = : ~ ~ l ^ ' 6{mu} Hi 
Рассмотрим теперь условие на структуру фронта ударной 

волны (2.29). v 
Заметим, что выражение [ - + < V-». "о + -вИ1 > J Q0

 и е об­
ращается в нуль ни при каких -.. Действительно, если 
( g + < V x s , и0 + -„-~1>)~°- ТО из первого равенства системы 
(2.29) вытекает, что 

< V,vs. °км1 ) l-...or=0> 
а следовательно, и 

/as ^----т < V A «о> = 0, 

что противоречит равенству (3.17), поскольку 
с(ро. Pi)|u-.£0-

Таким образом, из первого равенства системы (2.29) мы 
получаем 

GpPi I n - - < V.vs, PoMi > (yj+ < V.vS. Ио + 0„«1 > )~\ (3.5) 

Поскольку при --> + оо значение ~-|- ( v_vs, «o + -««i > ) со­
гласно равенству (3.20) положительно и функция эта ие 
обращается ни при каких t в нуль, то 

[%-\- < ^ . И о + М 1 > ) | 0 > 0 . (3.6) 
Пусть e&R'6 — произвольный вектор, ортогональный y^s. тогда, 
скалярно умножая второе уравнение системы (2.29) на е, 
получаем 

< е, 0..Й1 > |a-(po + 0PPi)(|f + ( VxtS, Uo + Ojti >) < в, О,,̂  > . (3.7) 

Обозначим 
a=(Po + OpPl)l ;-+ < иО+0„«1. VJ-S > ). (3«8) 

at 

Очевидно, что а>0, в силу неравенства (3.54) и предположе­
ния о положительности плотности. Следовательно, решение 
уравнения (3.7) имеет вид: 
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< e,e„«i >W= <e, ввй->(0)ео . (3,9) 
Таким образом, если в момент т. —О вектор б ^ имеет ненуле­
вую составляющую, ортогональную вектору y^s, то модуль 
вектора неограниченно возрастает. Иными словами, точка 
покоя 0„ — 1, i —1,2,3, не устойчива и решение системы 
(2.29) может удовлетворить требованиям (1.9) только в том 
случае, если б1,, = 0„ = 83

и. В этом случае, обозначая б£, г== 
= 1,2,3, снова через 6Ц, получаем, что второе уравнение 
системы (2.29) приводится к виду: 

(l + a ) ^ | Q - F ( P o + 6pp1)-F(Po) + (Po + epp1) (ft + < v , s , и0> + 
+ e u < vxs, и1))ва( v , s , «i > |п, (з .ю ) 

а равенство (З.5), связывающее 6Р и 6В, есть 

epl»--^lS+<-V^«o>+e.-Tfir)-1|Q. (З.И) 
В итоге нами доказана 

Т е о р е м а 1, Для того чтобы гладкая вектор-функция 
(р (л;, t, h), u(x, t, h)); (x, 06-R4; Лб(0, l]. h€l> являющаяся 
невырожденной ударной волной с гладким трехмерным фронтом 
S6.fi,4, задаваемым неявным уравнением вида s(x, t, h) = Q, 
S6C°°(/?4), таким, что | V̂ s I 1Q = -, удовлетворяла системе 
уравнений динамики изоэнтропического газа с малой вязкостью 
порядка й, необходимо, чтобы были выполнены 

1) уравнение, описывающее поверхность фронта ударной 
волны: 

-g|.+ <йооо.~*-0 + МсIPooo, ppooolln==0; (3.-2) 

2) условие Гюгонио 

»1M|0—-SsIgn(Pl)VTO; (злз> 
3) уравнение, описывающее поведение амплитуды ударной 

волны: 
(2 + Ji-^--^)^] + ^ < v , , B o > + C a , E > + ( l + l O X 

w / t ' v , l dPJ 2 дс , 2 (l + P-)- Sc f г LL _ ^ •+-

19-7811 m 

S6.fi,4


4) уточнение условия Гюгонио, связывающее скачки 
производных плотности и скорости газа: 

"по|п- - (—т~5 +-Т--Т-"^Д^ I p^J Ь-Ро!^р о^ -c ] + 

+ ^010+^ + ̂ ) ( ^ | + п ^ - С ( 1 +,) + 

X ( к ( j - . - ) + Kl -I- 1-Х 5. «mo) + 2(* — т + X (2ц | + 

+ 2 , | ( l - £ | ) ( l + ^ + K l + , ) P o | - - ^ <*•/> -

dpo/ с р., 
3 

-n2^oi (3.15) 
i-i 

5) уравнения структуры фронта ударной волны 
(1 + e) ae,(y,<,o) |^ ^ _ р (рц + 0rf0 _ F (po) + 

+ (P.+MrVH$-7.l (3.16) 
• в р ( - . л . ^ О ) | ( - 1 0 6 0 - - - ^ ( 1 ^ О в - С ) - , | о ^ (3.17) 

где решение (>(x,t,h), u{x,t,h), согласно лемме 1, представ­
ляется в виде: 

Р (х, t, h) = ро (х, t, h) + О,, (-, x, t, li) p, (л-, t, /г), 
u(x,t,h)=-^uu(x,t,li)~\~Ou(t,x,t,h)ui(x,t,h), *" ' 

функции р;уЛ и u,yft, i--=0,1; /,/г-.-0,1, . . . вычисляются 
согласие определению (1.11) и имеют смысл производных 
функций р, и uh 2 = 0,1 вдоль нормали sjxs к поверхности 
Q;o—-сечению фронта ударной волны й плоскостью t=to . 

Здесь 
^ — ̂ -——относительная величина амплитуды скачка плот-

Pooo 

ности газа; 
Р- = FJpm + р100) — F (ршю) — скачок давления газа; 
^1 — рооо—(Рооо+Рюо)-1-- скачок удельного объема газа; 
•:-=|-^—| —нормаль к поверхности фронта Qt; 
с (Ро, №оХ - ] / ( Т + | 0 — — - ± ^ - - — - - - скорость фрон­

та ударной волны; 
290 



i\ 
^f ̂  e w " относителЬная величина скачка производной 

плотности вдоль нормали i, к фронту Qf-t 
Х = = Р ^ 1 _ в е л и ч и н а (ОТНОСительная) производной плотности 

вдоль S в области перед фронтом ударной волны, определяе­
мой неравенством s(x,a.)<0; 

7) —параметр ВДОЛЬ траекторий поля f - + <«0 + rf, V* >); 

Щг==[ж + <"o + ce,v,>); 
8с с(р0 , РоЦ) — с(р0 ,0) 
Щ^,^ разностная производная скорости 

фронта; 
L==V—- < -»V> —оператор градиента, касательный к 2. 
З а м е ч а н и е . Число неизвестных в системе уравнений 

(3.12) — (3.17) больше числа уравнений, причем решение урав­
нения Гамильтона (3.12) зависит от решения уравнения (3.14), 
описывающего поведение амплитуды волны. Последнее, в свою 
очередь, зависит от скачка производной плотности вдоль нор­
мали к фронту y, и зависимость эта описывается членом, про­
порциональным производной скорости фронта по амплитуде. 

§ 4. ДИНАМИКА ДВИЖЕНИЯ И СТРУКТУРА ФРОНТА 
УДАРНЫХ ВОЛН ИЗОЭНТРОПИЧЕСКОГО ГАЗА 

С МАЛОЙ ВЯЗКОСТЬЮ, ДВИЖУЩИХСЯ СО СКОРОСТЬЮ, 
БЛИЗКОЙ К СКОРОСТИ ЗВУКА 

В предыдущем параграфе мы получили ряд необходимых 
условий существования решения системы уравнений газовой 
динамики, представимого в виде ударной волны. Предположим, 
что скорость звука в области перед фронтом ударной волны 
меньше скорости движения самой волны. 

Как было отмечено во введении, в этой ситуации мы можем 
считать значения р0 и «0 заданными. Цепочка уравнений, при­
веденная в предыдущем параграфе, может быть продолжена 
до бесконечности, но и тогда система уравнений не замкнута и 
не может быть решена даже в предположении, что поведение 
решения перед фронтом ударной волны известно. Действитель­
но, пусть имеется бесконечная цепочка уравнений вида 

L1(s) + a1p1==0, 
L2(S. Pl) + a2p2 = 0> , - 4 Л ) 

Lk(s, Р1,...,Рй_1) + --йР*==0> 

где Lds), E2(s,pi),{cdot}.., U(s, ph . . . . pk_0-некоторые нели­
нейные дифференциальные операторы, a b . . . , afe —коэффици-
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епты зацепления, причем | а . |>С>0, ..'•-= 1, 2 Решая си­
стему уравнений (4.1), мы можем выбрать произвольным 
образом одну из неизвестных, например s, и, подставляя ое в 
первое уравнение системы, найти рь Далее, подставляя л и р1 
во второе уравнение, мы можем определить р2, затем ра и т. д. 
при произвольном значении s. 

Таким образом, вообще говоря, задача о поведении фронта 
ударной волны может быть решена только в комплексе с зада­
чей о поведении решения за фронтом разрыва. 

Тем не менее, в ряде случаев, например, при малых зна­
чениях изменения плотности газа, поведение решения за 
разрывом слабо влияет на движение фронта и решение 
можно найти при помощи теории возмущений. Итак, пусть 
величина — -А которую мы в дальнейшем будем называть 

С CjU 

коэффициентом зацепления, много меньше единицы. Это 
предположение, очевидно, справедливо не только при малых 
значениях амплитуды разрыва |~, но и з случае, когда про­
изводная — мала. Если давление Р линейно зависит от 
удельного объема V — p"1, скорость движения разрыва вооб­
ще не зависит от величины скачка плотности. Действитель­
но, пусть 

F(P) = a - ^ , (4.2) 

где а и b--некоторые постоянные. Тогда, по определению 
скорости фронта ударной волны, 

L_. _ у ___ _ .,. „ „ (4.3) 

и, следовательно, решение уравнения движения фронта волны 
(3.1) не зависит от решения уравнения, описывающего поведе­
ние амплитуды волны (3.3), которое, в свою очередь, пе зависит 
от скачка производной плотности газа вдоль нормали к фронту 
волны Q0. 

••В этом случае система уравнений (3.1) — (3.4) может быть 
решена последовательно. Зависимость давления от плотности 
этого вида известна под названием газа Чаплыгина (см. [4]). 

Следует отметить, что газ Чаплыгина одновременно с ука­
занным свойством характеризуется тем, что решение перед 
фронтом волны еще не «чувствует» приближения ударной вол­
ны. Если, например, давление изменяется как Va, где а<1 , то 
скорость звука, как нетрудно убедиться, выше скорости фронта 
ударной волны и задачу о распространении ударной волпы не 
корректно решать в отдельности от задачи о поведении решения 
перед фронтом. , • 
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Предположим теперь, что в решение исходной системы 
уравнении и в зависимость давления от плотности входит неко­
торый малый параметр eG(—р-, |j), т а ким образом, что 

1. 1 ешение p{x,t,h,e), u{x,t,h, s) регулярно зависит от па­
раметра е, т. е- значения неизвестных функций плотности, ско­
рости и давления, а также все их производные сохраняют' свой 
порядок по h при изменении параметра e в окрестности нуля: 
е(-(-— Р> Р) и, кроме того, функция, определяющая поверхность 
фронта ударной волны, гладко зависит от е. 

2. Коэффициент зацепления iL^£, а следовательно, И 

• . r e f i ^ ' c ' a f i ^ ' 0{le}°{le}-> может быть представлен в виде 
И дс . . . 
f^=BT(^e) , (4.4) 

где cp(|j., е) — функция, регулярно зависящая от параметра е. 
Оба условия будут очевидно выполнены, если, например, 
амплитуда волны |j—• 0(еа), 0 < а < 1 , а зависимость давления 
от плотности отличается от газа Чаплыгина на функцию 
в1-«ф (р): 

F ( p ) - = a - ^ + e i -«t(P) , (4.5) 

где а и Ь — постоянные. 
Наметим теперь основные моменты построения ряда теории 

возмущений по коэффициенту зацепления. Если для функции 
s(x,t) мы хотим взять /г членов ряда теории возмущений по 
коэффициенту зацепления для системы уравнений (4.1), то для 
функции р1 достаточно, очевидно, взять лишь k—1 член ряда, 
а для рл — лишь один нулевой член. Отбрасывая зацепляющиеся 
члены, нетрудно найти нулевые приближения функций s, 
pi, . . ., p/i, последовательно решая первые к уравнений системы 
(4.1). Подставляя нулевое приближение функции pi в первое 
уравнение системы (4.1), мы можем найти первое приближе­
ние функции s. Подставляя далее первое приближение функции 
s и нулевое приближение рг во второе уравнение системы J.4--). 
находим первое приближение функции р ь Продолжая действо­
вать таким образом, мы можем определить первое приближение 
функций s, pi, . . . , рй-ь Если теперь в первое уравнение под­
ставить вместо pi его первое приближение, то можно определить 
второе приближение функции s. Второе приближение s и первое 
приближение р2 дают возможность определить второе прибли­
жение для р1 из второго уравнения системы. Подобным образом 
мы можем определить второе приближение функций s, pi, . . . , 
р/(-2. Затем аналогичным образом мы определяем третье 
приближение для функций s, pi,,.;. .•, рь-з, далее — четвертое 
для'.-, р1, . . . , рь-4 и, продолжая этот процесс, получаем, нако­
нец, /е-ое приближение для функции s. 
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[Рассмотрим теперь оставшиеся уравнения, содержащий 
функции, описывающие структуру фронта ударной волны и ус­
ловия Погонно. Зная соответствующие приближения скачков 
производных плотности из рассмотренной выше цепочки урав­
нений, мы, как нетрудно убедиться, можем из условия Погонно, 
его уточнения и аналогичных 1-ш соотношений определить 
соответствующие приближения для скачков производных ско­
рости движения газа. Что касается уравнений, описывающих 
структуру фронта ударной волны, то на основании предыдущих 
построений МЫ можем определить с любой степенью точности 
по коэффициенту зацепления значения всех коэффициентов, вхо­
дящих в эти обыкновенные дифференциальные уравнения. 
Поскольку условия, гарантирующие, что точка 0„ = 1, 6U = 1 
является точкой покоя этих уравнений, будут, вообще говоря, 
нарушены, то решение этих уравнений стремится при %—*- + •» 
в общем случае к бесконечности. Мы можем, однако, так под­
править значения коэффициентов, сохраняя порядок их аппро­
ксимации, чтобы эти условия сохранились. Следует отметить, 
что вместо условий на бесконечности для уравнений, описываю­
щих структуру фронта ударной волны в нулевом по h приближе­
нии, мы можем поставить задачу Кош и с произвольным началь­
ным значением для плоскости р при т = 0 из интервала (0,1). 
Необходимые оценки для полученного решения и истинного 
значения ударной волны будут приведены в следующем пара­
графе. 

Для определения первого по h приближения динамики дви­
жения и структуры фронта ударной волны необходимо фикси­
ровать соотношение между параметрами в И Л. При этом необ­
ходимо, чтобы Л =-0(е") для некоторого положительного (не 
обязательно целого) п. Можно показать, что первое по h при­
ближение решения удовлетворяет уравнениям, аналогичным по­
лученным ранее, с коэффициентами, зависящими от нулевого 
по h приближения решения. Таким образом, для определения 
первого по h приближения функции « необходимо знать не ме­
нее чем п членов разложения нулевого но h приближения функ­
ции s. Кроме того, первое по h приближение решения дает 
уточнение начального значения функции р при т=0 в уравне­
нии, описывающем структуру фронта волны для пулевого no h 
приближения. 

§ Б. РЯД ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИИ. 
АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ РЕШЕНИЯ. 

ОЦЕНКИ 

Предположим, что в начальный момент времени i-=0 извест­
но решение системы уравнений газовой динамики изоэнтропи-
ческого газа с малой вязкостью, представимое в виде ударной 
волны. Как было показано, необходимо, чтобы в начальный мо-
294 



мент времени это решение удовлетворяло условию Гюгонио, 
его уточнению и уравнениям, описывающим структуру фронта 
ударной волны. Как уже было отмечено, мы можем считать, что 
значение решения в области перед фронтом ударной волны 
полностью известно при всех значениях времени. 

Приближенное решение — поверхность фронта ударной вол­
ны, значения скачков производных неизвестных функций вдоль 
нормали к фронту и структуру фронта ударной волны, мы бу­
дем искать в некоторой фиксированной окрестности U поверх­
ности фронта Q, в которой мы вели все предыдущие рассмотре­
ния. Обозначим через Ua окрестность поверхности й0 в R3 — се­
чение окрестности U плоскостью t=0. Таким образом, в U0 нам 
известны значения всех входящих в уравнения (3.1) — (3.4) не­
известных. 

Решения системы уравнений (3.1), (3.3), согласно построе­
нию предыдущего параграфа, будем искать в виде 

5 = 50 + 51 + 0 И , 
!---М + 0(е), ( • ' 

где s1 — 0(s), s0-=0(1), (j.0 — O(1), е—параметр, характеризую­
щий коэффициент зацепления -7 g!;—<-)(-)• Обозначим 

, ™ у*» 

def _ _ . 
£ o - - V * — &o < * - > " * > . v3^) 

def 

•^0 (POOo)—= C (POOO) Р0001л) 111=0. 
Заметим, что уравнение Гамильтона (3.1) относительно не­
известной s (x, t) имеет систему бихарактеристик (см. [2]) 

S — • + * . (5.3) 

с начальными условиями: 
х |<-о — a6Uo, ,-- А.. 

^\("°~ \ yxS{X,0) \\х-=а 
вдоль траекторий которой функция s (.*,*) постоянна: 

ds(x(a, 0, <)._п 
Ш 

Таким образом, поверхность фронта ударной волны^ как бы 
«соткана» из характеристик х(а t)'-Pei™ ^ " о д а щ и х из 
новенных дифференциальных Уравнеюш Д " а л о с ь , 
начальной поверхности фронта Йо. Далее, как ул 
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уравнение (3.3) представляет собой обыкновенное дифферен­
циальное уравнение по характеристикам x(a,t) решения си­
стемы (5.3). По предположению, все коэффициенты и неизвест­
ные функции, входящие в эти уравнения, регулярно зависят от 
параметра е. 

Пренебрегая членами порядка и в уравнении движения 
фронта ударной волны (5.3), получим уравнение для пулевого 
приближения фронта sn: 

^ + (KIM, V.v~n> I-А.|-д.ао|-----0 (5.5) 
с начальным условием: 

S,| | /.»0=- $(Х, 0)|.V(;(V (5.6) 

Система бихарактеристик, соответствующая уравнению (5.5), 
имеет вид 

---7~%)o + co.oi 

1/7" ~ j-»Ctl"l" _•. Ч^»ит' 
(5.7) 

it 

А начальные условия для системы (5.7) таковы 
x(i|<-o — a6Uo. 

Следует отметить, что решение уравнения (3.1) с начальным 
условием (5.6) удовлетворяет условию | "VI К ""•- ПРИ в с е х 

значениях времени t из рассматриваемого интервала. Дей­
ствительно, как нетрудно видеть: 

' 1 d yxs I _ dV < v,t.s, y,ts > l_ , dyxs . 
dt ' dl VTv^JT ^ V'V dt ? ' 

вместе с тем: 

а, следовательно, ( yxs, ---|™- > -•••• 0 и |-">vs| не меняется вдоль 
траекторий—-решений системы (5.;.). Характеристики решения 
задачи (5.7), (5.8) лежат на поверхности уровня функции 
s0{x, t): 

rfS0(."0(«, t), f) ; Q ,g ^ 

Поэтому нулевое приближение поверхности фронта й состоит 
из характеристик системы (5.7), (5.8), выпущенных из началь­
ной поверхности фронта Q0. 
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В дальнейшем, будет показано, что неявное уравнение х = 
= xo(a,0> где xo{a, t) —решение системы (5.7), (5.8), разре­
шимо относительно неизвестной a, a —a(x,tf). 

Подставляя вместо а в нулевое приближение нормали к 
фронту i|o(a, /) ее значение а{х, t): 

40=ZQ(a,{x,t),t) (5.10) 
и пренебрегая зацепляющимся членом в уравнении (3.3), полу­
чим уравнение для нулевого приближения амплитуды ударной 
волны: 

(•+--71--Й(*«--+*"*>] + 
+ Ы ( V*. "оста > + . < -о, «ою > + С ( Lo. о̂ > + 0 +Р-о) < &о. «от > + 

+ £№+<•»+---W-0G-&+--2-±—-£-Х 

I / 6 „ \ W 2 (ЗС | 2 ( 1 +[Xo) 6c /•• _ l ~ o . _ f i c J _ 
+ («o. «oio >) [- " g ^ - i - бц„ i 1 2c 5mJ 

_ ( 2 + ,Xo)) + _ _ _ - %--—-! = 0, (5.11) 
Pooo 

где с = с (pooo. PoooF'0)- Причем начальные условия для уравне­
ния (5.11) имеют вид 

р,0 | *=0 = I* (x, 0) I x-aQJ,- (5Л2> 
Обозначим через N {\>.а, 60) — коэффициент при р.0 в уравнении 
(5.11V заключенный в квадратные скобки, деленный на коэср-
фициеит при производной [~0 вдоль поля ( — + < ио + с-о. Vx >/• 

-V ( N , 6оН ( 2 + J ^ L | Л < V - «««о > + < -о, «ою > + 

+ с < Lo, -о ) + С1 + 1хо) < ^0, «ою > + • 

1 /fir, ь ч \ f 2 бс , 2(1-Ца-)2 _6с_ч/ 
_|_ J _ ( i ^ l + < tto + C^o, VxPooo > ) ̂ T l i I 7 + с «J-. X 

. , . , / 2 dc , 2 (1 + tip) 6^_ y 

+ ( < v*. «ooo ) + < -• «oio ) ) {-J-Щ^-г с 6(i, /N 

1 * eM f2 + ^ W — — ^ J J - - a 1 (5ЛЗ) 

1--s-n--- - 1-TNT - Pooo . 
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т. «„„^пиг-ги^теских уравнений для (5.11): 
Выпишем систему характеристичные. л \ / 

^ — «ооо + с(Рооо, рооо^)-о> 

§-—<?+ (S-, «ооо + -*°> -
_ _ = А ( ( uooo+ ̂ о , ^ > +N-V(|-o, У) ' 

+ g £ ( < с|0, S- > + N-V •><•• --O)). 

(5.14) 

_ <g = Vx ( < aoOQ _|_ fiS0, 5- > + 1-4,-V (p.,,, $o)) -I-

+ S--r (< c-o- -3D ) + HN 0J'"> *«))• 
Начальные условия для системы (5.14) следующие: 

x|;=o — <-6Uo> 
N|*--.o-=F{cdot}(x> °)U=c.. 

• S- |.*-o --= VA-!̂  (•«. 0) |--a. (5.l5) 
g 'b= =o=(- < 5s. #o + ^ o > — l-o-^d-t» So))|/-o-1 Ч -ж—а 

Пусть x(a, 0 , |Ю(а, 0 - - Р е ш е н и е с и с т е м ы (5.14), (5.16). 
В дальнейшем будет показано, что неявное уравнение х= 
=х(а , t) разрешимо относительно неизвестной a: a = a(x, / ) . 
Таким образом, решение уравнения (5.11) имеет вид: 

Ho = |A0(a(x, 0» 0- (5.16) 
Следовательно, задача об определении нулевого приближения 
амплитуды ударной волны сводится к задаче решения системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений (Б. 14), (5.15). 

Подставляя значение нулевого приближения амплитуды 
ударной волны [х0 в уравнение движения фронта волны (3.1), 
найдем первое приближение поверхности фронта ударной вол­
ны 
d ( % + S l ) + < и°(>-' V*(So + Si)) + с (ром, Wooo)| -jfao + sOI—O, (5.17) 
где .so — решение уравнения (5.5), (5.6), а |ло—• решение зада­
чи (5.11), (5.12). 

Начальные условия для функции si очевидно нулевые: 
•s1|/_o=--0. (5.18) 

Выпишем систему уравнений бихарактеристик, отвечающую 
уравнению Гамильтона (5.17), относительно неизвестной s0+Si. 
Имеем: 

def 

(dx 
•JJ — % 0 0 + c (P000> P()00|-~H.) 

3 (б Л 9) 

где L1.= V — - i < - i , ".*>• 
298 



Начальные условия для системы (5.19) таковы: 
(х|г=- — aeUo, ,- _Л, 

Г 1 ' I V-v-s (л- 0) | * = - . • 
В силу равенства (5.17), функция (s0 + s1) {x, t) постоянна вдоль 
характеристик хх (a, i) —решений системы уравнений (5.19): 

rf (5 ,+ •-!)(•"! (a, t), 0 0 

-й ; 0. (5.21) 
Таким образом, поверхность фронта ударной волны в первом по 
е приближении состоит из траекторий характеристик системы 
(5.19), (5.20), выпущенных из начальной поверхности фрон­
та Q0. 

Рассмотрим теперь уравнения, описывающие структуру 
фронта ударной волны (3.16), (3.17). 

Равенство (3.16J перепишем в виде 

(1 + а) dQa (r, х, t, 0) 
дх U-.OgG = Ро 

•pf(p.+eDpl)-- ' (pe) 

ds 
И1+Ы& + < «о, *>+-«-ер, 0„ 

врР. 
-Р1- + 

+ (1 / " 1 + И U.Ogo' 

В точке ер = б — 1 правая часть равенства имеет вид: 
fas 

Р ° ' Ч Й ? + < и ° 0 0 ' 6 •> + С ( Р О ' Pol-) 

(5.22) 

(5.23) 
Если вместо коэффициентов уравнений (3.16) и (3.-17) подста­
вить вычисленные ранее приближения неизвестных |x, |—ро, |о, 
то, как будет показано в дальнейшем, выражение (5.23) имеет 
порядок О(е-), но не обращается в точности в нуль. 

Подправим значения цо и gi на величины порядка 0(e) и 
О(е-), соответственно, так чтобы выражение (5.23) было в точ­
ности нулем. Очевидно, что это можно сделать. Обозначим 
вновь полученные значения р,0 и gi снова через цо и g1. Прибли­
женное значение структуры фронта ударной волны будем ис­
кать, исходя из уравнения 

(1 + a ) a 8 " ( T ^ ^ ' Q ) ^ - = F ( P o + 9 p P l ) - F W + Po(l + e p ^ X 

PoM-t 
Х ^ (i+(x0) с (р°' № о Т " -Т~Г^ 

где 0Р выражается через 6а по формуле 

Начальные условия для функции 0„. выберем следующим обра­
зом 

-г 

(5.24) 

(5.25) 

в„[Г-1/2. 
20* 

(5.26) 
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Таким образом, алгоритм построения приближения фронта 
ударной волны СВОДИТСЯ к последовательному решению систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений (5.7), (5.8), (5.14), 
(5.15), (5.19), (5.20) и решения обыкновенного дифференциаль­
ного уравнения (5.24) с начальными условиями (5.26) в пря­
мом и обратном по х времени. 

Оценим величину расстояния между поверхностью фронта 
и поверхностью, получающейся при решении системы уравне­
ний (5.7), (5.8). 

Поверхность фронта ударной волны {Omega} состоит из траекто­
рий— решений системы уравнений (5.3). Начальные условия 
для систем (5.3) и (5.7) совпадают. Нетрудно убедиться, что 
вектор разности (х—х0) (а, I), (|—Ы ("•-> 0 удовлетворяет сис­
теме уравнений 

d(x-xa)^c (p(mo! pfloi)iji)(,. _ ^ + Q (Е)) 

я 

rff 
•5»)'£к, 

(• Л 
'000 (5.27) 

- ( 5 - ^ )SSo<?o ,V .c> "oon + 0(s) 

с нулевыми начальными условиями. Система уравнений (5.27), 
очевидно, может быть представлена п виде: 

?J 1.(5 -5«> (а, 0 j ~ ~ ^' ( c i а' *> 1(5 - Е„) (а, t) J ' U (i)' ( ,h28) 

где 5()(г, а, i) —матрица размером (• 1->< -1 > с регулярно завися­
щими от е коэффициентами. Таким образом, норма разности 
между векторами {х, -.)(-•• t) и (Л"(1, ;ц)(а, i) удовлетворяет диф­
ференциальному неравенству 

d_ 
at 

{x — x{)){a.,t) 
$—ад («, t) :M«,(s,a,i) (x Ли) (a. 0 

(• i -6 . , ) (« ,0 0(e), (5.29) 
где Mo(e, a, t) —норма матрицы /i,h которая, очевидно, являет­
ся ограниченной функцией, регулярно зависящей от пара­
метра е. 

. Из известной теоремы, сравнения (см. [I]) получаем, что 
при конечных значениях времени t: 

({X — Xa)((t,f)\ 
V(5-'«)(<M) - О (в). (5.30) 

Докажем теперь, что якобиан ./0, отвечающий векторному 
д 

полю 

&ю 

д( f < «ооо + CQ -о. V.* ) I. и е обращается в нуль: 

/0—W-^--Uo. (5.31): 



Действительно, якобиан J исходной системы уравнений (5.3) 
№ы[Ы£Л\ (5.32) 

да 
не равен нулю на рассматриваемом интервале времени, посколь­
ку в противном случае существовала бы гладкая начальная по­
верхность фронта ударной волны, переходящая за время t в 
негладкую поверхность. 

Рассматривая систему уравнений в вариациях для систем 
уравнений Гамильтона—Якоби (5.3) и сравнивая ее решение с 
решением вариационной системы, отвечающей приближению 
(5.7), благодаря регулярности входящих в эти системы функ­
ций по параметру е, аналогично оценке (5.30) получим 

Id (x—xa)(a, t)' 
да -0(e), (5.33) 

где д^' "—вариационная матрица, элементы которой имеют 
вид -----^-----; I, / = 1,2,3. Из равенства (5.33) немедленно 
получаем, что 

| / _ y 0 | = O(s). (S.34) 
Таким образом, при достаточно малых s и конечных t имеем 

Л =£0. , (5.35) 
Иными словами, уравнение x--=x0(ao> 0 разрешимо относи­
тельно неизвестной а0, причем, как это следует из 
оценки (5.34), 

II «о (лг. 0 — « (•«. 0II -=- О (в). (5.36) 
Подставляя в равенство (5.30) вместо неизвестной а ее зна­
чение a0 (x, t) или a (x, t) и учитывая (5.36), получаем 

H4JC,t)-5 0(^i) | |=O( s) . (5.37) 
Сравним теперь нулевое приблилсение значения амплитуды 
ударной волны с ее истинным значением. 
Для этого рассмотрим, какому уравнению удовлетворяет 
разность (р. —цо): 

° ( V ° ) + < «о + с (ро, РоР-) 5, V G-- N) > + (Н<~ N) \N <Р, -) + 
-УР-1-. § ) — W 0 * o . Ы I Д(Ро. РоМ-) — -g (Po. РоИ-о) ( Е - и , ) - U.Q - + 

+ *(Ро,№) {e-£0,VN> + 2 р | М 2 + - £ - £ Г _ 0 , < б . 3 8 ) 'дц ' \ с «W 
начальные условия для разности (л — Но — нулевые: 

(Н-но)|/--о--0. (5-39) 
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Из исходных предположений н оценки (5.37) очевидно 
следует, что 

--(PoPpl-o) (S-S-.vl-o) + 2 [ - | l f ( 2 + ,---^5f l)~1-=O(-)-(5-40) 
Коэффициент при [л—(.to в равенстве (5.38) регулярно зависит 
от е. Таким образом, уравнение (5.48) представляет собой ли­
нейное обыкновенное дифференциальное уравнение первого по­
рядка вдоль характеристик системы уравнений (5.3) относи­
тельно разности (х— Цо с нулевым начальным условием и правой 
частью, порядка е. Из этого следует, что при конечных значе­
ниях времени справедлива оценка 

|(ц—цо)(а, 01 -0 (e ) - (5.41) 
Если теперь учесть соотношения (5.34) ---(5.36), то из (5.41) по­
лучаем: 

|(Ц-ЦО)(-*, 0 1—0(8). (5.42) 
На основании полученных оценок мы можем оцепить расстоя­
ние между фронтом ударной волны и поверхностью, состоящей 
ИЗ характеристик — решений системы уравнений (5.19), выпу­
щенных ИЗ начальной поверхности фронта И0. 

Из условия (5.42) следует, что 
|фо> роцо)— фо , poi.0 | =0(е-). (5,43) 

Рассматривая, как и раньше, разность между решениями 
систем уравнений (5.3) и (5.19) и учитывая соотношение 
(5.43),, можно показать, что 

d_ /(A'-x,) (a, t) \ ((x-Xi) (а, *)\ „ 
"'{ (6-50 (а, t) Г l ( ' 4(5-6,)(a,t)j"[ ° ( S ) l (0'44) 

При этом в начальный момент времени 
{х -хх) (а ,0 = 0, 
(6-е,)(а,*)=-0. (° 0 ) 

Здесь В\ — некоторая 4х4-матрща с коэффициентами, регу­
лярно зависящими, от е. Оценивая норму вектора 
{х-~х])(а. t), (£ —?0(a, i), подобно тому, как это было 

""""), (б.ЗГ-проделано в (5.29), (5.30), получаем 
(J. — JCi)(a,i) 

Аналогично тому, как были установлены (5.34) и (5.35), мож­
но показать, что справедливы равенства 

на основании которых из (5.46) получаем: 
;;.• ' н(--51)11(л,о«о.и. (6.48) 
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TaKHM образом, мы доказали, что нулевая поверхность уровня 
функции (s0+si)(;c, t) лежит в О(е2)-окрестности фронта удар­
ной волны при конечных значениях времени t. Рассмотрим, 
насколько отличается структура фронта ударной волны, опре­
деляемая из системы уравнений (5.24) — (5.26), от ее истинного 
значения. Поскольку условия на то, каким образом должна 
•быть выбрана функция 9р(т, х, г, 0) | а , в точке т = 0 могут быть 
получены лишь при исследовании первого члена в разложении 
по h, мы ограничимся здесь лишь оценкой для разности между 
общим решением уравнений (3.16), (3.17) и его нулевого при­
ближения (5.24), (5.25), полагая, что в точке т = 0 истинное 
значение функции 8р(т, х, t, 0) совпадает с значением прибли­
жения. 

Поскольку коэффициенты, входящие в уравнения (3.16) и 
{5.24) .регулярно зависят от параметра е,а функция 0р(т, х, 1,0) 
и ее приближение 0 й(х, х, t, 0) ограничены, то разность 
(Эр—0р°) удовлетворяет уравнению 

.И^Щ—. (ч,в)(вР_в°) + 0(в), (5.48) 
где а(т, е)—некоторая ограниченная функция, регулярно за­
висящая от параметра ё. 

Из соотношения (5.48) и условия регулярности а немедлен­
но получаем, что при конечных-значениях параметра т: 

|бр-0р '1-О(-) . . (5.49) 
Таким образом, нами доказана 

Т е о р е м а 2. Для того, чтобы гладкая вектор-функция 
(р (х, t, h, г), и (х, t, h, s)); {х, t)QR% зависящая от параметров 
h6(0- 1], s6(—P. P)- представимая в виде ударной волны 

P(x, t, h, e) = P o(x, t, h, •s) + 6p('-, x, t, h, s)P l(x, t, h, s)| ,tJf.o 
ft 

tt(x,t,h,e)=tlu{x,t,fl,e) + 
+ %u (-, x, t, h, E) tti {x, t, h, e) I s(x,oi (5.50) 

h 
для которой 

1. Поверхность фронта S, задаваемая уравнением s(x, £,n)=-u, 
представляет собой гладкую трехмерную поверхность в Я4 

такую, что | VJCS Иа-7-=0» 
2. В любой точке поверхности фронта выполняется соот-



3. Функции р0, Pl, ио, «1, 0Р, О 
а регулярно зависят от пара­

метра е; 
4. Решение (5.50) в начальный момент времени t~0 извест­

но; 
удовлетворяла системе уравнений изоэитропического газа, 

с малой вязкостью, необходимо, чтобы: 
1. Поверхность фронта в момент времени t лежала в 0(е2 + 

-fh) окрестности поверхности, состоящей из траекторий xy(aj),. 
выпушенных из начальной поверхности фронта1 Q0 — сечения 
поверхности Q плоскостью г — 0, где xi(a, t) удовлетворяет си­
стеме обыкновенных дифференциальных уравнений, решение ко­
торой может быть найдено при последовательном решении це­
почки: 

— • == tto + Cô Oi 

• —9 = L<A + _ -«"'<)•-•-> 
(б.Б2> 

i--i 

где 

rln r, '\ "I / (Ро + Pi) ^ ( P O + P I ) —•F(p«) 
<-ЧР(Ь Р 0 = = - | / — ~ , 

Са = с (ро, 0) , Lo — у... — ^ < .о. V.v > . 

t l - V A - S ( * . 0) 
]уЛ-б'(л', 0)| 

Uo—некоторая окрестность поверхности (Л, 
dx 

~ — « o + C(Po, pol-Hi) -о 

g?-S+<^,a„+c(Po,NP(,)^>. 
- З Г - 3 Ж (< «0 + ^0,9- > +|х„Ф (щ„ Eo)) + 
+ S ~ ( { 4 5 » ) + щ>®(Мо)), 
- 4 ? ^ ? Д < «о + с5о. 3- > +Р-0Ф ( N . 6о)) + 

(5.53> 

(5.54> 

[ + &£,( <с*ь®> +l*o<l>(N.5o)), 
где функция Ф ([х0, .=0) имеет вид 

Ф ( N . « о ) - (2 + - — ^ - - I J " 1 (< v „ "о > + с < L0, So > + 

Ро \dt + ( 1 + !*о) < ?о, йою > + ~ ( ^ + < «о + ck, V,Po > ) ( — | f e + 

I ~ ( ' + ^ ) г Se f i {mu}ofio ' л . s 
_| . __ ̂ ! --Щ--j — (1 + |i0)-, _ 

(1-1-ц0) дс\ , 
P0(5~;l + 
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+<-.«.>i7s+'--T--RHa-H+ 
+Ц---Ч So, / >--M (5.5S> 

<- (Jo ,/ 

и, кроме ТОГО, 
fe. _ ^ C ( P - ' Pol^o) — g ( P o . ° ) 
бЦо И.о ' 

причем начальные данные для (5.54) имеют вид: 

x| i=0 —«6U0 
„ I P i l * . t, Q)\, „ 

# l ^ - = V j - M - * . * ) U - a 
» | ^ 0 = - (Ф Ov &„) + < и0 + cEo. S6 > ) h =< :0 , 

(5.56> 

и далее 
- Г - Z J o + с (po, PoP-o) •=!, 

%-—LiC(Po, Po!-~o) + 2 5-i-iMo, 
i - 1 

(5.57> 

(5.58> 

где Li=y-•?! < i.i, v ) > с начальными условиями 
(xi|<=o = -t6Uo. 
t i - Vs <•*-•• °> 1 
?1 I <=° I ys (x, 0)| | W 

2. Скачок плотности р1 отличается от значения вектор" 
функции ро(~о на величину О (е-j- Л). 

3. Скачок скорости движения газа и1 отличается от зна­
чения вектор-функции 

0 ( P o , Po{mu}o) Цо S,- (- + Но) 
(5.59) 

на величину О (е -+- /г.). 
4. Вектор-функция, описывающая структуру фронта удар­

ной волны, отличалась от решения системы уравнений 

' (1 + а) '--§- = F СРО + SpPi) - F (po) + (Ро + -РРг) X 

(5.60) 
Х U0" Т Т Р Т ) " с (Ро, Ро^о)) 6Ц — f ^ 
а __ <• (Ро. РоН-о) о / _ £ Р _ 
° Р - . . 1 + Цо - U + I - . - « - с (ро, роР-о) 

^ 9Р ,»о-1/2 
на величину О (е2.+ А). 
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§6. ПРИМЕР 

Рассмотрим задачу об определении динамики движения и 
структуры фронта ударной волны с малой, порядка е, амплиту­
дой, е<1, и зависимостью давления от плотности, имеющей вид: 

F(p)---p(p-l) + l. (6.1) 
Предположим, что 
1. Значения плотности и скорости движения газа в области 

перед фронтом ударной волны суть 
Po(x, 0 = 1 . М*, 0=0 . (6.2) 

2. Поверхность фронта при z —0 представляет собой плос­
кость, проходящую через начало координат {х\ х2, л:3) Q/?3 и ор­
тогональную вектору в Л'1. 

3. Область перед фронтом ударной волны соответствует точ­
кам, в которых х'>0. 

4. Амплитуда разрыва при t — Q постоянна вдоль фронта 
ударной волны и равна в: 

|Х(ЛГ, 0)=е. (6.3) 

5. Вектор внешних сил нулевой: / = 0. 
Как указывалось выше, фазу ударной волны мы можем в на­

чальный момент положить равной (—х1)\ 
s(x, 0)-=(—x'). ' (6.4) 

Из условия Гюгоиио следует, что скачок скорости движения 
жидкости на фронте ударной волны в начальный момент вре­
мени таков 

7iik——S)/V^V (6-5) 
Из равенств (6.2) и (6.3) следует, что скачок удельного 
объема Vi при £ —0 равен 

y i e a U ( l + . r ' e T L - , (6.6) 
•а скачок давления, согласно (6.1), имеет вид: 

Pi = e(l+e). (6.7) 
Таким образом, подставляя (6.6) и (6.7) в (6.5), получаем 

«10-8Е. (6.8) 
Вычислим значение скорости фронта ударной волны в иачаль-

< ный момент времени: 

' — l / ( 4 - i ~ ) ^ — M - + i-). (6.9) 
Рассматриваемая задача обладает плоской симметрией и сво­
дится фактически к одномерному случаю. Обозначая хх снова 
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через х, в.пишем систему необходимых условий, сформули 
•рованных в теореме 1. Для этого, прежде всего, заметим, что 

<V*.tto>—0; иою — 0, Рою —0; Х---- 0; 
Lp0=-Lp--=0, ( I , i - > = 0 . (6.10) 

Уравнение, описывающее поверхность фронта ударной волны 
(3.1), имеет вид 

ds ds 
d—Q+v) ж | = - 0 . (6.11) 

Подставляя Pi и У1 в условие Гюгонио (3.2), получаем 
ni-=—ц. (6.12) 

Уравнение, описывающее поведение амплитуды ударной волны 
(3.3), выглядит в нашем случае следующим образом: 

(2 + l - ) (^+-( -+l - ) -g j ) + Vf = 0. •• (6.13) 
Подставляя (6.10), : (3.4), ми можем вычислить скачок произ­
водной вдоль скорости движения газа 

"u-——-T---[J--(2+—f- (6.14) 
Уравнения, описывающие структуру фронта ударной волны, 
в пашам случае принимают вид 

{ ( 1 + а ) ^ - ( 1 + ^р)1ьвр--(1 + Н .вр)'в^(1+>-^в), ( 6 Л 5 ) 

. ... 1-р--а(-+1--*--.)~1--..-" 
Определим нулевое приближение • Положения поверхности 
фронта ударной воЛны. Согласно (5.61), эта поверхность 
состоит из траекторий —решений системы 

- г г " - 1 ' (6.16) 

Решение задачи (6.16), очевидно, таково 
, , ' . • : • : x 0 ( " ) = ^ •'•••'•. • • . . - • • ( 6 - 1 7 ) 

Нулевое .приближение амплитуды ударной, волны найдем из 
уравнения (5.11), которое в нашем случае имеет вид: 

((2 + ы ( # + ( - + ^ ^ ) = 0. (6.18) 
' ц*о|<=о=-е-

Решая задачу (6.18), находим значение амплитуды 
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Воспользовавшись решением (6.19), исходя из равенства (5.66),. 
найдем первое приближение поверхности фронта ударной 
волны: 

С1Х\ -| r 

^ Г + е ' (6.20> 
1л:,|/-»0 = 0. 

которое, очевидно, имеет вид 
x i ^ — O+e)-. (6.21> 

Теперь мы можем определить структуру фронта ударной 
волны. 
Правая часть первого уравнения (5.69) имеет в точке 0р= 
= ец=1 вид: 

(1+8)е--(1+е)(1+е-в)---0. (6„22> 
Следовательно, условие, что точка 0р--=О —Л является ста­
ционарной для уравнения (6.15), выполнено, и функции 0р, 0tt 
могут быть определены, исходя из системы уравнений 

( И - «) - ^ = (1 + -0Р) sOp- (1 + -0р) (1 + в - е0„) е0„, 2 

1вр=Вв(1+е-в0„Г1. 
Выражая бр через О,,, исходя из второго уравнения системы 
(6.23), получаем: 

(-+«)-%-- ^ 1 ; Т - в У " -веЦ(1-Н-2вОц). (6.24) 
Уравнение (6.24) представляет собой обыкновенное дифферен­
циальное уравнение. Это уравнение является уравнением с раз­
деляющимися переменными. 
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УДК 517.948:513.88 
к. ,„Л- «U тРенК0- Б- Ю- Стернин, В. Е. Шаталов, Геометрия ла гранжевых 
многообразий и канонический оператор Маслова в комплексном Фазовом 
никиТ)Р1976Вге; 8 :С3 0Л9МбибЬ1 2

П Р О б Л е М Ы " " « - « — » • «И™™ вау" H T T ' S ! 
Рассматривается ряд геометрических вопросов, связанных с комплексной 

теорией канонического оператора Маслова. Исследования такого сорта ravn-
пируются вокруг следующих тем: 1) условия квантования и проблема отыс­
кания асимптотики собственных значений; 2) универсальные характеристик.. 
теории комплексного канонического оператора; 3) комплексные гамильтоновы 
ноля и их траектории. 

УДК 517.948:513.388 
В. В. Кучеренко, Асимптотика решения задачи Коши для уравнений с 

комплексными характеристиками. «Современные проблемы математики» 
(Итоги науки и техмики) 1976 г., 8, 41—136, биб. 33 

Рассматриваются дифференциальные уравнения с малым параметром при 
производной. Разрабатывается метод построения формальных асимпотиче-
ских решений для случая комплексных характеристик. Для этого вводится 
новый класс миогообразий, являющихся естественным обобщением вещест­
венных лагранжевых миогообразий на комплексный случай. На этом классе 
многообразий строится теория канонического оператора Маслова. Асимптоти­
ческие решения выражаются через канонический оператор Маслова. 

УДК 517.948:513.88 
В, П. Маслов, И. А. Шишмарев, О Т-произведении гипоэллиптических 

операторов. «Современные проблемы математики». (Итоги науки и техники) 
1976 г., 8, 137-197, биб. 11 

Получена асимптотика при t-*0 решения задачи Коши для гипоэллипти-
ческого уравнения. С ее помощью доказано существование Т-произведения 
для гипоэллнптических операторов и доказана теорема о снятии автономных 
скобок в Т-произведении. 

УДК 517.948:533 
В. П. Маслов, О распространении ударных волн в изоэнтропическом 

нсвязком газе. «Современные проблемы математики». (Итоги науки и тех­
ники) 1976 г., 8, 199—271, биб. 4 

Рассматривается новый метод построения динамики движения фронта 
ударной волны, движущейся со скоростью близкой к скорости звука в не­
вязком изоэнтропическом газе. Алгоритм построения решения сводится к 
задаче последовательного решения систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений, что дает значительный экономический эффект по сравнению с 
известным методом разностных схем при расчете на ЭВМ. 

УДК 517.948:533 
В. П. Маслов, В. А. Цупин, Распространение ударной волны в изоэнтро­

пическом газе с малой вязкостью. «Современные проблемы математики». 
(Итоги .науки я техники.) 1976 г., 8, 273—308, биб. 4 

Рассматривается новый метод построения структуры фронта и динамики 
движения ударной волны, распространяющейся в изоэнтропическом газе с 
малой вязкостью со скоростью, близкой к скорости звука. Предложенный 
алгоритм решения позволяет существенно увеличить точность и эффективность 
численного расчета па ЭВМ по сравнению с известными универсальными 
численными методами, основанными на использовании разностных схем. 


