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ДИСКРЕТНЫЕ ЗАДАЧИ В ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

.8. А. Иванов, Г. И. Ивченко, Ю. И. Медведев 

ВВЕДЕНИЕ 

Дискретные задачи занимают значительное место в исследо­
ваниях по теории вероятностей. Среди основных направлений 
в этой области можно выделить такие, как комбинаторные за­
дачи теории вероятностей, задачи о размещении частиц по 
ячейкам, случайные отображения и графы, задачи выборочного 
обследования конечных совокупностей. 

Большое внимание к этой проблематике объясняется, в 
первую очередь, многочисленными приложениями соответству­
ющих результатов в самых различных областях науки и тех­
ники: математической статистике, теории автоматов, вычисли­
тельной технике, статистической физике, биологии, медицине, 
социологии, экономике. Во многом этому способствует все бо­
лее широкое применение при проведении практических расче.-
тов современных быстродействующих вычислительных машин. 

В указанной проблематике одно из центральных мест за­
нимают направления, связанные со случайными размещениями 
частиц по ячейкам. Это — наиболее интенсивно развивающаяся 
в настоящее время ветвь дискретной теории вероятностей, от­
личающаяся простотой и четкостью постановок задач и возмож­
ностью применения для их решения практически всех совре­
менных методов асимптотического анализа. 

Состояние этой области исследований до 1975—1976 годов 
с исчерпывающей полнотой отражено в вышедшей в 1976 году 
монографии В. Ф. Колчина, Б. А. Севастьянова и В. П. Чистя­
кова «Случайные размещения» [75], а также в обзоре 
В. Ф. Колчина и В. П. Чистякова [76], изданном ВИНИТИ в 
серии «Итоги науки». 

За время, прошедшее после выхода этих публикаций, иссле­
дования по дискретным задачам теории вероятностей продол­
жали интенсивно развиваться. Появились новые подходы и ме­
тоды для решения соответствующих задач, накопилось боль­
шое число новых интересных результатов. , Поэтому назрела 
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необходимость в написании нового обзора, который отразил бы 
достигнутый на сегодняшний день уровень развития данной 
проблематики-

Предлагаемый вниманию читателя обзор и преследует эту 
цель- Вместе с тем, ограниченный объем статьи не позволяет 
охватить все направления дискретной теории вероятностей. 
Некоторые из этих направлений заслуживают отдельного са­
мостоятельного изложения. Так, в данный обзор не включены 
вопросы анализа случайных графов- Как нам известно, в на­
стоящее время по этому направлению готовится специальная 
монография. Мы также не рассматриваем большой класс ком­
бинаторных задач теории вероятностей, которые в значитель­
ной мере отражены в недавно вышедших книгах В. Н. Сачко-
ва [98, 99, 100], и вопросы общей теории случайных отображе­
ний, изложенные в монографии В. Ф. Колчина [74]. 

§ 1. Разделимые статистики 

При статистическом анализе дискретных (или сводящихся 
к ним при соответствующей группировке наблюдений) случай­
ных последовательностей часто возникает задача проверки 
гипотезы И0 о том, что данная последовательность получена 
ло схеме независимых испытаний с N исходами и вероятностями 

исходов q = (-7i,.{cdot}., <7.v)> <7й>0, k = \,...,N, {sum} fo = 1, при 

конкурирующей сложной гипотезе Я = {Я(р)}, сохраняющей 
предположения независимости и однородности испытаний, но 
оставляющей произвольными вероятности р —(p . , . . . , ры) исхо­
дов, При этом представляют интерес как случаи, когда с ростом 
числа испытаний п число возможных исходов N остается конеч­
ным или медленно растет: при я-> оо величина а= min npm-+ оо , 

KllKN 
так и случаи, когда последнее условие не выполняется. B этих 
ситуациях (при a{le}c<oo) известные классические методы ре­
шения задач, основанные на асимптотической нормальности век­
тора чисел реализаций (частот) исходов h = (hu . . . , hN), уже 
не дают должного эффекта и требуются другие подходы к их 
решению. Схемы, в которых величины прт остаются ограничен­
ными при n{to}{infty}, называют схемами с малыми выборками [80]. 
Рассмотрению таких схем уделяется в последние годы значи­
тельное внимание в литературе и соответствующее направление 
исследований связано, прежде всего, с понятием разделимой 
статистики (р. с ) . 

1,1. Характеристическая функция и моменты р. с. Пусть п — 
число испытаний с возможными исходами Еи ..., EN, вероят­
ности которых равны, соответственно, ри..., pN, pk>0, k = 
= 1 . . . . , N, pi+ . . . +pN==l (гипотеза # ( р ) ) . Обозначим через 
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hh число испытаний с исходом Eh, k = 1, - . . , N, a через h-= (h1, . . . 
. . . , hjv) — вектор частот исходов. Как известно, случайная ве­
личина (ел. в.) h имеет полиномиальное распределение с пара­
метрами п и p = (pi, . . . , рЛ). 

Пусть fm{x), m— 1 N, —- функции, определенные во всех 
целых неотрицательных точках х=0, 1 ,2 , . . . . Функцию от век­
тора h называют разделимой статистикой [80], если она пред­
став им а в виде 

N 

111^-1 

В (1.1) функции fm(x) могут зависеть от N. 
Этот класс ел. в. встречается во многих статистических зада­

чах, где рассматриваются схемы с конечным числом исходов. Он 
включает в себя (при соответствующей нормировке и центри­
ровке) статистики, лежащие в основе наиболее важных крите­
риев для проверки статистических гипотез относительно вероят­
ностей появления исходов. Другая особенность этого класса 
определяется тем, что он поддается асимптотическому анализу 
с единых позиций и едиными методами. Это позволяет исследо­
вать мощность и другие характеристики соответствующих ста­
тистических критериев в зависимости от поведения парамет­
ров изучаемой схемы в различных условиях. 

Приведем важнейшие примеры р. с. 
1. Для проверки гипотезы Н0 = Н(ц) часто используется ста­

тистика 

У2 _ V Vim-ng,nY _ 1 у hjl_ __ 
m=l чт m-=lJ 

N 

=?2/m(<u-/*—;^i--n- (1.2) 
m—l 

где fm(x)=xi/(Nqm), и = 1 , . , . , N. Таким образом, статистика 
классического критерия %2 Пирсона является р. с. 

2. Для проверки той же гипотезы иногда используют отно­
шение правдоподобия 

Q ( q ) W lnqm\m O f u l - i i ' ' ол" А " _ maxQ(p) — --;\U,-J ' ^W—PI-'-PN-
р ш - 1 

Следовательно, 
N IV 

— 1 п ^ — 2 ^ П п ( - ^ ) — / г1п(^)==2ЛЛ^)- - ' -1п(^)> (1.3У 
т=\ 

где /„,(-*:) —л 1п(-—), w = l , . . . , N 
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3- Если в (1.1) все функции fm(x) представляют собой неко­
торые многочлены одной и той же степени г, то такие р. с. 
можно назвать полиномиальными степени г. При г— 1 имеем 
подкласс линейных р. с, при г = 2 — квадратичных и т. д. Иног­
да удобнее рассматривать факториальную р. с. степени г ^ 2 : 

.'V N 

-л-»2с-А''|--^А(А„-1)...(Ав-г+1). (U) 
4. Пусть A—некоторое выделенное подмножество исходов 

{1, 2,. .., N), ПОЛОЖИВ В (U) /„.(x) = О при т <$ А, получим р. с. 

учитывающую информацию, заключенную в наблюденных часто­
тах выделенной группы исходов. 

5. Положим В (1.1) fm{x) = dm при х>г и / ,«(x)=0 при 
x < r , где ^—-заданные константы и г > 0 —заданное целое 
число. Тогда 

L_v = 2 dm (--6) 
т-Лт>г 

есть сумма «весов» dm тех исходов, каждый из которых реали­
зовался не менее г раз. 

6. Статистика вида 
N 

называется показательной р. с. 
7. Важный подкласс р. с. образуют симметрические статисти­

ки (с. р. с), когда в (1.1) все функции /т(х) одинаковы: 

L^-={sum}/(«m)- (1.8) 
/71 = - 1 

Класс с. р. с совпадает с классом линейных комбинаций 
и 

2 cr\i.n где [ir — \ir(n, N) — число исходов, реализовавшихся при 
-=о 
п испытаниях ровно г раз каждый. 

Точные формулы для распределений р. с. при больших значе­
ниях п и N довольно сложны даже для равновероятной схемы 
(/?!=... =pN = —-) и не пригодны для практических расчетов, 
Поэтому основное внимание при изучении р. с. уделяется ис­
следованию их асимптотического поведения при п, ..V{to}{infty}. Для 
существования моментов у ел. в, Ljv(-i) необходимо несколько 



ограничить рост функций fm(x) при х->оо. В дальнейшем пред­
полагается, что при некоторых постоянных а, Ь>0 и всех N 
выполняются неравенства 

! /*(•*) :ае *•". т=\, ..., N. (1-9) 
При этом ограничимся случаем регулярных схем, т. е. когда 

яри всех N min Npm>Ci>0, и малых выборок: min прт< 
Кт<ЛГ Km<N 

< С 2 < оо . 
Вывод предельных при п, iV-> оо распределений р. с. Ljv(h) 

основан "на том хорошо известном факте, что распределение 
полиномиального вектора h = (A1, ...> hN) совпадает с условным 
распределением независимых ел. в. Хи ...,Хм при условии 

N 
2 Хт = п, где ел. в. Хт имеет распределение Пуассона 
II (прт) (Хт —- П (прт)), т = 1, . . . , N. Использование интеграль­
ного представления для характеристической функции 
Е exp{itlN(h)} позволяет применять при изучении асимптоти­
ческого поведения ел. в. LN (h) метод перевала. Именно, имеет 
место формула 

N ( о- \ 

где nk(К) = e~% -------, k = 0 , l , . . . , и интегрирование ведется по 
любому замкнутому контуру, обходящему точку z — 0, 

Предельное поведение статистики LN (h) во многом опре­
деляется асимптотикой ее дисперсии. При сформулированных 
выше условиях для моментов Z..v (h) справедливы следующие 
представления: 

-V 

p,jV=-EL/v(--) — 2 Efn[Xm) 

a%=*DLN(h)=* 

(1 + о(1)). 

(1.11) 
• N f N 

2 Dfm (Xm) - — 2 C0V (/« (X'")' X« 
. m = l 4 m = l 

(1 + 0(1))-

Выделим некоторые частные случаи этих общих соотношений. 
Если при некотором целом г>2 /m(0) = / m (1)-= . . . 
•...—/•-(•" — 1) —=0- fm{r)*£Q, m = h...,N (например, для 
ел. в. цг или полиномиальных статистик вида (1.4)), то при 

n,N-+<*>, n/./V{to}0, max.Vp,„<C< oo (1.12) 



I--V---7T I S P«i'fm(r))(l + 0(l)), 

< = 7 Г ( 1 РтГ/,п2(г))(\ + 0(Ц). 
(Ы3> 

Пусть теперь при некотором т /,-(1) {ne}0 и выполнено (Ы2) 
(без потери общности, можно предполагать, что fm(0)-=0 при 
всех т). 
Тогда 

H;V-=/iE.i(1 + 0(1))> 
/V 

o*=nDl+" 2 ^2(/m
2(2)-4/,„-(l)-

т2р<№/т(0) +<>[£•), 
m—\ 

где через g обозначена ел, в., принимающая значения / т (1) 
с вероятностями рт, m== 1, ., „ N, и А — оператор разности 
A/(x) — / ( x + l) — f (х). Эти формулы, в частности, для с. р. с 
при /(2)-£2/(1) принимают вид 

ц*-л/(1)(1 + о(1)), 

< = - f (/(2)-2/П))22 /VO + oO)). 

1.2. Предельные теоремы. Для разделимых статистик в ка­
честве предельных законов (при соответствующих нормиров­
ках) могут быть нормальный и пуассоновский законы и их 
свертки. 

Пусть при п, N{to}oo выполняются условия 
N 

max прт=о(\), / г 2 ^ pj-+2k, Я<оо, (U4) 
\<m<N m—l 

я при этом 
.V 

а = /(2)-2/(1)=-£0, / (x) = 2 A*/mM> 

Я-ч-->72<°о, ^ ^ - ^ ( g - E y , 

.v 
nEh|3{to}0. й - 2 ^ 2 ( | / т ( 1 ) - / ( 1 ) | + | / т ( 2 ) - / ( 2 ) | ) - > а 

/л—1 



Тогда предельным законом распределения сл. в. % = 
--=- [LN(h) — пЕ^\ при гипотезе Н (р) является свертка законов 
П (Л,) и нормального JV (0, у2); если при этом y — O (А — О), то 
сл, в. х распределена в пределе по закону П (к) {.JV (0, у2)). 

Следует заметить, ЧТО В этих условиях a~2DLA.(h){to},\+-i)2, 
т. е. этот случай соответствует конечной дисперсии. 

В рамках условий (1.14) может оказаться, что р. с. выбра­
на так, что nD?{to}oo. В этом случае DL--(h)—>оо и сл, в. Lw(h) 
распределена в пределе по нормальному закону. Условия (1.14) 
означают, что n = 0(ljN). В других ситуациях, т. е. когда n2/N-> 
->оо, рост дисперсии DLN(h), как правило, влечет за собой 
асимптотическую нормальность сл. в. L--(h). Если же с ростом 
п DLN(h) остается ограниченной, то LN(h) может быть в пре­
деле распределена по закону Пуассона. Например, имеет ме­
сто следующий результат: пусть г — минимальное целое значе­
ние /г, ПрИ Котором fm{k)¥=kfm (l) хотя бы при ОДНОМ / И = 1 , . . . 
. . . , N и г~^2. При ЭТОМ 

max 
N 

т=\ 

N 

fm(r) — ^iPm/n{r) = 0 ( 1 ) , ~^Р,пГ^К 0 < А < СО . 
•л-=1 

Тогда сл. в. LN(h) при гипотезе # (р ) распределена в пределе 
по закону П(А). 

Перенесем некоторые общие результаты на важные частные 
случаи, например, на статистику Х%. Пусть п, N-^-oo и п — 
= 0(yN). Тогда (см. (1.2)) D% \ остается ограниченной, если и 
только если 

+™-"(£Р-{зЫ)-°М- <'•'-> 
Это условие означает, что полиномиальная схема при ОСНОВ­

НОЙ гипотезе Н (q) должна быть в определенном смысле близ­
кой к равновероятной. 

Пусть ?m = ̂ i + J ^ j , | а Г т | < С < о о , m = l ЛГ„ 

п2 N ( N ( N У\ 
'T^Pm2-*^, к < оо , ----- 2 pmdm* — 2 P™d>n ) )-*• Y2. У2 < 
< o o , Тогда при гипотезе H (p) предельным законом распре-

пх2 N 

деления сл, в. 1 v f + | J ~ l < Г Д е б = = / 7 - 2 "fj> яв ляется 
свертка И (к) * Ж (0, y2).. 

Если же при N, n-> oo выполняется одно из условий 
а) n2/N < С < оо , /г'/зу2 (N) ->• оо ; 
б) n2/N~> oo, n/N-±Q, 
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-о 7+^u-L.-., • (Ыб) -V-OXi2 л ' max I ? " 1 + .7 
m,k 

. в) 0 < С ! < - ^ - < С 2 < oo, DX^-CN, С>0, то ел. в. X^, 

•соответствующим образом нормированная и центрированная, 
распределена в пределе по закону Л"(ОД). Во всех указанных 
•случаях DA,y2{to}oo при п, JV{to}oo, 

Приведенные результаты получены в работах Ю. И. Медве­
дева [80, 81, 82], Холста [148] и Морриса [160]. Уточнение 
нормальной предельной теоремы для линейной разделимой ста­
тистики проведено Э. В. Хмаладзе [117]. 

Перенесение результатов на важные частные случаи р. с-
•(Xlr, — ln.V> с. Р. с-) проведено в [82]. Предельные распределе­
ния ел. в. X% в схеме серий при n,N-+oo и rain npm-+<x> 
исследовались в работах С. X. Туманяна [109, 110]. Стеком 
в [172] доказана нормальная предельная теорема для ел, в.Х% 
в случае «сближающихся» гипотез (п max {pm~Qm)2-^^) в усло-
виях (в) соотношений (1.16), При тех же условиях (п/Л/>С>0) 
для равновероятной основной гипотезы ((?„•--— т=1, .. ,,N\ 
асимптотическая нормальность статистики X2

N доказана Хар-
рисом и Парком [143]. Локальная нормальная теорема для 
сумм квадратов частот при N~-> оо получена в работе 
В, Ф. Колчина [72]. Эмпирическое исследование статистик X2, 
и — ln?wv при n/N->a, 0 < a 1 < a < a 2 < - » проведено Кёлером 
и Ларнтзом [158], 

В случае, когда нулевая гипотеза соответствует равнове­
роятной схеме, статистика отношения правдоподобия эквивалент-

/V 

на статистической оценке энтропии £ hmlnhm. Предельные 
распределения этой статистики при фиксированном N или 
в схеме серий при некоторых ограничениях на параметры п, 
рт были получены в работах А. М. Зубкова [23], T, А. Азла-
рова и Р. Мухамедхановой [1] и Р. Мухамедхановой [90,91]. 

Понятие разделимой статистики можно распространить и на 
обобщенные схемы размещения, т. е, когда вместо полиномиаль­
ного вектора часотт h = (hv ...,hN) рассматривается некоторый 
целочисленный ел. вектор ri = (r\u ...,г\^), компоненты которого 

неотрицательны, 2 ч; — л и и х совместное распределение пред-
ставимо в виде 
ю 



-°({cdot}li = ^ - - - - - - 1 , . . . , N ) = 

= P(l*=-*<. --l, . . . t iV |5 iT ••• +-l.v = n), 
где | | , . . -, lN — независимые одинаково распределенные неот­
рицательные целочисленные ел. в. Такие схемы впервые рас­
сматривались в работе В. Ф. Колчииа [70]. Холстом [147] для 
.такой схемы рассматривалась ел. в. вида 

м 

;и исследовались ее предельные распределения при n,M{to}oo. 
Симметрическим разделимым статистикам посвящена об­

ширная литература. Весьма полная библиография по этой 
проблематике содержится в монографии В. Ф. Колчииа, 
Б. А. Севастьянова и В. П. Чистякова [75]. Результаты, полу­
ченные после выхода этой книги, кратко изложены в § 4 дан-
иого обзора. 

1.3. Разделимые статистики для нескольких полиномиаль­
ных схем. Для решения ряда статистических задач, в частно­
сти, задачи о проверке однородности s полиномиальных выбо­
рок, необходимо расширить понятие р. с. Пусть заданы незави­
симые в совокупности случайные векторы hi , . . . , hj, где h , = 
.=== (hi;,..., hNJ) имеет полиномиальное распределение M(tiP 

.Ply» • • • > p-vy) I 2 A»<y---ny> 2 P'n]^1 h У—1.. . 4.5. и А>1 набо-
••ров функций {fi]{xv...,xs),...,fjvj(xl,...,xs)}) у—l , . . , ,k , 
•определенных при неотрицательных целочисленных значениях 
•аргументов xv...,xs. Образуем с помощью ЭТИХ функций 
А-мерную статистику LN = {LNi,...,LNu), где 

(V 

L.vy — 2 fmjiflmv-'hms)* / = L . . •, А.' (1.17) 

По аналогии с одномерным случаем, статистики вида (1,17) 
также называют разделимыми. Р. с. для нескольких полино­
миальных последовательностей в схеме малых выборок изуча­
лись Г. И. Ивченко и В. В. Левиным в работах [59, 78, 79]. 
Ими доказана предельная теорема о сходимости совместного 
распределения статистик LN\,.. .,LN/n соответствующим образом 
центрированных и нормированных, к многомерному нормальному 
закону в условиях, когда N, /11,..., «..->- oo так, что iij/N-yap 
•0<Ctj< оо, У-=1,. . ., 5. 

В тех случаях, когда функции fmJ не зависят от т., говорят 
-о симметрических р. с. (с. р. с). Класс с. р. с. совпадает с клас­
сом линейных комбинаций ел. в. |АГ v где р.Г rs есть число 
тех т, для которых реализуется событие {йот1 —/"р.. . , /.-,„---= rs]. 
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Величины [лr. rs можно интерпретировать в терминах разме­
щения частиц по ячейкам как число ячеек, содержащих г, час­
тиц 1-го типа 3 . . . , г . частиц s-ro типа после размещения задан­
ных чисел частиц s различных типов по N ячейкам. B схеме 
с частицами двух типов (s = 2), трехмерная (& = 3) с. р. с. 
[М-оо' 2 №)/•> Zd Иго) изучалась в работе T. Ю. Поповой [92]. 

Асимптотическая нормальность с. р. с. для s типов частиц дока­
зана в работе А. Асимова [4]. 

1. 4. Сходимость К случайным процессам. Рассмотрим р. с. 
N 

IN(H)= 2 /m(^m)> - -1+ • • • + A , v = n> К ЭК Случайную фуНКцИЮ» 
т = 1 

параметра я (этот процесс введен и исследован в работе 
Г. И. Ивченко и В. В. Левина [59]). Если положить 

N 

U («1+ • • •+«/ ) =£дч = 2 fm{h,nl-\-... + hm]), y = - l , . . . , s , 
Л 1 = 1 -

то исследование конечномерных распределений процесса |-/(я) 
сводится к изучению р. с. (Ljvi,.. ., Ljvs) в случае, когда pmj = 
= pm, f m j ( x l , . . . . x , ) = / m ( x l + • . . + x j l . / = - > • • • , .S, " 1 = 1 , . . . , N . 
Если gw(«) есть с.р.с. и при этом /(л;)---1 при x = r ^ 0 и 
f (x) =0 в остальных точках, то приходим к случаю, изучавше­
муся в работах Б. А. Севастьянова [102] и Ю. В. Болотнико­
ва [12]. 

Для схемы с несколькими полиномиальными выборками 
можно по аналогии ввести понятие случайного поля 
!tf(ni,.. ., ns), как случайной функции переменных " [ , . . . , я... 
Г. И. Ивченко и В. В. Левиным изучены условия сходимости 
распределения этого случайного поля. 

Другой тип случайного процесса в полиномиальной схеме 
возникает при рассмотрении накопленной суммы 

чл-(о-=-2 /*(•*.*») 
т=\ 

как случайной функции параметра /, l{le}Z{le}JV. Исследование 
конечномерных распределений процесса т].у(0 эквивалентно. 
изучению р. с. (LJVI, . . . ,LNh), где LNi = r\N (tj), l { l e} / .< / 2 <. . . 
• • • <4{le}N. В работе Г. И. Ивченко и В. В. Левина [59] приво­

дятся условия сходимости этого процесса (в смысле сходимо­
сти конечномерных распределений) к гауссовскому процессу. 

В работах Э. В. Хмаладзе [118, 119] развивается мартин-
гальный подход к изучению р. с. Запишем р. с. в виде 

N 

A v = _ / * ( • * „ - , — ) (1.18) 
Я.---1 ч 
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и рассмотрим процесс X"'N, образованный частичными суммами 

X",V(')--=vV 2 [и(кп»%)-Е/„(ка,%)1 (1.19). 
m<lVl 

Этот процесс является семимартингалом относительно потока 
оалгебр {Fmn}, m = l JV, где .fF-m"1 порождена ел, в. 
Ль . . . > hm-1, (hk = hh{n)). Показывается, что к мартиигальной 
составляющей этого семимартингала применимы предельные 
теоремы для семимартингалов. Получено утверждение о сходи-
мости по распределению процесса XniN(t) к процессу Ито X(t) 
в случае, когда n = N. Приведено также конструктивное описа­
ние предельного процесса X(/). 

1.5. Рандомизированные р. с Сопоставим каждому исходу 
полиномиальной схемы случайную функцию дискретного аргу­
мента цт(к), /г = 0, 1, 2 , . . . , т - - 1 JV, Пусть для любых на­
боров (ku...,kN), km = 0, l, 2 m = l JV, ел. в. 
ili(ki)i • • • ,ц^(/гл) независимы в совокупности. 

Случайная функция вида 
N 

•2^(1.) ==2 nm(hm) (1.20) 

называется рандомизированной разделимой статистикой 
(р. р. с.) [32]. В работах В. А. Иванова и С. А. Лапина [32, 
36] доказывается асимптотическая нормальность р. р. с. при 
л, N{to}{infty}, a-=n/A^^ao>0 и при некоторых ограничениях, на­
ложенных на распределения ел. функций y]m(k), m — l,...,N, 
и поведение вероятностей pi,..., ри. Показывается полезность 
введения таких статистик при рассмотрении задачи проверки 
простой гипотезы о виде вектора вероятностей переходов ко­
нечного вероятностного автомата без памяти против сложной 
альтернативы. 

1.6. Обобщенные разделимые статистики. Пусть / m ( x b . . . 
. . . , я в + 1) , т=\,... ,N, — функции от s + 1 переменного. Обоб­
щенными разделимыми статистиками назовем ел. в. вида 

м 
LNs (h) = 2 fm (A/«» • • о ЛМ+,), (1.21) 

где М может быть равным N—s или N. B последнем случае 
сложение в индексах берется по modN. Статистики такого ти­
па изучались в работах А. П. Баранова [5], Холста [150, 153], 
Г. И. Ивченко и С. В. Цуканова [69] и др. авторов не только 
для полиномиальной схемы, но и для других схем размещения, 
в которых совместное распределение ел. в. (hu.,.,hN) пред-
ставимо в виде 

— Pfo-A/. - - I N | & + . . . + &*---«), (1.22; 
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где | . |JY — независимые неотрицательные целочисленные-
ел. в. Получены предельные теоремы для таких обобщенных 
схем размещения, в частности, найдены условия асимптотичес­
кой нормальности ел. в. LNs(h) при n,iV{to}oo, /z/JV-xx. 

1.7. Р. с. в схеме выбора без возвращения. В теории выбороч­
ного обследования конечных совокупностей часто рассматрива­
ются выборочные процедуры, соответствующие схеме простого. 
случайного выбора без возвращения. В этих случаях основой 
для получения статистических выводов служит выборка из п. 
различных элементов (n<N, N — число элементов совокупно­
сти), причем предполагается, что все CN

n возможных вариантов-. 
выбора равновероятны. 

Пусть в соответствии с описанной схемой извлечено s не­
зависимых выборок объемами пи ... , па. Поставим в соответ­
ствие 1-й выборке двоичный вектор h, = (/гп , Л/-,-), где-
hIm—l, если m-й элемент совокупности вошел в выборку и. 
h!m---0 в противном случае. Разделимой статистикой в этой схе­
ме будем называть (многомерную) статистику (5-статистику)-
SJV(h) = (5jVl(h), . . ., 5№1(И)), где 

м 
SNJ (h) = 2 fffl (Л1«. • • •' hs<n\ J = 1. • • •. К (1 -23). 

я - i 

и /<.̂ > (^i, . . . , x-)-заданные функции, определенные на мно­
жестве s-мерных двоичных векторов (xb . . . , xs). 

Работа Г. И. Ивченко и В. В. Левина [60] посвящена ис­
следованию условий асимптотической нормальности статистик 
вида (1.23), когда объемы совокупности N и выборок щ, ..., /гк 
неограниченно возрастают. 

Приведем несколько примеров. B случае s -= 1 (см. [9j m 
библиографию к ней) часто рассматриваются статистики вида* 

am(N), где суммирование ведется по номерам элементов,. 
вошедших в выборку» Это частный случай S-статистики, когда, 
/ Г ( 0 ) = 0, а fW(l) = am(N). 

Пусть все функции ffj{xu ,..,xs), m = 1, ...,N, одина­
ковы и равны ff) (x1+ . . . +х„) . Тогда 

s 

SNj(h) = ^fp(r)^ (1.24> 

где |ir есть число элементов совокупности, каждый из которых 
вошел ровно в т некоторых выборок (о таком элементе говорят,. 
что он «задет» ровно г раз). По аналогии со схемой с возвраще­
нием статистики вида (1.24) называются симметрическими. 
Сл. в. \ir, также являющиеся, таким образом, симметрическими 
S-статистиками, изучаются обычно.в задачах размещения час-

2 
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тиц по ячейкам, причем этот случай соответствует схеме раз­
мещения частиц комплектами (см. § 3 данного обзора). 

Если рассматривать накопленную сумму 
/ 

как ел. функцию параметра t, 1 < i < . V , TO исследование 
конечномерных распределений этого процесса сводится к изуче­
нию многомерной S-статистики. При s—\ и / ^ ) (x) = x этот-
процесс изучался в работе Ю. К. Беляева и Л. В. Рыковой, 
[И], а в общем случае сходимость этого процесса к некоторому 
гауссовскому процессу получена в [60]. 

§ 2. Статистические выводы, основанные 
на разделимых статистиках 

2.1. Постановка задачи. Изложенные в § 1 общие предель­
ные теоремы для р. с. позволяют рассчитывать параметры ста­
тистических критериев, основанных на применении р. с. и слу­
жащих для проверки различных гипотез о вероятностях 
р ь . . . , pN исходов в полиномиальной схеме в случае растуще­
го числа исходов N. 

Пусть требуется проверить простую гипотезу Я- = # ( я ) , 
задаваемую вероятностями q= (<7ь .. • , <7JV), внутри сложной 
гипотезы Я = { Я ( р ) } . 

Обычно наибольший интерес представляет проблема разли­
чения сближающихся по той или иной мере при /V{to}oo гипо­
тез, поэтому далее будем предполагать, что гипотеза Я задает­
ся в следующем виде: 
Я-={Я(р): /? т = <7,„(1+8,„)- « -=-• -..,jv", max |8ra | — o(l)}. (2.1)-

т 
Для удобства дальнейшего изложения будем считать, что веро­
ятности рт задаются с помощью некоторой непрерывной на. 
[0, 1] функции плотности р{у)>0 следующим образом: 

m/N 

Рт= \ P{y)dy, /»=- 1, ..-,N, 
(/71-D/.V 

а соответствующую функцию плотности при гипотезе Яо обоз­
начать q{y). Наконец, будем считать, что используемая для: 

построения критерия проверки гипотезы Н0 статистика име­
ет вид 

N 

1.5, 



где при каждом x=-0, l, 2, . . . и почти всюду по г/б[0, 1] су­
ществует 

llm fN(x,y)*=f (х, у). (2.3) 

В этом случае о критерия, порождаемом статистикой (2.2), бу­
дем говорить для краткости как о критерии f. 

При любой гипотезе Я(р) из класса (2.1) ТИП предельного 
закона р. с. (2.2), как правило, один и тот же, а зависимость 
от гипотезы проявляется лишь через параметры нормировки в 
соответствующей предельной теореме ДЛЯ L N (f). Это позволяет 
свести задачу сравнения асимптотической мощности различных 
критериев к исследованию следующего функционала 

A.v^[E(LN\p)-~E(LN\q)]/VD(LN\ci). (2.4) 
В этой задаче следует различать два принципиально разных 
случая: симметрический, т. е. когда, во-первых, гипотеза Н0 
соответствует равновероятной схеме: q(y)==\ и, во-вторых, ста­
тистика LN симметрическая: fN(x, y)s=fN(x), и не симметриче­
ский, т. е. когда, по крайней мере, одно из этих двух условий не 
выполняется. 

2.2. Симметрический случай. Рассмотрим сначала симмет­
рический случай и будем обозначать класс всех симметриче­
ских критериев (т. е- критериев, порождаемых с р. с) через 5. 
Предположим, что n,/V->-oo, n/N^-a, 0<a<{infty}. Тогда любой 
критерий fGS позволяет отличать от Н0 лишь такие «близкие» 
альтернативы # (р ) , для которых 

*Ы«- + ^§(- + о(-)). (2,5) 
где g{y)~-произвольная функция из L2 (0, 1). удовлетвэряющая 
условиям 

1 1 

lg(y)dy = 0, g=$g4y)dy>0 (2.6) 
о о 

(о такой альтернативе будем говорить кратко как об альтерна­
тиве g). Справедливы следующие утверждения: 

1) При произвольной альтернативе g (и фиксированном 
уровне значимости у) асимптотическая мощность критерия / 
является монотонной функцией от 

Pa (f) = Yf\ E^f (X) \ (Df (X) — . 1 coV2 (/ (X), X))"1/2. {27) 

X~n(a), 

PI равна ф ( я ] / - | - р а ( / ) — Uy\ где O(t) —функция стандартного 
нормального распределения, Ф (•— %) = y и А —оператор разности. 
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2) Значения функционала р„ (/) заключены между 0 и 1, и 
при этом 

ра (/) — 1^/(*)-.*;-
(с точностью до преобразования а/ (х)-\- Ьх-{-с, афО); тем 
самым критерий %2, порождаемый статистикой 

N 

4 = 2й„Д (2.8) 
т — 1 

является асимптотически равномерно наиболее мощным в классе S. 
3) Справедливо соотношение 

Ра (/) = Нт | korr//„ (LN (/), Xl) |. 
.У-+00 

Ввиду утверждении 1 и 2 функционал ра(/) задает меру 
(асимптотической) эффективности критериев из класса S, а 
свойство 3 раскрывает наглядный смысл этой меры как пре­
дельного значения модуля коэффициента корреляции (при ну­
левой гипотезе) статистики критерия и оптимальной статисти­
ки Xjv". 

Для ряда наиболее интересных и известных критериев / 
мера ра(/) вычислена в явном виде и проведено ее аналитиче­
ское и численное исследование как функции параметра а. 

В качестве примеров приведем следующие результаты-
1) Функция f (x)~x\n x задает критерий отношения правдо­

подобия. Для этого случая функция р а(/) выпукла (по а) вниз, 
р а( /) монотонно возрастает при а|0 и а->оо, и minpa(/) = 
=-= ра* (/) = 0,9335..., где а* ==- 2,375... . 

2) Функция f{x)~\ при x-=-0 и f(x) = 0 при х^О порож­
дает критерий пустых ящиков, и для него 

Pa(/) — /(a) = ^—(^-l-a)->/-. 
3) Для показательной статистики (f (х) = (\—а)х, афО) 

pa(/)-=/(aa-). 
4) Эффективность р«(/) степенной статистики степени А>2 

(/(•*)-x'') убывает с ростом k при любом а. Наконец, приве­
дем вид критической области для произвольного симметрического 
критерия / (при уровне значимости y): 

{^( / )>-VE/(X ) + W Y ] / 7 V ^ / ( X ) - ^ c o v - ( / ( X ) , X|} (2.9) 
и для критерия у}: 

{Х% > Na (1 + a) + и- а УШ). (2. l 0) 
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Перечисленные результаты получены в работах Г. И. Ив­
ченко и Ю, И. Медведева [62, 63], А. Ф. Глибоченко, Г. И. Ив­
ченко и Ю- И. Медведева [18] и Холста [148]. 

В работе Г. И. Ивченко и С. В. Цуканова [69] исследованы 
критерии, основанные на обобщенных р. е. вида (L21). Обозна­
чим класс всех таких критериев Ss. Показано, что в классе 58 
существуют критерии, асимптотическая мощность которых яв­
ляется монотонно возрастающей функцией параметра s.̂ B част­
ности, таким свойством обладает обобщенный критерий %2, ос­
нованный на статистике 

X5.,..,---2(A«+A-.+i+ • • •+/hnji-
Таким образом, данная методика приводит к более эффектив­
ному критерию, чем обычный критерий %2, основанный на ста­
тистике X^ — XjfQ. Но оказывается, что обобщенный критерий 
%2 при s > l уже'не является асимптотически оптимальным в 
классе Ss (в отличие от случая s = 0), а таким свойством 
обладает критерий, основанный на статистике 

у2 =х2 —X2 (X2 =0). 
Критическая область этого критерия имеет вид 

{Y2
N, - > а (1 + (2s + 1) а) Л/ + ща УШЩТТ)}, 

а его мощность при альтернативе g равна в пределе 

В. В. Левиным 1[78] предложен и рассчитан многомерный 
вариант симметрического критерия, основанный на векторной 
статистике LN= (LNl,..., Lm), где 

N 

LNj=>^ J'(hlm+ • • • + hjm), y = l , . . . , k, 
m = l 

и him — число реализаций m-ro исхода в /'-й серии из. 
N 

tij — J^hjm испытаний. Критерий задается критической областью 

вида {LN\ > с - , . . . , LNk>Ck}- Таким образом, в данном случае 
проверка гипотезы Я0 проводится последовательно, в несколько 
(не более чем в k) этапов, причем принять гипотезу можно на. 

любом этапе (Я- принимается на /-ом этапе по первым n1+ .. . 
. . . +nj испытаниям, если осуществляется событие {L.vi>."i,... 
. . . , NN,j^x>Cj~\, Ljv-.-^Cj}), а отвергнуть — ЛИШЬ на последнем, 
&-ом этапе. Идея построения подобных критериев последова­
тельного типа предложена в работе В. К. Захарова, О. В. Сар-
манова и Б. А. Севастьянова [22], где был построен и рассчи-
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тан последовательный критерий %2 (при фиксированном числе 
классов N). В [78] вычисляется предельное значение мощности 
критерия при произвольной альтернативе g в условиях: N, 
ni, . . • , nft{to}oo, ni/N-vai, 0<a ,<oo , t = 1 , . . . , k. 

B работе B. B. Левина [79] рассматривается задача провер­
ки гипотезы однородности (и равновероятности) для 5 полино­
миальных выборок. Построен критерий, основанный на с. р. с. 

-wv — 2 /(Aimi. • .1 h-m). где hjm — число реализаций m-ro исхо-
т — 1 

да в у-й выборке, и вычислено предельное значение его мощно­
сти на множестве «близких» альтернатив вида (2.5), когда N {to} oo, 
а объемы выборок сравнимы с N. 

2.3. Несимметрический случай. В несимметрическом случае 
роль «близких» гипотез играют альтернативы вида 

pM — H y ) ( t + ^ ( l + o(l))). (2.11) 

Таким образом, в этом случае можно строить критерии, отли­
чающие от #о гипотезы, приближающиеся к ней со скоростью 
п~и2. Обозначим через Ж класс критериев, функции мощности 
которых при фиксированном уровне значимости и n,/V{to}oo, 
n/N~->-a, 0<a<{infty}, не вырождаются (не стремятся к уровню зна­
чимости) на некотором непустом подмножестве близких альтер­
натив вида (2.11). Об альтернативе (2.11) далее будем гово­
рить кратко как об альтернативе Ь, а критерии из класса Ж 
будем называть высокочувствительными. 

Класс Ж не пуст и, в частности, включает в себя все ло­
кально наиболее мощные критерии [62]. В то же время при 
q(y)==\ в этот класс не входят симметрические критерии, в 
частности, критерий %2, отношения правдоподобия, пустых ящи­
ков, и потому к их практическому использованию надо подхо­
дить более критично. В работе Г. И. Ивченко и Ю. И. Медведе­
ва [63] предлагается некоторая классификация высокочувст­
вительных критериев, описываются их общие свойства и фор­
мулируется ряд положений в пользу критериев из подкласса 
3?сЖ линейных критериев (т. е. когда функция fn{x, у) в 
(2.2) линейна по х). Эти результаты кратко могут быть сфор­
мулированы следующим образом. 

Введем на множестве альтернатив {Ь} функционал 

В* [b, f)=l-\b (у) cov (/ (Ху, у), Ху) dy, Ху ~ П (aq (у)), 
о 

и пусть Wa(f)={b:Ba(b, / ) -£0}. 
1) /еЖ^Н1

а(/)=£0. При этом альтернативы из //£(/)== 

= H a ( / ) критерием / асимптотически от H 0 не отличимы. 
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Например, для критерия %2 функция / (x, y) = x2lq(y), 

Ba(b, / ) — ju(J/)dy и если q(y)~U то Я ^ ( / ) - = 0 . 
о 

2) Класс Ж можно представить в виде 3-С — Х^У]СКХ, где 
3£0=={/:£>/(!, У-=0}, ^= - -^0 (3Десь и Д а л е е СЛ- в> £ и м е е т 

ПЛОТНОСТЬ q(y)), Если /б-^о- то l im£ a(6, / ) = 0 для любой 
а->0 

альтернативы Ь, т. е. с уменьшением а чувствительность любо­
го критерия из подкласса CfCQ ухудшается. В частности, все 
симметрические критерии (при д(у)ф\) входят в Ж0. 

3) Пусть f (x, y)=-xl(y) (критерий /-линейный) и обозна­
чим 3?={l'.Dl (..,)-7--0} подкласс «невырожденных» линейных кри­
териев. Для произвольного критерия 1&£ функционал Ва {Ь, I) 
не зависит от а и имеет представление 

B{b, l)*=Eb{jtQ=cov(bU, /(,))• 
От параметра а не зависят также множество # a - ( f )—#'( / ) и 
предельное значение функции мощности Wn(b, I). В частности, 
для односторонних альтернатив: £6 (£)/(•!) >0 

lim W„ (b, /)=Ф(когг (b (,j), /(..)) 1 / 7 з Щ - и у ) , 
/7-)-CO 

где <D( — «v) = y —заданный уровень значимости. Отметим также, 
что альтернатива Ь^=ЩН1{1) и при ней критерий I при любом а 
имеет асимптотически наибольшую мощность, равную 
Ф(УВ1[$ —иу), в классе всех критериев Ж (это по существу 
критерий Неймана-Пирсона для альтернативы I). 

4) Каждому критерию \ЬЖ\ можно поставить в соответствие 
линейный критерий Ы92 по правилу: i(у) = / (1 , у). Гакой кри­
терий I называется линейным аналогом для / и обозначается 
//. Тогда мощность критерия /, равна предельной при а->-0 
мощности критерия /. При этом в ряде случаев (например, для 
некоторого подкласса квадратичных критериев, включающего 
критерий х2) линейный аналог Ц оказывается равномерно мощ­
нее критерия f при любом а>0 . 

5) На класс Ж можно вести некоторый функционал Ia(f) 
как меру асимптотической эффективности критерия f: 

/£(/)•—$ korr2 (g (Ху, у), Ху) Dg (Ху, y)dy \ Dg (Ху, у) dy, 
о / о 

1 

где g (х, у) = / (х, у) — бх, 6 - - ^ cov (/ {Ху, у), Ху) dy. Значе-
о 

ния 1а (/) заключены между 0 и 1 и 
/ a ( / ) - . i ^ / e ^ . 
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Детальному исследованию поведения мощности критерия %2 

при N{to}{infty} посвящены работы А. А. Боровкова [13], Л. Г. Гван-
целадзе и Д. М. Чибисова [139] и С. X. Туманяна [111], a 
критерия пустых ящиков и его обобщениям — более ранние ра­
боты Б. А. Севастьянова, В. П. Чистякова, И. И. Викторовой 
[103, 17] и др. 

§ 3. Схема размещения частиц комплектами 

В последние годы появилось большое число работ, посвя­
щенных изучению асимптотического поведения различных ел. в. 
в схеме размещения частиц комплектами. 

Пусть п комплектов частиц объема s каждый (под объемом 
комплекта понимается число содержащихся в нем частиц) не­
зависимо размещаются по N ячейкам так, что частицы каждого 
комплекта размещаются в ячейках по одной и все CN' возмож­
ных размещений считаются равновероятными. Общее число 
размещенных частиц обозначим n' — ns. Такую схему будем на­
зывать равновероятной схемой размещения частиц комплек­
тами. 

Наибольшее количество результатов относится к исследова­
нию асимптотического поведения (при N{to}{infty}) следующих ел. 
в.: p,r-={mu}r(n, N, s) (lr = lr(n, N, s))—число ячеек, в которых 
после размещения п комплектов оказалось no r частиц (не бо­
лее чем по г частиц), v„j=ym{N, k, s) —число комплектов, пос­
ле размещения которых впервые какие-либо k ячеек будут со­
держать не менее т частиц каждая. 

Изучение предельных распределений в схеме размещения ча­
стиц комплектами имеет свою специфику. Традиционный для 
доказательства многих предельных теорем в классической схе­
ме размещения частиц по ячейкам метод производящих функ­
ций в данной ситуации мало пригоден из-за отсутствия удобных 
для аналитических исследований представлений соответству­
ющих производящих функций. Эффективными в данном случае 
оказались другие методы асимптотического анализа. 

Первые существенные результаты, положившие начало интен­
сивному развитию этого направления, были получены в работах 
Б. А. Севастьянова [101] и Г. И. Ивченко и Ю. И. Медведева 
[61]. В работе [101] предложен метод реализации ел. в. 
[л, (п, N, s) и \xr(ns, N, 1) на одном и том же вероятностном про­
странстве. Это позволило в случае N, л {to} oo и при некоторых 
ограничениях на рост параметра s аппроксимировать распреде­
ление ел. в. \xr(n, N, s) распределением хорошо изученной ел. в. 
[ir(ns,N, \) в равновероятной схеме при п, N-+со в следую­
щих зонах изменения параметров [75]: 1) а — -— {to}0, s==o(— ); 
2) 0 < а 0 < а < а 1 < oo, s = o (Л/1/4); 3) a{to}oo, s = const. При 
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этих ограничениях предельные распределения сл. в. \xr{n, N, 1) 
и iir(ns, N, 1) совпадают и все результаты, полученные для 
классической схемы, переносятся на равновероятную схему раз­
мещения комплектов частиц. В работе [61] получены предель­
ные распределения и асимптотические формулы для матема­
тического ожидания и дисперсии ел. в. vi(/V, k, s) при N{to}{infty}, 
s = const для всего спектра изменения параметра k, l{le}&{le}/V, 

Дальнейшие исследования схемы размещения частиц комп­
лектами велись в двух направлениях: продолжалось изучение 
предельных распределений в равновероятной схеме для других 
областей изменения параметров и одновременно проводились 
исследования различных ее обобщений. 

3.1. Равновероятная схема размещения частиц комплектами. 
Остановимся подробнее на исследовании равновероятной схе­
мы размещения комплектов частиц. 

B работе B. А. Иванова и С Ю . Теребулина [42] получены 
предельные распределения сл. в. vm(N, k, s) при N {to} оо, 
/re = const>2, s==const>2 для следующих областей изменения 
параметра к: 1. l < k < C , 2. &{to}oo, X==-A.->0, 3. 0<Я1<-А,< 

< ; Ц < 1 , 4. N~k-+oo, A,==-A{to}l, 5. N — k<C, где К Х2, С — 
некоторые константы. Исследование предельных распределений 
сл. в. \ьг(п, N, s) проведено в работах B. Г. Михайлова [84, 86, 
87]. В [84] показано, что если параметры схемы п, N, s изме­
няются так, что N, n{to}oo и при некотором целом г>0 

Е^^Сп^(^)Г(\—^)П'Г-,к>0, 

то распределение \хг сходится к распределению Пуассона П (К). 
Отмечается также, что в случае п, N -> оо, a {to} 0, -^ Na?-+l>0 

распределения величин р.0—-N-\-sn- и --j (srt. — р.1) сходятся к рас­
пределению П(Х). 

В [87] методом моментов доказана асимптотическая нормаль­
ность величин \br(n,N,s) и их линейных комбинаций. Сл. в. \хг 
асимптотически нормальна, если s, n, N меняются так, что п, 
JV{to}oo и 1) а =-=-----{to} О, r>2, iW{to} оо или 2) 0 < а 0 < а < а . < 
< оо. В последнем случае доказана асимптотическая нормаль­
ность вектора ({mu}0,.... {mu}r) при любом Т. Величины \х0 и jx., асимп­
тотически нормальны при n, jV{to}oo, a{to}0, A/a2{to}oo, 

В [86] методом моментов доказана асимптотическая нормаль­
ность р,- в случае, когда параметры s, n, N меняются так, что 
/ г>2 , 

Ep0-.-V(l—p)"{to}oo, aW{to}oo Vk<oo„ 
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Харт, Мачек, Степан и Ворличкова [155] исследовали ел. в.. 
.{mu}n = Цп{п, N, s) и T = min{n : [хп = 0}. Получены точные распре­
деления ц,п и т. Для р,п доказаны предельная пуассоновская 
(при N-+oo, — = рб(0, 1) —фиксировано, n->-{infty} так, что Np"{to} 

—>•%, 0<Х<схз) и нормальная (при JV{to}oo, рб(0, I)) теоремы. 
В работе Агравала [122] доказывается формула 

Е( -TV —цо )~£Q
 M~ 11 См-r {С/}) 

-i = l 
i„ = mm (./V —.Si), 

•в схеме размещения п комплектов объемов su s2,. . ., sn, со­
ответственно, 

В работе Саперстейна [168] найдена вероятность того, что 
никакие т последовательных ячеек не содержат к или более 
•частиц после размещения одного комплекта объема s. 

В ряде работ рассматривалась схема размещения конечного 
•числа (п— const) комплектов растущих объемов (s{to}oo). 
Г. И. Ивченко и В. В, Левин [60] показали, что при s, N, 
N — s-* сю, snlNn-x-> со, (7V — s)"/7V"_I{to}oo вектор ([А0, .. ., \хп) 
асимптотически нормален. 13 [60] найдены также предельные рас­
пределения ел. в, vm(N,k,s) при N, k, s{to}oo, 0<Ci<p--= 
-=-—-<С., < оо , 0<С,-<А. = — < С 4 < Ь приведены условия, 
.при которых предельное распределение является одноточечным 
или двухточечным. 

В, А. Иванов и С. Ю. Теребулин [43], используя асимптоти­
ческую независимость частот заполнения ячеек hjt(n), . .., hjt{fi) 
для любых К У. < • • • <j'i<N при N, s,N — s-у со, 
l=o(]/p(\—p)N), указали условия, при которых распределе­
ния ел. в,. \if, 0 < г < л , \x0 — N + sn, ц„ — N-\--(N — s)/г сходятся 
.к распределению Пуассона, Полученные результаты позволили 
с учетом соотношения 

P{vm{N,k, я)<л) = Р("„.1(я, N,s)<N-k) 
доказать ряд теорем об асимптотическом поведении ел. в-
vm(N,k,s) при Л/, s, N — s-xoo в случаях р-*0 и p-M-
С. Ю. Теребулин [106] изучал асимптотическое поведение раз" 
личных членов вариационного ряда для частот hi(n), ...,HN(H) 
при /.•.-= const, N, s, N — s->oo; предельное поведение макси­
мального члена вариационного ряда h(N)= max h, исследовал 
Е. Р. Хакимуллин. Результаты для случая п, N, a/lniV{to}oo, 
p=-^r->-0 изложены в [115]. 

3.2. Обобщения равновероятной схемы. Предположим, что 
в ячейки, занумерованные натуральными числами 1, 2, . . . , N, . . ., 
размещаются п комплектов частиц так, что /-ый комплект 
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представляет собой случайное подмножество множества нату­
ральных чисел, выбираемое в соответствии с вероятностями 
К . / . . . . . } ' - < ' > < ' - < • • " 2 К.1„...*=и У-=1,.. . .л (вероят-
ность выбора подмножества г-, i2, . .. равна р{ , )• Многие 
авторы изучали различные частные случаи этой общей схемы. 
Г. И. Ивченко [51] исследовал схему равновероятного размеще­
ния комплектов частиц случайных объемов. Пусть ?ц, Тй, . •. — 
последовательность независимых ел. в., принимающих значения 

JV 

1,2, ...,N с вероятностями p —-Р (>; —s), 2 Л-=-- Предпо-
лагается, что у-ый комплект имеет объем \-j и равновероятно 
размещается по N ячейкам. В [51] найдены предельные рас­
пределения ел. в. \i0 и V1 при N-* оо в ситуации, когда заняты­
ми оказались почти все ячейки. Для первой ел. в. это условие 
конечности Efx0, для второй — условие конечности параметра 
N — k. 

Более общую схему размещения комплектов частиц по N 
ячейкам, в которой комплекты произвольных объемов 
k(k—l,...,N) могут размещаться в ячейки с номерами 
iv...,ik с вероятностями р[ л —pt,,...,ik> исследовал 
В. Г. Михайлов [84]. 

С помощью метода моментов в форме Б. A. Севастьянова 
[104] в [84] найдены условия, при которых распределение 
ел. в. \хг сходится к распределению Пуассона. В работе [85] 
В. Г. Михайлов получил ряд неравенств для расстояния по ва­
риации между распределениями Пуассона и ел. в. |А,. в схеме 
размещения частиц комплектами, являющимися случайными 
подмножествами множества натуральных чисел. Единственны­
ми характеристиками распределений комплектов, используемыми 
в формулировках теорем и при их доказательстве в [85], яв­
ляются am(j)—вероятность того, что частица /-го комплекта 
попадет в ячейку с номером m и а.т(/) —вероятность того, что 
частицы /-го комплекта попадут в ячейки с номерами / и т. 

Изучению схемы неравновероятного размещения частиц 
комплектами заданного объема посвящена работа В. А. Ивано­
ва и С. Ю. Теребулина [42]. Предполагается, что распределе­
ние вероятностей на множестве всех комплектов объема s мо­
жет быть задано в виде 

а - у - а - -
Ph i.~ vi ' 

\<ji<...<js<N 

где a,, . . . , aN — произвольные положительные числа. Обозначим 
/ М 

р} — аА £ аР у'—Ь . . „ Л ' . В [42] с помощью метода перевала 
/ ..--. 
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исследовано асимптотическое поведение ел. в. %n{n,N,l) и 
vm(A, TV, 1) в неравновероятной схеме независимого размещения 
частиц по ячейкам (вероятность попадания частицы в ;'-ук> 
ячейку равна р„ 0<С г <7Уо ,<С 2 < оо , /-= 1, . . . , Л/"». 

2^ pj= 11 при Л/{to} со в промежуточных областях изменения 
;=1 / 2 

параметра k: k{to} со, — {to}0 (в случае т =-= 1 при — {to} oo j и 
-V—k{to}oo, -—{to} 1 и получены предельные распределения ел. в . 
vm(k,N,s) при 7V{to}oo, /re = const, s = const во всех зонах 
изменения параметра £, l<k<7V. При доказательстве теорем 
использовался метод одного вероятностного пространства, пред­
ложенный Б. A. Севастьяновым [101]. 

A. Е. Жуков и В. П. Чистяков [20] исследовали схему раз­
мещения частиц по N ячейкам комплектами, в которой объемы 
| i , . . . , | п комплектов являются ел. в., а при фиксированных 
значениях g3- = s-, j = i , . . , , n, множества ячеек, образующие-
комплекты, независимы, и распределение /-го комплекта совпа­
дает с распределением множества непустых ячеек в схеме по­
линомиального размещения частиц по N ячейкам в момент вре­
мени, когда число непустых ячеек становится равным s}. Ав­
торы, используя аппроксимацию распределений, возникающих 
при размещении частиц комплектами, хорошо изученными рас­
пределениями, соответствующими размещению частиц по по­
линомиальной схеме, получили предельные теоремы для распре­
делений ел. в. p.r(n, N). 

В работе A. Б. Жукова [19] рассмотрена схема независи­
мого размещения п комплектов частиц объема SS-^JV каждый 
в SN ячеек, расположенных в виде матрицы размера SX-V. 
При этом предполагается, что на множестве всевозможных раз­
мещений Ss частиц в SN ячеек со следующими ограничениями: 
1) в каждую строку матрицы попадает ровно s частиц; 2) в 
каждый столбец матрицы попадает не более одной частицы,. 
задана равновероятная мера. 

Доказано, что если г•=-const, N,S->oo, --—{to}0. С/-------X 
XU — JTY-^K 0<-^< OO, TO \xr(n,N) имеет в пределе рас­
пределение П(Х~"). 

B. А. Ватутин и В. Г. Михайлов [14] исследовали схему 
независимого и равновероятного размещения п. комплектов: 
частиц объемов s-1, ...,sn. Получены интегральная и локальная. 
центральные предельные теоремы, а также все возможные-
«пуассоновские» предельные теоремы с оценками скорости схо­
димости для ел. в. fA0 = Ho(-V, а., .. .,s„) —числа ячеек, остав­
шихся пустыми после размещения всех п комплектов. Метод 
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доказательства основан на том факте, что производящая функ­
ция ел. в. |л0 имеет лишь отрицательные действительные корни, 
что позволяет представить распределение ел. в. р.- в виде ком­
позиции некоторых двухточечных распределений. В работе 
Парка [162] этот метод применен для доказательства асимпто­
тической нормальности ел. в. цо («•-У: 5) в с х е м е РазмеЦ1.ения 

частиц комплектами объема s при N, «->оо, -------̂ а >0 . Пока-
JV—s 

зано, что |л0= 2 Т 1 / ' ГДе .̂.—независимые бернуллиевские ел. в. 

•с параметрами у_., где y?1—корни функции E(l+;z) °. 
Применяемый в [14, 162] метод является весьма эффектив­

ным при решении целого ряда комбинаторных задач. Поэтому 
остановимся подробнее на некоторых результатах, связанных 
с использованием подобных методов. 

3.3. Нули производящих функций и предельные теоремы. 
Пусть {<у —последовательность целочисленных ел. в. с рас­
пределениями 

тп 

Р {in — k) = Рпь, k = 0, \, ..., mn, {sum}pnk = l, Р,яр,шп > 0-

•Обозначим znX, .. .,znm нули производящей функции (п-ф.) 
Pn(z)—Ezk>1 и пусть a„/.==-i , k — \, ..., тп. Моменты ел. в. 
In легко выражаются через числа ank, в частности, 

Е~%п = ц„ = {sum} anh, £).зя = а,? --= 2 a»'< (- — a«*)-

Если известны нули znk, то асимптотическое поведение ел. в., 
\п при n-> оо легко описывается в терминах поведения znk. 
Случай сходимости распределения .-„ к закону Пуассона харак­
теризуется при этом условием конечности среднего \i„, а случай 
асимптотической нормальности (а. н.) (с параметрами \in и a,,2) — 
условиями неограниченного возрастания дисперсии а,,2 и вели­
чины у„ = ап

 min | 1— znk\. 
\<k<.mn 

Приведем точные формулировки соответствующих утверж­
дений, 

1) Условия Е'%п-+К 0<А,<оо, {sum} 2„,.,|-2{to}0 достаточны, а 
при supRe2.nA<0 и необходимы, чтобы при п, тп-> оо распре-

я. А 

деление g„ сходилось к распределению П(А,). 
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2) Если при /г, m„{to} оо выполняются условия: cr„{to}oo, 

Y„{to}oo, (лл/а„3->0, ^\ank\3Ian
3->0, то ел. в. 1п асимптотически 

нормальна; при этом для выполнения указанных условий доста­
точно, чтобы /i-1Y„2min(Y„» сгл)-> оо. 

Эти утверждения доказываются непосредственным анали­
зом поведения п. ф. P„(z) при n-)-oo. 

Отметим также некоторые интересные специальные случаи, 
при которых имеет место а. и. |„. 

а) Пусть нули znh при всех п^п0 лежат в левой полуплоско­
сти Rez^O. Тогда условие c*n{to}{infty} необходимо и достаточно для 
а. н. величины %„. 

Доказательство этого факта основано на том, что в этом 
случае распределение |„ является композицией некоторого чис­
ла двухточечных и трехточечных распределений с носителями в 
точках О, 1 и О, 1, 2, соответственно. 

б) Пусть нули гпк при всех п ^ п 0 лежат на единичной окруж­
ности |z| = l. Тогда для а. п. величины .-„ достаточно выпол­
нения условия •у--*- — -

Случай, когда все нули znh действительны (и следовательно, 
лежат в левой полуплоскости) подробно рассматривался Хар-
пером [141], Харрисом и Парком [143], Парком [161], 
В. А, Ватутиным и В. Г- Михайловым [14], результаты для об­
щего случая получены Ю. И. Медведевым. 

3.4. Размещение комплектов на окружности. Рассмотрим 
еще одну схему размещения комплектов. Расположим все 
ячейки на окружности так, что за ячейкой с номером у, 
_/•--= 1, . . . , N — 1, будет следовать ячейка с номером y + l> 
а за ячейкой с номером N следует первая ячейка. В ячейки 
независимо бросаются п комплектов частиц объема s так, что 
каждый комплект может с равными вероятностями занять любые 
s подряд идущих ячеек, M. Н, Савчук [96] изучил предельное 
поведение ел. в. г|г = r\r (n, N), равной числу комплектов, имею­
щих пересечения ровно с г другими комплектами и ел, в. 

г 

£Г = 2'П> ® Р6] получены асимптотические выражения для фак-
; • - - < ) 

ns 
ториальиых моментов Er)(.ft) при п, s, N-y oo, a— —-{to}0 и фик­
сированных г > 1 . к>\. Показано, что если выполнено допол­
нительное условие Eiir{to}y, 0 < Y < O O , то распределение iir 
сходится к распределению линейной комбинации г независимых 
пуассоновских случайных величин с различными параметрами. 

3.5. Процессы в схеме размещения частиц комплектами. 
М. Н. Савчуком [95] рассматривались следующие про­
цессы: ^(i)-{cdot}^-(XJv(t)-—_^(t)), *>0> i - О ft, 
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X.v(t)—число ячеек, содержащих ровно i частиц каждая после 
размещения n=[tlp\ комплектов объема s, p=s/N, [x] — целая 
часть числа х; & (*)=-- -4=<Уы {t)-EYl

N{t)), 0 < t < l, i = 0,... 
У N 

..., n, Yl
N(t)—число ячеек из первых [Nt], содержащих по i 

частиц каждая; %l
N(t) =-—-=-• (ZN ( 0 - - ^ (t))> 0 < t < l -

i--= l, . . . , я, Zl
N(t) — число частиц в i-ом комплекте, попавших 

в первые [N t] ячеек, x.v(t) •=-——- (ZN(t)—EZN(t)), 0 < i f < b 
Zyv(0 — число частиц, попавших впервые [iVi.] ячеек после раз­
мещения п комплектов частиц объема s каждый. 

Доказана сходимость этих процессов при соответствующих. 
условиях к некоторым гауссовским диффузионным процессам и 
исследована структура предельных процессов. 

§ 4. Другие задачи о размещении частиц 
В книге В. Ф. Колчина, Б. А. Севастьянова и В. П. Чистя­

кова 1[75] подробно рассмотрены различные схемы размещения 
частиц по ячейкам: равновероятные и полиномиальные разме­
щения, размещения со случайным числом частиц, размещения' 
частиц комплектами и т. д. Наиболее интенсивно развивающе­
еся в последние годы направление, связанное с исследованием 
размещений частиц комплектами, выделено в настоящем обзо­
ре в отдельный параграф. Хотя исследование других схем раз­
мещения велось не столь интенсивно, однако по ним также по­
лучен целый ряд новых результатов. Отметим наиболее 
интересные из них. 

4.1. Полиномиальные размещения. Рассмотрим схему раз­
мещения частиц, в которой каждая из п. частиц независимо 
от остальных попадает в у-ю ячейку с вероятностью p.* 

N 

/ = 1, . . . , -/V, 2 - ° / = 1 " Пусть A—Ay (п.) — число частиц, ока-
' - /=1 

завшихся в у-ой ячейке, и цг — число ячеек, содержащих ровно. 
г частиц каждая после размещения п частиц, А(:) < . . . < A(lV) — 
вариационный ряд (в. р.) частот А1, . . . , hN. 

п 
Статистика £я,л-—• ^ cr\tr, где с..—-некоторые константы-. 

является симметрической разделимой статистикой, из которой 
специальным подбором констант сг можно получить статистики. 
критериев пустых ящиков, %2 и отношения правдоподобия. Но­
вые рзеультаты о сходимости распределения ел. в £„,-- к зако­
нам Пуассона, нормальному и их смесям получены в работе' 
Ю. И. Медведева [82]. Поведение t,niN в равновероятной схеме 
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размещения при n/N{to}0 изучалось Квином [165]. Инглуид [134] 
получил оценку скорости сходимости распределения ел. в. р.= 
-={mu}(n,N) =N—цо, равной числу заполненных ячеек, к предель­
ному нормальному закону. Им доказаны следующие неравен­
ства (в случае равновероятной схемы): 

Я ( ^ < д ) _ ф ( £ . - ^ \ 1 .Ю.4 0.087 / „ „ „ 
/о г, , <SUp 

max(3, Dp.) x
 r 

< D\x ' 

•Локальные предельные теоремы для \х.т в случае, когда n,N-+<^ 
и вектор (pi,. . ., pN) имеет симметричное распределение Ди­
рихле с параметром (3, доказаны в работе Чен Вэн Чеиа [128]. 
Там же рассмотрена аналогичная задача для схемы размеще­
ния со случайным числом частиц. 

Предельные распределения максимальной частоты h(N) (и 
других характеристик в. p. /z^), ...,h{N)) при /i,7V{to}oo были 
исследованы в статьях И. И. Викторовой, Б. А. Севастьянова 
[15, 16], B. Ф. Колчииа [71] и Г. И. Ивченко [50]. Е. Р. Хаки-
муллин [116] исследовал скорость сходимости распределения h^N) 
в равновероятной полиномиальной схеме к предельному распре­
делению, B работе Й. С. Юсаса [121] выведены неравенства 
для уровня значимости критерия, основанного на максимальной 
частоте, и проведено сравнение функций мощности этого кри­
терия и критерия типа %2 в случае конечных п и N. Асимпто­
тическое поведение максимальной частоты A(/V) для цепи Мар­
кова с растущим числом исходов N изучалось А. С. Амброси-
мовым [2]. 

Страусе [173] изучает распределение ел. в. т, равной числу 
интервалов, состоящих сплошь из заполненных ячеек (все ячейки 
располагаются друг за другом на прямой или на окружности) 
при равновероятном и независимом размещении п частиц по N 
ячейкам. Он показал, что, например, в случае расположения 
ячеек на окружности при Л/ -> оо, -^- -= — log X =- const, 0 < % < 1, 
справедливы асимптотические формулы Ex~NX(l—X), DT-—-
•~N(1—X) (1—3^ + Я,2). Аналогичная задача для схемы разме­
щения комплектов частиц рассматривается в [163]. В работе 
Вейса [175] при некоторых условиях на параметры схемы 
рассматриваются вопросы нормальной аппроксимации распре­
деления частот исходов полиномиальной схемы с растущим чи­
слом исходов. 

В работе [167] изучаются предельные распределения числа 
пустых ячеек и времени ожидания до наступления некоторого 
события, связанного с процессом заполнения ячеек, для поли­
номиальных размещений с параметрами р\ — .. . ---р-,-1---
= &1{N—\),pN=\ — 9, 0 < ^ < 1 . 

4.2. Зависимые размещения. Пусть в N ячеек последова­
тельно по одной бросаются частицы. Обозначим \х (k) число 
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занятых ячеек после размещения к частиц. Предположим, что 
(А + 1)-я частица может быть размещена в любую фиксирован­
ную свободную ячейку с вероятностью (Л̂  + вМ. (к))'1 и в любую 
занятую ячейку с вероятностью (1 -f-e)(Â -+-0{mu}(Л:))-1» е > — 1 . 
В работе Б. А. Севастьянова [105] получены предельные рас­
пределения числа пустых ячеек после размещения п частиц 
при 1) а - — -* 0, jtf-+b; 2) а-"О, Na*-><*\ 3) 0 < а 0 < а < 
< а- < со. 

В статье Лам Хин—Кама {159] рассматривается схема по­
следовательного размещения п частиц по N ячейкам с фикси­
рованными уровнями U tN (tj — натуральное число, /== 
= 1,..-, N). Предполагается, что вероятность попадания k-ofi 
частицы в j-ю ячейку равна ^(.S'pm)"1, где суммирование ве­
дется по тем т, для которых hm(k—1)<C если h}(k—l)<tj, 
и равна 0, если при размещении первых к—1 частиц в у'-ю ячей­
ку уже попало t} частиц. Найдено распределение ел. в. (hi, . . . 
.. ., Я») и число возможных значений этого вектора. 

Херрман i[145] рассматривает модель марковского разме­
щения частиц по ячейкам, в которой вероятность попадания ча­
стицы в данную ячейку зависит как от количества содержа­
щихся в ней частиц, так и от их состава. Различные комбина­
торные модели, связанные с заполнением ячеек, рассмотрены 
в работе В. Н. Сачкова [97]. Связь задачи о размещении ча­
стиц с исследованием случайных отображений рассмотрена в 
работе В. Ф. Колчина ![73]. 

4.3. Случайное заполнение таблиц. Пусть имеется N ячеек, 
асположенных в виде таблицы, состоящей из s строк, у'-ая 
трока которой содержит JV; ячеек, / = ' 1 , . . . . 5. Таблица слу­
чайным образом заполняется п частицами, причем каждая части­
ца независимо от других с равной вероятностью попадает 
в любую из N ячеек. Пусть ц̂ -1-—число ячеек /'-ой строки, со­
держащих г частиц каждая, g^)—число ячеек /-ой строки, 
содержащих не более т частиц каждая после бросания /г частиц. 

В работе Г. И, Ивченко и Т. В» Ивановой [57] находятся 
многомерные предельные распределения векторов, составленных 
из ел. в. р,̂ ) и §(,-/>, а также предельные распределения времени 
ожидания некоторых событий, связанных с процессом заполне­
ния таблиц (см. § 5). Близкие к описанной схема размещения 
частиц по ячейкам со случайными уровнями и схема с выделен­
ной группой ячеек исследовались в работах Т. В. Ивановой [45, 
46] (см. § 5). 1 

4.4. Размещения со счетным числом ячеек. Пусть п час­
тиц независимо размещаются по счетному множеству ячеек 
{1, 2, . , .}, причем для каждой частицы вероятность попадания 
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в k-ю ячейку равна рк, ^ рл--=1. Без ограничения общности 

будем предполагать, что Pi>p2>Pa> Обозначим \хг = 
= \ir (п.) число ячеек, содержащих ровно г частиц каждая 

после размещения п частиц. В работе В. Г. Михайлова [88] 
указываются достаточные условия сходимости (при таком изме­
нении параметров п и {pk}, что Ец,г-> оо) распределения ел. в. 
\хг к нормальному закону и оценивается скорость этой сходи­
мости. Вопрос об оценке точности пуассоновской аппроксимации 
для ел. в. [ir в описанной схеме рассматривается в работе 
А. М. Зубкова и В. Г. Михайлова [26]. Ш. К. Форманов и. 
A. Асимов в [114] исследовали предельное поведение при /г-> оо 

п 

ел. в. Mr(n) и \i (п) = {sum} Ну (n) в предположении, что функция: 
г=-1 

a(x)--=max j / : p - > — 1 , л:б (О, оо ), имеет вид а (х) = x^L (х), где-
0 < у < 1 , L (х) — медленно меняющаяся на бесконечности функ­
ция. В работе Чаки и Фелдеша [130] найдено распределение 
наименьшего среди номеров пустых ячеек в предположении, что 
ph~ck,-a, fe-ьоо. Статья [136] посвящена изучению предельных 
распределений оценок и построению доверительных интервалов 
ДЛЯ ел. в. x = 2,'ph, где суммирование ведется по тем k, для ко­
торых h,,(n)>0. В работе Руо 1[166] при некоторых условиях 
на распределение {/?,.} находятся вероятностные пределы (при 
rc->oo) отношений |x~(n)/{mu}(n) и h(T)(n)jn. 

A. М, Зубков и Н. Н. Попов ![28] вводят на множестве ве­
роятностных распределений Р— {р= ( р ь р2, . ..)} отношение 
частичного порядка: если £•,, &, . • -— независимые ел. в., имею­
щие распределение р, и p.(n, р)—число различных элементов 
в {£ь • • • . £п}, то p{le}p' тогда и только тогда, когда Ef(\i(n, 
р)) {le}E/(p,(n, р ' ) ) . " = 1 , 2 , . . . , для любой иевозрастающей 
функции f (x) .З-О, x ^ O . 

Показывается, что p{le}p' тогда и только тогда, когда 
А + • •• + Pk<Pi,+ • • • + Л ' > ft« 1. 2-. . . . 

В работе В. Г. Михайлова [89] рассматривается схема 
ш-зависимого размещения частиц по счетному множеству ячеек. 
С использованием метода моментов получены достаточные усло­
вия асимптотической нормальности ел. в. | i r(n), Ц(п) и чу 
(число r-краткых повторений). 

4.5. Размещения частиц нескольких типов. В работах 
1.Ц. К. Форманова и А. Асимова [3, 113] изучаются схемы раз­
мещения частиц нескольких типов. Пусть в N ячеек бросается 
П\ частиц первого типа и щ частиц второго типа, причем веро­
ятность попадания частицы k-ro типа в i-ю ячейку равна р{

к 

( k = l , 2 , t = l , . . . , .V) . Обозначим ц.(*> число ячеек, содержащих 
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ровно rk частиц k-ro типа, ц-„-.—число ячеек, содержащих 
ровно г1 частиц первого типа и г2 частиц второго типа каж­
дая,. В [ИЗ] при некоторых условиях на параметры nv n2> -У, 
{Pik} доказывается локальная предельная теорема для ел. век­
тора (цО), цГО, |лГ1 г). Пусть теперь \it {Щ) — число ячеек, заня­
тых частицами '/-го типа и \i[nv п2)-~общее число занятых 
ячеек. В [3] найдена характеристическая функция ел. вектора 
-([л, (л-), |i, (n2), (̂  (Й1, л2)) и доказаны интегральная и локальная 
предельные теоремы для схемы размещения со счетным мно­
жеством ячеек. 

4.6. Марковские размещения. Пусть задана последователь­
ность независимых ел. в. 

& . & » • • • » & , ( 4 Л ) 

принимающих значения 1, 2 , . . . , N с вероятностями pl} р2>... ,pN, 

{sum} .pi = L Назовем /-значной комбинацией упорядоченный набор 
у' =— (V1,..., V,) из I натуральных чисел 1, 2,. .., N. Общее число 
различных /-значных комбинаций равно N1. Обозначим 

5 / Н £ , - ^ и ) - S = L 2 . . . . . . я. (4.2) 
Тогда по последовательности (4.1) длины t=n-\-l—1 МОЖНО 
построить марковскую ел. последовательность вида (4.2), со­
стоящую из п /-значных комбинаций. Сл. последовательности 
(4.2) сопоставим схему размещения п частиц no N1 ячейкам, 
занумерованным всевозможными наборами у / = (Vi, • • • > Y-"). B 

которой --г-ая частица размещается в ячейку с номером уг, ес" 
•ли Sfc — Тг. Таким образом, частицы размещаются не независи­
мо, как в классической схеме [75], а в соответствии с цепью 
Маркова (4.2). 

По аналогии с классической схемой обзоначим цг(п, I) 
число ячеек, в которых после размещения п частиц оказалось 
ровно по г частиц. Тогда \х,о(п, I)—число /-значных комбина­
ций, не реализовавшихся в последовательности (4.1) длины 
t,= n+l—L 

В случае 1 = 1, сл. в. {mu}0 («, 1) = ц0(я) является хорошо изу­
ченной величиной, называемой числом пустых ячеек [75]. Общий 
•случай i = const > 2, 7V->oo, исследовался в работе В. Ф. Кол-
чина и В. П. Чистякова [77]. Доказана теорема о сходимости 
при а = —->оо, ftp"+1->0, p= max p., распределения 
\x0(n,t,) к композиции распределения Пуассона и последователь­
ности двухточечных распределений (в частности, к распределе­
нию Пуассона или биномиальному распределению). В работе 
А. М. Зубкова [25] этот результат доказан при менее ограни­
чительных условиях как следствие из общих предельных теорем 
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для числа состояний, появившихся в отрезке траектории цепи 
Маркова заданное число раз. 

Сходимость распределения ^0(n) к закону Пуассона при N, 
/г-->оо, а = — {to} оо для цепей Маркова (простых и сложных), 
приближающихся к последовательности независимых равноверо­
ятных испытаний, была доказана ранее П. Ф. Беляевым [6, 7]. 

В работе A. M. Зубкова и В. Г. Михайлова [27] изучались 
распределения ел. в. |лг(п, /), г^=2, для последовательностей 
(4.2) в случае, когда ел. в. (4.1) принимают счетное множество 

значений, при условиях, обеспечивающих выполнение соотно­
шений 

E(\ir(n, i)+n r+1(n, /) + . . . ){to}oo, n{to}{infty}. 
В [24] А. М. Зубков предложил способ, позволяющий перено­
сить на цепи Маркова, приближающиеся к последовательно­
сти независимых испытаний, предельные теоремы для распре­
делений различных функционалов, доказанные для последова­
тельностей независимых испытаний. 

Обозначим множество состояний цепи Маркова S и для 
каждого состояния keS зададим подмножество /?(&)•= 
{subset} {0, 1 ,2, . . .} . 

Пусть ц- (п) = 2 X (hft (n) 6/? (k))> где % (A) — индикатор собы-
и 

тия A, hk[n) — частота появлений исхода к в реализации цепи 
Маркова длины п. Заметим, что если R (k) =•{/•}, то fxj-. (n) = ц . (п.). 

В работе П. Ф. Беляева [8] доказана предельная теорема о 
сходимости распределения p./? (n) к пуассоновскому при R(k) — 
= {т: т <яяА — XUk Ynnk или m>nn f t + A.2,*]/ra.Ttft} (при соот­
ветствующем выборе Xi,j) для последовательности цепей Мар­
кова с S = {1, 2 , . . . , N} при условиях /z"Wln3iV{to}0 «{to}oo, 
supNp<c< oo, supmin{s: NmlnpW >e}< oo для некоторого 

л 
6>0, где pj^ —вероятность перехода из состояния i в состоя­
ние j за s шагов, {щ}~ стационарное распределение цепи, 
р — $ирр№. В работе А. М. Зубкова 125] этот результат дока-

I.JQS ч 
зан при более слабых ограничениях. 

Асимптотические оценки необходимого объема выборки для 
различения двух сближающихся гипотез в схеме марковского 
размещения с двумя ячейками получены в работе В. А. Ивано­
ва :[30]. 

Перейдем теперь к рассмотрению задач, в которых изучает­
ся заполнение некоторой выделенной группы ячеек. Комбинацию 
длины / вида у' (у) == (у,. . . , }) назовем i-членной /-серией или 

I ра,з 

просто (/, /)-серией, комбинацию вида Y-(-'~j''•*')—(-> /•'••'• 
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. . . , j , k), где i-7-=/. k=£j, назовем изолированной Z-членной 
/-серией (изолированной (/> /)-серией). К изолированным сериям» 
(в литературе их часто называют просто сериями) обычно при­
числяют также начальную Yi+1(/> &) — (/••••> j , k), ji=k, vt. 

I Раз 
финальную тг+1(1'' / ) = (*' />•••> J)> i=hh (*> /Нерии. которые 

I Раз 
реализуются в последовательности fr..... %t длины t = l~\-n—• 1* 
если ."'+1 = YI+1 (У> k) и ^i 1 ! =Y i+1 (г- А соответственно. Серии 
вида 4mU'k) и Y£+1 (*-. A i=hj=/=k называются изолированными 
права и слева (Л /)-сериями> соответственно. 

В работах В, А. Иванова и А. Е. Новикова [38, 39, 40] про­
ведено систематическое исследование асимптотического пове­
дения следующих ел. в.: \ir{n,N,M, I)—число исходов среди: 
первых М, /-членные серии которых встретились в реализации 
ел. •последовательности длины п ровно по г раз; | r (n , N, М, I) — 
ЧИСЛО исходов среди первых М, i-членные серии которых встре­
тились в реализации длины п не более чем no r раз; 
Q(n,N,M,t) —число /-членных серий первых М исходов в реа­
лизации длины n; vm(N,k,M,l)—минимальная длина реали­
зации ел. последовательности, содержащая не менее чем по-
т Z-членных серий некоторых k из первых М исходов;. 
r)(N, ktM,l)—минимальная длина реализации ел. последова­
тельности, содержащая k /-членных серий первых М исходов. 

В приведенных определениях под термином «серия» следует 
понимать любую из определенных выше разновидностей серий. 

В [38] изучено асимптотическое поведение ел.в. 
vi{N,k,N,l) и \io{n,N,N,l) для равновероятной полиномиаль­
ной схемы при N{to}oo, /---const в различных областях измене­
ния параметров п и k, l{le}n<oo, l<g:/e{le}iV. 

В [39] исследовано асимптотическое поведение ел. в_ 
цо(п, N, М, I), 6(п, N,M,l),vi(N, /г, М, /), ц (N, k, М, I) для рав­
новероятной полиномиальной схемы во всем диапазоне измене­
ния параметра М, 1-^M^iV и таких N, I, n, k, что iV/n-v 
—>-оо и Nlk-^-oo. 

Наконец, в [40] результаты работ [38, 39] обобщены на 
цепи Маркова с матрицами вероятностей переходов вида 

-°HlA-f.llf> Рар-Рв + 6(1—6ар), 0 < p a < l , a = - L . . . , / v \ 

6=(i-i^j/i/v--i). 
бае--символ Кронекера, Стационарное распределение цепи имеег 
вид (it,,,..., яд.), где л р =-^—-, р=- .1 , . . . , Ni 
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В случае 6 = 0 рассматриваемая цепь Маркова превращается 
N 

в полиномиальную схему с вероятностями p i , . . . , pN, {sum}pp-=-l. 
в случае pp — p > 0 , ($ = 1,.. . ,./V, получаем факторизуемую цепь 
Маркова [21]. 

В [40] приведены точные формулы для производящих функ­
ций, математических ожиданий и дисперсий ел. в. ix0{n, N,N, I), 
Q(n,N,N,l), v\(N,k,N,l), T)(N,k,N,L) для описанной цепи 
Маркова. 

Для факторизуемой цепи Маркова получен полный спектр 
предельных распределений указанных выше ел. в. в областях 
изменения параметров N, n, k, I, p, удовлетворяющих соотноше­
ниям kl[p(l—p)]-l-+oo, Nl[p(l— p)]-i{to}oo. nl[p(l— p)]-'{to} 
{to}oo. В основе доказательства теорем в [40] лежит метод про­
изводящих функций (п. ф.). 

Пусть hji(n) —число изолированных (/,/)-серий (включая 
начальную и финальную) в реализации ел. последовательности 
длины п. 

Тогда имеет место равенство 
.V п 

N п 

а общее число изолированных серий будет равно ^ „ hji (n)-
Обозначим h(/i) — (Аи (п), ...,hNi{n), ...,hu(n), .. ., hNl (n), ...), 
x = = ( x t i , . . . i -К.Л/11 • • • > X\p . . . j X/vi, . . .), Ш = - ( m i l - • • • i m/Vl> • • • 
. . . , mu, ..., ты» • •.), где m/V —неотрицательные целые числа, 

iV oo oo 

Х--П П *;/', /P(x)-=2 (pP+6)p'-^p/, p - 1,..., TV, и 
pap (ni) — -°ap (h (n) = rn) — вероятность того, что в реализации 
рассматриваемой цепи Маркова длины п содержится тп изо­
лированных (Л/)-серий (j = 1, ...yN, / = 1, . . . , « ) , начальной 
реализовалась a-серия и финальной — (3-серия (а= 1, . . . , ..V» 
р==1, . . . . iV). 

Введем п. ф. 

Pap(x)—2 2^fl(m)x m ' «, р = 14 ...,.¥, (4.3) 
л—1 m 

где суммирование ведется по всевозможным векторам m 
с целочисленными неотрицательными координатами. Функции 
(4,3) удовлетворяют системе уравнений 
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V7-P 

-°«3 (х) = / в (х) i-fy + {sum} -P«v (x) V <-• Р = 1 -V. (7-3) 

решение которой имеет вид 
-°аР(Х) = 

(1 + в)(1 + /в(х)) 
А—у //w Yi -„- -^ 

/ а (х ) / в (х ) -V 

(4.4) 

(Н-6)(1+?а(х))(1+/р(х)) Г A \ + fl(x)) ' Р ^ « -

С помощью соотношений (4.4) получены п. ф. ел. в. \лг, £г, 9 
vm и т). 

§ 5. Время ожидания в схемах размещения частиц 
по ячейкам 

Сколько необходимо разместить в N ячейках частиц, чтобы 
наступило то или иное событие, определяемое заполнением 
ячеек? Задачи такого типа составляют класс задач о времени 
ожидания в схемах размещения. Типичный и наиболее часто 
встречающийся в литературе пример такой задачи следующий: 
как распределено число частиц vm(N,k), после размещения ко­
торых по N ячейкам впервые появятся k ячеек (1{le}fc{le}iV)-
содержащих не менее т частиц каждая ( m ^ l ) ? 

5,1, Равновероятное размещение частиц Впервые предельное 
при JV{to}oo распределение ел. в. vm(N,k) при k=N и m---const 
в схеме равновероятного размещения частиц получено Эрде-
шем и Репьи [135]; одно из многочисленных обобщений их ре­
зультата состоит в следующем (Каплан [157]): 

max |P(vm(iV, k)jN — \nN-(/n-\)ln\nN<x)~ 
1<S<.V 

-n-v--(isSjr)h°(-)' < 5 Л> 
/и 

где Пт (%)= 2^ лг (X). Последующими исследованиями выявлена 
г~-0 

полная картина асимптотического поведения ел. в. vm(.V,A) в 
равновероятной схеме при всех возможных соотношениях меж­
ду параметрами /V, /г и т. Обзор и библиография соответствую­
щих результатов, охватывающие период до 1972 г. включи­
тельно, содержится в работе В. Ф, Колчина и В. П. Чистякова 
[76]. Большое внимание этим задачам уделено также в моно-
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графин В. Ф. Колчина, Б. A- Севастьянова и В. П. Чистякова 
[75]. Это направление продолжало развиваться и в последую­
щем. Так, в работе Г. И. Ивченко [54] изучено совместное рас­
пределение ел. в. Vm''(N, 1) и vm(N,N) при N{to}oo и любом т — 
=o(N) и их разности tm(N) =vm(N, N)—vm(N, 1), т. е- числа 
размещаемых частиц после того, как была заполнена до уров­
ня т одна ячейка, до заполнения, по крайней мере, до этого 
уровня всех N ячеек. Один из результатов этой работы гласит, 
что при N, m, m/lnN{to}oo, m — o(N) ел. в. 

v,„*(/V.l)-]/—!_.Ъ»Щ^-у2Шй (1 + а. (0) -In V^ 
и 

vm*(/V, 7 V ) - = / - ^ . ^ - - - ^ — / 2 ^ ^ ( l + Й 1 (t))+ {5-2) 

+ ln "|/4я 
асимптотически независимы и имеют предельные функции рас­
пределения 1—е'еХ и е~е~х, соответственно, а функция распре­
деления ел. в. т„.* (N)=vm* (N, N) — vm* (N, 1) сходится к 

\ехр{—у — ~\dy. В выражениях (5,2) t = (in N — j In In N^l m 
о 
и функции ttx [t) <0 , u2(t)>0 являются решениями уравнения 
и —ln(l + ii) — ,̂ / > 0 . В этой же работе проведено полное 
исследование предельных при N-*• оо и m — o(N) распределе­
ний максимального (минимального) заполнения ячеек в случай­
ный момент vm(N, N) (соответственно, vm(N, 1)). 

В работе Флатто [138] изучалось совместное распределение 
ел. в. Vi,-(N, N), i'=l, . . . , т, и получен следующий результат: для 
ЛЮбЫХ xi , . . . , Хт При N—>-0О 

P(vl(N,N)/N-lnJV — (i — l)ln\nN<xn i = l, . . . , т) {to} 
т С — х Л 

-*Пехр - ^ J . (5.3) 
5.2. Полиномиальная схема размещения. Пусть частицы 

распределяются по ячейкам так, что каждая частица незави­
симо от остальных попадает в ячейку с номером j с вероят­
ностью Pi = jji У = 1, • • -, -V(a.-f-... -fa././ —-У). Если огра­
ничиться классом регулярных схем, т. е. когда выполняется 
условие 

0<C 1 <minay<maxa j <C 2 < се, (5.4) 
j I 

то многие результаты об асимптотическом поведении времени 
ожидания v„-(N,&), известные для равновероятной схемы раз-
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мещения, переносятся и на полиномиальную схему размещения. 
Приведем формулировки соответствующих теорем: 

1) ЕСЛИ JV,/г-»оо так, что 0<? . 1 <Х-=-^<а 2 < 1, и выпол­
нено условие (5.4), то ел. в. vm (N, k) асимптотически нормальна 
с параметрами Num(K) и /V'U,„2(A,), где для каждого t&[0, 1] 
функция um(t) определяется как решение уравнения 

N 

И 
N \ 

2) Пусть N, k-voo так, что s = N — k — const, и при этом 
N 

^ = 1 + l f > 7 ' IS7l<C<oo, j—^1, • . . . - V , H | 2 e - ^ g < o 0 l 

Тогда 
P(vm(N,k)iN-\nN-(m-\)\n\nN<x)^ns(g(J^). (5.6) 

3) Пусть при N, к {to} оо выполняется условие 

Х 2 / V ^ - 0 < ^ < о о . 

Тогда 
P(v1(/V,k)~k = r){to}nf(.\), r = 0, 1,2, (5.7). 

4) Если N {to} со, а &-=- const, то при т>2 

Р[[2 Р/п) vm(N, k)<xj-*l-n^[J^). (5.8) 

Отметим, что при к = о (1/-V) ел. в. vt (/V, ^) в пределе 
вырождается в точке k, в то время как при т > 2 ел. в. 
vm(N,k) по вероятности неограниченно возрастает при любом 

т—1 
т конечном k, имея при этом порядок 0\N 

Эти результаты содержатся в работах Г. И. Ивченко [53] и 
Г. И. Ивченко и Т. В. Ивановой [58], соотношение (5.7) полу­
чено ранее Холстом '[146]. В работах [48, 93] получены точные 
формулы для производящей функции и моментов ел. в. vm(N,k) 
в полиномиальной схеме размещения. 

Изучение ел. в. vm(N,k) с помощью соотношения 
P(vmW>k)<n)=P{im{n,N)<N-k) 
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•сводится к изучению разделимой статистики 2..-, (л, N) = 

— i / m ( ^ j ) ' rAe hj = kj(n), У==1 -V, —заполнения ячеек 
/ - 1 

после размещения п частиц, а функция /m(x) принимает зна­
чение 1 в точках 0, 1,, . . , т—1 и 0 — в остальных точках. Пол-
ный спектр предельных теорем для ел. в. |m(n,N) при условии 
<5.4) приведен в работе [58]. 

В работе T. B. Ивановой и Г. И. Ивченко [49] рассматри­
валась ел. в. ym(N,k) как функция параметра k — процесс 
ожидания {vm(N,k), k=l, ..., N} и доказана сходимость этого 
процесса (в смысле сходимости конечномерных распределе­
ний) при N{to}oo и соответствующей центрировке и нормировке 
к некоторому гауссовскому процессу. 

Вопросы применения статистик типа времени ожидания для 
проверки статистических гипотез относительно вероятностей 
исходов в полиномиальной схеме в случае растущего числа ис­
ходов N рассматривались в работах [44, 47, 49, 53, 68]. Пусть 
гипотеза Я0 означает, что a t = . . . —aN=l (равновероятная 
схема), a #•— произвольная -«близкая» к #о альтернатива вида 

_ i _ 

Hi-Mj^l+bjWN *, j=l,...,N, \bj{N)\<C<oo,(5.9) 
и при N {to} oo 

N 

i{sum} b?{N) + b*>0. 
B работе Г. И. Ивченко [53] построен критерий для различения 
этих гипотез, критическая область которого имеет вид 
{v„. (N, %N) > С} или {vm (/V, Я.Л/) < С}, и исследовано поведение 
мощности такого критерия при .V{to}oo в зависимости от соот­
ношения между параметрами X и /n. B частности, наибольшую 
асимптотическую мощность среди простейших критериев (случай 
т=\) имеет критерий, основанный на статистике vl(N,X*N), 
!где А,*—-корень уравнения 4_i-3i ~~-n•__. —-Q- Соответствую­
щая критическая область при уровне значимости у имеет вид 

•л предельное значение мощности при альтернативе (5.9) равно 
lb2 \ 

Ф (—- <Р(А.*)—- tYj. Здесь Ф(д:) —функция стандартного нормаль­
ного распределения, Ф( — ty) = y и Ф (A,) =8A,(1 — А,)1/'-(4 — ЗА,)-3/2. 
Табулирование различных характеристик рассматриваемых кри­
териев проведено в работе [68]; в частности, А,!,: = 0,972 . . . , 
•tp(X*) =1,145 .. . . Отметим также, что для т~^2 имеет место 
эффект падения мощности при Х = Хт=1—nm-i(m—1): Крите-
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рий, основанный на статистике vm{N,%m.N), асимптотически не 
отличает альтернативы вида (5-9) от нулевой гипотезы. 

В работе T. B. Ивановой и Г. И. Ивченко [49] предложен 
и рассчитан многомерный вариант рассматриваемого критерия, 
•задаваемый критической областью вида 

{vm (TV, KN) > Cv ..., vm (N, XrN) > Cr), 

Т. В. Ивановой [44] изучены критерии, основанные на стати­
стиках vm\N,k) при k = const и N—k = const, а также рассмот­
рен случай проверки неравновероятной нулевой гипотезы [47]-
B последнем случае при k=XN, 0 < ? i < 1 , соответствующий кри­
терий позволяет различать гипотезы, сближающиеся со ско­
ростью N~u2, однако он ,уже перестает быть критерием согла­
сия: некоторый подкласс таких близких альтернатив он не от­
личает в пределе от нулевой гипотезы. 

5.3. Схема со случайными уровнями. В полиномиальной схе­
ме размещения свяжем с /-й ячейкой неотрицательную целочис­
ленную ел. в. VJ (/>(Vj = 0 ) < l ) и будем называть эту ячейку за­
полненной в «момент» п (после размещения п частиц), если 
hj(n)^:Vj (/= Г .. ., .V). Предполагается, что «уровни» 
vi,...,vjv независимы между собой и не зависят от h\\n),... 
..., hN(n), n=\, 2 , . . . . Таким образом, при каждом п — 
= 0, 1, 2 , . . . определено число заполненных ячеек £(п, N) . 
Определим время ожидания до заполнения k ячеек как 

v(N,A)=min{n:£(n,..V)=k}. 

Отметим, что если vi= . . . ---Vjv — m = const, т. е. уровни не слу­
чайны и одинаковы, то это время ожидания совпадает с рас­
смотренной выше ел.в. vm(N,k). Асимптотическое при N{to}{infty} 
поведение ел. в. v(N,k) для схемы со ел. уровнями vj , . . . ,vjv 
изучалось в работе В. А. Иванова, Г. И. Ивченко и А. М. Про­

тасова [35], а для случая одинаково распределенных уровней 
Vj и равновероятного размещения частиц—-в работе В. А. Ива­
нова [33]. 

, Положим 
" СО 

RVJ (2) == 2 Р (V, > п) пп (г), Hj ( 0 = l - Rv. (ajt), J = 1,...,N> 
.2=0 ' 

и введем функции 
k~\ i 

F ^ ( 0 - i - 2 2 П Hls(t) П (i-Hj(t)), 
1=0 l<ji<...<j,<Ns=*l )&N,l 

где IN>,={\,..,, N}\{JU ..., / , } . Тогда для производящей 
функции ел. в. v(N,k) справедливо представление 
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E^(.v .*)=-^exp{—1=L Nt}dFkiN(t), 0 < z < l . (5.10) 
о 

Здесь Fu,N{t) представляет собой функцию распределения k-й 
порядковой статистики некоторой совокупности из N незави­
симых ел. в., и потому соотношение (5.10) сводит задачу ис­
следования предельных при N{to}{infty} распределений времени ожи­
дания v{N,k) для различных значений параметра k к изуче­
нию асимптотического поведения соответствующих порядковых 
статистик. 

Если уровни v i , . . . , VJV одинаково распределены, то для слу­
чая равновероятного размещения частиц можно получить ис­
черпывающую картину асимптотического поведения v(N,k) 
для различных значений параметра к. Обозначим для этого 
случая Rv(z) общую производящую функцию хвостов распре­
деления уровней VJ, H(t) =l—JRv(t) и пусть и(Х)—функция, 
обратная к H(t) : Н(и{%)) =Х. Тогда имеют место следующие-
предельные теоремы (ограничимся случаем -P(v>0) =1 ) . 

1) Пусть jV{to}oo, а к = const. Тогда если ai=P(v = l) > 0 , то 
P{v{N,k)=k + n)-^C'il

1+n-ial
k{\-aiY, n = 0, 1, 2, . . . ; (5.11> 

если т=min{l:P(v=t)>0}> I и а„ — P(v == т), то 

P\N~v[Ntk)<x\-+\-Kk-x(^xm). (5.12> 

2) Пусть N, k-->oo так, что -----{to} Я, 0 < A , < 1 . Тогда ел. в-
v (N, k) асимптотически нормальна с параметрами Nu(k) и 
No* (к), где а2 (к) = к {1 - к) (и' (X))2 - и {к). 

3) Пусть для любого т > 0 имеет место соотношение 
Rv{t)lRv(Tt)-+T<*, t~>oo. (5.13> 

Тогда при N» k-s-oo и s = ./V —&•— const 

ВД-)<^П«И, - * > 0 . (5.14). 

4) Определим две последовательности констант Ьм = u(l— — V 

и a.v=--«(l — —-jГ) — а (1 — —) и пусть bN/aN-+ со, bNl{Na?N)-±& 
при .У{to} со. Тогда при N, k{to}co, s = N — к = const 

K{N'^NbN<xhu'W w<°°- (5Л5) 
Из приведенных результатов видно, что в рассматриваемой 

схеме возникают новые типы предельных распределений, не 
встречающихся при изучении схемы с детерминированными 
уровнями. Это отрицательное биномиальное распределение 
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••(5.11), когда а{<\, и распределение (5.14). Так если при неко­
тором целом m ^ l 

•ТО /M0-=-jJ 0---«--(-))' и ш е е т меСТ0 (5ЛЗ) С а = т> 3 

и {[ — —) ~(tn\N)Um при N-+<x>. В этом случае время ожида-

( '+L) ния v(N,k) при k, близком к N, имеет порядок 0{N m }•> а 
/.-.— J есть число (конечных) моментов у ел. уровня v. В част­

ности, если v имеет бесконечное среднее, то v (N, k) растет как 
•О (N2), если v имеет конечное среднее, но бесконечный второй 
момент, то v(N,k) растет как О (Nsn) и т. д. Соотношение 
(5.15) имеет место, например, когда при /->со 

Rv(t)**at«e-v(\ + o{l)), а, р>0, а > 0 . 
.Для этого случая 

^ - = i ( l n / V + a l n l n N - l n ^ - ) + o(l), aN = ~-\-o{l). 
Влияние параметра p=P(v = 0) при p>0 на предельное пове­
дение времени ожидания v(N,k) проанализировано в [33]. 

Для общего случая (неодинаково распределенные уровни 
и (или) неравновероятность размещения частиц) доказаны тео­
ремы следующего типа: если при каждом / > 0 существует 

w 
11тП#у,(ау*)-=-Д(0>0> (5.16) 

тогда при .V-> оо 
P(v(N, l)/A^<i){to}1-./?(t), *>0. (5.17) 

Условие (5.16) означает, что необходимо выполнение по 
крайней мере одного из следующих условий: 1) Нт-Р (^>/г) = I, 

j-hOO 

л = 1, 2 , . . . , 2) limay=0, т. е, с большей вероятностью первыми 
У~*.оо 

•будут заполняться ячейки с малыми номерами. Так, в случае 
равновероятного размещения (а1—-... —aN— 1) справедливо 
следующее утверждение: если S (N) означает номер первой за­
полненной ячейки, то при условии (5-16) существует 

t 

UmP(S(N) = J,v{N, l)iN<t)=>-\ -^jrrR^dt, (5.18) 
.•V-t-м J KVj(C) 

0 

j - 1 , 2 
Т. В. Ивановой [46] проведено исследование асимптотиче­

ского поведения ел. в. l(n, N)—числа заполненных ячеек—. 
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'•при различных соотношениях между п и N в схеме равноверо­
ятного размещения частиц и при однородных уровнях. 

5.4. Распределение других характеристик схемы, связанных с 
временем ожидания. Пусть h<i>{le} . • • {le}h(.v> — вариационный 
.ряд (в. р.) из заполнений ячеек в случайный «момент» vm(N, 
Л) при последовательном и равновероятном размещении ча-
•стиц по N ячейкам. В работе Г. И. Ивченко [52] проведено ис­
следование предельных при N{to}oo распределений различных 
характеристик этого вариационного ряда (экстремальных значе­
ний /z(i) и h(W); участков постоянства {mu}r, т. е. числа членов в. р., 
.принявших значение г; числа членов, имеющих максимальное 
значение и др.) для различных значений параметра k и про­
извольном фиксированном т. В данном случае частоты hs ока­
зываются условно независимыми сл. в., распределения которых 
задаются урезанными пуассоновскими законами с одним и тем 
же случайным параметром. Это дает возможность записать . 
распределение любой характеристики в. p. в виде смеси соот­
ветствующего параметрического семейства распределений; при 
этом распределение рандомизированного параметра является 
«бета-распределением B(N—k+\, k), В качестве примера ука­
жем вид распределения максимального заполнения: если s<.m, 
•то iD(/i(jv){le}{cdot}s) =0, а при s^tn 

1 Г 1 s I*"1 

р (V. <s) =л/с^-\ j т_ё- 2 я-(Ая(е)) е"-*'х 
x O - e y - ' d e - (5.19) 

где tm(x) —функция, обратная к функции П-,-1(/). 
Асимптотическое поведение сл. в. h(K) для случая k — N и 

•сл. в. Л(1) для случая /г = 1 в зависимости от соотношения между 
уровнем т и числом ячеек N исследовано в работе Г. И. Ив­
ченко [54]. В частности, при m==cor1st максимальное заполне­
ние /z(w) имеет порядок eln/V, не зависящий от т, а минималь­
ное заполнение hw «отрывается от нуля» лишь при m/ln.V->e. 

Распределение сл. в. \х.Т> в случае k — N, изучалось также 
Флатто [138], а Холстом [154] рассматривались сл. в. вида z = 
=/(М+•••+№) • 

5.5. Время ожидания в других моделях. Пусть N ячеек, в 
которых последовательно и равновероятно размещаются ча­
стицы, расположены в виде таблицы из s строк, состоящих из 
N i , . . . , N, ячеек, соответственно, (Ni+ .. . +-V — ЛГ). Через 
-S(m, k ) , r a = (mb . . . , ms), k= (ku .. . , k8) обозначим состояние 
таблицы, характеризующееся наличием в j-й строке не менее k} 
ячеек, заполненных не менее т;- частицами каждая ( / = 1 , . . . 
. . . , s). Обозначим время ожидания до момента достижения со­
стояния 5 ( т , к) через v т (N, к), N — ( N 1 , . . . , N,). В работе 
Г. И. Ивченко и T. В, Ивановой [57] исследовано асимптотиче­
ское поведение этой сл. в. при /V{to}oo и различном характере 
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поведения величин /•/•., ..., Ns и k i , . . , , k, (параметры mi, • - -
. . . , rn» фиксированы). 

Распределение ел. в. vm(N, k), когда выбор строки, в кото­
рой размещается очередная частица, управляется эргодической" 
цепью Маркова, рассмотрено в работе А. Асимова [4]. 

Время ожидания в схемах распределения частиц комплек­
тами изучалось в работах [43, 51, 60] (см. § 3). 

В работе Г. И. Ивченко и Т. В. Ивановой [48] рассматрива­
лось время ожидания до заполнения, по крайней мере, до уров­
ня т каждой из k выделенных ячеек в полиномиальной схеме 
размещения частиц по N>k ячейкам и получена производящая 
функция и моменты соответствующей сл. в. Т. В. Ивановой 
[45] проведено исследование асимптотического поведения в р е ­
мени ожидания vm(N, k) в схеме с одной «особой» ячейкой, 
заполнение которой нас «не интересует». Выяснено влияние 
«веса» этой особой ячейки (т. е. вероятности попадания в н е е 
частиц) на предельное поведение сл. в. vm(/V, k). 

5.6. Схемы с фиксированным числом ячеек. Пусть gu 
|г. • • • — последовательность сл. в., принимающих значения 1,. 
2 , . . ., N, и hj(n) —число появлений /-го исхода в п испытани­
ях. Вектор частот h(n) = (hi(n),..., hN(n)) порождает некото­
рое случайное блуждание в .V-мерном евклидовом простран­
стве RN. 

В ряде приложений возникает необходимость изучения сл. в... 
типа 

H'(A)==min{tt:h(fl)(£A}, v' (B) = mm{ft:h {п)Щ, 
где А и В — заданные области в R". Величина |x'(A) опреде­
ляет момент выхода случайного блуждания h(п), п = 1 , 2, . . . г 
из области А, величина v'(B) —момент достижения области В^ 

В.'А. Иванов и Г. И. Ивченко ![34] исследовали случай уда­
ляющихся от начала координат областей с границами, парал­
лельным осям: 

A = A{l) = {(xx, ...,xN):Xj<lj, j = \,...,N}, 
B = B[m) = {{xu...,xN):xj>mj, j = \,...,N}, 

где 1= (/•, . . . , / „ ) и m= (mi , . . . , mN)— заданные векторы с ц е ­
лочисленными положительными координатами. 
Обозначим u(I)=p/(A(l)) и v(m)=v /(-5(m)) , а в случае 

/ — I, mj=5/n, u(1)==iJ.(i), v(m) = v(m). 
Тогда \х (I) (v (m)) есть момент достижения уровня / (т) с л у ­
чайным функционалом max п,(п) (min h,In)). 

\<j<N \<i<N 
Соотношение 

•P0*(1)>иг, v(m)</z2) = P(h(/z1)<1, h(n 2)>m) 
позволяет сводить изучение совместного распределения сл. в -
ц(1) и v(m) к изучению двумерных распределений процесса 
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-Jh («)}. В [34] получены предельное совместное распределение 
•ел. в. (л (1) и v (т), и асимптотика их моментов при I, Ш-УОО, 
i / m - > а < L где i=-min—-<ra-=max —, в случае, когда после-

1 pi i pi 
довательность fo, g2, • • • является однородной эргодической цепью 
Маркова с N состояниями, заданной матрицей вероятностей 
переходов и стационарными вероятностями (pL, . . . , p-v)-

Например, для последовательности независимых и равно. 
вероятных ел. в. предельная функция распределения вели­
чины (v (т) — Nm) I (N YNm) при /n->oo, jV = const имеет вид 

Н (х) --= J Ф (zv ..., 2./V_i) dzx . .. dzN-\, x> 0, 

где A(x) = {(z1, . . .,zN^.l):zi<_x, t = 1, . . . , N — 1, Z ! + . . . 
. . . + z.v-1 > — x), 

*{* , , . . . , г * - . ) - . A T ' 2 ( 2 ^ ^ 

Для моментов ел. в. v (m) справедливы формулы 
Ev (in) ^Nm + SiNVTTm (1 -|-о (1)), Dv {m)~(62 — W) N*m, 

где 6f =- f xrdH (x) и для г = 1, 2 61 = У JV J х^-'Ф'1 (х) d*, 
6 0 

1 
i,2 = ^xrf-1(drl(x))idx, ф-1 (.ж) — функция, обратная к Ф(х). 

о 
Для получения более точных асимптотических разложении в 
некоторых частных случаях был использован метод непосред­
ственного асимптотического анализа допредельных выражений. 

В работе В. A. Иванова ;[29] приведены асимптотические 
разложения для первых двух моментов ел. в. р,(1) и v(m) в 
случае бернуллиевской последовательности, а в работе 
В. А. Иванова и А. Е. Новикова [37] —для цепи Маркова с 
двумя состояниями. Так, для дважды стохастической цепи Мар­
кова с двумя состояниями 0 и 1, с вероятностями перехо­
дов, задаваемыми значением б, где poi— jO—б), при т1 = 
= т2---т-'-оо имеют место соотношения 

+0hhr} 
-м»>--(.Ч,^»+-£(^Г»-+ 
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для равновероятной бернуллиевской последовательности 

+°hH-
\т у т J 

Случай двух блуждающих на плоскости точек рассмотрен вк 
работе В. А. Иванова [31], 

§ 6. Оценивание параметров 
ДЛЯ конечных совокупностей 

В ряде прикладных задач, связанных с выборочным обследо­
ванием конечных совокупностей, мы имеем дело с ситуацией,. 
когда число элементов (объем) N исследуемой совокупности °М.~-
является априори либо неизвестной величиной, либо о нем из­
вестно лишь, что его значение находится в некоторых заданных. 
пределах /Vi{le}.V-̂ .V2. В этих случаях возникает задача получе- • 
ния тех или иных статистических выводов относительно N на. 
основе имеющейся статистической информации об °И. Такая ин­
формация представляет собой обычно выборку элементов из °U*, 
извлеченную по некоторому заданному стохастическому закону,. 
и решение задачи, естественно, существенно зависит от типа 
этого закона. Чаще всего в приложениях имеют дело со схема­
ми повторной и бесповторной выборки. 

6.1. Точечные оценки. Простейший пример подобной задачи 
обсуждается в книге В. Феллера [112, стр. 56—58], где речь*. 
идет об оценке числа рыб в озере по результатам двух незави­
симых уловов, когда каждый улов представляет собой бес-
повторную выборку. В этом случае статистические выводы oi 
неизвестном числе рыб N формулируются на основании изуче­
ния статистики Ц2 — числа рыб, попавших в оба улова (вели­
чина (Х2 имеет, как известно, гипергеометрическое распределе­
ние). Если обозначить объемы выборок через mi и m2, соот­
ветственно, то в данном случае для оценки максимального прав­
доподобия (о. м. п.) N параметра N справедливо соотношение: 

j \ • - * • - . • — — — • — . • . 

[х2 nil +mz—11 
где Ti = mi + rn2—й.2 — число разных рыб, пойманных за оба' 
улова. Таким образом, в данном случае (две независимые бес-
повторные выборки) изучение статистики р,2 фактически экви­
валентно изучению статистики г\. Детальный анализ такой' 
двухвыборочной схемы проводится в работе Чэпмана [126]... 
Обобщение этой схемы на случай произвольного числа s вы­
борок рассматривалось в работах Г. И. Ивченко и Е. Е. Тимо-
ниной [64, 65, 66]. 
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Пусть mb . . . , ms ( s ^ 2 ) —объемы независимых бесповтор-
ных выборок из совокупности °U, rn = rnax mi, n = m1+ . . . -\-т3 

и jir обозначает число элементов 41, каждый из которых вошел 
ровно в г некоторых выборок, г = 1 5. Тогда вся совокуп­
ность данных представляется векторной статистикой \л= (ць . . . 
. . . , \\„), и по ЭТОЙ информации требуется оценить неизвестный 
параметр N и, более общо, произвольную параметрическую-
функцию t(N). 

В работе [66] доказывается, что -.статистика i--=[ii + . . .. 
. . . +Hi — общее число наблюденных элементов °U — является 
полной достаточной статистикой для параметра N и, основы­
ваясь на этом, описывается класс функций -r(N), для которых 
существуют несмещенные (а значит, и с минимальной диспер­
сией) оценки ф(т]), и указывается, как по т определить ср. 
Оказывается, что если /V{le}n, то оптимальная оценка сущест­
вует для любой функции T(N) и она имеет вид 

где ty(j) = L±cyi и Л —оператор разности: А / (л ) -—/ (л:+1) — 
'=-

— / (x). B частности, оптимальная оценка для параметра JV 
имеет вид (при N<n) 

N=*&n (O--ip(O))/ A \ ( 0 ) . (6.2). 

Если же N(^m) может быть априори любым натуральным 
числом, то оптимальные оценки можно построить лишь для 
функций вида t(N)-=f(N)A[>(N), где f(N) — многочлен степе­
ни не выше п, удовлетворяющий условиям / ( x ) = 0 при х = 0, 
1, . . . , т—1. Если т(Л^) — такая функция, то оптимальная оцен­
ка для нее дается формулой 

т-= Дч (т (0) -ф (0))/Д~г(> (0). (6-3)< 
B частности, несмещенная оценка с минимальной дисперсией для. 
функции т (.¥)•=— всегда существует и имеет вид 

г.-=Д1-(0-1-1|)(0))/ДТ111)(0). (6 .4) . 

Если же ограничиться классом оценок, являющихся линейными 
функциями ОТ Hi , . . . , i v TO в ЭТОМ классе единственной несме­
щенной оценкой для x(N) = \/N является статистика 

T.-=2r(r— 1)ц.г / 2 m i O T / - (6-5-)' 
- = 2 / l*J 
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Для параметра /V построена также о. м. п. N, которая для 
случая выборок одинакового объема (#г1 -=. . .--= tns = т) нахо­
дится из условия [65] 

Sm(N-U n)>s>Sm(N, n)> (6.6) 
если Ti>m, и JV = т, если г\-—т. Здесь 

и 
Sm (k — 1, k) == + oo . 

Показано также [64], ЧТО С помощью линейных оценок вида 
s 

^ c.iv несмещенным образом можно оценивать лишь полиномы 
г=: 
от \lN степени не выше s— 1. 

Положив в предыдущих формулах mi= ...=tns=\, можно 
получить соответствующие выводы для схемы простой повтор­
ной выборки, которая изучалась Харрисом [142] (его результат 
содержится в формуле (6-2)) и Дримлом и Ульрихом [133] 
(их результат содержится в (6.6)). 

Основываясь на распределении статистики т], для схемы с s 
бесповторными выборками равных объемов т рассчитаны до­
верительные интервалы для N для значений n = s/n = 5 (5) 25, 
всех возможных комбинаций s и т и доверительных уровней 
0,9; 0,95; 0,99. 

6.2. Асимптотическое оценивание. На практике часто объем 
совокупности представляет собой априори весьма большую ве­
личину и потому представляет интерес асимптотическая поста­
новка задачи, предполагающая неограниченное возрастание как 
параметра N, так и объема выборки. 

Пусть mi= . . . =m3 = m{to}oo, N{to}oo и при этом Р=% %[Ри 
р2], где 0<р1<р2<1 —заданные границы, в которых находит­
ся неизвестное значение параметра р. В качестве оценки для р , 
согласно (6.5), можно рассматривать статистику 

P>»~s(s-l)m 2 / f r - - ) ! - - - . 

которая является единственной несмещенной оценкой, линейной 
относительно ц, , , . , , \is.. В рассматриваемых асимптотических 
условиях эта оценка является состоятельной и (равномерно по p) 

асимптотически нормальной (с. а. и.) JV (p, s(sffi\—)> •?=1—p. 

Выделим в классе линейных оценок S?*=\lm = — ^ f{r)\xr\ М г - 1 
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подкласс a?'QL& с МОНОТОННОЙ (no р) функцией af(p) = ~Ef (X), 
где X — биномиальная случайная величина с параметрами s и 
р; при этом должно ВЫПОЛНЯТЬСЯ условие а/(р)ФО при 
•PGtpn p2l. Введем новый класс оценок ЭД — {£m.-=a-1 (lm): tm&'}, 
где aj-](t)~функция, обратная к af(p). При любом s оценка 
Pn0&s< Ho при s > 2 класс-Ж;, содержит и другие оценки, кото­
рые при рассматриваемых асимптотических условиях также 
являются с. а. н. оценками параметра р. В работе [65] дока­
зано, что в классе ffls существует единственная асимптотически 
оптимальная (т. е. с асимптотически минимальной дисперсией) 
оценка параметра р, которая имеет вид £m*.-=a-- (£•), где 
а (р) -= —-—. Эта оценка представляет собой асимптотический 
аналог о. м. п. pni = m/N, где TV определяется, согласно (6.6). 

В [65] решаются также задачи асимптотического оценивания 
(точечного и доверительного) произвольных параметрических 
функций T(p), а также проверки гипотез (простых и сложных) 
о параметре р. В частности, асимптотически наикратчайшим 
доверительным интервалом для р, отвечающим доверительному 
уровню l — у, является интервал (£„,* + typVv (irn*)/m), где 
fp (P) -= T^-q's—spq*-^ Ф (— ^б) = б и Ф (•*•) — функция стандартного 
нормального распределения. 

В работе [67] получены аналоги этих результатов для случая 
простой повторной выборки, когда ее объем п и объем сово­
купности TV удовлетворяет условиям: п, TV->oo, a = T-6fo.i. a2]i 

А/ 1 

где 0 < а 1 < а 2 < оо —заданные границы, в которых по условию 
находится неизвестное значение параметра а. 

В [64] проведено сравнение схем повторной и бесповторной 
выборки с точки зрения эффективности оценивания параметра 
TV, когда в качестве соответствующих оценок рассматриваются 
статистики N\ = tnlpn (схема с s бесповторными выборками 
равных объемов т) и Ni\ — я/а,.. (схема повторной выборки 
объема n = sm, ап—несмещенная линейная оценка а). Показано, 
что при n<TV/2 (основной случай в приложениях) оценка TV и 
асимптотически более эффективная, чем TVi, но при я > TV/2 
всегда можно указать значение .у, при котором более эффектив­
ной является оценка TV'. 

6.3, Расслоенные совокупности. Пусть элементы конечной 
совокупности °U разбиты по некоторому признаку на k классов 
(слоев) % , . . . , Шк (<U{()<Ui = 0, 1ф\, -WiU • • . U-2-fc=-») раз­
мерами, соответственно, Nu . .., TV,,. Параметры N1,.. . , TV., и 
.V---TV.+ . . , +N/t неизвестны и подлежат оцениванию. Для слу-
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чая, когда имеется простая повторная выборка элементов из °ICV. 
эта задача решена в работе Г. И. Ивченко [55]. 

Пусть объем выборки есть п и г\} обозначает число элемен­
тов /-го слоя, вошедших в выборку, / = 1 , . . . , k. Тогда векторе 
т.1 -=(тц,. . . , T)ft) является ПОЛНОЙ достаточной статистикой для 
параметров N =(_¥. , . . . , Nh). Пусть требуется оценить задан-
ную параметрическую функцию x(N). Тогда задача сводится к 
выяснению условий разрешимости и отысканию при этих усло­
виях явного вида решения уравнения несмещенности 

£Ncp(yj).=T(N), VN-^0. (6.7) 

Доказано, что если возможные значения параметров N ограни­
чены условием /V{le}n, то уравнение (6-7) разрешимо для лю­
бой функции т(!М) и при этом оптимальной оценкой для %{Щ 
является статистика 

T=--cp(v?) = (Aj i . . . .A^_(- l^ / ) / (0) /A 1 iO», (6.8> 

где Г| = Г|1+ . ..+ТЦ, f(x) = (xx+ ... + xh»)t(x), х=(х , xh)T 
Aj — оператор разности по /-й переменной и / — тождествен­
ный оператор. 

ЕСЛИ же N-7--0 априори может быть любым целочисленным 
вектором, то уравнение (6.7) разрешимо лишь для функций ви­
да t(N) =f(N)/Nn, где f.(N) — многочлен от Nu ..., Nh степени 
не выше п, удовлетворяющий условию f(0)=0. Для любой та­
кой функции оптимальная оценка имеет вид (6.8). 

В частности, несмещенным образом можно оценивать лишь 
полиномиальные функции степени не выше п. от долей р —----/-»• 
/=-=1, ...,/%. Задача оценивания долей Р., • ...Рй С использова­
нием выборочных частот Р.==—--> А. —число наблюдений элемен­
тов г'-го класса (i — \, ...,k), обсуждается в [137]. 

Для параметров N, JVi Nh построены также оценки мак­
симального правдоподобия. 

ЕСЛИ объем совокупности .V{to}oo, а объем выборки п и раз­
меры классов /Vi Nk связаны с N соотношениями 

n — aN, 0 < C 1 < a < C 2 < 0 0 , 
NJ^JN, 0 < C 8 < ^ < C 4 < 1 , / = 1,.. . .А, ( 6 , 9 > 

то оценивать параметры а и р-= (Р1, . . . , pft) можно на основа­
нии следующих предельных теорем: 

1. Статистика а„ — тг1 (ц/ri), где т(а) = (1 — е~а)/а и 
тгх (г.) —функция, обратная к т(а), является с. а. н. Ж (а,. 
b2(a)/ri) оценкой для а, где 62(а)-=а3/(еа— I — а), а асимптоти­
ческим доверительным интервалом для а с доверительным 
уровнем 1 — y является интервал (а„ ± ty/Ф (a„)/]/7z.), Ф (— ta) == б». 
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2. Статистика J3,— ( — , . . . , -—] является с. а. н. -^(Р-

•— QKBnQ,A оценкой для [3, где G есть матрица c элементами 

dg,(x)/dxj при x = m(a)p, g,(x)=> Xj +
 X\+X/i • f-=l, • . . . £ . 

£—-матрица с элементами 

a/ \ at j J' 
bij ~ I «• -—2a *-?--/» a/a/ 

a / = a/Pi, i = 1, . . . , k, a G„, .6,,— значения этих матриц 
при a==a.,-, a-—a, „ — — a,,, i = l , . . , , A . 

6.4. Другие выборочные схемы. Имеется большое число ра­
бот как математических, так и сугубо прикладного характера, 
посвященных задаче оценивания неизвестного размера конеч-
ной совокупности, в которых рассматриваются специфические 
статистические эксперименты, «высвечивающие» некоторое слу­
чайное подмножество элементов совокупности. Одно перечис­
ление подобных работ заняло бы слишком много места (их 
список только за последние несколько лет насчитывает не­
сколько десятков названий), поэтому мы ограничимся упоми-
манием лишь отдельных последних публикаций [10, 107, 108, 
120, 124, 125, 127, 129, 131, 152, 164, 169, 171] и монографии 
Ю. К. Беляева [9], в которой также затрагиваются близкие 
вопросы. В качестве одного соответствующего примера рас­
смотрим следующую модель эксперимента, которая может 
быть наглядно интерпретирована в терминах распространения 
слухов [56, 123]. Именно, пусть имеется коллектив из /V лиц, 
среди которых распространяется некоторая новость. В началь­
ный момент новость сообщается некоторому числу Yi лиц. 
B следующий момент каждое из этих У-. лиц независимо от 
остальных передает ее какому-нибудь другому лицу, выбирае­
мому с равной вероятностью из всех остальных N—1 членов 
коллектива. B результате таких У, контактов новость станет 
известной некоторому дополнительному числу лиц -К2 (---S -^i). 
которые по описанному алгоритму продолжают распростране­
ние слуха на третьем этапе ит. д. Таким образом, процесс рас­
пространения слуха может быть аписам невозрастающей 
последовательностью {Yi^Y2^ . ..}, где Yt есть число 
лиц, узнающих новость в результате случайных контактов на 
t-u этапе, t=2, 3 , . . . . Поскольку ~,y.{le}N, а размер N коллек-

тива конечен, то последовательность {У/} также конечна- Пусть 
v = min{/: У* = 0} есть момент прекращения распространения 
слуха. Тогда 5Ч=У1+ . . . +YV — число лиц, которым в конеч-
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ном итоге станет известна новость, — является полной доста­
точной статистикой для N, а оптимальная (т. е. несмещенная с 
минимальной дисперсией) оценка для N существует и имеет 
вид (при Y{ = r) 

W , - r + -r(Sv), (6.10) 
где функция 

cpr(s)-=5(s—l, s — r-l; r)/S(s— l, s — r\ r — \) 
и 

It 

S(/z,ft;*)--I-2 (-l)^C,;(x + ;r-=-—-
есть так называемые обобщенные числа Стирлинга 2-го рода 
[83]. Если Sv велико, то вместо (6.10) можно использовать 
простую приближенную формулу Nr~Svl2r. При .<V{to}oo и 
фиксированном г статистика ----- N', распределена асимптотически 
по закону х2 (2г) и при этом DNr~N2-lr, а асимптотическим 
Y-доверительным интервалом для N является интервал 

Л (Y) = [ # / ' - , (•--?-•). Silt» (If*-)} 
где t2r{b) есть 8-квантиль закона %2(2г). 
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