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сложность АЛГОРИТМОВ и ВЫЧИСЛЕНИЙ 
С. С. Марченков, В. Л. Матросов 

- Настоящий обзор составлен поработай, опубликованным с 
- середины 50-х годов по 1972 год включительно. Авторы не име­

ли возможности отразить в обзоре все результаты, полученные 
^ по рассматриваемой теме за указанный период. Предпочтение 
,. отдавалось, прежде всего, результатам по сложности вычисле­

ний и сложности задания алгоритмов для наиболее употреби-
''' тельных формализации понятия алгоритма — машин Тьюринга 
•. и нормальных алгорифмов A. A. Маркова. Поэтому за предела­

ми обзора остались вопросы сложности вычислений на специ-
*• альных типах вычислительных устройств, в том числе на веро-
t ятностных машинах Тьюринга, сложность реализации алгорит­

мов конечными автоматами, схемами из функциональных 
элементов и т. п., сложность языков в теории формальных прам-

* матик и, по существу, связь сложности со случайностью и коли­
чеством информации. Вместе с тем авторы сочли необходимым 
включить в обзор некоторые результаты по исследованию раз-

•*- личных «аналитических» классификаций рекурсивных срунк-
-. ций.* Это объясняется следующими двумя обстоятельствами. 

Во-первых, в любой аналитической классификации каждому 
классу сопоставляется единственное ординальное число (или 

^ обозначение ординального числа), причем, как правило, более 
мощным и более сложным классам функций соответствуют 
большие ординальные числа. Таким образом, .ординальное 

^ число — обозначение класса дает некоторую сложностную ха­
рактеристику функциям, составляющим данный класс. Во-вто­
рых, в теории сложности вычислений при определении илисрав-

* нении классов сложности часто в качестве внешнего (не содер-
t жащего явно понятия сложности вычисления) инструмента ис­

пользуют аналитические классификации рекурсивных функций. 
> На самом деле, существует более глубокая связь между многи-
, ми аналитическими классификациями и классами сложности для 

конкретных мер .сложности вычислений и типов вычислительных 
•" устройств — подробнее об ЭТОМ в разделе «Аналитические клас-
i снфикации рекурсивных функций». 
* * Термин «аналитические классификации» не является общепринятым. 

Аналитическими классификациями мы называем классификации, которые 
* «троятся без привлечения понятия сложности вычисления. 
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Отметим работы [2, 10, 13, 57, 72, 84, 95, 118], носящие об­
зорный характер и связанные со сложностью алгоритмов и вы­
числений. 

§ 1. АНАЛИТИЧЕСКИЕ КЛАССИФИКАЦИИ РЕКУРСИВНЫХ 
ФУНКЦИЙ 

Идея классификации семейства рекурсивных функций воз­
никла, по-видимому, еще в середине 30-х годов, когда на основе 
работ Черча, Тьюринга и Клини было дано математически стро­
гое определение интуитивному понятию алгоритма. Одними из 
первых работ по классификации рекурсивных функций следует 
считать работы Петер [175—177]. В них введены и изучены 
классы ^-кратно рекурсивных (или /г-рекурсивных) функций, 
играющие в теории рекурсивных функций заметную роль. Для 
всякого k>l класс ^-рекурсивных функций является перечне-
лимым семейством общерекурсивных функций, которое полу­
чается из простейших функций применением операций суперпо­
зиции и А-кратной рекурсии. Последняя представляет собой 
частный случай трансфинитной рекурсии по типу и'1. Если 
обозначить семейство й-рекурсивных функций через Ru, то, как 
показала Петер [176], R{c:R2cz.. . Класс URu является пере-

ft>0 
числимым и потому, разумеется, не исчерпывает класса всех 
общерекурсивных функций. Построение дальнейших более 
сложных классов трансфинитно-рекурсивных функций наталки­
вается и а трудности введения «естественных» полных упорядо­
чений, поскольку из результатов Дж. Майхилла [169] и Роит-
леджа [185] вытекает, что любую общерекурсивную функцию 
можно получить рекурсией при подходящем полном упорядоче­
нии по типу а. 

Единственной классификацией семейства всех общерекур­
сивных функций является классификация Клини [142]. Каждый 
класс iB этой классификации примитивно рекурсивно замкнут, 
Обозначениями классов служат обозначения из некоторой спе­
циальной системы обозначений конструктивных ординалов. 
Классы порождаются методом построения универсальных функ­
ций, связанным с ординальными обозначениями. Классифика­
ция Клини обладает значительными нерегулярностями. Так.. 
классы, соответствующие ординалам, меньшим ш2, состоят из 
3-рекурсивных функций [71], а объединение классов, занумеро­
ванных обозначениями ординала а2, дает в точности класс всех 
общерекурсивных функций [105]. В силу этих причин, класси­
фикация Клини имеет ограниченное применение в теории СЛОЖ­
НОСТИ вычислений. 

Наибольший интерес представляет классификация Гжегор-
чика и ее обобщения. Классификация примитивно рекурсивных 
функций была предложена Гжегорчиком в работе [113]. Клас-
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сификация основана на последовательности примитивно рекур­
сивных функций In (x, у): 

/о(х,У) = У+1, fi(x,y) = x + y, f2(x, y) = (x + \)(y+l) 
и ДЛЯ я > 2 

/»+i(0, #) — /Л-Н--.г/+1), 
/в+1 ( x + 1. y) = fn+\ (X, Д+1 (X, 1J)). 

Классы Щп в этой классификации определяются как наименьшие 
классы функций, содержащие исходные функции .x-f-1, 
Ui(x> У) = х, U2(x, у) = у, fn{x,y) и замкнутые относительно 
операций суперпозиции и ограниченной рекурсии. Согласно-
Гжегорчику, всюду определенная функция f(x, уи ..., уп) 
получается из всюду определенных функций g(ifi, ...,. У„)> 
h (х, z, ft,..., уп), j (х, уи . . . , уп) операцией ограниченной 
рекурсии, если для всех х, уи ..., уп функция / удовлетворяет 
соотношениям: 

( / (О, Уи •••,y,i) = g{lh . Уп), 
/ ( x + l, уь ..., ytt) = h(x,f(x, ул уп), уи . . . . уп), 
{f(x, Уи .... tJnXJ (х, Ух Уп)-

Гжегорчик показал, что Ш°а'ё1с..., где включения строгие,. 
IJI"-класс всех примитивно рекурсивных функций. Класс <Е3 

этой классификации является классом функций, элементарных 
по Кальмару (определение элементарных функций дано в рабо­
те [136]). Из других классов заслуживает внимания $2 как 
класс функций, вычислимых за полиномиальное время. В терми-, 
нах вычислений на машинах Тыоринга этот класс охарактери­
зован в работах [14, 93, 180], а в терминах вычислений 
на машинах Минского —в [27, 39]. 

Может показаться, что функции /,,, определяющие классы '£" 
в иерархии Гжегорчика, выбраны довольно искусственным: 
образом. Однако, как показал Ритчи [181], к совершенно-
такой же иерархии мы придем, если будем рассматривать в ка­
честве /„ функции, основанные на функции Аккермана. Этот 
результат далеко не случаен. Дело в том, что классы Гже­
горчика <§п состоят из функций с рекурсивной глубиной, 
близкой к п. Этот факт впервые был замечен, по-видимому, 
Акстом [70]. Он определил классы Кп как классы всех функ­
ций, получаемых из простейших операцией суперпозиции и не 
более чем п применениями операции (неограниченной) примитив­
ной рекурсии. Акст доказал соотношения К0<^ё'°, KiCcSl

t для 
п>2 /r„cg«+1 и Кп£ё'1, KoCzKiC... Ясно, что объединение 
U Кп исчерпывает все множество примитивно рекурсивных: 
функций. Результаты Акста были усилены Парсонсом [173] 
и Швихтенбергом [197]. Мы приведем формулировку теоремы 
из работы [197], близкие формулировки содержатся в работе [173]. 
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Пусть /?„ (/?я1п) —класс всех примитивно рекурсивных функций, 
которые можно получить из функций 0, x-f-1, Ui„l(xu . . . . xm) = 
— xt операцией суперпозиции и не более чем п применениями 
операции примитивной (одновременной) рекурсии. Тогда для 
любого я > 3 Rn = 8'l+l и для любого п>2 J$n = gnJr\ 

Еще одно свойство классов Щп Гжегорчика может служить 
отправным моментом для получения подобных иерархий. Речь 
идет о существовании в классах $'г+1 функций, универсальных 
для семейства одноместных функций из if". Гжегорчик устано­
вил этот факт для п>3. Обратно, Акст [69] показал, что 
если определить E0 —&ч и E„+1 как наименьший класс, содер­
жащий E0, универсальную для Еп функцию и замкнутый отно­
сительно суперпозиции и ограниченной рекурсии, то для любого 
л > 0 окажется Еп = <о"+4. Правда, для доказательства этого ре­
зультата необходим выбор специальных универсальных функций. 

Одна из важных связей классификации Гжегорчика со слож­
ностью вычислений на машинах Тьюринга была вскрыта 
Кобхэмом [93]. Он показал, что для п~>2> всякая функция 
из класса Шп может быть вычислена на подходящей машине 
Тьюринга с зоной и временем, также являющимися функциями 
из Щп. Обратно, если зона или время вычисления функции 
на машине Тьюринга принадлежит классу &п, то и сама функ­
ция принадлежит классу ёп. Класс $2 охарактеризован как 
класс функций, вычислимых на машинах Тьюринга с линейной 
•(относительно двоичной записи аргументов) зоной. Различные 
варианты доказательства этих результатов имеются в работах 
[14, 26]. Более равномерное и универсальное описание конечно-
порожденных ^-замкнутых классов в терминах сложности 
вычислений на машинах Минского имеется в работе [39]. 
В частности, класс 'S2 совпадает с классом всех всюдуопреде-
ленных функций, вычислимых на машинах Минского за полино­
миально ограниченное время или на полиномиально ограниченной 
зоне. 

Классификация Гжегорчика обобщалась в различных направ­
лениях. Леб и Вайнер [150, 151] предложили. некоторый метод, 
позволяющий продолжать иерархию Гжегорчика по счетным 
ординалам. Их метод основан на выборе для всякого счетного 
ординала а специальной фундаментальной последовательности 
ординалов, сходящейся к а. Для всякого конструктивного 
ординала а соответствующий класс Оа в классификации 
Леба —Вайнера оказывается некоторым классом общерекурсив-
ных функций. Объединение U Оа, как показал Вайнер [210], 

С6<Е0 

является классом доказуемо рекурсивных функций, то есть 
классом общерекурсивных функций, рекурсивность которых 
может быть доказана в формальной арифметике первого 
порядка. Класс U Оа совпадает с классом k-рекурсивных 

«<и>--
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функций Петер. Дальнейшее измельчение иерархии {G<~-} пред­
ложено Вайнером [211]. 

Синтаксическое определение классов алгоритмов №п), кото­
рые равномощны машинам Тьюринга, работающим с временем 
и зоной, ограниченными в классе Щп Гжегорчика, дано 
В. A. Козмидиади [26]. Рассмотренные им алгоритмы имеют 
черты конечных автоматов и нормальных алгорифмов 
A. А. Маркова. При п>\ класс функций, вычислимых алгорит­
мами из ?(("), совпадает с классом g"+2. 

Несколько классификаций рекурсивных функций основано 
на идее Ритчи [180]. Хотя формально его классификация {Fi} 
элементарных по Кальмару функций использует понятие ма­
шины Тьюринга, фактически она проводится по глубине супер­
позиций функций из начального класса Flm В качестве F1 вы­
бран класс функций, вычислимых на машинах Тьюринга с дво­
ичным кодированием аргументов и с зоной, ограниченной ко-
нечноавтоматнымн функциями. Далее, Ei+1 есть класс функций, 
ВЫЧИСЛИМЫХ с зоной, ограниченной функциями из класса Fi. 
Так же, как в классификации Гжегорчика функции из классов 
«?" имеют рекурсивную глубину, близкую к п, так и в класси­
фикации Ритчи функции из классов Fi имеют глубину суперпо­
зиции (по отношению к функциям из класса F.), близкую к L 
Херман [129, 130] 'показал, что классификация Ритчи довольно 
устойчива: классы Fi не очень сильно зависят от способа коди­
рования аргументов н выбора вычислительного устройства. 

Метод РИТЧИ был использован Дж. Кливом [92] для построе­
ния иерархии примитивно рекурсивных функций по типу со2. 
В отличие от Ритчи, Дж. К лив применил в качестве вычисли­
тельного устройства машины Шефердсона —Старджиса, имею­
щие в программах в качестве исходных функций сложение, 
умножение и предикат равенства. Классы Еа, а<ю 2 , в класси­
фикации Клива обладают следующим свойством: для всех г > 1 
Еаг~~'£г*2. Подобные результаты для машин Тьюринга получены 
Я. Б. Казаиовичем [14]. 

Помимо класса функций, элементарных по Кальмару, отме­
тим еще несколько классов функций и предикатов, часто встре­
чающихся IB вопросах оценки сложности конкретных функций. 
Сколем [199] ввел класс S элементарных функций, содержащий 
функции x + 1 , х-\-у, х—у и замкнутый относительно супер-пози­
ции и ограниченного суммирования. Класс А ограниченно-ариф­
метических предикатов был определен А. В. Кузнецовым [31] 
как наименьший класс предикатов, содержащий предикат равен­
ства и замкнутый относительно операций алгебры логики, наве­
шивания ограшчешых (кванторов и подстановки (вместо пере­
менных полиномов с натуральными коэффициентами. Независи­
мо Шмульян [201] ввел класс R рудиментарных предикатов. 
Совпадение классов А и R установлено В. A. Непомнящим [45]. 
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Еще один класс элементарных функций был определен Томпсо­
ном [209] как класс функций, содержащий функцию сцепления 
(конкатвнащш) и замкнутый относительно суперпозиции и огра­
ниченной синтаксической рекурсии. 

§ 2. ВЕРХНИЕ И НИЖНИЕ ОЦЕНКИ СЛОЖНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЯ 
ИНДИВИДУАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ И ПРЕДИКАТОВ 

Первые нетривиальные нижние оценки сложности вычисле­
ний на машинах Тьюринга были получены с использованием 
понятия следа вычисления- След вычисления для одноленточной 
машины Тьюринга Ш в точке i, являющейся границей двух со­
седних ячеек ленты, представляет собой последовательность со­
стояний, в которых машина' Тыоринга 5И пересекает точку i в 
рассматриваемом вычислении. Техника следов была развита в 
работах Рабина [178], Дж. Хартманиса [114], Хенни [126, 127] 
и независимо от них в работах Б. А. Трахтенброта [57, 58], 
Я. М. Барздиня [6] и Р. В. Фрейвалда [60]. Она позволила 
получить нижние оценки не более чем квадратичного роста для 
сложности вычисления ряда индивидуальных функций и преди­
катов. 

Пусть 2 — некоторое множество слов. Будем говорить, что 
машина Тыоринга 9К перерабатывает 2 с ограниченным режи­
мом, если существует такая константа С, что для любого 
слова Р из 2 длина следа вычисления Ш(Р) в любой точке 
не превосходит С. Если для всякого слова PQQ время вычис­
ления (или сигнализирующая времени) %{(«•) по порядку 
не превосходит nAog я, то говорят, что Ж перерабатывает множе­
ство Q с логарифмическим замедлением (здесь л —длина слова Р). 
Если для некоторой константы С зона вычисления S^i(n} 
(другие термины: ленточная или емкостная сигнализирующая) 
не превосходит п-\-С, то Ш перерабатывает 2 с ограниченным 
удлинением. 

В работе [58] показано, что если машина Тьюринга ЭД 
перерабатывает 2 с логарифмическим замедлением, то Ш 
перерабатывает 2 с ограниченным удлинением. 

/ *%> ОО 
Если для всех PQQ tm> (и) — о (п log п) т. е. • . • —>-0 при 

\ ft L и.5 ft 

П-+О0, где \P\~n\, то будем говорить, что -Ж перерабаты­
вает 2 с сублогарифмическим замедлением, а если t.---}(n)< 
< const/г— с ограниченным замедлением. 

Хеиии [125] и Б. А. Трахтенброт [58] независимо доказали, 
что если машина Тыоринга Ж распознает множество А с огра­
ниченным режимом или ограниченным замедлением, то множе­
ство А регулярно. Более того, с сигнализирующей времени 
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% (n) = G (n) машины Тьюринга могут перечислять только 
регулярные множества. Однако всякое рекурсивно перечисли-
мое множество можно перечислить с логарифмическим замед­
лением (см. [57]). 

Оказывается, что существуют точные пиление границы ско­
рости роста сигнализирующих режима г (п) и времени t(ri), 
при которых возможно распознавание нерегулярных множеств 
на одиоленточных машинах Тьюринга. Следующие результаты 
получены независимо Дж. Хартмаиисом [114] и Б. A. Трахтен-
бротом [57]. Если множество Л распознаваемо с режимом 
г (п) и lim . г —0, то Л является регулярным множеством. 

Л-уоо 1 0 5 " 
Вместе с тем существуют нерегулярные множества, которые 
распознаются на машинах Тьюринга с сигнализирующей 
режима, равной -по порядку log п. Далее, если множество Л 
распознаваемо с сублогарифмическим замедлением, то Л 
регулярно. Существуют вычисления на машинах Тьюринга 
по распознаванию нерегулярных множеств с сигнализирующей 
времени t (n) — 0 (n log n). 

Хенни [126] установил, что в интервале (п, п2) имеется 
плотный класс временных сигнализирующих. Более точно, для 
всякой пары действительных чисел q, p, таких, что K<7<p^2, 
существует множество, распознаваемое за время i(n)=0(np), 
но не распознаваемое за время ty(n) =0(т). Аналогичный ре­
зультат для машин Тьюринга со входом получил Р. В. Фрей-
валд в работе [59], где было также показано, что для всякой 
•сигнализирующей времени h(n)>nlogn найдется сигнализи­
рующая g^n) такая, что nlogn<.g(n) </г(п) (здесь < — н е ­
равенство по порядку). 

Исследуя границы сложности распознавания множества Мс 
всех симметричных слов в алфавите {0, 1}, Я- М. Барздинь [6] 
для одноленточной машины Тьюринга, Р. В. Фрейвалд [59j 
для машины Тьюринга со входом, а Г. С. Цейтин [62] для нор­
мальных алгорифмов доказали, что верхняя и нижняя оценки 
времени распознавания по порядку равны п2. Кобхэм [94] рас­
сматривал ленточную сложность распознавания множества L = 
= {W^WR\WR — зеркальное отражение слова W} и показал, 
что L распознается на многоленточной машине Тьюринга с лен­
точной сигнализирующей S(n) =0(1ogn). Хенни [126] доказал, 
что временная сложность t(n) для L так же, как и для Мс, 
равна по порядку /г2. 

Оценки роста сигнализирующих функций для тыоринговых 
вычислений даются с точностью до порядка, ибо за счет уве­
личения числа внутренних СОСТОЯНИЙ И внешних символов можно 
уменьшить ленточную и временную сигнализирующие в кон­
станту раз. Для устранения этого эффекта Б. А. Трехтен-
брот [55] предложил следующий прием. Состояния машины 
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Тьюринга кодируются двоичным префиксным кодом. Пусть 
при работе над словом Р машина Ш работает t тактов, про­
ходит последовательно через состояния q (1), q(2), ..., q(t). 
Тогда временная сигнализирующая %}(p) обозначает суммар­
ную длину кодов этих t состояний. Далее, пусть т-да (л) =--
— max tyx(P). Говорим, что словарная функция f (п) имеет 

1-°1—л 
нормированную временную сложность ф(/г), если выполнены 
следующие условия. 1) Пусть даны любая машина -ЗК, вычис­
ляющая функцию / , и произвольное е > 0 . Тогда для всех 
достаточно больших п хщ(п)>(\— s)ф(«.). 2) Для произволь­
ного е > 0 найдется такая машина Тьюринга СК, которая вычис­
ляет функцию / и для всех достаточно больших я - ^ ( n ) < 
< (1 +е) <P(n). Доказано, что распознавание симметрии имеет 
иормированную временную сложность ----, перевод унарной 
записи в двоичную имеет нормированную сложность niog^n. 

В работе [171] Пейджер предложил рассматривать про­
странственно-временные меры 'сложности вычисления. Пусть 
(.1(2, xi,.....»;n) есть произвольная общерекурсивная возраста­
ющая функция от временной и ленточной мер СЛОЖНОСТИ вы­
числения на машинах Тьюринга- Пусть, далее, задана вероят­
ностная функция р(хи . .. ,хп). В приводимых далее определе­
ниях предполагается, что р(хи .. ., хп) > 0 только для наборов 
xi , . . . ,x . , . из областей определения рассматриваемых функций. 
Пространственно-временной мерой у (г) сложности вычисления 
на машине Тьюринга Ш: называется величина 

оо 

2^ Р {Х\, . . ., Хп) • [J. (Z, Хъ . . ., xn) , 
xi хп—о 

а пространственно-временной мерой сложности вычисления 
функции f — точная нижняя грань пространственно-временных 
мер сложности вычисления на машинах Тьюринга Шг, ВЫЧИС­
ЛЯЮЩИХ функцию f на так называемом множестве значимости 
{(xi, . . . , xn) \р{хи. •., Х'п)>0} (функция р здесь фиксирована). 
Оказывается, что в случае бесконечных множеств значимости и 
чисто временных мер (т. е. функция |i не содержит пространст­
венной компоненты) для функций f(x) таких, что f(x)—х моно­
тонно возрастает, не существует машины Тьюринга 5ОТ-, для ко­
торой у(х) совпадает с мерой сложности вычисления f. Если же 
множество значимости бесконечно и пространственно-временная 
мера СЛОЖНОСТИ содержит пространственную компоненту, то в 
случае конечности y(z) имеется машина Тьюринга Ши, простран­
ственно-временная мера сложности вычисления на которой рав­
на пространственно-временной мере сложности вычисления 
функции, реализуемой машиной 5DI-. 
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Исследуя вопрос о наименьшем времени вычисления функ­
ции U и предиката Т для представления частично рекурсивных 
функций IB .нормальной форме Клиии, f(x)—U(\xyT(e,x,y))f 
Б. A. Трахтеи-брот [57], [58] -показал, что можно выбрать функ­
цию U, вычислимую с ограниченным замедлением, предикат Т — 
с логарифмическим замедлением. Дальнейшие результаты в 
этом направлении получены В. A. Непомнящим [44, 45, 46]. 

Балнес [86] рассматривал задачу о нахождении времени,. 
требуемого для выполнения сложения и умножения двух после­
довательно записанных 6-ичных (Ь>2) чисел на одноленточных 
машинах Тьюринга. Методом следов показано, что для всякого 
е > 0 при достаточно больших I выражение (1—e)l2/logbQ 
является нижней оценкой среднего времени, необходимого для 
выполнения сложения (умножения) /-разрядных чисел и а ма­
шине с Q внутренними состояниями (усреднение проводится по­
веем парам /-разрядных чисел). В работе [86] также доказано, 
что для любого е > 0 можно так выбрать алфавит и число Q 
внутренних состояний машины Тьюринга, что при достаточно 
больших / верхней оценкой времени сложения (умножения) 
будет являться (l+e)2/2/logbQ. 

Иная картина получается, если мы рассматриваем реализа­
цию умножения /-разрядных чисел на многоленточных машинах 
Тьюринга. В работе [24] А. А. Карацуба и Ю. П. Офман пред­
ложили метод умножения чисел на автоматах, который в слу­
чае многоленточных машин Тьюринга может быть реализован 
за время 0(/'0Ег3). Дальнейшим продвижением явился результат 
А. Л. Тоома [54]. Перенесение его алгоритма на машины Тью­
ринга, выполненное Куком [103], дает время О {1-2 V2l0K-'-log2/). 
Несколько худшая оценка для иного метода умножения полу­
чена Шенхаге [195J. Самые быстрые алгоритмы умножения были 
предложены Шенхаге и Штрассеном [196]. Сложность одного 
из них 0(/-log2/'(log21og2/)I+E), где е > 0 может быть выбрано 
сколько угодно малым, другого — О (/.1og2 <Mog2log2<0{cdot} 

Сложность распознавания предиката «быть /г-й степенью 
числа» исследовалась в работе [7]. Доказано, что этот преди­
кат не автоматен, при распознавании его на on-line машине 
Тьюринга требуется длина ленты L(n) =0(п), а на off-line ма­
шине Тьюринга — не меньше, чем log2n. 

Харт мание и Шенк [120] показали,-что.* ленточная сложность 
L(ti) распознавания множества простых. чисел на off-line ма­
шинах Тьюринга удовлетворяет условию lim . „ > 0 , а на 

10^2 '•* 
on-line машинах— L (л) ><-•«, где с—-некоторая константа. 

В. А. Мощенский [42], [43] рассматривал меру сложности 
<v(x), равную числу существенных шагов машины Тьюринга, где 
под существенным шагом понимается либо изменение символа 
на ленте, либо изменение внутреннего состояния. Получены не-

111 



которые нижние оценки для этой сигнализирующей, в частнос­
ти, показано, что v (x)>-g (Y~t (х) — (\х | + 3)), где .̂ (̂  — сигна­
лизирующая времени. 

Кобхэм [94] предложил в качестве меры вычислительной 
сложности объем памяти (memory capacity) машины Тьюринга. 
Данная мера задается как произведение длины L используемой 
ленты на логарифм числа q символов рабочей ленты. Показа­
но, что предикат симметрии требует при распознавании на ма­
шинах Тьюринга объем памяти capacity (п.) >log2/z. для всех 
достаточно больших п. Для этой меры сложности в работе [94] 
получены верхние и нижние оценки при распознавании множест­
ва P = {N\N есть полный квадрат} в ^-ичной системе счисле­
ния. Именно, для всякой машины Тьюринга, распознающей Р, 
Jim 

JV-XM 

сараспу (.У) . -—- Time (.У) -capacity (7V) 1 
Jogaiog2JV >l и Л1 JU^Wf >4Б1^' Г д е 

Time (N) — время работы машины над записью числа 7V. По­
строены две программы для распознавания множества Р на ма­
шинах Тьюринга. Приведем для них оценки сложности распо­
знавания: 

1) Capacity(N)--= 4log2log2.V, TIME(/V)-O((log2A03) или 
2) Capacity (N)«log-N, TlME(.V) = 0(log27V)2). 
Результаты, приведенные выше, позволяют достаточно от­

четливо обозревать те типы функций, для которых возможны 
не слишком сложные вычисления. Мейер и Маккрейт [163] 
отметили, что все известные доказательства существования 
сложновычислимых функций используют диагональный метод. 
В связи с этим ОНИ сделали попытку обнаружить те свойства 
функций, которые обуславливают невозможность простого вы­
числения. В работе [163] показано, что сложность вычисления 
О—1-функций не связана с частотой появления J в последова­
тельности ее значений: существуют сколь угодно сложновычис-
лимые функции со сколь угодно редким расположением 1 в 
последовательности значений. 

В работе [J59] Мейер впервые для конкретного «естествен­
ного» множества доказал большую НИЖНЮЮ оценку сложности 
разрешения. Искомое множество образуют все истинные форму­
лы теории 515 — слабой сингулярной теории второго порядка 
для функции следования. Ранее ее разрешимость установил 
Бгохи [89]. Метод Мейера по существу основан на универсаль­
ности языка теории 515. В терминах функции | : | (0,n)-=n, 
£(А+1, n) =2Wun) его результат формулируется следующим об­
разом. Для любой машины Тьюринга (а также для любых дру­
гих известных вычислительных устройств), разрешающей мно­
жество 515, НИЖНЯЯ оценка зоны (времени) для всех достаточно 
больших п имеет вид g( [const .log2n], n). Из результата Коб-
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хэма [93] следует, что функции, вычислимые с такой слож­
ностью, не являются элементарно рекурсивными. В работах 
[159, 204] показана также не элементарная рекурсивность еще 
нескольких теорий в слабой логике второго порядка. 

§ 3. ВЫЧИСЛЕНИЯ В РЕАЛЬНОЕ ВРЕМЯ 

^Функции, вычислимые в реальное время, были введены Яма-
дой [215]; более общие определения содержатся в работе 
Хартманиса и Стирнза. Дадим определение функции, вычисли­
мой в реальное время в терминах генераторов последователь­
ностей. Генератором последовательностей называется многолен­
точная машина Тьюринга, у которой с некоторыми состояниями 
связаны выходные символы. Генератор последовательностей на­
чинает свою работу в выделенном начальном состоянии и с 
пустыми лентами. В процессе работы генератор иногда попада­
ет в состояния, с которыми связаны выходные символы. Беско­
нечная последовательность а-ь аг и. , , , . , этих выходных 
символов называется последовательностью, порождаемой гене­
ратором. Монотонно возрастающая функция U(n) называется 
вычислимой в реальное время, если существует генератор после­
довательностей, который на /-ом такте печатает 1, если U{i)—j 
для некоторого i, и 0 в противном случае. Ямада [215] пока­
зал, что такие функции как полиномы с натуральными коэффи­
циентами, 2П вычислимы в реальное время. Класс функций, вы­
числимых в реальное время, замкнут относительно сложения, 
умножения, возведения в степень и суперпозиции. 

В работе [178] Рабий рассматривал задачу распознавания 
множеств многоленточными машинами Тьюринга со входом 
(on-line машинами Тьюринга) в реальное время. Машина Ш1 
распознает множество Е в реальное время, если для всякого сло­
ва хоЕ, \х\=п, через п шагов Ш переходит в заключительное 
принимающее состояние, а в случае х$Е машина 2Я через п 
шагов останавливается в отвергающем состоянии. Показано, что 
множество {u^v2uR} []{u^v3vR} не распознаваемо в реальное 
время на одноленточной on-line машине Тьюринга, но распозна­
ваемо в реальное время на on-line машине Тьюринга с двумя 
рабочими лентами. 

Вопрос в общей постановке, что лучше, п лент пли n + l лент 
при вычислении в реальное время на on-line машинах Тьюринга, 
остается открытым. Частичный ответ на него дали Берхард и 
Варайя [87, 88], доказавшие существование двойной (по числу 
лент и числу поворотов головок на лентах) бесконечной иерар­
хии классов функций, вычислимых в реальное время. Б работе 
[88] показано также, что если рассматривать машины, имеющие 
в качестве рабочих лент магазинные ленты, работа на которых 
совершается независимо, параллельно и в реальное время, то 

8-7276 113 



ответ на данный вопрос является утвердительным. В недетер­
минированном случае отрицательное решение этого вопроса 
получили Бук и Грейбах [81]. Они доказали, что всякий язык, 
распознаваемый на недетерминированной машине Тьюринга со 
входом с п лентами за линейное время, распознается в реаль­
ное время недетерминированной машиной Тьюринга со входом 
с одной магазинной лентой и одной стэковой лентой. 

Примером множества, не распознаваемого в реальное время 
многоленточными машинами Тьюринга, является {(х-#|я8 . . . ц п # 
#{mu}iH| м-г — слово в алфавите {0,1}, neN}. Доказательство этого. 
факта принадлежит Хартманису и Стирнзу [121]. Вместе с тем 
отметим (см. [184]), что класс множеств, распознаваемых в ре­
альное время, образует булеву алгебру и замкнут относительно 
умножения справа на регулярные множества. 

Вычисления в реальное время естественным образом опреде­
ляются для итеративных сетей, составленных из конечных авто­
матов. Ю. A. Бухштаб [8] установил, что класс функций, вы­
числимых в реальное время на одномерных итеративных сетях, 
замкнут относительно операций сложения, суперпозиции и ите­
рации. В работе [67] Атрубин доказал, что операция умноже­
ния .может быть реализована на одномерных итеративных 'сетях 
в реальное время.- Вместе с тем, как следует из результатов Ку­
ка и Ондеро [103], умножение не может быть выполнено в ре­
альное время на машинах Тьюринга. Ими же получена нижняя 
оценка времени умножения чисел А я В при условии, что пред­
ставления ЭТИХ чисел а.й-г. . .ап ... и Ьф2.. ,Ьп ... 'расположены 
на .входной ленте, разбитой на две дорожки таким образом, что 
on-line машина, начиная работу при входе 

Wi) (&2/' '" [b'j(о/'''(о)' б У д е т выдавать последователь­
ность с.Сг. • -сп... представления произведения, причем символ 
сп последовательности выдается перед прочтением символов 
U ' /• Тогда любая on-line машина Тьюринга, реализующая 
умножение чисел при сделанных ограничениях,, выдает на вы­
ходе символ сп за время, не меньшее 0(nlog2n/log2log2^). 

Пусть P>Q —'отношение, означающее, что Р — оодслово сло­
ва Q, где P, Q — слова в алфавите 2. Исследованием задачи рас­
познавания отношения P>Q в реальное время занимался 
Ю. В. Матиясевич [41]. В том случае, когда на вход распозна­
ющего устройства подается слово Р *Q, где * -IS, эта задача 
не разрешима на многоленточных машинах Тьюринга в реаль­
ное время. При фиксации одного из слов Р или Q задача ста­
новится разрешимой на конечном автомате. Доказана разреши­
мость предиката P>Q на машине Тьюринга с двумерной лентой 
в реальное время, когда символы слов Р и Q подаются син­
хронно на вход машины. 
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1 § 4. МОДЕЛИРОВАНИЕ 

Важную роль в теории сложности вычислений играют во­
просы моделирования одной машины на другой и СЛОЖНОСТИ та­
кого моделирования. Одной из первых в этой области была ра­
бота [122] Хартманиса и Стирнза, в которой показано, что 
одноленточиая машина Тьюринга может моделировать работу 
многоленточной машины Тьюринга 2Л за время, не большее, чем 
квадрат времени работы Ж. Хенни [127] продемонстрировал на 
примере, что сокращение числа лент от двух до одной в дейст­
вительности требует квадрата времени вычисления. Хенни и 
Стирнз [128] описали способ моделирования /е-леиточной маши­
ны Тыоринга (k>2) на двуленточной, причем время вычисле­
ния t увеличивается не более чем в \ogt раз. Хотя имеется пред­
положение, что это наилучшее моделирование, оценка снизу 
все-таки не известна. 

Результат, полученный в [128], является частным случаем 
более общего результата Штосса [205] о том, что всякую ма­
шину Тыоринга с /г головками на n-мерной ленте, работаю­
щую с временем t, можно моделировать на машине Тыоринга 
с двумя лентами, одна из которых стэковая, самое большее за 

yt2~jr \gt-\-y' шагов, где у. у' — некоторые константы. Причем 
показано, что этот результат не может быть улучшен более чем 
на множитель Igt, Мейер, Фишер, Розенберг [110] доказали, 
что всякую многоголовочную машину Тыоринга МОЖНО промо­
делировать на многоленточной машине Тьюринга (с одной го­
ловкой на каждой ленте), ио, вообще говоря [165], с большим 
числом лент. Более точно, каждая лента с k головками модели­
руется 48 (/г—1) лентами. Данную оценку можно понизить до 
16(/г—1)+2. Штосе [206] рассматривал машины Тьюринга с к 
независимыми читающе-печатающими головками на одной лен­
те. Показано, что такие машины Тыоринга МОЖНО моделиро­
вать без увеличения времени вычисления на машинах Тыоринга 
с /г лентами и одной головкой на каждой ленте. Таким образом, 
скорость вычислений иа машинах Тьюринга с одномерными 
лентами зависит только от числа головок, но не от их распреде­
ления по отдельным лентам. 

Рассматривая поворотную меру сложности для класса x(k) 
/г-ленточных машин Тыоринга (k>l) без стационарных движе­
ний (в программе машины Тыоринга нет команды «на месте»), 
Камеда и Волмар [138] показали, что всякое множество, R(ti)-
распознаваемое поворотно-ограниченной машиной Тыоринга из 
класса т(/г), 6-R(n)—распознается поворотно-ограниченной 
машиной из класса т(2). При сравнении временной и поворот­
ной мер .сложности оказалось, что любую Т(/г)-временно-огра­
ниченную многоленточную машину Тьюринга можно промодели­
ровать Т(п)—поворотно-ограниченной машиной Тьюринга из 
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класса т(1), причем существует множество, для которого Т(п) 
поворотов необходимо (см. [138, 139]). Фишер [106] установил, 
ЧТО всякую одноленточную машину Тьюринга можно смодели­
ровать на одноленточной машине Тьюринга с тем же самым 
числом поворотов. Обратное моделирование может быть осу­
ществлено за не более чем Rw-\~2k поворотов, где Rw — число 
поворотов, совершаемое on-line машиной Тьюринга на слове 
W длины к. 

§ 5. ИЕРАРХИИ КЛАССОВ СЛОЖНОСТИ. 
ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ 

Первое систематическое изучение временной меры сложно­
сти тьюринговых вычислений и соответствующих классов 
сложности принадлежит Хартманису и Стирнзу [122]. Они рас­
сматривали классы ST двоичных последовательностей, вычис­
лимых на многоленточных машинах Тьюринга так, что первые п 
знаков последовательности печатаются не медленнее, чем за 
Т (п) тактов работы машины, где Т •—• вычислимая функция, 
Т(п-\-\)>Т{п) и Т(п)> j для некоторого целого к. Показано, 
что все классы Sr рекурсивно перечислимы. Отсюда следует, 
что: 1) класс всех вычислимых последовательностей не совпа­
дает с ST ни при какой вычислимой функции Т\ 2) по всякому 
классу ST МОЖНО построить класс Su такой, что STC.SU. 
Исследован вопрос; при каких функциях Т и U классы Sr и 
Su совпадают, а при каких оказываются различными. Имеют 

место следующие утверждения: если Нт•./")•-=-О, то Sc/CSr, 

а если lim ./") <оо, то SrCS^. Отсюда при 0<lim ----7—<oo 
П-+оо U (П) пч-ао U \П) 

ST — Su- Для всякого рационального k > 0 Sr-=S[,,.r). Дано 
достаточное условие перехода к собственному расширению 
класса сложности Sr. Если Т и U — функции, вычислимые в 
реальное время, и lim v„v " = 0 , то SrCS-/. 

Хеши и Стирнз [128] установили, что данный закон квад­
рата можно улучшить, если использовать моделирование мно­
голенточных машин Тьюринга на двуленточных машинах. Пусть 
U (и) — вычислимая в реальное время функция. Тогда сущест­
вует множество, U (/^-распознаваемое на некоторой многолен­
точной машине Тьюринга, но не Т (^-распознаваемое ни на 
какой машине, где Т (п) удовлетворяет условию 
lim и(п) ,=~в- ° случае вычисления функций на одно-
-.-+•00 

ленточных машинах Тьюринга Хартманис [116] доказал, что для 
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любой сигнализирующей Т(/г) существует функция /(«), вы­
числимая на машине Тьюринга за время Т (п), но не вычисли­
мая за время t (п), если lim--£-^- = 0. Однако большая часть 
времени вычисления всех построенных функций используется 
на печатание результата, в то время как для функций, прини­
мающих значения 0 и 1, аналогичные утверждения остаются 
гипотезами. 

Глайнерт [112] рассматривал вычисление последовательнос­
тей при одновременном ограничении времени и зоны. Пусть 
Кт(п),цп) есть класс последовательностей, вычислимых на мно­
голенточных машинах Тьюринга, п первых знаков которых 
вычисляется за время t<T(n), при максимальной длине исполь­
зуемых лент /<1(/г). Пусть / — монотонно возрастающая 
функция и а (/) — бесконечная двоичная последовательность 
а-а2 . . . а„ . . . такая, что (v-7) [а- = l-&(%tri)(f(rn) — •?)]• Две 
монотонно возрастающие функции f (п) и g (п) находятся в от­
ношении f*g, если некоторая машина Ш вычисляет -.(/) и 
начиная с некоторого ka, член а/(/г) последовательности вы­
числяется с использованием ровно g{k) клеток ленты. Если 
к тому же -гЩ печатает а,, за время п, то / и g находятся в 
отношении fog. Показано, что если / вычислима в реальное 
время, то имеет место / - / . Для всякой вычислимой последо­
вательности а существуют функции Т (п) и L {п) такие, что 
T°L и а.вКт,1. Доказано, что если T°L и UoM, причем функ­
ция М вычислима в реальное время и Jim / ufn\ + 

+ Щ)==0 ' т о ^T,LCKU,M-
Следующий подход для распознавания множеств на мнйго-

ленточных машинах Тьюринга со входом принадлежит Стрнаду 
[207, 208]. Он рассматривал машины, у которых (i-[--)--—• 
входной символ поступает после того, как машина напечатает 
г-ый выходной символ. Пусть выходными символами являют­
ся 0 и 1. Можно считать, что машина Тьюринга служит 
устройством, распознающим (представляющим) все те слова 
во входном алфавите, которые преобразуются в выходные 
слова с 1 в качестве последнего символа. Следующее опре­
деление функции, вычислимой в реальное время, дает более 
широкий класс функций, чем определение Ямады и Дж. Харт-
маниса [207]. Монотонно возрастающая функция U называет­
ся вычислимой в реальное время, если существуют константа 
к и многоленточная машина Тьюринга ЭД с записью на ленте 
такие, что для любого п машина 59}, начиная свою работу при 
заполнении п. символами, одной из своих лент, заканчивает 
работу в течение самое большее k-U(п) шагов и после оста­
новки на одной из лент написано U (п) символов. Стрнад рас-
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.сматривал класс функций U{n) . вычислимых в реальное время 
и удовлетворяющих условиям lim-7-4--r< 1 и lim----—'<оо для 

/•->оо и \п> Л-.-со П 

некоторого е>0. Для каждой функции U (п) указанного вида 
определялось множество слов Ли такое, что при подходящей 
константе сх, Ли распознается за время Т(n) = c1-U(n), и если 
•Ж —машина Тьюринга со входом, распознающая Ли, то для 
бесконечного числа значений п время, необходимое для рас­
познавания слов длины п, больше c^-U(п), где с^ — констан­
та, зависящая от Ж. 

Раби и П. Фишеру принадлежит некоторое уточнение 
иерархии Дж. Хартманиса и Стирнза [186]. Пусть R и V — 
функции, вычислимые в реальное время. Тогда для всякой 
функции U, если SVoR —Sua# ф&, то S-y— Sc/— 0 . Отсюда, 
в частности, вытекает, что 5niCS(n+i)i. 

Мера сложности, равная емкости памяти для on —line и 
off —line машин Тьюринга, рассматривалась Дж. Хартманисом, 
Стирнзом и Льюисом в работах [119, 203]. Пусть Сцп) —класс 
всех множеств, разрешимых с ленточной сложностью L(ti). 
Тогда, если lim---—- = 0, то CL содержит только регулярные 

Л-юо о \П) 
множества, где О (и) = log2 log2 п для off —line машин Тьюрин­
га и G(fi) = \og.2>t для on —line машин Тьюринга. Аналогичный 
результат установлен Б. А. Трахтенбротом [57, 58]. Вычисли­
мая функция L (п) называется конструируемой или сигнализирую­
щей функцией, если существует машина Тьюринга, которая 
для каждого ВХОДНОГО слова длины п заканчивает работу, 
используя при этом ТОЧНО L(II) клеток рабочей ленты. Следую­
щий результат также получен в работе [203]. Если L (п) — сиг-
на."$зирующая функция, то существует множество W, которое 
L (я)-ленточно распознаваемо, но не является Q (/г)-ленточно 
распознаваемым для любой функции Q(ri) такой, что 
lim —-^ — 0. В работе [179] показано, что для любой монотон-
П->оо 

ной сигнализирующей функции L(n) и любой общерекурсивной 
неубывающей неограниченной функции •[) (п.) существует преди­
кат Р такой, что для любой сигнализирующей L'(п) предика­
та Р (v~) [L' (и) > L (п)] и найдется такая сигнализирующая 
L" (п) предиката Р, что (у~) [L" (/г) < L (/г) • ф («•)]. Подобный ре­
зультат получен также С. Г. Матвеевой [40]. Б. А. Трахтен-
брот [55] ввел понятие оптимальной сигнализирующей. Сигна­
лизирующая L(n) оптимальна, если для любой другой сигнали­
зирующей <[>(/г) (того же самого предиката) имеет место 
L (я)<<-••!(л), где с —константа. Следующий результат явля­
ется усилением теоремы С. Г. Матвеевой: какова бы ни была 
сигнализирующая <р, существует предикат, для которого она 
является оптимальной сигнализирующей. 
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Для времени работы нормальных алгорифмов подобные 
результаты были получены еще в 1956 году Г. С. Цейти-
ным [62], Именно, каковы бы ни были монотонные неубываю­
щие общерекурсивные функции / и f такие, что f(x)>-x и 
<1> (л:)--»• оо (при л->оо), и вычисляющие их нормальные алгориф­
мы Вх и E2> найдется предикат, имеющий сложность вычисле­
ния не меньше, чем / , но меньше / • ^ г / . ф + Ф.в. + Ф.в,, 
где Ф.з, и Фв, — сигнализирующие времени для алгорифмов Вх 

и В2. 
Следующие результаты Дж. Хартманиса [115] дают неко­

торую информацию об алгоритмических свойствах классов лен­
точной сложности. Пусть ML — класс всех машин Тьюринга, у 
которых распознаваемые множества имеют сложность, не пре­
восходящую — (п.). Свойство Р называется нетривиальным для 
класса CL, если в CL содержатся как множества, обладающие 
свойством Р, так и множества, не обладающие свойством Р. 
Свойство Р называется нетривиальным, если оно нетривиально 
для класса регулярных множеств. Свойство Р называется ко­
нечно-инвариантным, если для любого множества R и любого 
конечного множества F, P(R) = Р(RUF). Свойство Р называет­
ся неразрешимым для класса CL, если не существует алгоритма, 
который ло всякой машине Тьюринга Т из Мь устанавливал бы, 
обладает ли множество, распознаваемое машиной Т, свойством 
Р. В работе [115] доказано: если Р — конечно-инвариантное 
СВОЙСТВО, нетривиальное для С-,, и L(n)>[1og2n], то Р нераз­
решимо для Сь\ если Р нетривиально для класса С-, и триви­
ально для класса регулярных множеств, то Р неразрешимо для 
класса CL. 

Первая попытка классифицировать вычисления по числу 
поворотов на лентах принадлежит Б. А. Трахтенброту [57], 
более детальные исследования проведены в работах [106, 
108, 137, 138]. Дж. Хартманис [117] рассматривал сложность 
по числу поворотов для on —line машин Тьюринга. Были 
определены классы СщП) как классы множеств, распознаваемых 
с числом поворотов, не превосходящим JR(n). Установлено, 
что множество Лк = {011#0'*#... #0 / - -#0 ' / e 11 < / < / г } принад­
лежит классу С/г и не принадлежит классам Сг при r<k. 
Невырожденная иерархия существует также для неограничен­
ных функций, именующих классы поворотной сложности. 
Построены неограниченная функция /? (га) и множество Л 
такие, что Л&Сд^) и Л%СК(П)-х- Установлено, что данное 
явление имеет место для медленно растущих функций R(n), 

_i 
например, при /?(«.)<п2 , удовлетворяющих некоторым до­
полнительным условиям. Доказано, что существуют сколь 
угодно сложные (в данной мере) функции. Следующее утверж­
дение можно сравнить с соответствующим результатом 
Дж. Харманиса [117 и 107] для временной меры сложности. 
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Для всякой общерекурсивной функции R(n), из lim ^ - - - = 0 
следует CRW = C[Rwn. 

Рассматривая поворотную меру сложности для одноленточ-
ных машин Тьюринга, Фишер [106] доказал, что по всякой 
машине Тьюринга Ш можно построить эквивалентную машину 
9Ri такую, что если для вычисления на -Ж требуется Rw 
поворотов, то для вычисления на -ЗК1 требуется \{Rw-\-3)l2\ 
поворотов. 

§ 6. НЕДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ 

Сложность разрешения многих проблем .снижается, если де-
терминированную модель вычислительного устройства заменить 
на недетерминированную. Вопрос «детермннизации» вычисле­
ний относительно таких мер, как время и объем памяти являет­
ся одним из основных вопросов в теории сложности вычисле­
ний. Для ленточной сложности он формулируется так: являются 
ли эквивалентными детерминированные и недетерминированные 
вычисления с ленточной сложностью L(n). Так как существует 
тривиальное экспоненциальное моделирование, то из теоремы 
Бородина о промежутках следует, ЧТО для многих ограничиваю­
щих функций L эти модели эквивалентны. Однако такие 
границы «ие интересны», и данный вопрос остается от­
крытым для конструируемых (сигнализирующих) функ­
ций. 

Савитч [187] показал, что экспоненциальное моделирование 
может быть улучшено. Именно, если множество 5 распознается 
на недетерминированной машине Тьюринга с ленточной слож­
ностью L{n)>\ogzn и временной СЛОЖНОСТЬЮ Т(п), то S рас­
познается на детерминированной машине Тьюринга с ленточной 
сложностью L(п) • \og2T(п). Кроме того, недетерминированные 
вычисления с ленточной .сложностью L(n) могут быть смодели­
рованы детерминированными вычислениями с ленточной слож­
ностью О ((L(n))2). 

Результаты Хартманиса, Стирнза и Льюиса [203] о сущест­
вовании плотной иерархии функций сложности ('сигнализирую­
щих) были обобщены Хопкрофтом и Уллманом [133]. В [133] 
доказано также, что если функция L(n) не ограничена и растет 
медленнее, чем линейная функция, то класс множеств, распозна­
ваемых со сложностью L(n) недетерминированной машиной 
Тьюринга с односторонней входной лентой, шире класса мно­
жеств, распознаваемых со сложностью L(n) детерминированны­
ми машинами Тьюринга того же типа. 

Кук [101] изучал многоленточные машины Тьюринга со.вхо-
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дом, снабженные одной магазинной лентой. Пусть на каждой из 
рабочих лент используется не более чем L(n)>log2n ячеек. 
Размер используемой при вычислении магазинной ленты не 
учитывается. Доказано, что детерминированные и недетермини­
рованные вычисления на этих машинах с ЗОНОЙ L(n) эквива­
лентны вычислениям на многоленточных машинах Тьюринга со 
ВХОДОМ с временем Г(п) =2C-L(n) (с — константа). Патерсон 
[174] исследовал связь между временной и ленточной слож­
ностью для детерминированных и недетерминированных машин 
Тьюринга. Он показал, что если некоторое множество S рас­
познается одноленточной недетерминированной машиной Тью­
ринга за время Т(п), то S распознается также одноленточной 
детерминированной машиной Тьюринга с зоной [T(n)]-~. Для 
машин со ВХОДОМ и временем Т(п)>п получена оценка зоны 
УТ(п) -logn, 

В теории сложности вычислений существует тезис, согласно 
которому задача считается легко разрешимой, если существует 
алгоритм, который решает ее за полиномиальное (относительно 
размера входных данных) время. Известно большое число задач 
в различных разделах математики, которые можно решить за 
полиномиальное время, но недетерминированными алгоритмами. 
В связи с этим приобретает большое значение следующий пока 
открытый вопрос: совпадают ли классы Р и NP задач, решае­
мых соответственно детерминированными и •недетерминирован­
ными машинами Тьюринга за полиномиальное время. Некото­
рый ПОДХОД к решению этого вопроса предложен Куком. В ра­
боте [102] он ввел множество {ДНФ-тавтологии}, состоящее из 
всех тождественно истинных дизъюнктивных нормальных форм. 
Легко проверить, что множество {ДНФ-тавтологии} принадле­
жит классу NP. Основной результат работы [102] состоял в 
том, что множество {ДНФ-тавтологии} распознается детермини­
рованной машиной Тьюринга за полиномиальное время тогда и 
только тогда, когда все множества из NP распознается детер­
минированными машинами Тьюринга за полиномиальное время. 
В этом смысле множество {ДНФ-тавтологии} является NP-
полным. Для доказательства сформулированного результата 
было введено понятие p-сводимости (полиномиальной своди­
мости). Множество 5 р-сводится к множеству Т, если сущест­
вует машина Тьюринга £Ш с оракулом Т и полином Q такие, что 
машина Ш распознает множество S (с использованием оракула 
Т) за время Q. В работе [102] указано еще некоторое число 
NP-полных проблем и на основе р-сводимости введено понятие 
полиномиальной степени. При этом класс Р образовывал одну 
р-степень, которая является наименьшим элементом в множест­
ве всех р-сгепеней, упорядоченных отношением р-сводимости. 
Большой список NF-полных проблем указан Карпом [140] (см. 
также [145]). 
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§ 7. АКСИОМАТИЧЕСКИЙ ПОДХОД В ТЕОРИИ СЛОЖНОСТИ 
ВЫЧИСЛЕНИЙ 

Как было замечено Блюмом [76], многие принципиальные 
факты для известных мер сложности вычислений (временной, 
-ленточной и т- д.) легко выводятся из нескольких простых 
свойств, которые естественно было положить в основу общего 
определения меры сложности вычислений- Пусть фиксирована 
геделевская нумерация {фг} семейства всех частично рекурсив­
ных функций одной переменной. Мерой сложности вычислений 
называется последовательность {CDi(n)} частично рекурсивных 
•функций (называемых сигнализирующими), которая удовлетво­
ряет следующим двум свойствам: (см. [65, 66]): 

1) ф . (п) определена тогда и только тогда , когда определена 

п. , , , . . . (О, если Фг(п)Фт, 
2) функция M(t, п, т) = | ^ е с л и ф{^ =т рекурсивна. 

Приводимый ниже результат показывает, что для всякой меры 
сложности существуют сколь угодно сложные рекурсивные 
функции, принимающие ТОЛЬКО два значения 0 и 1 (см- [76, 
77]) . Пусть Ф — мера сложности вычислений, удовлетворяющая 
свойствам (аксиомам) Блюма. Тогда для любой общерекурсив­
ной функции f найдется общерекурсивная функция ср такая, что 
для любого номера i функции ср Ф<(«)>/(«) для почти всех п, 
Отсюда сразу вытекает, что не может быть общерекурсивной 
•функции k такой, что при каждом I, k(n, cpi(n)) >Ф{(п) для 
почти всех n- Вместе с тем для любой меры сложности вычисле­
ний Ф имеется такая общерекурсивная функция h, что при лю­
бом i, h(n, Фг(п))>(р{(п) для почти всех п. 

Следующий результат (см. [76]) показывает, что различные 
меры сложности рекурсивным образом ограничивают друг дру­
га- Пусть Ф и Ф — меры сложности вычислений. Тогда сущест­
вует такая рекурсивная функция г, что для любого i, r(n, 
Ф{(п))>Ф{(п) и г(п, Ф{(п))>Ф1(п) для почти всех n. 

Обратимся к изучению классов функций, сложность вычис­
ления которых ограничена общерекурсивными функциями. Для 
любой меры сложности Ф и любой общерекурсивной функции t 
•определим класс сложности Cf = {cp,|{cdot}J>i(n)s-Si.(n) для почти 
всех п}. Представляет интерес проблема построения по данному 
классу сложности более широкого класса сложности. Следую­
щий результат в этом направлении принадлежит Блюму [76]. 
Для любой меры Ф существует общерекурсивная функция R 
такая, что для любой общерекурсивной функции (pi, 
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Результат остается верным, если функцию ср.. в условии (*) 
заменить функцией Ф;. 

В теории сложности вычислений имеются два типа теорем 
об иерархиях, связанных с двумя типами диагональных про-
цедур. 

I. ДЛЯ некоторого множества E1 общерекурсивных функций 
указывается общерекурсивная функция /г, такая, что для 
всякой функции tQFi класс C/f-) строго содержится в классе 
1~Ч1,(П,Цп))-

П. Для некоторого множества F2 общерекурсивных функ­
ций указывается общерекурсивная функция А2 такая, что для . 
любых функций и и t, если uQF2 и llm-———-"- = 0 , то 

Впервые теорема типа 1 была доказана Г. С. Цейтиным 
[63] для времени работы нормальных алгорифмов. Назовем 
вычислимую последовательность / 1 , . . . , / , , . . . частично рекур­
сивных функций измеримым множеством, есл л предикат 
\ixy\®i(x) — y\ рекурсивен. Блюм [76] доказал, что теорема 
типа 1 верна для произвольных мер сложности и измеримых 
множеств E b а Констебл [97] доказал, что для некоторого 
класса измеримых множеств теоремы типа 1 не имеТот места. 
Таким образом, область действия теорем типа II более 
ограничена, чем теорем типа I. 

Следующая теорема сжимания, принадлежащая Блюму [76], 
дает верхнюю и нижнюю границы «числа шагов» при вычисле­
нии частично рекурсивных функций. Множество функций {©i} 
измеримо тогда и только тогда, когда существует такая обще-
рекурсивная функция h, что выполняются следующие условия: 
каждой функции ©i соответствует частично рекурсивная функ­
ция I, принимающая значения 0 и 1, с той же областью опреде­
ления, что и ®и и такая, что (1) если cpi = /, то @i(n) <CDj(n) 
для почти всех n; (2) существует номер k такой, что tpk — f и 
Ф,((п)</г(/г, ®г(п)) для почти всех /г; (3) существует общере-
курсивная функция т, отображающая i ,в /г для 'соответствующей 
функции f. Дж. Хартманис и Стирнз [122] доказали специаль­
ную форму этой теоремы, когда в качестве меры сложности 
вычислений рассматривается время вычисления на многолен­
точных машинах Тьюринга. В этих условиях h(x,y)—y2. 

В связи с результатом Блюма [76] возникает естественный 
вопрос, можно ли в условии (*) заменить сложность Ф, самой 
функцией ф;. Отрицательный ответ на него получен Б. A. Трах-
тенбротом [57] и А. Бородиным [83] в следующей теореме 
о промежутках. Для любой меры Ф и любой общерекурсивной 
функции ft существует общерекурсивная монотонно возрастаю­
щая функция t такая, что Cfw = Ct(nj{n)). Из этой теоремы, 
в частности, вытекает, что сигнализирующие функции редко 
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разбросаны среди рекурсивных функций. Кроме того, отсюда 
также следует, что один и тот же класс сложности можно 
именовать совершенно различными функциями. 

Часто функции, именующие классы сложности, оказываются 
очень сложными в том смысле, что их сложность сильно отли­
чается от их величины. Это приводит к проблеме именования 
всех классов функциями, которые не слишком сложны, напри-
мер, «честными» функциями. Функция называется ^-честной 
относительно меры Ф, если/gCf, где t (x) = g (x, f(x)). Сле­
дующий результат принадлежит Маккрейту и Мейеру [156], 
Для каждой меры Ф существует функция g такая, что для 
всякой рекурсивной функции t найдется g-честная функция /', 
для которой Cf=Cf. Как показали Маккрейт и Мейер, усло­
вие честности в данной теореме можно заменить условием 
измеримости, поскольку каждое измеримое множество состоит 
из ^-честных функций для подходящей функции g. 

Мейер и Ритчи [166] исследовали элементарно честные ре­
курсивные функции (т. е. g-честные функции, где функция g 
может быть произвольной функцией, элементарной по Кальма­
ру). В качестве меры сложности рассматривалось время вычис­
ления на машине Тьюринга. Доказано, что класс элементарно 
честных функций совпадает с классом функций, имеющих эле­
ментарные графики. Класс функций, элементарных относитель­
но какой-нибудь элементарно честной функции, называется эле­
ментарно честным классом. Классы ё>п Гжегорчика при /г^.3 
являются элементарно честными. Класс всех общерекурсивных 
функций не является элементарно честным. При п ^ З между 
gn и jgn+i имеется плотно упорядоченное отношением включе­
ния множество элементарно честных классов. Между <ВТ3 и <F4 

содержится бесконечно много не сравнимых по включению 
элементарно честных классов. 

Рассмотрим проблему существования функций, не имеющих 
наилучших вычисляющих алгоритмов. Верна следующая теоре­
ма об ускорении (Блюм [76], [77], [80]). Пусть Ф —мера 
сложности и г(п, т) —общерекурсивная функция. Существует 
общерекурсивная функция ср(п) со значениями 0 и I такая, 
что для каждого i, если cpi(n) = cp(n), то найдется /, для которо­
го cpj-(n) =ср(п) и Фг(п)^г{п, Oj(n)j для почти всех п. Из дан­
ной теоремы следует, что невозможно классифицировать функ­
ции по сложности их вычисления, так как некоторые функции 
не имеют минимальной сложности. 

Следующие результаты связаны с вопросом Блюма: если 
функция ф допускает ускорение с помощью г, то должна ли 
существовать общерекурсивная функция, ограничивающая 
«объем» программы, необходимой для достижения этого уско­
рения. Как показали Мейер и Фишер [162], объем убыстряю­
щей программы иногда можно оценить эффективно. Однако из 
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I результатов Хелма и Янга [124] следует, что это можно сде­
лать не всегда. Точнее, для любой общерекурсивной функции 

* г(х, у)^у существует общерекурсивная функция ср со значения-
, ми 0, 1 такая, что 1) ср допускает ускорение с помощью г: 

cpi(n) > r ( n - H , фД/г+1)) , 2) объем ускоренной функции не 
* может быть эффективно ограничен. Т. е. не существует частично 
t рекурсивной функции h такой, что из cp. = cp вытекает, что h(t) 

определено и найдется такое /, что |/|{le}h(t), фг- = ф и Oi(n)~3-
k ^cDj (n+l ) для почти всех п (здесь | / |—объем программы, 
\ вычисляющей функцию ф,). 
f Вопрос о возможности ускорения перечисления рекурсивно 

перечислимых множеств исследовался в работах [216, 217]. 
* Яиг [217] доказал, что существует рекурсивно перечислимое 
., множество, которое обладает следующим свойством. Для лю­

бого данного порядка перечисления найдется другой порядок, 
*• который обеспечивает ускорение перечисления в такой степени, 
л какая не может быть достигнута при исходном порядке перечис­

ления. 
Будем говорить, что класс сложности Cf рекурсивно пере-

' числим, если существует рекурсивно перечислимое множество 
. номеров, которое содержит номер каждой функции из Cf 
¥ и состоит только из номеров функций класса Cf. Как показал 

Хартманис [122], временная мера для машин Тьюринга имеет 
' рекурсивно перечислимые классы сложности. Этот результат 
t не переносится на произвольные меры сложности. Положим 

F = {<Pi(ti)/%(ri) всюду определена и Ф;(п.) — 0 почти всюду}. 
t Имеет место следующая теорема. 
* Пусть Ф —мера сложности, а функция t такова, что FcCf. 
i Тогда для всякой общерекурсивной функции фу (я) > af (n) класс 

сложности C®j рекурсивно перечислим. В то же время суще­
ствуют меры сложности, для которых «малые» классы слож-

1 ности не являются рекурсивно перечислимыми. Доказательства 
I приведенных результатов принадлежат Лыоису [146] и Роберт-

сону и Ландвеберу [144, 183]. 
' Естественно рассмотреть вопрос о том, является ли объеди-
, нение любой вычислимой последовательности возрастающих 

классов сложности само классом сложности. Утвердительный 
*• ответ на него получен Маккрейтом и Мейером [156]. Именно, 
> пусть {fi | i= 1, 2 , . . .} — вычислимая последовательность обще-
• рекурсивных функций такая, что для любых Сип имеем 
\ fi(n)<fi+i(n). Тогда существует общерекурсивная функция t{n) 
\ такая, что Ct = UCfl. С помощью данного результата доказало, 
* что для любой меры сложности Ф, которая связана примитивно 

рекурсивной функцией с числом шагов одноленточной машины 
Тьюринга, существует общерекурсивная функция t такая, что 

' множество функций, вычислимых с границей I, в точности сов-



падает с множеством примитивно рекурсивных функций (см. 
[84]). 

Представляется логичным обобщить понятие класса слож­
ности общерекурсивных функций на классы частично рекурсив­
ных функций. ЭТОТ ПОДХОД был рассмотрен Робертсоном [182, 
183]. Как было показано, многие из известных результатов для 
общерекурсивных функций переносятся и на класс @ частично 
рекурсивных функций. 

Пусть {ф/} —стандартная геделевская нумерация семейства 
частично рекурсивных функций и U (̂ — Dom (Ф.) — область опре­
деления функции ф;. Для всякой частично рекурсивной функции 
х ПОЛОЖИМ If = {i |Dom(x)cn7(&cI>i<t}. Частичным классом 
Ф-сложности - называется множество Pf = {(pi\i£lf}. Рассмат­
ривается еще одно определение частичного класса сложности: 
&? = {Ще&>&(Щ [i6l?&(vx)[xeDotn(xy=>y(x) = <pi (х)]}}. Показано, 
что второе определение дает более широкие классы 
сложности. Однако если L- — ленточная сигнализирующая, 
то SPL^SPLf Далее, для произвольной меры Ф существует 
общерекурсивная функция S (n, m) такая, что для любого z, 

л,ф;(л))- Д л я любой меры Ф 
существуют сколь угодно быстрорастущие функции ^ такие, 
что 3-$сЗ-?. 

Будем говорить, что множество BC.N является представле­
нием класса функций СаёР, если С — {ф, |гбб}. По аналогии 
с классами сложности общерекурсивных функций установлено, 
что для любой меры Ф и всех достаточно больших функций ср. 
классы 5^, и °р>$ рекурсивно представимы (т. е. соответствую­
щие множества В рекурсивно перечислимы). С другой стороны, 
для любой меры Ф и любой функции ф. существует представ­
ление В класса SP*., дополнение к которому рекурсивно пере-
числимо. То же самое справедливо для классов ."•*. Показано, 
что для любой меры Ф и любой функции -. класс 3b\£F>f рекур­
сивно представим. 

В работе [183] рассмотрено пересечение бесконечной после­
довательности классов сложности частично рекурсивных функ­
ций и доказано, что в любой мере и для любой общерекур­
сивной функции t существует вычислимая убывающая 
последовательность функций {g{} такая, что для любого igt>t 
почти всюду и не существует общерекурсивной функции h, 
для которой lf=f]lf. 

t - l l 

Будем говорить, что функция F вычисляется не сложнее 
функции G, если для каждого номера / функции G найдется 
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такой номер i функции F, что для почти всех х, Ф{(х) ^Ф,-(л:).. 
Соответствующее симметричное отношение является отноше­

нием эквивалентности. Множество классов эквивалентности,. 
также называемых степенями сложности, частично упорядочено. 
Маккрейт [156] доказал, что произвольный счетный вычисли­
мый частичный порядок можно изоморфно вложить в указанное 
частично упорядоченное множество степеней сложности. Эндер-
тон в работе [104] дал простое доказательство этого результата. 

Два результата, связанные с теоремой Бородина о пробелах, 
получены в работе [91]. 

1. Существуют общерекурсивные функции о (г) и к(х,у} 
такие, что для любого i, %(i)—% и Ф1(х)<СФа(1)(х)К^(х, Фг(х))-
почти всюду на области определения функции срг. 

2. Существует общерекурсивная функция h(x, у) такая, что 
по любым общерекурсивным функциям г(х,у) и ^(лг) можно-
эффективно построить номер «такой, что: а) функция <рв обще-
рекурсивна, 

б) (Yx)[i>u(x)>g(x)} и в) (vk)(Y?)[h(x, Ф,1(х))<Фи(х)^ 
-+г(х,Фк(х))<Фа(х)]. 

Мера сложности Ф, введенная Блюмом [76], определена 
лишь в случае завершения вычислений. Такие меры получили 
название сильных мер сложности вычислений. Слабой мерой 
(Аузьелло [68]) называется мера, определенная также и для 
зацикливающихся вычислений. Лонго [147] аксиом этически 
определил слабую меру сложности f(i,x,t), характеризующую 
объем памяти, необходимый в момент, времени t машине Mi, 
работающей над входом х. При этом проблема обнаружения 
циклов оказывается разрешимой. Пусть мера сложности v(C, x, 
Т) задается как интеграл по времени от /(/, х, t). В работе [148] 
показано, что для любых двух общерекурсивных функций f и \р 
найдется такая общерекурсивная функция, СЛОЖНОСТЬ которой 
по мерам в и Ф превосходит соответственно f и т|з. 

§ 8. СЛОЖНОСТЬ ЗАДАНИЯ ЧАСТИЧНО РЕКУРСИВНЫХ ФУНКЦИЙ. 
СВОЙСТВА МИНИМАЛЬНЫХ ПРОГРАММ 

Идея измерения сложности алгоритма объемом минимальной 
программы, реализующий этот алгоритм, восходит, по-видимому, 
к Шеннону [198]. Он предложил рассматривать в качестве ме­
ры сложности для машин Тьюринга произведение числа букв 
входного алфавита на число ее состояний. Однако в таком виде 
понятие меры сложности использовалось только при изучении 
минимальных универсальных машин Тьюринга (см. § 13). Обыч-



но фиксируют входной алфавит, а сложность машины Тьюринга 
определяют как число ее состояний. При таком определении 
вводятся классы сложности, состоящие из функций, у которых 
минимальные вычисляющие программы содержат фиксирован­
ное число состояний. Шмиттом [188, 189] доказано, что для 
всякого п > 0 класс сложности, определяемый минимальными 
программами с п состояниями, не пуст. Невозможен алгоритм, 
дающий по произвольной программе машины Тьюринга одну из 
минимальных (по числу состояний) программ, вычисляющих ту 
же функцию. 

Развитием идеи Шеннона явился переход от языка машин 
Тьюринга к другим универсальным языкам, пригодным для за­
дания произвольных частично рекурсивных функций. «Гёдели-
зация» подобного языка приводит к геделевской или главной 
вычислимой нумерации семейства частично рекурсивных функ­
ций. Первым предложил рассматривать сложность частично 
рекурсивных функций в произвольных главных нумерациях 
Б. М. Клосс [25]. Для любой общерекурсивной функции К{п) 
(функции сложности) он определил сложность частично рекур­
сивной функции / как min К (п), где минимум берется по всем 
номерам функции f в фиксированной главной нумерации. Было 
доказано, что в нетривиальных случаях (например, когда К(п) — 
=п) функция, дающая по произвольному номеру частично ре­
курсивной функции ее сложность, не вычислима. 

Следующий шаг в этом направлении был сделан Блюмом 
[79], предложившим так называемые аксиомы меры сложности, 
Согласно Блюму, общерекурсивная функция a(n) называется 
мерой сложности (в другой терминологии — мерой объема или 
критерием сложности), если а удовлетворяет следующим двум 
условиям (аксиомам): 

1) для всякого /е^О множество a~l(k) = {i:a(i)=k} не бо­
лее чем конечно; 

2) существует общерекурсивная функция / такая, что 
a~](k) =D/(,i), где {D{}—стандартная вычислимая нумерация се­
мейства всех конечных множеств. 

Легко доказывается, что для любых мер сложности a ( n ) , 
|3(n) найдется общерекурсивная функция h такая, что a(n){le} 
<Щ(п)) и $(n)^h(a(n)). В работе [79] было показано так­
же, что для произвольной геделевской нумерации {ср-;}, произ­
вольных меры сложности a(n) , общерекурсивной функции g(n) 
с бесконечной областью значений и общерекурсивной функции 
f(n) эффективно по g, f найдутся такие числа i, j , что <pi==<pgo-. 
и / (a ( i ) )<a(g (]')). Последнее означает, что в бесконечной вы­
числимой последовательности {g(j)} «программ» для частично 
рекурсивных функций всегда можно найти столь «плохую» про­
грамму, что ее можно существенно улучшить. 
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В дальнейших исследованиях, посвященных сложности зада­
ния частично рекурсивных функций, рассматривались, как 'Пра­
вило, главные нумерации семейства всех частично рекурсивных 
функций и меры сложности, удовлетворяющие аксиомам Блю­
ма. Особый интерес представляет мера сложности, равная длине 
двоичного изображения чисел. Дело в том, что, как показали 
независимо A. Н. Колмогоров [28] и Соломонов [201], в этом 
случае существует главная нумерация {<pi}, называемая асимп­
тотически оптимальной (в другой терминологии — аддитивно 
оптимальной) такая, что для любой другой нумерации {Hi} (не 
обязательно главной) найдется константа С такая, что слож­
ность произвольной частично рекурсивной функции в нумерации 
{tpi} больше сложности этой же функции в нумерации ixi}, быть 
может, только на константу С. Не всякая «естественная» геде-
лизация универсального языка приводит к асимптотически оп­
тимальной нумерации. Так, например, Н. П. Тер-Захарян [53] 
доказала, что язык нормальных алгорифмов A. A. Маркова в 
этом смысле асимптотически оптимален, а язык рекурсивных 
функций — нет. 

В работах [33—35] Г. Б. Маранджяна содержится целая 
серия результатов об асимптотически оптимальных и близких к 
ним нумерациях (функциях). Здесь рассмотрены различные 
меры сложности, называемые автором шкалами сложности, и 
нумерации, асимптотически оптимальные для данных шкал 
сложности. Доказано, что асимптотически оптимальные функции 
не только не могут быть продолжены до общерекурсивных, но 
даже в том или ином смысле не могут конструктивно аппрокси­
мироваться общерекурсивными функциями. Множество мини­
мальных номеров частично рекурсивных функций, называемое 
стержнем •нумерации, в асимптотически оптимальных нумера­
циях иммунио, но не гипериммунно. Всякое рекурсивно пере-
числимое подмножество стержня асимптотически оптимальной 
нумерации конструктивно ограничено. Г. Б. Маранждяном вве­
ден целый ряд операций, сохраняющих асимптотическую опти­
мальность. Им также рассмотрены вопросы построения асимп­
тотически оптимальных нумераций для примитивно рекурсивно 
замкнутых классов общерекурсивный функций. 

Серия работ [96, 99, 157, 160, 161] различных авторов по­
священа изучению множества минимальных программ и срав­
нению сложности общерекурсивных функций в различных суб-
рекурсивиых языках. В отличие от класса всех частично рекур­
сивных функций здесь в некоторых «естественных» нумерациях 
множество минимальных номеров может быть рекурсивно пере­
числимым. Так обстоит дело с множеством примитивно рекур­
сивных функций в нумерации, определяемой индуктивным спо­
собом порождения класса примитивно рекурсивных функций. 
Характерен для этого направления результат Мейера [157] о 
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существенном сокращении длины минимальной программы для 
некоторых простых примитивно рекурсивных функций при пере­
ходе от сравнительно «бедного» языка к достаточно богатому. 
Более точно, пусть h — быстрорастущая функция, рекурсивная 
относительно 0'. Существует программа сложности п для 2-ре-
курсивной функции, почти всюду равной 0, такая, что наимень­
шая примитивно рекурсивная программа для этой функции 
имеет сложность, большую h(n). 

Для фиксированных главной нумерации {<pi} меры сложности 
•а и множества натуральных чисел R можно определить слож­
ность произвольной частично рекурсивной функции / как 
mina(n) , где минимум берется по всем п, для которых срп сов­
падает с / на множестве R. Первые результаты (см. [73, 74]) 
в этом направлении показывают, что основные свойства слож­
ности для произвольных блюмовских мер будут справедливы 
и здесь. 

§ 9. СЛОЖНОСТЬ КОНЕЧНЫХ ОБЪЕКТОВ. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА 

Для произвольной одноместной частично рекурсивной функ­
ции F можно определить сложность Kj?(x) числа х как 
min{/(p) :F(p)=x}, где L(p) —длина двоичной записи числа р. 
В случае, когда F не принимает значения х, полагают KF(X) =-• 
-=оо. СЛОЖНОСТЬ числа х здесь существенно зависит от выбора 
функции F. Однако существует частично рекурсивная функция 
G—и этот факт является основополагающим в теории сложно­
сти алгоритмов, для которой KG(X), c точностью до аддитивной 
константы, не больше KF(X) при любой другой функции F. Ины­
ми 'словами, для любой частично рекурсивной функции F 'сущест­
вует такая константа Ср., что для всех х KG(X)^KF(X)+CF. 
Функция G, обладающая указанным свойством, называется оп­
тимальной (другие названия: асимптотически оптимальная, ад­
дитивно оптимальная). Идея введения функции сложности КР 
и доказательство существования оптимальной частично рекур­
сивной функции принадлежит A. H. Колмогорову [28] и Соло­
монову [202]. Иногда рассматривают следующий вариант кол-
могоровской сложности. Пусть фиксирована некоторая вычис­
лимая нумерация {cpi} семейства одноместных частично рекур­
сивных функций. Ее можно представить себе .в виде двухмест­
ной частично рекурсивной функции F(i, x) такой, что F{i, x) -= 
— q>i{x) для любых i, х. Тогда МОЖНО ПОЛОЖИТЬ KF(X) = 
= min{l(p) :F(p, 0)=x}. Вместо константы 0, разумеется, мож­
но взять любую другую константу. Так же, как в [28, 202], 
легко доказать существование оптимальной частично рекурсив­
ной функции G. Этот подход к определению сложности числа 
оказывается особенно полезным, когда приходится сравнивать 
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сложность 7(G(x) c двумя другими сложностями: условной и 
сложностью разрешения. Для фиксированной двухместной час­
тично рекурсивной функции F(x, у) условная сложность KF{X\ 
\у) числа х при известном у была определена А. Н. Колмого­
ровым [28] как min{/(p) :F(p, у)—х). Им же было установле­
но в этом случае существование оптимальной частично рекур­
сивной функции G(x, у), т. е. такой функции, что для любой 
другой частично рекурсивной функции F(x, у) найдется такая 
константа CF, что при всех х, у будет KG{x\y) ^KF{x\y) + CF* 
Часто для фиксированной оптимальной функции G сложность 
числа х определяют как KG(x\n), где п — длина двоичной за­
писи числа х. 

СЛОЖНОСТЬ разрешения MF(x) конечной последовательности 
х для языка нормальных алгорифмов была предложена 
A. A. Марковым [36, 37]. В языке рекурсивных функций его 
определение выглядит так. Пусть xi — i-ый символ последова­
тельности х, п — длина х. Тогда для любой частично рекурсив­
ной функции F(x, у) MF(x) =-mm{/(p) : (vi-^n) (F(p, t )=xi)} . 
Если чисел р с указанным свойством не существует, то полагаем 
MF(x) =оо. Для этого понятия сложности также легко доказы­
вается существование оптимальной частично рекурсивной функ­
ции (см. Лавленд [149]). В дальнейшем, если не оговаривается 
противное, мы предполагаем, что фиксирована одна оптималь­
ная частично рекурсивная функция G(х, у), относительно кото­
рой рассматриваются все три введенные сложности Ка(х),. 
KG(x\y), MG(x). Индекс G при этом мы будем опускать. 

Функции К(х), К(х\у), М(х) не вычислимы. Более того, ни­
какая частично рекурсивная функция c бесконечной областью 
определения не может во всей области определения совпадать, 
например, с К(х). (А. Н. Колмогоров [28]). Дальнейшие свой­
ства функции К{х) рассматривались Г. Б. Маранджяном [33— 
35]. Невычислимость функции М(х) для языка нормальных ал­
горифмов доказана Д. А. Остроуховым [48]. С точностью до-
аддитивной константы имеют место неравенства (см. [13, 28]): 
К(х\п)^.М(х) ^.К{х)<п, где n — длина двоичной записи чис­
ла х. Вместе с тем для любого е>0 справедливы и такие нера­
венства: 

К (х) < М (х) + (1 + s) log- я + С-, 

M (х) < К (х | п) + (1 + в) log- и + С2. 

Разность М(х)—К(х\п) с точностыо до аддитивной константы 
может достигать величины 1од2л,даже для бесконечного числа 
двоичных последовательностей х, являющихся началами одной 
и той же бесконечной двоичной последовательности (Лавленд 
[149]). В отличие от сложностей К(х) и К{х\п) сложность 
М(х) обладает свойством «монотонности»: если последователь-
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ность х есть начало последовательности у, то для любой частич­
но рекурсивной функции F MF (x) ^MF(у). 

Все три введенные сложности можно, разумеется, рассмат­
ривать как для конкретных алгоритмических языков и мер 
СЛОЖНОСТИ, так и для произвольных асимптотически оптималь­
ных нумераций и мер сложности, удовлетворяющих аксиомам 
Блюма. Так, в случае нормальных алгорифмов идея измерения 
сложности конечных объектов (булевых функций, конечных по­
следовательностей) числом букв в схеме алгорифма впервые 
была высказана А- А. Марковым [36] и В. А. Кузьминым [32] , 
а в случае машин Тьюринга — В . А. Кузьминым [32] и Чейти-
ным [90]. Что касается изучения произвольных мер сложности, 
то это направление не получило значительного развития. Меры 
сложности, близкие к длине двоичной записи чисел, были рас­
смотрены Г. Б. Маранждяном [33]. Некоторые обобщения 
сложностей К(х) и М(х) предлагались И. Д. Заславским [12] 
и М. И. Кановичем [15]: 

§ 10. СЛОЖНОСТЬ ЗАДАНИЯ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ 

Первыми стали изучать сложность задания булевых функций 
в алгоритмических языках А. А. Марков [36, 37] и В. А. Кузь­
мин [32]. Именно, для языка нормальных алгорифмов ставилась 
задача оценки функции L(n) (функции Шеннона), равной 
тахМ(х), где максимум берется по всем стандартным записям 
х булевых функций от п аргументов. В качестве меры сложно­
сти нормальных алгорифмов рассматривалось число всех сим­
волов, входящих в схему нормального алгорифма. В работах 
[36, 37] А. А. Марков установил совпадающие по порядку 
верхнюю и нижнюю оценки функции L(n) в случае нормальных 
алгорифмов в пятибуквенном алфавите. В. А. Кузьмин [32] 
установил асимптотику функции L(n). Она имеет вид 2™/log2^, 
где k — число букв алфавита нормального алгорифма. Анало­
гичным образом можно ввести функцию L(n) для случая вы­
числения булевых функций одноленточными машинами Тьюринга 
с ^-буквенным внешним алфавитом (k^2). Если в качестве ме­
ры сложности взять число состояний машины Тьюринга, то как 
показал В. А. Кузьмин [32], имеет место асимптотическое ра­
венство L(n) ~2n/n(k— 1). Сходный результат, правда, при 
ограничении £.ЗгЗ, был получен Чейтиным [90]. 

А. А. Марков [36, 37] предложил оценивать сложность 
В(т, п) распознавания m-вьгаислимости булевых функций от п 
аргументов. Здесь величина В (т, п) равна сложности минималь­
ного алгорифма, распознающего для всякой булевой функции от 
п аргументов^ (заданной вектором значений), является ли она 
лг-вычислимой, т. е. вычислимой нормальным алгорифмом со 
сложностью, не превосходящей т. Если рассматривать данную 
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задачу для произвольной оптимальной нумерации и меры, рав­
ной длине двоичной записи числа, то В(т, п)~т. Нижняя 
оценка получена в работах [36, 37], а верхняя — Н. В. Петри 
в работе [50]. Дальнейшие результаты в этом направлении, в 
том числе при ограничениях на время работы, получил 
М. И. Канович [17]. 

§ И. СЛОЖНОСТЬ БЕСКОНЕЧНЫХ ДВОИЧНЫХ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

Для бесконечной двоичной последовательности х через хп 

обозначим начало последовательности х длины п. Хотя для любо­
го п найдется такая последовательность х, что с точностью 
до аддитивной константы (не зависящей от п) п<.М(хп)< 
^К(хп), последовательностей х, у которых все «.-фрагменты 
максимально сложны, не существует. Это вытекает из следую-
щего результата П. Мартин —Лефа [38]. Если общерекурсивная 

функция /(л) такова, что ряд {sum} 2~f{n) расходится, то для 
л-=0 

любой последовательности х существует бесконечно много п, 
для которых К(х")*Сп — /(«). «Максимально сложные» последо­
вательности содержатся уже в классе Д2 = Е2ПП2 иерархии 
Клини —Мостовского. Именно, если для общерекурсивной функ-

ции /(га) ряд J^2~fw сходится эффективно (т. е. существует 

•общерекурсивная функция g такая, что {sum} 2~l{n)-^.2~k), 
то существует последовательность х из класса Д2 такая, что 
начиная с некоторого п0, M(xn)>n—f(n) (Н. В. Петри [51]). 
Как показал Мартин— Леф [152], почти все двоичные последо­
вательности имеют сложность, асимптотически равную п. 
Более точно, если Р — вероятностная мера такая, что совокуп­
ность всех двоичных последовательностей, имеющих началом 
произвольную фиксированную последовательность х", имеет 
меру 1/2", то для произвольной функции /(/г) из сходимости 

СО 

ряда 2 2~f[n) вытекает равенство P{.x::(v;?)[M(xn)>n — 
-/(/*)]}= 1. 

Нетрудно видеть, что ограниченность функции Ai(xn) (как 
функции от п) является необходимым и достаточным условием 
рекурсивное™ последовательности х. Иначе обстоит дело для 
функции К(хп\п). Как показал Лавленд [149], существует та-
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кая константа С, что для континуального числа п о с . 
ностей х неравенство К(хп\п) s^.C выполняется при: б 
числе значений п. Вместе с тем, если величина Х Ч л ; 7 г 

чена для всех п, то последовательность х р е к у р с и ! 
[149], А. Н. Колодий, Л. A. Левин, В. A. Мишин [ 1 3 

Перейдем теперь к последовательностям, х а р а к т е р 
для рекурсивно перечислимых множеств. С л е д у ю т 
зультата, полученные независимо Я- iM. Б а р з д . и н 
Н. В. Петри [50], шляются одними из центральных 
ласти. Для всякой рекурсивно перечислимой п о с л е д 
сти х найдется такая константа С, что М(хп) {le}log"2-^ 
ствует рекурсивно перечислимая последовательность 
станта С такие, что М (хп) ^log2n—C. Н. В. П е т ] 
М. И. Канович [19] установили, что для любой н е . 
неограниченной общерекурсивной функции f (гг.) н а й д е 
сивно перечислимая последовательность х и к о н с т а н т 
что 1og2/(n)—G{le}.M(x7l){le}1og2/(ft)+C. Дальнейшие ; 
по сложности разрешения рекурсивно перечислимых 
к ним множеств получены М. И. Кановичем [20] • В 
для характеристической последовательности л ю б о г о 
того множества верхней оценкой сложности р а з р е ш е 
может являться, начиная с некоторого no. любая H e o r j : 
неубывающая общерекурсивная функция. 

Особый интерес вызывает получение неограничен 
рекурсивных нижних оценок для сложности раопозт-iai 
кретных предикатов в теории алгоритмов, м а т е м а т и 
гике и т. д. Я- 'М. Барздинем [5] была получена н и ж 1 
вида log2n для сложности М(хп) распознавания п о е л 
ностей, которые являются характеристическими д л я 
множеств нетривиальных классов частично р е к у р с и в: 
ций в оптимальных нумерациях. В. И. Хомич [ 6 1 ~\ 
нижние оценки экспоненциального типа для с л о ж н . . 
мальных алгорифмов, распознающих реализуемость 
замкнутых логико-арифметических формул, а М . И . . 
Б. A. Кушнер [22]—сложности некоторых проблем., 
щих в конструктивном анализе. Связь сложности р 
рекурсивно перечислимых множеств (т. е. х а р а к т е р ! 
последовательностей этих множеств) с некоторыми в и 
ноты и продуктивности была вскрыта М. И. К а н о в и ч е 
тах [16, 18, 21]. Так, рекурсивно перечислимое м н о ж е ( 
неограниченную общерекурсивную нижнюю оценку < 
разрешения тогда и только тогда, когда оно полно о т н 
слабой табличной сводимости или ш-сводимости ( с м . 

Вопросы влияния точности разрешающей п р о и 
сложность разрешения исследовал Я- М. Барздинь £ 4 ] 
тимальной частично рекурсивной функции A (р, у) , г 
тельности х и функции е(п) обозначим через М{хп, е ( 
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мум 1{р), где минимум берется по веем р таким, что 
\{y-y£Nn&A(p,y) = x(.y)}\ 

•/Vn — {0,1. • • . ,n— 1}. В работе [4] показано, что для любой 
ВЫЧИСЛИМОЙ функции е(«), 0<е ( / г )<1 , принимающей рациональ­
ные значения, для любой рекурсивно перечислимой последова­
тельности х и для всех натуральных п справедлива оценка 
M(x",e(n))<log-log2n + 3log2-——+ 0(1). С другой стороны, 
существует рекурсивно перечислимая последовательность х 
такая, что для любой функции в(п), 0<£(«.)<•—, найдется 
•бесконечно много значений /г, для которых М (хп, г (п)) > 
>log2 log2 / t—0(1). 

Пусть для фиксированной оптимальной частично рекурсив­
ной функции F (p, i) задана мера сложности вычислений {Фг}. 
удовлетворяющая аксиомам Блюма. Пусть t (n) — общерекур-
сивная функция. Сложностью (разрешения) последовательности 
л:"•=--x(0) . . . х(п— 1) при ограничении t называется величина 

Mo (x") — min {l(p):(Vi <n) [F(p, i) = x(i)&®p(i)<t (ti)]}. 

Обычно в качестве Ф рассматривают определенное в том или 
ином смысле время вычисления. Поэтому в дальнейшем мы бу­
дем опускать индекс Ф в обозначении Мф*(хп). Довольно прос­
то усматривается, что существует общерекур-сивная функция /и 
константа С такие, что для любой последовательности хп 

МЦхп)^.п + С. В основе МНОГИХ результатов о сложности 
М1(хп) лежит то обстоятельство, что для бесконечной последо­
вательности х сложность Мг(хп) при любой общерекурсивной 
функции t может быть существенно выше сложности М (хп). 
Это проявляется уже для рекурсивных последовательностей х: 
для любой общерекурсивной функции t и любого Е > 0 сущест­
вует рекурсивная последовательность х такая, что (Vn

w)-
[М*(хп)^п— (l + e)log2n] (Я. М. Барздинь [5]). Если обра­
титься к рекурсивно перечислимым последовательностям, то 
этот результат может быть значительно усилен. Я. М. Барздинь 
[5] доказал, что существует рекурсивно перечислимая последо­
вательность х такая, что для любой общерекурсивной функции 
t найдется константа Си для которой (Vn) [М1{хп) ^Ct-n]. 
Аналогичный результат для нормальных алгорифмов получил 
Н. В. Петри [51]. Им же показано, что сложность М1{хп) для 
некоторых рекурсивно перечислимой последовательности х и 
общерекурсивной функции t может быть по порядку равной 1og2n. 
Вместе с тем существуют рекурсивно перечислимые последова­
тельности, которые достаточно .сложны при любом ограничении 
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t. Именно, М. И. Каиович и Н. В. Петри [23] построили пример 
рекурсивно перечислимой последовательности х такой, что для 
любой общерекурсивной функции t- будет (Я«~) [М*(хп)>п/2]. 

§ 12. СЛОЖНОСТЬ, СЛУЧАЙНОСТЬ И КОЛИЧЕСТВО ИНФОРМАЦИИ 

Мы считаем, что данная тема заслуживает специального об­
зора. Ниже приводятся лишь основные результаты количествен­
ного характера в этом направлении. 

Функция F (v), определенная на двоичных словах и прини­
мающая рациональные значения, называется полувычислимой, 
если существует общерекурсивная монотонно не убывающая 
по аргументу k функция r(v,k) такая, что E (о)-.= Hm r (v, k). 

Д--4-00 

Функция F (v) называется полувычислимым тестом, если суще­
ствует общерекурсивная функция g (т) такая, что 
Р{x:\m\F(хп)>т}К——-,-, где Я —вероятностная мера, соот­
ветствующая бериуллиевским испытаниям с вероятностью 1/2. 
Последовательность х называется случайной, если для любого 
полувычислимого теста F имеет место limE(x")< oo. Ясно, 
что случайные последовательности должны быть достаточно 
сложны. Это подтверждается следующей теоремой (Мартин — 
Лёф [38]). 

Если / (я) — общерекурсивная функция, для которой ряд 
со 

2j2~f(n) сходится эффективно, а х — случайная последова-
тельность, то (y^ttJlK(х11 \п)>п — /(«•)]• Из теоремы видно, 
что случайная последовательность не может быть рекурсивно 
перечислимой. Мартин —Лефом [153] доказано также, что 
«очень» сложные последовательности случайны. Более точно, 
если для последовательности х существует константа С такая, 
что (я°°/г) [K(x"\ri)>n — С], то последовательность х слу­
чайна. 

Оказывается, что случайные последовательности можно пол­
ностью охарактеризовать в сложностных терминах. Для этого 
понятие сложности необходимо сузить. Назовем частично ре­
курсивную функцию /(и), определенную на двоичных последо­
вательностях и принимающую в качестве значений также двоич­
ные последовательности, монотонной, если для любых двух ко­
нечных последовательностей и и да из того, что v есть начало w 
и f(w) определено, вытекает, что f(v) также определено и f(v) 
является началом f(w). Функцию сложности K(v), в определе­
нии которой участвуют только монотонные частично рекурсив­
ные функции, обозначим через K(v) (существование оптималь-
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ной функции K(v) доказывается так же, как я существование 
функции K(v)). Имеет место следующая теорема (Шнорр 
[193]). Последовательность х случайна тогда и только тогда, 
когда существует такая константа С, ЧТО для любого п п—C{le} 
{le}A(xn)<n+C. Сложность случайных последовательностей для 
иных определений случайности рассматривалась В. Н. Агафо­
новым [1, 3], Мартин-Лёфом [154, 155], ди Паола [172].Даль­
нейший анализ понятий сложности и случайности произведен 
Шнорром [190—192, 194]. 

Для произвольных двоичных слов v, w естественно считать 
алгоритмическим количеством информации в слове w о слове 
v величину I(w : v) =/((y)— K(v\w). Как известно, для вероят­
ностного количества информации справедлив закон коммута­
тивности 7( | : i")-=/(т]: | ) . В случае алгоритмического количе­
ства информации это не так. Обозначим через <и, w> какую-ни­
будь вычислимую функцию, осуществляющую взаимно одно­
значное отображение пар двоичных слов на множество всех 
двоичных слов. Следующие два неравенства установлены 
A. H. Колмогоровым и Л. А. Левиным [13]: 

| I (w.v) — I (v:zv)\^log2K( < v,w >), 
| / (w:v)-(K(v) + K(w)-K( (v,w) ))\^\og2K(( v,zv >). 

Здесь < — неравенство по порядку. 

§ 13. МИНИМАЛЬНЫЕ УНИВЕРСАЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ 

Вопросы построения минимальных универсальных алгорит­
мов, т. е. алгоритмов с минимальной возможной сложностью, 
рассматривались для наиболее употребительных формализации 
понятия алгоритма: машин Тьюринга, нормальных алгорифмов 
Маркова, исчисления равенств Клини. 

В 1959 году Шеннон [198] доказал, что существуют универ­
сальные машины Тьюринга в классах машин с 2 внутренними 
состояниями или с 2 символами на ленте. Он предложил исполь­
зовать в качестве меры сложности для машин Тьюринга произ­
ведение числа внутренних состояний на число символов внеш­
него алфавита. Ватанабе [212] построил универсальную машину 
Тьюринга с 8 состояниями и 5 символами на ленте. Им была 
указана еще более простая универсальная машина с 6 состоя­
ниями и 5 символами на ленте, однако при этом допускались 
бесконечные коды моделируемых машин Тьюринга. Дальней­
шим продвижением в данном направлении явились результаты 
Минского [167—168], построившего универсальные машины 
Тьюринга с 6 состояниями и 6 символами и с 7 состояниями и 
4 символами. Последний результат остается пока наилучшим 
по сложности. 
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Некоторые исследователи рассматривали задачу построения. 
минимальной универсальной машины для более мощных в вы­
числительном аспекте вариантов машин Тьюринга. Так, Бем 
[82] построил универсальную машину Тьюринга с 3 состояния­
ми, 3 ленточными символами и 3 лентами. Хупер [132] улуч­
шил этот результат, установив существование универсальных 
машин Тьюринга с соответствующими параметрами 2, 3, 2 и 
1,2,4. 

Ни одному из авторов не удалось доказать, что построенная 
им универсальная машина имеет наименьшую возможную слож­
ность. Этим, вероятно, можно объяснить возникновение серии 
работ, в которых доказывается неуниверсальность машин Тью­
ринга небольшой сложности. Еще Шенноном [198] было уста­
новлено, что не существует универсальных машин Тьюринга с од­
ним состоянием. Впоследствии Ю. А. Крюков указал для ЭТОГО 
случая достижимые верхние оценки времени и зоны работы [30]. 
Херман [131] сделал то же самое для машин Тьюринга с мно­
гомерными лентами. Для машин Поста, которые отличаются от 
машин Тьюринга тем, что не могут одновременно записывать 
новый символ и сдвигать головку, неуниверсальность доказана 
для случая двух состояний [64]. Q разрешимости проблемы 
останова для машин Тьюринга с 2 состояниями и 2 символами 
на ленте было без доказательства объявлено Минским и Боброу 
T67]. Идея доказательства этого факта содержится в работе 
'29] Ю- А. Крюкова. Более подробное изложение приведено 

Нодзаки [170], где утверждается также разрешимость пробле­
мы останова для машин Тьюринга с 2 состояниями и 3 симво­
лами на лейте, однако при этом на машины Тьюринга налагают­
ся необщепринятые ограничения. Ю. А. Крюков [30] сообщил 
о разрешимости проблемы останова для машин Тьюринга с 3. 
состояниями и 2 символами на ленте. 

Существенно меньше работ посвящено оценкам сложности 
универсальных нормальных алгорифмов Маркова. Э. С. Орлов­
ский [47] указал спрсоб .построения по всякому алфавиту А с п. 
буквами нормального алгорифма в 15-буквенном расширении 
алфавита А, универсального для нормальных алгорифмов в 
алфавите A и имеющего сложность (общее число символов) 
10n2+29n+44. Д. А. Остроухов [49] понизил эту оценку до 
10n+515, пользуясь при этом 6-буквенным расширением исход­
ного алфавита. В. Г. Жаров [11] построил нормальный алго­
рифм со сложностью 5n + 296, универсальный для нормальных 
алгорифмов в n-буквенном алфавите, и доказал, что подобный 
алгорифм должен иметь сложность, не меньшую 5n—1. 

Интересные результаты для исчисления равенств Клини по­
лучены Д. Скордевым [52]. Опираясь на некоторые факты из 
комбинаторной логики, он доказал, что всякая частично рекур­
сивная функция со, удовлетворяющая при некотором натураль-
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ном т соотношениям 

u)(vOT(0,x + l),.z)a-A;, 
(У + 1 , X + 1). Z) •--• ш (<в ( x , 2 ) , to (Г/, 2 ) ) , 

является главной универсальной функцией для семейства всех 
одноместных частично рекурсивных функций. Здесь vOT — прими­
тивно рекурсивная функция, определяемая равенствами: 

vm(0,0) = 0, 
v„ (0, .х +1-)-= v,.- (JC, 0)-+ 1, 

Vm ( •*+•• . У) = ^т (X, У+\) + /Я.. 
С использованием этого факта Д. Скордев построил нормаль­
ный алгорифм % в 6-буквеииом алфавите, который при неко­
тором естественном способе кодирования аргументов вычисляет 
главную универсальную функцию. Алгорифм % состоит из 
18 простых формул подстановок, длина его изображения 
равна 128. , -. 
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