
О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ «УВКПИЙ ИЗ IIPOCTPAHCTBVp,a,2C(G) 
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Рассматриваемые в настоящей заметке функциональные простран­
ства Vp,a,x <, G) состоят из функций f , входящих в соответст­
вующие анизотропные пространства Wp'c &) С Л.Соболева и харак­
теризующихся, грубо говоря, тем, что для интегралов от р -ых 
степеней производных | ,* (jL=4,...,n), £-(,£,,...,{„,) . по некото­
рым подобластям G основной области G имеют место оценки, за­
висящие от меры G (определяемые скалярным параметром а и век­
торным параметром х ). 

Подобные функциональные пространства, построенные на базе 
изотропных пространств W p "'с &) С Л.Соболева, при некоторых 
частных значениях индексов впервые изучались в работах ( LI1.C2], 
[31) Морри. Затем его результаты обобщались и развивались в рабо­
тах Греко [4] Ниренберга[5], В.П.Ильина[6],Кампанато£71,[83. Рас­
сматривавшиеся в этих работах пространства в наших обозначениях 
соответствуют пространствам Wp,a,iC&), 1»С1,...,1) . Более общие 
пространства Vp,d,'ж(.G), ж » 1 , изучались в работеПЭЗБароцци. 

В этой заметке мы приведем некоторые результаты, касающиеся 
свойств функций из пространств Wp,«veiG) . Но сначала введем 
пространства Lp,a,ascG) и сформулируем ряд их свойств. Они иг­
рают здесь такую же роль, какую играют пространства LaG) в тео­
рии пространств Wp"4Gr) . . 

I. Пространства Ьр,а.зе с&) Пусть G - область эвклидо­
ва пространства Е , v>0, «=(«„,...,«п), х ^ о q.= *,..., а) ; 1^(1^...,v*4. 

Положим для любого хб Е 

G-^ w - &П 1 ^ сю 
Очевидно, 

raes G^ (*К mes Iv* Cxb v w , | x\^ g ж . 

Введем еще следующее обозначение: 

3 48* 
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Пусть заданы числа р и а , 1$р<<», (Н<м i , а также 
вектор зе^Сх,,...,?^) с положительными координатами. 

Будем говорить, что измеримая на G функция Н*) принадле­
жит множеству L P j a > x(G) , если существует константа M f та­
кая, что 

для любого хе & и любого v, 0<v<<x> 
На множестве LPjax(.Gr) введем норму, полагая 

»j«w*= '^-.e^-jpjci ;p "Щ.^, (i) 
где, как обычно, 

1*1м-'\*-1:/1ЧГ1у]т. 
Заметим, что пространства L p ^ c G o < = 1 м с & ) , X-an.), 
известны как пространства Морри. Пространства близкие к ̂ P)a3e(G> , 
но при « j H tu=1, . . . , гг^, рассматривались Бароцци П9] . 

Отметим ряд свойств нормированного пространства L p й ^cG) . 
I ) П р о с т р а н с т в о LPia,«C&) я в л я е т с я п о л -
н ы м. Для пространств I, (&) доказательство приведено в 
работе [7Д . В общем случае' - аналогичное. 

п р и л ю б ы х •эс>01Ч(ж!>>0 l=H,...,n.) И О^ач!. 
3) Д л я л ю б о г о в е щ е с т в е н н о г о ч и с л а с>о 

W w x ; & = Р11р,а^;& . (3) 
Свойства 2) и 3) непосредственно вытекают из ( I ) . 
4) П р и л ю б о м ае>0 с п р а в е д л и в ы с о о т н о ­
ш е н и я : 

б ) е с л и р > 1 , т о 

Утверждение а) очевидно. Для доказательства б)заметим, что на ос­
новании известной теоремы о дифференцировании кратных интегралов 
(см,например,[10]) 

Um V—- J lMdiHScx)| (4) 
+ / Q = C0,...,0). 
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почти для всех xeQ- . Полагая теперь в неравенстве C0<v4i) : 

JsJ/-.-i> ( 5 ) 

me-s 1 -»ЧО ft-00 ' ?>*•,*>* 

a= 1 и переходя в нём к пределу при v-* о , получаем требу­
емое. 

Из сопоставления (4) и (5) следует также, что пространство 
Цу,.»€,а>с(-Ь, s.7-0, состоит из функций, эквивалентных нулю 
на & 
5) Если G- - о г р а н и ч е н н а я о б л а с т ь , p^q, . 

1-Е . 1 - a • т 0 4 .e ,* C & J c Ц»,а,*^> 
Утверждение вытекает из' элементарно устанавливаемого нера­

венства для норм. 
6) Е с л и о б л а с т ь G- п р е д с т а в л я е т с о б о й 
т е о р е т и к о - м н о ж е с т в е н н у ю с у м м у о т ­
к р ы т ы х м н о ж е с т в (г„(к = 1,..., К), (r= U £* ,т о 

«W«**im к . 1 Р»а,*Л„ ' 

Это свойство также легко следует из определения нормы в L Л). 
2. Пространства Wp.a^cO^ . Пусть (г - область Е , 

•£=4̂ ,..., 1Л) - вектор с натуральными компонентами, U p < oo , 
0«си1, Ж=-(зе<,...,;*„.) , •зе.>0С 1 = 1,...,а). 

Обозначим через Wp^a:e C&) пространство локально сумми­
руемых на & функций 5 ,' имеющих на G обобщенные в смысле 
С Л .Соболева производные fy j =^тг" U =1,..., и) с конечной 
нормой 

"Pi в., -<&) • 

В силу неравенства (2) \[а С&) с W e ( & ) 
р»« 

ИЗ ПОЛНОТЫ ПрОСТраНСТВ W / c G r ) И Ц , а , а е < £ > Л6ГКО СЛвДУ-
ет, что пространства " V а. ж с&) также являются полными. 

На основании равенства (3) ш заключаем, что при любом с>о 

™р,а,ж. С&> 
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Отметим также, что в силу 4а) и 46) 

3. Классы областей G Пусть I=( С - ч О - вектор с 
положительными координатами, 0<К<«>, £>о, <v*0 U=1,...}a) 
Назовем £ -рогом (радиуса к и раствора е ) тело 

V<i)=V=U lx:-£>0, г<(£)\С1*е)1г, 1-1,..., а ] . (б) 

Пусть для области G с Е существует конечное число 
К открытых множеств G< и I -рогов \<Л) вида (6), так 

что ори этом 

&=6&к=1к&л/>) .со 
где G +VK - векторная сумма множеств бк н VK . 

Будем говорить в таком случае, что о б л a c i b G у д о в ­
л е т в о р я е т с л а б о м у у о л о в и ( - р о г а и 
п и с а т ь G-eA(.f,k) 

Будем говорить, что о б л а с т ь G- у д о в л е т в о ­
р я е т у с л о в и ю I - р о г а и п и с а т ь GeAc£,k) , 
если для G выполнено условие (7) и 

Gr= О G при некотором «"> о , 

где rt 

(У;=4х:*еа« » yU,dGjd<r)><r}, 
9 G - граница G , 3G K -граница G K 

В случае ^,= •••-£„, ( -рог V c 6 является конусом, 
и мы будем говорить, что G удовлетворяет условию конуса или, 
соответственно, слабому условию конуса. 

4. Основные результаты. Приведем теперь две теоремы о свой­
ствах, функций из пространств W J,(G) . Мы здесь не даем 
доказательств этих теорем, но заметим, что для этой цели можно 
воспользоваться известными интегральными представлениями функций 
из W,4Gr) • При этом методика доказательства в существенных 
чертах повторяет методику доказательства аналогичных теорем для 
пространств 
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Если °£=<°^,...,°£J, l^d,,,..,^) , то положим 

4«I* Т е о р е м а . П у с т ь о б л а с т ь С у д О -
л е т в о р я е т с л а б о м у у с л о в и ю ^ - р о г а , 
^ еН*а!»<& ) • 1*Р**<в° , эЕ^сэе , г д е 
-£-= max tbaet ( о6= <><,,...,<*„.) (0««<ч - Ц е л ы е (i.=1+. ..,ni) , 

l-1,...,n. 

<T-1-^fK!l:«H5|tt)(^-^)>0, (fi) 

в • 

Т о г д а в о б л а с т и & с у щ е с т в у е т о б о б ­
щ е н н а я п р о и з в о д н а я ^) f , для к о т о ­
рой с п р а в е д л и в ы н е р а в е н с т в а : 

1№*ли^ия1 . ь^»<-'. да> 
г д е к - п р о и з в о л ь н о е ч и с л о и з (0,min|jt,Hj)t 

1 - л ю б о е ч и с л о , у д о в л е т в о р я ю щ е е У с ­
л о в и я м : 

<?«&•$ 1 , е с л и (£>о 
0«£< 1 . е с л и <£=о 

о а < 1 + йон^ = а + ц7ец*|а- > . е с л и * ° . 
С4 и С̂  - к о н с т а н т ы , не з а в и с я щ и е о т I , 

п р и ч е м С, не з а в и с и т т а к ж е от ^v. 
В ч а с т н о с т и , е с л и d^>0 , v о % £ н е ­

п р е р ы в н а н a G и 

«J.|**»l« C<k"lf U , . * K £ | « ф « „ а ^ . 
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Пусть t - п, -мерный вектор, A(t)fcx)=V(x+i)-l/(x) . 
Положим 

ерли точки х и x+f содержатся в области & вместе с соединя­
ющим их отрезком, 

- в противном случае. 
4.2, Т е о р е м а. П у с т ь о б л а с т ь £ у д о в -

л е т в о р я е т у с л о в и ю ^ - р о г а, ф у н к ц и я J 
и п а р а м е т р ы р,̂ ,зе,оС, (Г, <£ у д о в л е т в о р я ­
ю т у с л о в и я м т е о р е м ы 4.1. 

Т о г д а п р и (Г>о п р о и з в о д н а я ^ ) I у д о в ­
л е т в о р я е т на fr у с л о в и я Г е л ь д е р а в 
м е т р и к е L„ . т о ч н е е ( 

\^Ш*\^ф\^1^\^ (П) 
где £ - л ю б о е ч и с л о , у д о в л е т в о р я ю щ е е 
н е р а в е н с т в а м : 

О* £ « 1 , е с л и dt p >1 
0 « £ < 1 , е с л и (Г1 = 1 
( K 6 * d t 0 , e с л и $10< 1 

{J = min t , С - к о н с т а н т а , н е з а в и с я -
t=1,...,n 

щ а я о т £ и \t\ . 
В ч а с т н о с т и , е с л и о^>о ,то 

*uf»Uct-,&^fwUC||i||__ . -Щ** , 
г д е £0 у д о в л е т в о р я е т т е м ж е у с л о в и ­
ям, ч т о и £ , но с з а м е н о й 6~ н а 0~о 

З а м е ч а н и е . Если в предыдущих теоремах условие 
I -рога относительно области G- заменить условием s -рога, 
$=ts, s ч . точнее, если предположить, что f e W „^(G) , 
a GeAu,H) raH» соответственно, G^Ac^H) , то основное 
условие (8), гарантирующее справедливость неравенств (9) -(II), 
примет вид 
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При этом в неравенствах, определяющих границы возможных значений 
параметров $ и € , всюду t нужно заменить на s 

Заметим еще, что для пространств W l -ieL(.G) , I - на-
туральное число, норма в которых определяется равенством 

результаты типа теорем 4.1 и 4.2 имеют место в той же формули­
ровке, что и для пространств W ^(G), l\*"<•>,•••,t) t 

если область G удовлетворяет слабому условию конуса (условию 
конуса). Если же G e А (&, Н) (соответственно, G-eA(s,H) ) 
то вместо ( 8' ) должно выполняться более слабое условие 

( f = J l ^ _ - [ | l : s H * l ( 1—)a]ci--i-^0 • 
max Sr u maxS.X. P % 

Наконец, отметим, что результаты типа теорем 4.1 и 4.2 для 
пространств Х».а,>1<-^) при условии, что G-eA(.1,H) 
(соответственно, GeA(.1,H) ) получены в работах [ Л - [8] , 
а для пространств W «J^cGr), эе»1 , при условии, что 
•6reAci,H)(G6Ac-^,H)) - в р а б о т е Ш . 

Литература. 
1. Моггеу С В . Multiple in tegra l problems in the calculus of 

var ia t ions and re la ted top ic s . Univ. of California 
Publ. , 1943, 1. 

2. Моггеу С В . Second order e l l i p t i c systems of d i f f e ren t i a l 
equations, Ann. of Math. Studies . Princeton Univ. 
Press . , 195*, № 3» 

3. Моггеу С В . Second order e l l i p t i c equations in several v a r i ­
ables and Holder continui ty, Math. Z e i t . , 1959, 72. 

4 . Greco D. C r i t e r i d i compattezza per insieme d i funzioni in 
„ft" v a r i a b i l i independenti, Bicerche d i Matem. 

Napoli, 1952, 1, 124-144. 

5. Nirenberg L. Estimates and Existence of Solut ions of E l l i p ­
t i c Equations, Comm.Pure Appl.Math., 1956, 9, №3, 
509-530. 

6. Ильин В.П. К теоремам вложения, Труды МИАН, 1959, 53, 359-
-386. 

39 



7. Campanato S. Caratterizzatione delle tracce di funzioni 
appartenenti ad una classe di Morrey insieme con 
le loro derivate prime, Aon. Scuola Norm. Sup. di 
Pisa, s.Ill,1961, 15, rasc.3, 263-281. 

8. Campanato S. Propriety di inclusione per Spazi di Morrey. 
Eicercae di Matem., 1963, 12, rasc.l, 6y-86„ 

9. Barozzi G.C. Su una generalizzazione degli spazi h ' di 
Morrey, Annali deUla Scuola Norm. Sup. di Pisa, 
s. Ill, 1965» 19, rase.4, 609-626. 

10. Зигмунд А. Тригонометрические ряды, т.П, изд."Мир", Москва, 
1965. 

4D 


