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Введение 

Проблема интегрирования дифференциальных уравнений 
как обыкновенных, так и в частных производных является 
классической. К настоящему времени в математике имеется до­
статочно мощный арсенал различных средств, используемых при 
исследовании уравнений. Выбор средств и методов, которые 
используются при решении конкретных задач, • возникающих, 
например, в геометрии или математической физике, -сильно за­
висит от того, какой смысл мы вкладываем в выражение «ре­
шить уравнение». Например, если искать решение в каком-ни­
будь функциональном пространстве, то естественно привлекать 
методы функционального анализа. 

В настоящем обзоре мы в основном рассмотрим задачу ин­
тегрирования гамильтоновых систем иа симплектических мно­
гообразиях, в частности, на орбитах в алгебрах Ли и симмет­
рических пространствах- Большое число новых результатов в 
этой области объясняется открытием нескольких новых мето­
дов интегрирования таких систем, см. [13, 19, 21, 30, 33, 49, 52, 
53, 55, 64, 65, 70, 71, 75, 78, 117, 118, 119, 129, 146, 154, 165, 
166, 170] и др. Эти методы нашли применение не ТОЛЬКО В тео­
рии дифференциальных уравнений, см., например, [46, 47, 148]. 

В исследовании динамических систем на однородных прост­
ранствах выделяются два тесно связанных между собой направ­
ления- Первое — разработка и анализ методов построения пер­
вых интегралов и качественный анализ движения, второе — 
отыскание явных формул для траекторий гамильтоновых систем 
и построение переменных типа «действие — угол». Обоим на­
правлениям посвящены большие серии работ [6, 8, 11, 14, '20, 
26, 28, 30, 42, 46, 48, 65, 67, 71, 75, 82, 103, 114, 117, 143, 157, 
158]. В них разрабатываются алгебро-геометрические методы 
построения широких классов интегрируемых систем, вскрыта 
связь гамильтоновых систем с методом орбит в теории пред­
ставлений групп Ли, бесконечномерными градуированными ал-
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тебрами Ли и методом обратной задачи рассеяния в теории 
нелинейных дифференциальных уравнений. 

Во многих случаях общие алгебро-геометрические методы не 
приводят к появлению полного набора первых интегралов- По­
этому важно более детально изучить геометрические свойства 
.инвариантных гамильтоновых потоков на однородных простран­
ствах и отыскать внутренние характеристические свойства раз­
личных конструкций вполне интегрируемых систем (см., напри­
мер, [15, 57, 68, 120, 126, 141, 145, 149, 150, 153, 156, 159, 167]). 

Напомним основные сведения из симплектической геометрии, 
которые нам потребуются в дальнейшем, либо представляют са­
мостоятельный интерес. Подробности см. в [3, 22, 31, 62, 84, 
104, 134]. 

О п р е д е л е н и е 0.1. Гладкое четномерное многообразие 
М2п называется симплектическим, если на нем задана внешняя 
дифференциальная форма ш = 2 ®ijdxl/\dxJ степени 2 такая, 

что 1) эта форма невырождена, т. e. det||co/y. |-£0 для любой 
точки x6M2rt; 2) эта форма замкнута, т.е. dco-— 0, где d —опе-
•рация внешнего дифференцирования 1̂ ~Т — ~ ~ 7 — J ^ ~ Ч . ^ а к а я 

•форма иногда называется симплектической структурой на много-
юбразии М2п. 

Пусть / — гладкая функция на многообразии /И2". Кососим-
гметрическим градиентом sg rad / функции / называется гладкое 
.векторное поле на Mln, однозначно определяемое из соотношения 
со (v, sgrad f) — v (/), где v пробегает множество всех гладких 
.векторных полей на УИ-", а •»(/) — производная функции / вдоль 
векторного поля v. Для любой точки x06M-" на симплекти-
-ческом многообразии всегда существует открытая окрестность 
•с локальными координатами рх,...,рп, <7, Чп такими, что 
в этих координатах форма со записывается простейшим канони-

п 
веским образом to = '^4dpl/\dqi (теорема Дарбу). 

О п р е д е л е н и е 0.2. Гладкое векторное поле и на симплек-
•тическом многообразии (М, ш) называется гамильтоновым, ес­
ли оно имеет вид o = sgradf, где f — некоторая гладкая функ­
ция на многообразии М, называемая гамильтонианом. Скобкой 
.Пуассона двух гладких функций f и g на симплектическом мно­
гообразии называется функция {f, g), определяемая формулой 
.{/> Я> —со(sgrad f, sgradg"). 

Операция взятия скобки Пуассона билинейна, кососиммет-
;рична и удовлетворяет тождеству Якоби, поэтому пространство 
всех гладких функций на симплектическом многообразии естест­
венно превращается в бесконечномерную алгебру Ли относи­
тельно скобки Пуассона. Говорят, что две функции на симплек-
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тическом многообразии находятся в инволюции, если их скоб­
ка Пуассона равна нулю. 

Гладкая функция f на многообразии М называется интегра-t 
лом векторного поля v, если эта функция постоянна вдоль всех 
интегральных траекторий поля v. Если v = sgradg — гамильто-
ново векторное поле и / — функция, коммутирующая (в смысле-" 
скобки Пуассона) с гамильтонианом этого поля, т. е. {/, g} = 0Г. 
то функция f является интегралом поля v. В частности, гамиль­
тониан g всегда является интегралом поля v. 

Пусть G — конечномерная алгебра Ли, G* — сопряженное 
пространство и Ad* : G*{to}G* — коприсоединенное представление: 
группы © на G*. Тогда G* расслаивается на орбиты О. Каждая. 
из них — гладкое подмногообразие, вложенное в линейное про­
странство G*. Оказывается, на каждой орбите естественно-
определяется симплектическая структура, замкнутая и невы­
рожденная, что превращает орбиты в симплектические много­
образия. Эта форма Кириллова определяется так. Пусть х£(У — 
произвольная точка, | ь %<&Tj3 — два произвольных касатель­
ных вектора к орбите. Каждый вектор \, касательный к орбите,. 
представляется в виде |—ad-*x, так как Тх(У = ай0*х. Поэтому 
существуют такие элементы gu gfiG, что i|i = adg.i *x, i—l, 2. 
Это представление неоднозначно, но это не влияет на дальней-: 
шую конструкцию. Определим значение формы со~.(|ь |2) в точ­
ке х£0 на касательных векторах | ь £2 к орбите О так: шк(§1„ 
|2) =<х, \[gu g2] >, где x6G*, gu g2eG. 

Эта форма билинейна и ее значение не зависит от произвола 
в выборе представителей gu g2', далее, форма со кососимметрич-
на и невырождена на орбитах, кроме того, она замкнута (см.,, 
например, [3]). Множество всех гамильтоновых векторных по­
лей обозначим через Н(М). Отображение т : С" (M)—.-tf(M), 
t ( f )=sgradf является гомоморфизмом алгебр Ли, т. e. ' [sgrad/, 
sgradg]---sgrad {/, g}. 

Пусть связная группа Ли © действует симплектически на 
(М, со), т. е, это действие сохраняет симплектическую структу­
ру со. Пусть G — ее алгебра Ли. Рассмотрим ассоциированный 
с этим действием гомоморфизм (3: G—УН(М) алгебр Ли. 

О п р е д е л е н и е 0.3. Действие группы Ли 91 на симплекти-
ческом многообразии (М, со) называется гамильтоновым, если; 
существует такой гомоморфизм алгебр Ли а : G{to}C<" (М), что 
p=i{cdot}a, т. е. диаграмма 

коммутативна. В этом случае с каждой точкой х&М связывает­
ся элемент U&G* : Щ) = <pe(>0. £GG, где <Р -a( - l ) ЧС°°(М). 
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" Итак, мы имеем отображение Ф : M-*-G*, #{to}4. Это отобра­
жение называется отображением момента. Легко видеть, что 
отображение момента является ©-эквивариантным относительно 
обычных действий групп Ли © на М и на G*. 

Множество Ф(М) есть объединение орбит коприсоединенно-
то представления. Опишем структуру этого объединения. Пусть 
<G — алгебра Ли компактной группы Ли <$, T{subset}G-—ee подал­
гебра Картаиа, В — положительно определенная ©-инвариантная 
•билинейная форма на G. С помощью В отождествим G* с G; 
тогда Т отвечает подпространство T*aG*. Каждая орбита ко-
присоединенного представления пересекает Т* по орбите груп­
пы Вейля W. Каждая орбита группы Вейля пересекает камеру 
Вейля T+*czT* в единственной точке. Итак, Т+* — «простран­
ство модулей» для орбит коприсоединенного представления 
.(рис. 1). 

Рис. 1 

Пусть ф —замкнутая подгруппа в торе £, отвечающем по 
алгебре Т. Через 0^ обозначим объединение орбит в М, диф. 
феоморфных (как однородные ©-пространства) пространству ©/£. 
' Т е о р е м а 0.1 (см. [135]). Пересечение Ф((?Й)ПТ+.являет­

ся объединением конечного числа открытых r-мерных выпуклых 
полиэдров, где г равно коразмерности ф в £. 

В случае, когда ® является тором, доказывается более точ­
ный результат. 

Т е о р е м а 0.2 (см. ([135]). Образ отображения момента 
Ф является выпуклым полиэдром. Его вершины являются обра­
зом неподвижных точек действия тора £, для которых 
-5(ai a„)7--"*, где S ( a 1 , . . . , a„) = {siai+ . . . +.s„a„|si,. . . 
. . ., s n ^ 0 } , afiT* (i= 1 , . . . , n) — веса линейного представле­
ния изотропии тора % в пространстве ТХМ, где х — неподвижная 
точка. 

Следующая теорема дает условия, когда Ф(М)[\Т+* являет­
ся выпуклым полиэдром. В общем случае это не верно. 

Т е о р е м а 0.3 (см. i[135]). Пусть М — связное комплексное 
проективное многообразие без особенностей, Q — форма, зада­
ющая кэлерову структуру. Пусть далее, © — замкнутая связ­
ная подгруппа комплексных симплектических преобразований 
6 



многообразия М. Предположим, что для некоторой точки р&М 
стационарная подгруппа точки р в @ конечна. Тогда Ф(М)[)Т+* 
является выпуклым полиэдром размерности, равной рангу 
группы Ли @. 

Пример. Пусть <3 = SO(4), М — орбита коприсоединенного 
представления в so (5)*. На рис. 2 изображено множество 

Рис. 2 

Ф(М)[}Т*. Положительный квадрант есть Т+* (см. [135]). 
Итак, Ф(М)П7'*, вообще говоря, не выпуклое множество. 

Результаты, близкие к результатам работы [135] получены 
в [121]. 

Глава 1 
УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА НА АЛГЕБРАХ ЛИ, 

ВОЗНИКАЮЩИЕ В ФИЗИЧЕСКИХ 
И ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ 

§ 1. Постановка задачи интегрирования 
дифференциальных уравнений 

1.1. Явное интегрирование. Традиционный подход к изуче­
нию свойств решений дифференциальных уравнений состоит в 
том, что сначала явно определяют полное множество решений 
и лишь только потом анализируют их свойства. Именно так 
поступали Лежандр, Лягер, Бессель, Эрмит при изучении диф­
ференциальных уравнений второго порядка. Однако помимо 
уравнений данного типа, в различных приложениях возникают 
нелинейные или линейные уравнения выше второго порядка. 
Возникает вопрос о целесообразности отыскания полного набо­
ра решений для качественного описания поведения решений 
уравнений, моделирующих интересущую нас систему. 

Главная трудность при интегрировании данных дифферен­
циальных уравнений, как отмечал еще Якоби «состоит в введе­
нии удобных переменных, для разыскания которых нет никакого 
общего правила. Поэтому мы должны идти обратным путем: 
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найдя какую-нибудь замечательную подстановку, разыскивать 
задачи, в которых она может быть с успехом применена». 

Систематическое изложение метода разделения переменных 
и его связь с теорией алгебр Ли можно найти в книге [58]. 

Активно развивавшаяся в прошлом веке теория эллиптичес­
ких и абелевых функций нашла применение в классической за­
даче о движении тяжелого твердого тела, имеющего неподвиж­
ную точку. Усилия крупнейших математиков были направлены 
на установление аналитических свойств решений, поиски случа­
ев сведения задачи к квадратурам, доказательствам теорем су­
ществования (или несуществования) интегралов в том или 
ином классе функций. Сильные результаты были получены 
С. В. Ковалевской [37], {38] и С. А. Чаплыгиным [113]. Работу 
С. В. Ковалевской отличает чисто математическая постановка 
задачи — она ищет условия, при которых зависимость основных 
переменных от времени (которое полагается комплексной пе­
ременной) представляется мероморфными функциями. Получив 
эти условия, Ковалевская указывает и четвертый интеграл за­
дачи (оказавшийся алгебраическим) и искусными заменами сво­
дит задачу к квадратурам. Такое же высокое аналитическое 
мастерство присуще и работе С. А. Чаплыгина. 

С современными методами явного интегрирования можно 
познакомиться по книге [54] или по обзору Б. А. Дубровина, 
B. Б. Матвеева, С. П. Новикова [30], а также по обзору 
C. П. Новикова [71]. 

1.2. Качественные методы. Выдающийся французский уче­
ный А. Пуанкаре убедительно показал, что во многих случаях 
необходим лишь ограниченный объем информации качественно­
го характера, которая, собственно и представляет интерес при 
изучении конкретных систем уравнений. Основы современного 
подхода к определению качественных изменений в поведении 
решений обыкновенных дифференциальных уравнений были 
заложены почти сто лет назад А. Пуанкаре, который впервые 
ввел такие понятия, как динамическая устойчивость и крити­
ческие множества. Б 30-х годах А. А. Андронов и Л. С. Понт-
рягин развили дальше идеи А. Пуанкаре, введя понятие струк­
турной устойчивости. 

Качественная теория автономных динамических систем на 
плоскости изучает динамику траекторий систем двух диффе­
ренциальных уравнений х=Р{х, у), y = Q{x, у), предельное дви­
жение траекторий при /{to}-j-.oo и характер разбиения плоскости 
(х,у) на ячейки, в каждой из которых поведение траекторий 
системы х — Р(х,у), y = Q{x,y) качественно одинаково. Основой 
качественного исследования Динамической системы на плоскос­
ти является изучение ее особых точек (положений равновесия, 
или точек покоя) (х0,Уо), в которых Р(х0, уо) == Q(yo, Уо)=0. 

При изучении неинтегрирующих многомерных динамических 
систем методы качественного исследования являются по су-
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ществу единственной альтернативой численных методов. При 
этом ряд важных вопросов, — в частности исследование общих 
свойств поведения решений для всех значений параметров, или 
существование счетного множества решений, обладающих ка­
ким-либо исключительным свойством, — во многих задачах 
успешно решаются качественными методами и принципиально^ 
не могут быть решены с помощью одних ТОЛЬКО численных ме­
тодов. 

1.3. Интегрирование по Лиувиллю. Если для векторного по­
ля v на многообразии MN удалось найти г независимых (почти 
всюду) интегралов ft, . . . . f t . то порядок соответствующей сис­
темы дифференциальных уравнений понижается на г единиц. 
Геометрически это соответствует тому, что интегральные траек­
тории системы v движутся по совместным поверхностям уровня 
интегралов ft, . . . , ft, которые (в случае общего положения) 
являются (N—г) -мерными гладкими подмногообразиями в MN. 
Поэтому для полного интегрирования системы нужно иметь 
/V—1 независимых интегралов. Тогда их совместные поверх­
ности уровня будут одномерны и совпадут с интегральными 
траекториями исследуемой системы. Однако такой идеальный 
случай встречается редко. Чаще всего найти полный запас ин­
тегралов не удается (или его вообще нет). Поэтому приходит­
ся удовлетворяться различными версиями «частичной интегри­
руемости». При этом желательно, чтобы «частичная интегри­
руемость» выглядела примерно так. Требуется найти набор 
независимых (почти всюду) интегралов ft,. • . , ft таких, что их 
совместные поверхности уровня были бы достаточно простыми, 
например, чтобы они все (в случае общего положения) были бы 
диффеоморфны какому-то одному и тому же простому многооб­
разию. Кроме того, хотелось бы, чтобы исходная система, бу­
дучи ограничена на эту совместную поверхность уровня, превра­
щалась бы на этом «простом многообразии» в «просто устро­
енную» систему, т. е. чтобы интегральные траектории допускали 
бы элементарное описание. В некоторых случаях для га-
мильтоновых систем существует чрезвычайно полезная «частич­
ная интегрируемость», когда совместная поверхность уровня' 
интегралов оказывается тором и ограничение йа него исходной 
системы задает условно-периодическое движение по тору. Оста­
новимся более подробно на этой ситуации, которую условно 
назовем случаем коммутативной интегрируемости гамильтоно-
вой системы. 

Оказывается, что для гамильтоновых систем достаточно; 
знать лишь п функционально независимых интегралов, находя­
щихся в инволюции на симплектическом многообразии М2п., 
В этом случае каждый интеграл «засчитывается» за два ин­
теграла. Более точно, каждый такой интеграл позволяет пони­
жать порядок системы не на единицу, как в общем случае а 
сразу на две единицы. Известны также некоторые результаты; 
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и для некоммутативных алгебр Ли первых интегралов (см., 
например, .[43, 44, 60, 61]). О строении алгебр Ли первых ин­
тегралов, см., например, [67, 122]. Мы приведем известную тео­
рему Лиувилля (см., например, [3, 31, 69, 86]). 

Т е о р е м а 1.3.1. Пусть на симплектическом многообразии 
М2п задан набор n гладких функций f.,..., fn, находящихся 
попарно в инволюции. Обозначим через МЕ совместную поверх­
ность уровня, задаваемую системой уравнений fi (х) -=|ь . . . 
- • • ,fn(x) — In. Предположим, что на ней все функции fi функ­
ционально независимы (т. е. градиенты функций f,i или их ко­
сые градиенты, линейно независимы в каждой точке на поверх­
ности уровня). Тогда имеют место следующие утверждения. 

1) Поверхность уровня М- является гладким n-мерным под­
многообразием, инвариантным относительно каждого векторно­
го поля w,i = sgrad fi. 

2) Если поверхность уровня М5 связна и компактна, то она 
диффеоморфна n-мерному тору Тп. В общем случае, если М5 
связна (но не обязательно компактна) и если векторные поля 
Vi являются полными на поверхности уровня, то Мг диффео-
морфно некоторому «цилиндру», т. е. фактору евклидова про­
странства Rn по действию некоторой решетки (ранг которой не 
превосходит д). 

3) Если поверхность уровня Мг связна и компактна (тогда 
она тор Гп), то в некоторой ее открытой окрестности можно 
ввести регулярные криволинейные координаты su ..., sn; 
<pi,.. . , фп, называемые «действие-угол», с такими свойствами. 

а) Функции s\{x),... ,sn(x) задают координаты в направ­
лениях, трансверсальных тору Тп и функционально выражают­
ся через интегралы fi , . . . , fn. В этих координатах тор задается 
системой уравнений s1= . . . -=sn=0. 

б) Функции фх (.v),,. . , ф„(д;) задают угловые координаты на 
торе Тп (и, следовательно, на близких к нему торах, являю­
щихся поверхностями уровня интегралов fi,. . . , fn). Другими 
словами, cpi изменяются от 0 до 2я и задают представление то­
ра Тп в виде стандартного прямого произведения п окружно­
стей, где cpi — обычная угловая координата на J-ой окружности. 

в) Симплектическая структура со, будучи записана в окрест-
ности тора Тп в координатах «действие—угол», приобретает 

канонический вид ©----^dSiAd^/- Это эквивалентно тому, что 

попарные скобки Пуассона координат «действие-угол» имеют 
простейший вид {sh 5у}={Ф;, Фу}-=0, {s„ -?/}•-= 6iy. 

г) Каждое векторное поле v=>s g rad / , где / — любая функ­
ция из набора /1 / „ или любая функция, функционально 
выражающаяся через функции / 1 , , . . , / „ (поле касается тора), 
будучи записано в координатах «действие-угол», приобретает 
а-ростой вид (P/--=<7i(s1-=0, ...,-s„-=0)=-const. Здесь уравнения 
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.•5г = 0 эквивалентны уравнениям /, . = |-, где Si. ••. , §„-—постоян­
ные, определяющие тор Тп как поверхность уровня fx = |1 , . . . 
• • • >/п-=?п- Таким образом, векторное поле и имеет на торе Тп 

(в координатах фЬ . . . , <pn) простейший вид: его компоненты по­
стоянны и интегральные траектории этого поля задают прямо­
линейную обмотку тора, т. е. условно периодическое движение 
по тору. В каждой точке тора векторы wi = sgradf,i образуют' 
базис в касательной плоскости к тору. 

д) Функции <7Ь . . . , <7„ из предыдущего пункта «г» определены 
и в некоторой окрестности данного тора Тп. Поэтому на поверх­
ностях уровня, близких к данному тору (и также являющихся 
торами), мы также имеем Фг-=^(51 sv

n), где уравнения 
sx = s°: sn = s°n задают близкую поверхность уровня. Таким 
•образом, исходная система tJ — s g r a d / записывается в окрест­
ности тора в координатах su ..., sn; Ф1, . . . , Ф„ в виде 51=0, . . . 
..•..,.•?„-=-0, Vi^qtiSu ...,sn), K t < « . 

Итак, если интегралы /ь .. . , f„ независимы, то неособые 
компактные совместные поверхности уровня являются объеди­
нениями торов. Вложение каждого из этих торов в объемлю­
щее симплектическое многообразие может быть достаточно 
•сложно. Это вложение фактически задается функциями f\, . . . 
.. ., fn и тем сложнее, чем сложнее эти функции. Тем не менее, 
зная функции fi, . . ., fn, можно довольно многое сказать о ха­
рактере расположения каждого тора в М2п, На самом торе ис­
следуемое векторное поле o = sgradf устроено максимально про­
сто. В координатах ерь . . . , <p„ оно становится полем с постоян­
ными (!) компонентами, т. е. полностью определяется заданием 
вектора скорости в какой-то одной точке тора. Все остальные 
векторы скоростей получаются из него путем параллельного 
•сдвига (переноса) в координатах cpi <pn (см. рис. 3). 

Рис. 3 
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Теорема Лиувилля приобрела большое значение в современ­
ной геометрии и механике благодаря тому, что, как оказалось, 
многие механические системы (и их многомерные аналоги) об­
ладают набором интегралов в ИНВОЛЮЦИИ, позволяющим проин­
тегрировать систему в указанном смысле. 

О п р е д е л е н и е Г3.1. Будем говорить, что гамильтонова 
система t> = sgradf на симплектическом многообразии М2п впол­
не интегрируема по Лиувиллю (или допускает полное коммута­
тивное интегрирование), если для нее существует набор из п 
функции /ь . . . , f„, находящихся в инволюции, причем fi = f и 
функции fi, . - -, /„ удовлетворяют условиям теоремы Лиувилля. 

Задача интегрирования данной системы по Лиувиллю озна­
чает включение ее гамильтониана f в семейство функций, нахо­
дящихся в инволюции и таких, что из них можно выбрать п 
независимых функций, где п — половина размерности объемлю­
щего симплектического многообразия. Если такой набор функ­
ций удается найти, то (в предположениях теоремы 1.3-1) траек­
тории исследуемой системы движутся по торам половинной 
размерности задавая на них условно периодическое движение (в 
подходящих координатах «действие—угол»). С точки зрения 
алгебры Ли F(M) функций на М2п, задача интегрирования га-
мильтоновой системы эквивалентна поиску коммутативной под­
алгебры T(f), содержащей гамильтониан f данной системы и 
обладающей тем свойством, что в Т (f) можно выбрать адди­
тивный базис из п независимых функций. 

Возникает следующий вопрос: на любом ли аналитическом 
(алгебраическом) многообразии существует полный инволютив-
ный набор аналитических (алгебраических) функций? По-види­
мому, в ЭТОМ классе многообразий ответ на этот вопрос отрица­
телен. Вполне вероятно, что существуют топологические и ана­
литические препятствия, не позволяющие построить полный 
инволютивный набор на произвольном алгебраическом симплек­
тическом многообразии. Для более детального изучения пробле­
мы надо рассмотреть расслоение с особенностями, возникающее 
на симплектическом многообразии, на котором имеется хотя бы 
один полный инволютивный набор f i , . . . , f„. В самом деле, рас­
смотрим отображение g : M2n{to}Rn, где g(x) = (f\{x),..., f„(x)). 
По теореме Лиувилля почти все слои этого отображения явля­
ются n-мерными торами, а на особых слоях определено дейст­
вие п. однопараметрических подгрупп, порожденных потоками 
sgrad/i. 

Эта программа в следующем параграфе будет реализована 
для специального класса функций — «морсовских». Из этого 
следует, что поиск полных инволютивных семейств функций яв­
ляется чрезвычайно сложной задачей. В главе 4 мы продемон­
стрируем читателю, что «взятый наугад» гамильтониан чаще 
всего порождает неинтегрируемую систему. 
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§ 2. Теория Морса 
вполне интегрируемых гамильтоновых систем. 

Топология поверхностей уровня 
постоянной энергии гамильтоновых систем, 

препятствия к интегрируемости, классификация перестроек 
общего положения торов Лиувилля 

в окрестности бифуркационной диаграммы 

Б настоящем параграфе кратко излагаются элементы новой 
теории «типа Морса» интегрируемых гамильтоновых систем, по­
строенной А. Т. Фоменко-

2.1. Четырехмерный случай. В последнее время обнаружено 
много новых случаев интегрируемости по Лиувиллю важных 
гамильтоновых систем на симплектических многообразиях М2п. 
В связи с этим особую актуальность представляет задача обна­
ружения устойчивых периодических решений интегрируемых 
систем (см. определение 2.1.2). Некоторые случаи существова­
ния периодических траекторий гамильтоновых систем отмечены 
в работах [125, 128]. 

Оказывается, что при n = 2, исходя всего лишь из информа­
ции о группе Hi(Q; Z) одномерных целочисленных гомологии 
(или из информации о фундаментальной группе) фиксированной 
трехмерной поверхности Q3 постоянной энергии, на которой дан­
ная система интегрируема, можно иногда гарантировать су­
ществование, по меньшей мере, двух устойчивых периодических 
решений системы на этой поверхности Q3czM4. Эти решения 
можно эффективно найти, изучая минимумы и максимумы до­
полнительного (второго) интеграла, определенного на поверх­
ности постоянной энергии. Таким образом, ЭТОТ результат не 
только дает существование двух устойчивых решений, но и 
позволяет (в принципе) их находить. Это утверждение следует 
из более общего классификационного утверждения A. T- Фо­
менко о каноническом представлении такой поверхности Q3 в 
виде объединения элементарных многообразий четырех простей­
ших типов. При этом предполагается, что система v обладает 
на Q3 вторым гладким «морсовским» интегралом, т. е. таким, 
что его критические точки на поверхности Q3 организованы в 
невырожденные подмногообразия. В связи с этим А. Т. Фомен­
ко развивает специфическую теорию «типа Морса» интегриру­
емых систем, отличающуюся от обычной теории Морса и ис­
пользующую известную теорию Ботта функций (см. [124]) с 
вырожденными критическими точками (такие функции можно 
было бы назвать «боттовскимн» или функциями Ботта). При 
этом естественное развитие получают также некоторые важные 
идеи С. П. Новикова [72, 74], В. В. Козлова i[41], Д. В. Аносо­
ва [Г]. Оказывается далее, что неособые поверхности постоян­
ной энергии интегрируемых гамильтоновых систем обладают 

.специфическими свойствами, выделяющими их среди всех трех-
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мерных многообразий. Отсюда получаются новые топологичес­
кие препятствия к интегрируемости гамильтоновых систем в. 
классе морсовских функций- Итак, пусть на М4 задана гамиль-
тонова система u = sgrad#, где Н—гладкий гамильтониан.. 
Рассмотрим фиксированную некритическую поверхность Q3 по­
стоянной энергии, т. e. Q= {#=const} и grad#{ne}0 на Q. Пусть. 
система v интегрируема на Q при помощи второго независимо­
го гладкого интеграла f, коммутирующего с Н-

О п р е д е л е н и е 2.1.1. Интеграл / назовем морсовским 
(или боттовским) на Q, если его критические точки образуют' 
на Q невырожденные критические подмногообразия, т. е. гесси­
ан d2f невырожден на подпространствах, нормальных к этим) 
подмногообразиям (рис. 4). 

dlf 

. 

Рис. 4 
Класс таких интегралов шире класса аналитических интег­

ралов. Накопленный опыт исследования конкретных механиче­
ских систем показывает, что большинство уже обнаруженных • 
интегралов являются морсовскими. ! 

О п р е д е л е н и е 2.1.2. Пусть у—замкнутая интегральная ; 
траектория системы v на Q3 (т. е. периодическое решение). Ска­
жем, что у устойчива, если некоторая ее трубчатая окрестность . 
в Q целиком расслоена на двумерные торы, инвариантные отно­
сительно системы v. 

Интегрируемая система может не иметь устойчивых перио­
дических решений. Пример: геодезический поток плоского дву­
мерного тора. Мы Доказываем существование простой связи ,' 
между следующими тремя объектами: а) морсовский интеграл f i 
на Q, 6) устойчивые периодические решения системы v на Q,. | 
в) группа целочисленных гомологии #i (Q; Z) (или фундамен- \ 
тальная группа ni(Q)). I 

Т е о р е м а 2.1.1. (A. Т. Фоменко) Пусть u-=sgrad#---га- | 
мильтоново поле на гладком симплектическом четырехмерном | 
многообразии М4 (компактном или некомпактном), где Н— } 
гладкий гамильтониан- Предположим, что система v интегри- j 
руема на какой-то одной неособой компактной трехмерной по- j 
верхности уровня Q гамильтониана Н при помощи морсовского • 
интеграла / на Q. Тогда если группа гомологии #i(Q; Z) ко­
нечна, то v имеет на Q не менее двух устойчивых периодических ; 
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решений. При этом f достигает на каждой из этих траекторий 
локального минимума или максимума. 

Этот критерий эффективен, так как проверка морсовостн 
интеграла f и вычисление ранга # i (Q; Z) обычно несложны. 
Б конкретных примерах поверхности Q постоянной энергии 
(или их редукции) часто диффеоморфны либо сфере S3, либо 
проективному пространству RP3, либо S'X-S2. Например, после 
подходящей факторизации, для уравнений движения тяжелого 
твердого тела в зоне больших скоростей можно считать, что 
Q&SlxS2, '[41]. В задаче движения четырехмерного твердого 
тела по инерции с закрепленной точкой имеем Q&SlXS2. В ин­
тегрируемом (трехмерном) случае Ковалевской можно считать^ 
что некоторые QivSlxS2. Если гамильтониан Н имеет изоли­
рованную точку минимума или максимума на Л44, то все доста­
точно близкие поверхности уровня Q являются сферами S3. 

П р е д л о ж е н и е 2.1Л- Пусть система u = s g r a d # интегри­
руема при помощи морсовского интеграла f на какой-то одной 
поверхности постоянной энергии Q, гомеоморфной либо 53 , ли­
бо RF3, либо SlxS2. Тогда система v имеет на Q, по крайней 
мере, два устойчивых периодических решения. 

В частности, как мы видим, интегрируемая система имеет 
два устойчивых периодических решения не только на малых 
сферах, окружающих точку минимума или максимума Я, но и 
на всех «далеких» расширяющихся уровнях, пока они гомео-
морфны S3. Критерий теоремы 2.1.1 точен в том смысле, что 
известны примеры, когда система имеет на Q = RP3 ровно два 
(и не больше) устойчивых периодических решения. 

Пусть R = panr Яз(<2) —наименьшее возможное число обра­
зующих фундаментальной группы поверхности Q. 

Т е о р е м а 2.1.2. Пусть система v интегрируема на какой-то. 
неособой компактной поверхности Q3 постоянной энергии в М^ 
при помощи морсовского интеграла f. Если i?-=l, то v имеет 
на Q не менее двух устойчивых периодических решений, на ко­
торых / достигает локального минимума или максимума. Если 
ранг #1(Q; Z ) ^ 3 , то v может, вообще, не иметь на Q устой­
чивых периодических решений. 

В случае интегрируемого геодезического потока плоского то­
ра Т- мы имеем: Q = T3, ранг #i(Q; Z) = 3 и все периодические 
решения этой системы неустойчивы. Из результатов Аносова,. 
Клингенберга и Такенса (см. [1, 36]) следует, что в множест­
ве всех геодезических потоков на гладких римановых много­
образиях существует открытое всюду плотное подмножество без. 
устойчивых периодических траекторий. Итак, свойство потока 
не иметь устойчивых траекторий — свойство общего положения. 

С л е д с т в и е 2.1.1. Рассмотрим двумерное многообразие,. 
диффеоморфное сфере с римановой метрикой общего положе­
ния, т. е. без устойчивых замкнутых геодезических. Тогда со­
ответствующий геодезический поток неинтегрируем в классе 
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гладких морсовских интегралов на каждой отдельной неособой 
поверхности постоянной энергии. 

Вопрос: любое ли трехмерное многообразие может быть 
поверхностью постоянной энергии интегрируемой системы? 

С л е д с т в и е 2Л-2. Далеко не каждое трехмерное гладкое 
компактное замкнутое ориентируемое многообразие может вы­
ступать в роли поверхности постоянной энергии гамильтоновой 
системы, интегрируемой при помощи морсовского интеграла (на 
этой поверхности). 

Итак, препятствием к интегрируемости служит топология 
поверхности Q. Все эти результаты вытекают из общей теоре­
мы 2.1.3 (см. ниже). 'ЕСЛИ f — морсовский интеграл на Q, то с 
каждым его критическим подмногообразием Т связана сепа-
ратрисная диаграмма Р{Т), т. е. множество интегральных тра­
екторий поля grad f, входящих в Т, или исходящих из Т. Назо­
вем интеграл f ориентируемым, если все эти сепаратрисные диа­
граммы ориентируемы. В противном случае интеграл назовем 
неориентируемым. Рассмотрим- следующие простейшие трехмер­
ные многообразия, краями которых являются двумерные торы 
Т2. 1) Полнотория S'XD2. 2) Цилиндры Г-XD1. З) Прямые 
произведения (ориентированные седла) N2xSl, где N2 — диск 
с двумя дырами. 4) Рассмотрим нетривиальное расслоение 
A3-{to}S1 с базой S1 и слоем N2. Край многообразия A3 — два тора 
Т2. Ясно, что A3 (назовем его неориентированным седлом) реа­
лизуется в R3 в виде полнотория, из которого высверлено вто­
рое (тонкое) полноторие, два раза обходящее вокруг оси боль­
шого полнотория (двойная намотка) рис. 5. г) Пространство Д3 
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ориентированного косого произведения бутылки Клейна на от­
резок, его край — тор Т2. 

Теорема 2.1.3. (A. T. Фоменко). (Основная классифика­
ционная теорема в размерности 4). Пусть v = sgxadff— гамиль-
тонова система, интегрируемая на какой-то одной неособой ком­
пактной трехмерной поверхности постоянной энергии Q3crM4 

при помощи морсовского интеграла /. Пусть т — число пери­
одических решений системы v на поверхности Q, на которых 
интеграл / достигает локального минимума или максимума 
(тогда они устойчивы). Тогда Q = m(SlXD2)+p(T2xDl) + 
+ q(N2XSl) +s(A3) +IK3, т. e. Q получается склейкой т полно-
торий, р цилиндров, q ориентируемых седел, s иеориентируемых 
седел, / многообразий Ка по некоторым диффеоморфизмам их 
граничных торов. Если интеграл f ориентируем, то s=-0, т. е. 
иеориентируемых седел нет. 

2.2. Общий случай. Пусть *>-=sgrad// — гладкая интегрируе 
мая система на /И2" и F :М2п {to} Rre — отображение момента, т. е. 
F(x) — (/i(x). . . . , /Л--))» где fi — коммутирующие гладкие 
интегралы и fy = H. Точка xQM регулярна, если ранг dF (x)=—я 
и критическая—-в противном случае. Пусть NcM — множество 
критических точек и 2 = F (N) — множество критических значений 
(бифуркационная диаграмма). Если a6R"\S, то компактный слой 
Ва-= F-l(a)aM2n СОСТОИТ из торов Лиувилля. При деформации а 
вне 2, слой Ва преобразуется посредством диффеоморфизмов. 
Если кривая у, по которой движется а, встречается с 2, то слой 
Ва подвергается топологическим перестройкам. Задача: описать 
такие перестройки. Оказывается полное решение задачи существует 
в случае общего положения. Если dlm2<n—1, то все слои Ва, 
где agR"\2, диффеоморфны. Основной случай —когда dim S — 
= / t - l . Рассмотрим 5 типов («.+1)-мерных многообразий. 1) На­
зовем диссипативным полноторием прямое произведение D2 X Тп~1. 
Его край —тор Тп. 2) Назовем цилиндром произведение Г " Х - 1 . 
Его край—-два тора Тп. 3) Пусть N2 — двумерный диск с двумя 
дырками. Назовем ориентированным торическим седлом прямое 
произведение ^Х-""" 1 . Его край —три тора Тп. 4) Рассмотрим 
все неэквивалентные расслоения Ла-.-Т"""1 c базой — тор Г"-1, 
слоем TV2. Они классифицируются элементами a6F/- (Т""1; Z2) = 
= Z£_1. Частным случаем является N2XTn'1 при а — О. Если 
а =---• 0, то расслоение Аа нетривиально. Многообразие Аа при 
ат-- 0, назовем, неориентированным торическим седлом. Оно имеет 
край —два тора Тп. 5) Пусть р:Тп->Кп— двулистное накрытие 
над неориентируемым многообразием К"- Через Кр

+1 обозначим 
цилиндр отображения р. Ясно, что uimKn

p
+1 = tt-\-\ и дКп

р
+1 = Тп. 

Опишем пять типов перестроек тора Тп. 1) Тор Т", реализован­
ный как граница диссипативного полнотория Z)2 X Т*""1, стягивается 

щ его «ось» —тор Т'1'1 (обозначим: Г" {to}Г"-1 {to} 0). 2) Два тора 
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Г» и Т£—края цилиндра Г"XL) 1 движутся навстречу друг 
другу и сливаются в один тор Тп (т. е. 2Тп-+Тп-*•$). 3) Top 
Т".—нижний край ориентированного торического седла JV-ХТ""1 

поднимается вверх и в соответствии с топологией N2XTn~l рас­
падается на два тора Г,я и Г" (т. е . Т"-+2Тп). 4) Top Г" — 
один из краев Аа поднимается по Л - и в его «середине» пере­
страивается снова в один (два раза намотанный) тор (т. е. 

а 
Тп-*Тп). Такие перестройки параметризуются ненулевыми элемен­
тами абЯ^Г"-1; Z2)==Z^-1. 5) Реализуем тор Тп как край Кп+Х-
Деформируя его внутрь Кп+Х вдоль проекции р, мы, наконец, 
двулистно накрываем тором Тн неориентируемое многообразие 
/С", после чего тор «исчезает». Фиксируем значения последних 
п— 1 интегралов f2,..., fn и рассмотрим получившуюся (п+1)-
мерную поверхность Xn+1. Ограничивая на нее fi-tf, получим 
гладкую функцию f на X"+1. Будем, говорить, что перестройка 
торов Лиувилля, образующих неособый слой Ва (предпола­
гаемый компактным), является перестройкой общего положе­
ния, если в окрестности перестраивающегося тора Тп поверх­
ность Xn+l компактна, неособа и ограничение f энергии f\=H 
на Xn+l—морсовская функция в смысле п. 3.1 в этой окрест­
ности, В терминах диаграммы Б это означает, что путь у, по 
которому движется а, трансверсально протыкает S в точке с, 
окрестность которой на 2 является гладким (п.—1) -мерным 
подмногообразием в R", причем последние п—1 интегралов 
f2,. •., f„ независимы на Хп+Х в окрестности тора Г". 

Т е о р е м а 2.2.1 (A. T. Фоменко. Теорема классификации 
перестроек торов Лиувилля). 1) Если dimS<n—1, то все не-
особые слои Ва диффеоморфны. 2) Пусть dimS = n—I. Пусть 
невырожденный тор Лиувилля Тп движется вдоль совместной 
(«+1)-мерной неособой поверхности уровня интегралов fa,... 
. . . , fn, увлекаемый изменением значения интеграла энергии 
fi = H. Это эквивалентно тому, что точка a=F(Tn)6Rn движется 
по пути у по направлению к Е. Пусть тор Г" подвергается пе­
рестройке. Это происходит тогда и только тогда, когда Тп 

встречает критические точки N отображения момента F (т. е. 
путь у в точке с трансверсально протыкает (п—1)-мерный лист 
2) . Тогда все возможные типы перестроек общего положения 
исчерпываются композициями указанных 5-ти. канонических пе­
рестроек 1—5. В случае 1 (перестройка Т—.-.""-'{to}..)) с ростом 
энергии Н тор Тп превращается в вырожденный тор Тп~\ пос­
ле чего исчезает с поверхности ПОСТОЯННОЙ энергии Н = const 
(предельное вырождение). В случае 2 (перестройка 2Tn{to}rn{to} 
{to}0) с ростом энергии Н два тора Т-71 и Т2

п сливаются в один 
тор Г", после чего исчезают с поверхности # = const. В случае 3 
(т. е. Г —>-2Тп) С ростом Я тор «пробивает» критический уро­
вень энергии и распадается на два тора Т,п и Т2

п на поверхно-
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сти Я---const. В случае 4 (т. е. Тп-+-Тп) с ростом Н тор Тп «про­
бивает» критический уровень энергии и превращается снова в 
тор Тп (нетривиальное преобразование двулистной намотки). 
В случае 5 тор Тп двулистно накрывает неориентируемое мно­
гообразие К" после лего исчезает с поверхности Н—const. Ме­
няя направление движения тора Тп, получим пять обратных, 
процессов бифуркации тора Тп. 

Известные ранее перестройки двумерных торов в случае 
Ковалевской и в случае Горячева—Чаплыгина (см. работу 
M. П. Харламова [112]) являются частными случаями (и ком-' 
позициями) перестроек, описанных в теореме 2.2.1. Перестройки 
торов Лиувилля изучались также Т. И, Погосяном [79]. При; 
изменении Я, тор Тп дрейфует вдоль поверхности Xn+1 уровн». 
интегралов f2,.. . , fn- Может случиться, что Тп стягивается на, 
тор Г"-1. Такие предельные вырождения возникают в механичес­
ких системах с диссипацией. Если в интегрируемую систему вве-' 
сти малое трение, то в первом приближении можно считать, что; 
рассеяние энергии моделируется уменьшением значения Я и 
вызывает, следовательно, медленную эволюцию (дрейф) торов 
Лиувилля вдоль Xn+i. Ответ на вопрос: какова топология по­
верхности Xn+1, дает следующая 

Т е о р е м а 2.2.2. Пусть ./И2" — гладкое симплектическое много­
образие и система v = sgta.dH интегрируема с помощью гладких 
независимых коммутирующих интегралов H = fu f2,..., / „ . 
Пусть Хпп — любая фиксированная компактная неособая совмест­
ная поверхность уровня последних (/г — 1) интегралов. Пусть 
ограничение Я на ХпП — морсовская функция. Тогда Xn+1 —• 
== ягф-ХТ"-1) + Р(Т"Х&) + ?(/V2X-n"-1)+ — •se(.Ae) + r./C/,, 
т. е. ХпП получается склейкой граничных торов (при помощи, 
некоторых диффеоморфизмов) следующих «элементарных кирпичей»:' 
m диссипативных полноторий, р цилиндров, q торических ориен­
тированных седел, 5 = 2 S c - торическ--х неориентированных седел, 
г многообразий Кр. Число m равно числу предельных вырожде­
ний системы v на Хп+1, на которых И достигает минимума или 
максимума. 

Из теоремы 2.2.2 при п = 2 следует теорема 2.1.3. Все пере­
численные результаты справедливы и для гамильтоновых сис­
тем, допускающих «некоммутативное интегрирование». В этих 
случаях гамильтониан Я включается в некоммутативную алгеб­
ру Ли G функций на М2п такую, что ранг G+dim G = dim .M2n. 
Тогда траектории системы движутся по торам Тг, где г----ранг G. 
При доказательстве перечисленных результатов используются 
следующие утверждения. 

Л е м м а 2.2.1. Пусть Мч — страт критического множества N 
на котором зависимы в точности q интегралов системы v. Тогда 
пересечение N" с особым слоем Bc=F~1(c) состоит из несвязно-
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го объединения торов Т1 (если пересечение компактно), где 
•п—<7+1 .-£;/<.".. 

Л е м м а 2. 2.2. Пусть на особом слое Вс лежит ровно один 
критический седловой тор Т"-1. 1) Пусть интеграл / ориентируем 
на Хпп и а<с<Ь, где а и Ь близки к с. Тогда С„ = {/<•*>} 
ттомотопически эквивалентно Са — { /<а} , к которому приклеено 
многообразие Тп~г X L-1 по двум непересекающимся торам Т"-1 и 
Тг."^1. 2) Пусть интеграл / неориентируем. Тогда Сь гомото-
яически эквивалентно Са, к краю Ва которого по тору Т2 - 1 

приклеено /.-.-мерное многообразие Y'a, имеющее край Тп~г и являю-
D1 

тцееся расслоением Ка-*-™"1, отвечающим ненулевому элементу 
-аеЙ" —Я1 (Т»-1; Z2). 3) Далее, каждый из торов Г ^ 1 , Т%2, K~l 

всегда реализует одну из образующих в группе гомологии, 
i-Vi(Га - 1 . Z) == Z""1. Если какие-либо из указанных (п—-^-мер­
ных торов приклеены к одному и тому же тору Лиувиил я Та

п 

то они не пересекаются и реализуют одну и ту же образующую 
группы гомологии H....1 (Г"; Z), а потому они всегда изотопны 
в торе Та

п. 
Дадим еще одно описание трехмерных поверхностей Q по­

стоянной энергии интегрируемых (при помощи ориентированно' 
го морсовского интеграла) систем на М4. Пусть m—число 
устойчивых периодических решений системы на Q3, на которых 
~f достигает минимума или максимума. Рассмотрим двумерное 
-связное замкнутое компактное ориентируемое, многообразие 
JW-- рода g, где gJS-l (т. е. сферу с g ручками), и возьмем про­
изведение M/XS 1 . Выделим в Ms

2 произвольный конечный на-
-бор непересекающихся и самонепересекающихся гладких окруж­
ностей а., среди которых есть ровно m стягиваемых окружно­
стей (остальные нестягиваемые в Мй

2). В M / x S 1 окружности 
й; определяют торы r.2 = a.XS1. Разрежем М / x S 1 по всем этим 
торам, после чего обратно отождествим эти же торы при помо­
щи некоторых диффеоморфизмов. В результате получится но­
вое трехмерное многообразие. Оказывается, поверхность Q име-
>ет именно такой вид. 

З а д а ч а . Найти явное удобное копредставление группы 
;—1 (Q), где Q3 — поверхность из теоремы 2.1.3. Дать явную 
.классификацию поверхностей постоянной энергии интегриру-
•емых систем. Как оценить снизу число полноторий (т. е. устой­
чивых периодических решений) на Q3 через топологические ин­
варианты Q (гомологии, гомомотопии) в общем случае, а не 
только при R<2. Разработать комплексно-аналитический ана­
лог построенной выше теории Морса интегрируемых систем. 
•Существует ли на аналитическом многообразии М4 интегриру­
емое слоение на двумерные (в вещественном смысл) комплекс­
ные торы? Вероятно, на примерах поверхностей типа КЗ мож­
но получить такие препятствия в явном виде. 
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§ 3. Уравнения Эйлера на алгебрах Ли 

ЗЛ. Общие уравнения Эйлера. Пусть / — гладкая функция! 
на орбите кощшсоединенного представления Ad*, т. е. /еС°° {О (t))~ 
Тогда гамильтоновы уравнения x = s g r a d / на орбите 0(t) отног 
сительно формы Кириллова на 0(t) имеют вид x — a.&*df{x)(x)~ 
Здесь d/GG** ss. О. Если /еС™ (Q*), то на каждой орбите воз­
никает гамильтоново векторное поле v = ad.*,rJx), xPQ*i 
/6C°°(Q*). Эти уравнения можно «склеить» в одно уравнение-
на пространетве О*. 

О п р е д е л е н и е З Л Л . Уравнением Эйлера на пространстве С?*». 
где G—некоторая алгебра Ли, называется уравнение вида 

Уравнение Эйлера на G* обладает тем замечательным свойст­
вом, что соответствующее векторное поле касается всех орбит 
представления Ad© и на каждой орбите эти уравнения гамильтоновы., 

В качестве примера выпишем в явном виде уравнения Эйлера 
для алгебры Ли so (3 ) - {е ъ е2, е3} с коммутационными соотноше--
ниями: [ей e2] = e3, [^v е3]==—е2, [е2, е3] = ех. В этом случае 

уравнения Эйлера запишутся в виде для функции / = {sum} al'XiX, к 
\ tj-\ / 

[xi = ахгххх2—а12хгх3 + ( а 3 3 - а22) х2х3+я23 (xt—xt), 
x 2 = ~а*3Х2Х1Ц-а2гх2х3+(ап~а™)х1х3+а13{х1—х\), 

1 x 3 - a?2xix3- a31x3-*:2+(a22- а11) ххх2+а12 (х\ -~х\). 

Большой интерес представляют уравнения Эйлера, когда 
гамильтониан / — квадратичная функция на G*. Рассмотрим этот 
случай более подробно. Если есть линейный оператор C\Q*^>-G> 
то можно построить квадратичную функцию / н а С?*: /(л.)== 
= 2 -1 < х, С(х) > . Будем предполагать, что линейный оператор С 
является самосопряженным, т. е. ( у, С {х) > = < С (у), х >. В этом: 
случае dfx=C(x). Итак, каждый самосопряженный линейный 
оператор C:G*{to}G определяет на G* некоторую систему не­
линейных уравнений jc = adc(^)(x). Эта система уравнений на О* 
гамильтонова на всех орбитах представления Ad@; в качестве 
гамильтониана можно взять функцию / (х) = 2"1 < х, С (х) > , 
ограниченную на орбиту представления Ad@. 

Перепишем уравнения Эйлера в координатах. Пусть е-, . . . , еп— 
базис алгебры Ли G, ег, ..., еп — дуальный базис в сопряженном 
пространстве G*, xQG*, x = xiel, C\G*->G — линейный оператор, 
задающий уравнения Эйлера, С (el)=aiJej. Тогда уравнения 
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Эйлера имеют следующий вид 
Xs^a^CjsXiX,,, s - — 1 , . . . , dimG, (1) 

тде С\]~-структурный тензор алгебры Ли О в базисе ех еп. 
П р е д л о ж е н и е 3.1.1. Пусть функция E6G°°(G*) постоянна 

та орбитах коприсоединенного представления группы Ли -3, отве-
.чающей алгебре Ли Q. Тогда F—-первый интеграл уравнений 
Зйлера х = &u*df(x) (x). В координатах это можно записать так: 
«если функция F удовлетворяет системе уравнений 

C?;xft-~-==0, i=-1, ••.'., dim О, (2) | 

в частных производных, то она является первым интегралом | 
уравнений Эйлера х=ай*аГ(Х)(х). 

Это предложение дает некоторый аналог метода Якоби инте-
-трирования канонических систем уравнений классической механики. | 
При решении гамильтоиовых уравнений методом Якоби мы должны ] 
решить уравнение в частных производных --— + Н it, q, ---— j — 0 
(вообще говоря, нелинейное). В методе, изложенном выше, мы j 

также от обыкновенных дифференциальных уравнений nepexo- j 
дим к уравнениям в частных производных (2), но, в отличие 
от метода Якоби, к линейным уравнениям. Имеется алгоритм I 
•отыскания решений таких уравнений (см., например, [81, 127]). \ 
Ниже мы укажем специальный класс линейных операторов | 
(секционных операторов для произвольного линейного представ- j 

ления), для которых знание полного набора функционально не- j 
зависимых решений уравнения (2) позволяет восстановить пол- ! 
ный набор первых интегралов уравнения (1), при этом исполь­
зуется чисто алгебраическая процедура сдвига аргумента. • 
, По поводу уравнений Эйлера на бесконечномерных алгебрах \ 
•Ли см., например, [6, 26, 51, 116, 139, 140, 144]. Бесконечно- • 
мерные алгебры Ли, возникающие в связи с изучением уравие- j 
ний Эйлера и Кортевега-де Фриза, рассмотрены в книге [142]. | 

3.2. Уравнения движения твердого тела, закрепленного в 
•одной точке. Напомним, что классические уравнения Эйлера 
движения твердого тела имеют вид Ар=(В—с)<7г, Bq = 
= (С—A)pr, О —(A—B)pq, тде А, В, С — моменты:инерции те- j 
ла относительно осей Ох, Оу и Oz соответственно, а р, q, г —• i 
компоненты вектора угловой скорости (см., например, [3, 23, j 
115]). С геометрической точкой зрения на уравнения Эйлера \ 
•можно познакомиться по работам Я- В. Татаринова [85, 86]. 

Л е м м а 3.2.1. Уравнения Эйлера для алгебры Ли so (3) ко- ; 
•сосимметрических вещественных матриц 3X3 на пространстве I 
.so(3) * эквивалентны уравнениям движения трехмерного твер- j 
дого тела, закрепленного в одной точке. 

Л е м м а 3.2,2. Уравнения Эйлера движения твердого тела 
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на алгебре Ли so (3) эквивалентны следующей системе, имею­
щей коммутаторный вид ф(,t) = [фХ, X], X6so(3), q>(X)=IX+ 
+XI, / = diag(X,, К2, Хг), h = 2-l(—A+B + C), K2 = 2-l(A~B + C), 
X3 = 2-i(A+B—C). 

О п р е д е л е н и е 3.2.1. Под уравнениями движения п-мер-
ного твердого тела с закрепленной точкой мы будем называть 
уравнения ф (Z) = faX, X], X6so(n), ф(Х) =-XI+IX, где / = 
==diag(A,i, Кг, • • •, Хп) (Я,..+Я}Ф0 при всех i, / ) . 

В следующем параграфе будет дано инвариантное описание 
оператора q>(X)=IX+XI, найденное в работах [63, 65, 66]. 

3.3. Уравнения движения свободного твердого тела. Движе­
ние твердого тела в трехмерном пространстве R3 описывается 
уравнениями R— [К, со] + [е, u] , ё---|[е, со], где К — кинетиче­
ский момент тела, со-угловая скорость тела, а векторы е и и 
определяются физическим содержанием задачи, описывают 
взаимодействие внешних сил. Указанные общие уравнения име­
ют следующие три классических интеграла: fi = H, где полная 
энергия Н имеет вид H = 2~l(K, h~:(K)) +tn(r, е), затем f2 — 
= (К, е) и h=(e, e). Рассмотрим, например, задачу о движении 
тяжелого твердого тела вокруг неподвижной точки. Тогда е — 
единичный вектор, направленный по вертикальной оси Oz и, 
следовательно, третий интеграл fs, имеет вид f3= (•?• e) = L Об­
щие уравнения движения твердого тела задают векторное поле 
на шестимерном евклидовом пространстве R6 = R3(X) XR3(e)> 
Оказывается, это векторное поле гамильтоново на совместной 
поверхности уровня двух интегралов /2---С2 —const и /з = G3 = 
= const относительно некоторой естественной скобки Пуассона. 
Это позволяет применить к этой системе аппарат исследования 
общих гамильтоновых систем. 

Рассмотрим совместную поверхность уровня М23 двух интег­
ралов f2 и /з. т. е. -M23={f2 —G2, f3 = G3>0}; Эта поверхность яв­
ляется четырехмерным подмногообразием в евклидовом прост­
ранстве R6. Более того, ее топологическая структура легко опи­
сывается. Поверхность уровня М23 диффеоморфна кокасатель-
ному расслоению двумерной сферы. 

Определим теперь на пространстве R6(/C, e) операцию {•, • } . 
Если /С-=(-Кь Kz, Кз) и e=(ei , e2. <--з), то на образующих /С. и 
е. операция {•, •} задается следующей таблицей. 

Легко видеть, что эта операция задает на пространстве 
C°°(R6) структуру алгебры Ли. Проверяется, что она изоморфна 
алгебре Ли группы движений трехмерного евклидова простран­
ства. Другими словами, она изоморфна полупрямой сумме двух 
подалгебр Ли: трехмерной подалгебры Ли Кг(К), изоморфной 
алгебре Ли группы SO(3) вращений пространства R3 и трех­
мерной абедевой подалгебры Ли R3(e), изоморфной алгебре Ли 
группы Ли сдвигов (трансляций) в R3. При этом алгебра Ли 
К3{К) представлена на подалгебре R3(e) стандартным образом. 

Определенная выше операция {•, •} задает на пространстве 
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•С°°(Я6) некоторую скобку Пуассона {f, g}, которая является 
вырожденной. Эту скобку Пуассона МОЖНО ограничить на 
совместные поверхности уровня М2з интегралов f2 и h- Можно 
убедиться, что в результате получается на пространстве функ­
ций, определенных на многообразии М23, невырожденная скоб­
ка Пуассона {/, g}. 

Т е о р е м а 3.3.1 (С. П. Новиков, И. Шмельцер). Уравнения 
движения твердого тела К—[К, со] + [е, и], ё='{е, ш] можно 
представить на совместной поверхности уровня М23 двух ин­
тегралов f2 и f3 в гамильтоновом виде f = {f, h}', где h — суже­
ние функции Н на М23. 

О гамильтоновости уравнений Эйлера динамики твердого 
тела в идеальной жидкости см. также работу [2]. 

3.4. Вращение твердого тела вокруг неподвижной точки в 
НЬЮТОНОВСКОМ поле с потенциалом cp(xi, х2, x3)- Пусть а, |3, у — 
три орта неподвижной системы координат, отнесенные к систе­
ме отсчета 5, жестко связанной с твердым телом. Уравнения 
вращения твердого тела в системе 5 имеют вид: 

М-. - ^ X c o + ^ X a + j f x P + ^ X y , 

-аХ«>, Р=-РХ<~>. 4 = ЧХ1--, 
где U (а, р, ^) —потенциальная функция 

U (а, р, ч ) - . [ p(r)<P((r, а), (г, j3), (г, у)) dr:dr2dr5, 

(3) 

здесь Т -
счета S, 

твердое тело, а гь г2, г3 — координаты в системе от-
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Определим алгебру Ли L12. По определению, она является 
полупрямой суммой so(3) + R3+R3+R3 с базисом X,-, УД i, /,. 
а, р = 1, 2, 3, в котором коммутационные соотношения имеют 
следующий ВИД: 

[Xt, Xj[=zljkXk, 

[XbYjl-bflft, (4) 

Теорема 3.4.1 (см. [9]). Уравнения (3) являются уравнениями 
Эйлера вида x--=ad..-^)(x) в пространстве L*2 и имеют гамильто-

з 
ниан Н = 2-1(М, v>)-U(a,by), i M ^ J j i A ' 

Потенциальная функция U (a, p, Y) удовлетворяет трем урав-
d2U d^U d^U 

нениям (i-=1, 2, 3) —1---| ---} -- = 0 в силу уравнения Лапласа 
dat «ЭР; dyt 

АФ-=0. В простейшем случае, когда потенциал ф является линей­
ной функцией координат ф----аЬс1+а-х2 + я3.х-'з. уравнения (3) 
эквивалентны уравнениям Эйлера—Пуассона и, вообще говоря 
не представляются в виде М = &А*с^м){М) с помощью некоторого. 
секционного оператора С, но тем не менее они являются уравне­
ниями Эйлера в смысле определения 3.1 .Г 

3.5. Динамика твердого тела с распределенным электриче­
ским зарядом в идеальной несжимаемой жидкости. При нали­
чии постоянного гравитационного и электрического полей и при 
условии равенства выталкивающей силы и силы тяжести и ну­
левом суммарном заряде тела уравнения движения в связан­
ной с твердым телом системе отсчета 5, центр которой совпа­
дает с центром масс твердого тела при условии безвихревого-
обтекания, имеют вид 

M-=MXto + p X a + m g r X ^ + E d X 6 , 
(5)1 

где © — угловая скорость, и — скорость твердого тела в жидко­
сти, р — полный импульс, М — полный момент импульса (в си­
стеме отсчета S), т — масса тела, g — ускорение силы тяжести,. 
у—направление силы тяжести, вектор г определяет положение 
центра масс вытесненного объема жидкости, Е — напряжен­
ность электрического поля, d — вектор дипольного момента, 
б — направление электрического, поля. 

Теорема 3.5.1 (см. [9]). Уравнения (5) являются уравне-
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ниями Эйлера в пространстве L2i* и имеют гамильтониан 
• з 

Н = 2-- {sum} (aijMiMj + 2сцМ,р,+-V^) - rag (г, ч) - E (d, 6), 

дН дН 

где aiit bij, c{j — произвольные постоянные коэффициенты, обес­
печивающие положительную определенность указанной квадра­
тичной формы. 

3.6. Вращение намагниченного твердого тела вокруг непо­
движной точки в однородном гравитационном и магнитном по­
ле. В этом случае уравнения, описывающие движение твердого 
тела, имеют следующий вид 

М == M X со + OT.gr X Y + h - X 6, 
(о) 

y - y X » , 6 = 5Х«>. 
где Z — вектор магнитного момента твердого тела, 6 — направ­
ление магнитного поля, h — его напряженность. 

Т е о р е м а 3.6.1 (см. [9]). Уравнения (6) являются уравне­
ниями Эйлера в пространстве L-* с гамильтонианом 
; Н = 2-1 (М, со) - mg (г, i) - h (Z, 6), 

з 

Л . - - . 1 

где алгебра Ли Ьэ имеет коммутационные соотношения, описан­
ные в п. 3.4 при а, р=1, 2. При Z-=0 эти уравнения переходят 
в классические уравнения Эйлера—Пуассона. 

3.7. Динамика твердого тела с эллипсоидальной полостью, 
заполненной магнитной жидкостью, совершающей однородное 
вихревое движение. Уравнения движения в системе отсчета 5 
имеют вид 

JM=-=MXA> K^KXB^-UXW, 
U=ttXB. 

•где М — суммарный момент количества движения твердого те­
ла и жидкости относительно общего центра масс, A—-угловая 
скорость вращения твердого тела, В — угловая скорость внут­
реннего вращения жидкости, К — вектор вихря скорости жид­
кости, векторы и н w связаны с магнитным полем, вмороженном 

„в жидкость. Координаты векторов А и В линейно выражаются 
через координаты векторов М и К, координаты векторов и и w 

.также связаны линейными соотношениями. 
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Т е о р е м а 3.7.1 (см. [9]). Уравнения (7) являются урав­
нениями Эйлера в сопряженном пространстве к алгебре Ли 
so(3)©E3 и имеют гамильтониан 

Я = 2-'((М, A ) + (#,£) +(и , ш)), 

где E3 — алгебра Ли группы движений евклидова простран­
ства R3. 

3.8. Динамика твердого тела с п эллипсоидальными полостя­
ми, заполненными магнитной жидкостью, совершающей одно­
родное вихревое движение. В этом случае динамика описы­
вается следующими уравнениями 

'М=МХЛ, K'a=KaXBa + UaXwa, (о) 
иа = иаХВа, 

где а = 1 , . . . , п, М — суммарный момент количества движения 
(относительно общего центра масс) твердого тела и жидкости 
•во всех эллипсоидальных ПОЛОСТЯХ, A — угловая скорость вра­
щения твердого тела, векторы Ка, Ва, иа, wa характеризуют дви­
жение ЖИДКОСТИ и вмороженное магнитное поле в а — полости. 
Координаты векторов А, Ви ..., Вп линейно выражаются через 
координаты векторов М, /G, . , . , Кп, координаты векторов иа и 
wa связаны линейными соотношениями; коэффициенты этих ли­
нейных связей зависят от компонент тензора инерции твердого 
тела и параметров эллипсоидальных полостей. Обозначим через 
Ah,m прямую сумму so (3) Ф . . . Ф so(3)©E3© • • • ®F3 k экземп­
ляров алгебры Ли so(3) и m экземпляров алгебры Ли £3. 

Т е о р е м а 3.8,1 (см. [9]). Уравнения (8) являются урав­
нениями Эйлера в сопряженном пространстве к алгебре Ли 
L=Ai, n и имеют гамильтониан 

п 

Я = 2-'((М, A)) + 2 ((*» -ЗаЖИа, О ) -
а-1 

При отсутствии магнитного поля в k полостях (ua==wa = 0, 
a—1, . . . ,k ) алгебра Ли L редуцируется к алгебре Ли Ац+г.п-ь. 

3.9. Вращение твердого тела с п эллипсоидальными поло­
стями, заполненными магнитной жидкостью, вокруг неподвиж­
ной точки в ньютоновском поле с потенциалом ф (.Ж1, х2, х3). 
В этом случае динамика описывается уравнениями 

М-МХА + ^Ха + ^-ХР + Щ-ХЧ, 

c. = a x A P = PX-4, y = y X A . <9) 
ka.=Ka.XBa + UaX'Wa, tia = UaXB&, 

которые являются нераспадающей комбинацией уравнений из 
га. 3.4, 3.8. 
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Теорема 3.9.1 (см. [9]). Уравнения (9) ЯВЛЯЮТСЯ уравнения-
ми Эйлера в сопряженном пространстве к алгебре Ли L = Li2® 
@Ай,п и имеют гамильтониан 

и 

//=--. 2--(ЛГ, -4) + 2-12 ((Ка, Ba) + (tta, wa))-U(a, р, у). 
о - 1 

При отсутствии магнитного поля в к полостях алгебра Ли L ре­
дуцируется к алгебре Ли Ln®Ak,n-k. 

Комбинируя условия задач 2.5 и 2.8, получаем уравнения 
Эйлера, связанные с алгеброй Ли £ = 1 1 2 Ф А Й , „ _ А . При отсутствии 
электрического поля алгебра Ли L редуцируется к алгебре Ли 
L9®At,n-A. при отсутствии и электрического и гравитационных 
полей алгебра Ли L редуцируется к алгебре Ли E3®A/.,п-и — 

Алгебры Ли Lg@Ak.n-k и Ak,n-k+\ связаны также 
с уравнениями, получающими комбинированием условий задач 
3.6, 3.8. 

3.10. Уравнения Кирхгофа движения твердого тела в жид­
кости. Свяжем систему координат с движущимся телом. Пусть 
щ—компоненты скорости поступательного движения начала коор­
динат, a coj —компоненты угловой скорости вращения твердого 
тела. Тогда кинетическая энергия системы жидкость—твердое 
тело имеет вид T = 2'1(Aljaivyj-{-BijUiUj)+Cijaittj1 где Аи, В1р 
С*-—постоянные, зависящие от формы тела и от плотностей тела 
и жидкости; по дважды повторяющемуся индексу производится 
суммирование от 1 до 3. Пусть N = {yby2,yz), где #* = -—т> 

.ft"—(xi, .x2i x3)i We Х ;="~~- ' Тогда движение твердого тела по 
инерции в идеальной жидкости описывается уравнениями 

% * - v
 ( 1 0 ) 

где U= (щ, Щ, из), и = (cui,o)2, шз). 
Кинетическая энергия твердого тела является произвольной 

положительно определенной однородной квадратичной формой 
от шести переменных ui, од она определяется, следовательно, 
21 коэффициентом (Aij, Bij, С<,.) = (Ащ). Уравнения (10) в об­
щем случае имеют три классических первых интеграла Кирх­
гофа: K2=Kx

2+Ky
2+Kz

2 = const, NK=KxNx+KyNy+KzNz=comt 
и, наконец, Г—const. 

Т е о р е м а 3.10.1 (см. [99], [101], [102]). Система уравне­
ний Эйлера для алгебры Ли £(3) группы Ли движений евкли­
дова пространства R3 совпадает с уравнениями движения твер­
дого тела по инерции в идеальной жидкости. 

3.11. Уравнения движения твердого тела по инерции в не* 
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сжимаемой идеально проводящей жидкости. Рассмотрим клас­
сические уравнения магнитной гидродинамики несжимаемой 
невязкой идеально проводящей жидкости 

—-+ (rot г») X г> = р-1 (rot Я) X Н— grad-П, 

• ^ - r o t ^ X H ) . 
Как показано в работе [17], эти уравнения имеют в качестве 
простейшего конечномерного аналога уравнения 

/M-[Q,M] + [/,H], 
.tf = [Q, H], С ' 

на алгебре Ли so (л) кососимметрических матриц. 
Пусть G - произвольная алгебра Ли над полем к. Построим 

новую алгебру Ли Qa.p(G), а, рб£, содержащую G в качестве 
подалгебры. Как линейное пространство Qa,p(G) есть прямая сум­
ма G®G. Элементы первого слагаемого обозначим через agG, 
а элементы второго слагаемого - через гЬ, т. е. любой элемент 
из Qa,0(G) имеет вид х-\-ву, х, yQG. Определим на Qa,p(G) про­
изведение [x! + et/1, x2 + еу2] = [x1, x2] +- p [t/1, y2] + e ([t/1, x2] + 
+ [xi> Уг]-\-а\уь у2})- Эта операция задает структуру алгебры Ли 
на Qa,p(G). Введем обозначение Q(G) — G-j-sG, где е2==0, для 
алгебры Ли Q0.o(G). Можно считать, что Q(G)*isG* +eG*. Будем 
•обозначать /6Q(G)* через /=-= x*-j-sy*, где х*, y*QG'*. 

Теорема 3.11.1 (см. [92, 97]). Пусть я + вубЩО), x* +et/*e 
€Q(G)*. Тогда ad;+e,,(x4-ei/*)-=ad;x* + ad;y* + sad;.tfi! и по 
этому уравнения Эйлера a = adc(a) (a), adQ(G)* имеют следую­
щий вид 

^-==ad;X+ad;Y, 
F-=ad;Y, 

где а= (X, У) и С (а) = (л:, у). В случае, когда G--=so(3), урав­
нения Эйлера для алгебры Ли Q(so(3)) совпадают с конечно­
мерными аппроксимациями (11) уравнений магнитной гидроди­
намики. 

§ 4. Секционные операторы 
4.1. Общие конструкции и определения. Для конечномерных 

алгебр Ли существует простой и естественный прием построе­
ния динамических систем, являющихся аналогами уравнений 
движения многомерного твердого тела. Эти системы строятся 
на основе секционных операторов, введенных A. T. Фоменко в 
[105, 106]. 

Пусть Я—алгебра Ли, ф — соответствующая группа Ли, 
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р:Я->Еп(1(У) —представление алгебры Ли Я в линейном про­
странстве V, а : .§{to}Aut(V)—соответствующее представление 
группы, 6{Х) —орбита элемента X6V при действии группы ф. 
Если задать линейный оператор Q : V{to}#, который назовем сек­
ционным, то на орбитах возникает естественное векторное поле 
X=p(Q(X}) (X). Задание такого оператора позволяет также в 
некоторых случаях определить и симплектическую структуру на 
орбитах (см. [102, 110]). Для приложений представляет инте-
рее специальный класс секционных операторов, образующих 
многопараметрическое семейство, основными параметрами ко­
торого являются два элемента, а именно, a6V и ЬбКег Фа> где 
Oa(h) —p(h) (а), ЫН. Сейчас мы построим разложение алгеб­
ры Ли Я в сумму четырех линейных подпространств K + . 8 + 
-\-~R-\-P и аналогичное разложение пространства V в сумму че­
тырех подпространств Т+jB+R+Z. После этого секционный 
оператор Q : V{to}# будет определен как линейное отображение, 
сохраняющее это разложение в сумму четырех плоскостей. Дру­
гими словами, матрица этого оператора будет блочно-диаго-
нальной; по диагонали расположены четыре матрицы меньшего' 
размера. 

Итак, пусть а — произвольная точка общего положения в 
пространстве V, т. е. проходящая через нее орбита действия 
группы .5 имеет максимальную размерность. Пусть К — аннуля-
тор элемента а в алгебре Ли Я, т. е. Д —Кег Фа, где линейное 
отображение Ф а : H-*-V определено выше. Если точка а общего 
положения, то размерность аннулятора К наименьшая. Пусть 
&6Д— произвольный элемент. Рассмотрим действие оператора 
р(Ь) на пространстве V. Через М мы обозначим подпространст­
во Kerp(b){subset}V. Пусть К' — произвольное алгебраическое до­
полнение к аннулятору К в алгебре Ли Я, т. е. Я-=/<+/(' и 
К[\К'=*0. Выбор плоскости К' неоднозначен. Возможность варь­
ирования этого алгебраического дополнения приводит к появ­
лению дополнительного семейства параметров в конструкции.. 
Ясно, что аШ. В силу определения плоскости К', отображение 
Фа : #{to}V мономорфно переводит плоскость К' в некоторую' 
ПЛОСКОСТЬ ФаК'аУ, ПОСКОЛЬКУ ФаК'=ФаН, ТО ПЛОСКОСТЬ ФаКГ 

не зависит от выбора К! и однозначно определяется выбором 
элемента а и представлением р. Предположим, что в аннулято-
ре существует такой элемент Ь, что пространство V разлагается 
в прямую сумму двух подпространств М и Imp(b). Например,. 
в качестве такого элемента b можно брать полупростые эле­
менты аннулятора К-

Плоскость ФаК' пересекается с М и Im p (Ь) по плоскостям,, 
которые обозначим соответственно через В и R'. Получаем раз­
ложение ФаК,' в прямую сумму трех плоскостей B-\-R'-\-P, где 
В и Rf определены однозначно, а дополнительная ПЛОСКОСТЬ Р 
выбирается неоднозначно и ВНОСИТ свой набор параметров. 
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Рассмотрим действие преобразования р(&) на плоскости Im p(b). 
Тогда ясно, что р(Ь) изоморфно отображает Irnp(b) на себя. 
В частности, оператор р(Ь) обратим на плоскости Imp(b). 
Пусть р(6)-1 — оператор, обратный к р(Ь) на 1шр(Ь). Поло­
жим R.-=p(6)~1(R')- Тогда имеем p(b) : R-+R'. Плоскость R 
определена однозначно. Рассмотрим в 1тр(Ь) плоскость Z, яв­
ляющуюся алгебраическим дополнением к плоскости R. Тогда 
Irn p(6)---Z+R', R'ivR. Пусть Т — дополнение к плоскости В в 
М (рис. 6). 

Окончательно мы построим разложение пространства V в пря­
мую сумму четырех плоскостей V — T^-B + R + Z. При этом 
плоскости R, В, М, Imp(b) определены однозначно, а плоско­
сти Z, Т неоднозначно и это вносит свой набор параметров 
в конструкцию. Если в V задано скалярное произведение, то 
плоскости Z, Т однозначно определяются как ортогональные 
дополнения к соответствующим подпространствам. Поскольку AT' 
изоморфно ФаК', то К'^Ъ + R + P, где Б — Ф^-З. ^ = Ф ^ , 
р _ ф--/>. 

Итак, определено многопараметрическое семейство разложений 
алгебры Ли Я в прямую сумму-четырех пространств .К-\-В-\-
+Д + Р. 
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Определим секционный оператор Q-.V-УН, <3:Т+2?+/? + 
+Z{to}/r+5+R+P, положив 

/ D O 0 0 \ 
о / о Ф-1 о о 

10 0 Фа^рФ) О Г 
\ 0 О О D'J 

здесь D-.T-+K и D ' : Z - > P —произвольные линейные операторы, 
Ф_1:-5->Б определен формулой Ф,а (/г) = p (h) (а) и Ф^1ор (&):/? -> 
->R. Итак, оператор Q имеет вид Q (а, й, D, D'). Теперь мы 
можем построить динамическую систему X==p(Q(X))(X). Выбор 
в качестве а точки общего положения в V обусловлен тем, что 
в этом случае размерность плоскости К' максимальная, т. е. 
операторы Ф^Ч-Ч-О и Ф.71 имеют наибольшую область опре­
деления. 

В случае коприсоединенного представления алгебры Ли кон­
струкцию секционных операторов, изложенную выше, можно 
детализировать следующим образом. Пусть G — алгебра Ли, 
G*—,как обычно, пространство, дуальное к G, /6G*. Через Bf 
обозначим билинейную кососимметрическую форму (x, у) \-+ 
*"*" f(lXj у]), х, y^G, определенную на алгебре Ли G. Для любого 
подмножества AcrG обозначим через At ортогональное допол­
нение к А относительно формы Bf. 

Напомним, что элемент / 6 G является регулярным в прост-
растве О*, если dimG/-==in.fdimG3. Если /—-регулярный эле-

а 
мент пространства О*, то подалгебра Qf является коммутатив­
ной. Ограничив представления ad и ad* на H=Qf мы получим 
по известным теоремам из теории представлений групп и алгебр 
Ли корневые разложения 

G* = G o + 2 G I . G = Go+{sum}Gj-, 
{lambda}gtf* ng#* 

пространств G* и G соответственно. Фиксируем ковектор a&G* 
и рассмотрим отображение Фа(х)—а.йх*(а), Фа: G{to}G*. Тогда 
если a£G>,*, beG», то ©0(6).-Gj.+l,. 

Теперь мы можем построить многопараметрическое семей­
ство секционных операторов С(а, Ъ, D) : G*{to}G. Пусть fGG*— 
регулярный ковектор. Предположим, что алгебра Ли G обладает 
следующим свойством. В пространстве Go* найдется такой эле­
мент aGG-*, что отображение Фа: G-r-.-Gii* является изоморфиз­
мом для всех корней |х-т--0. Пусть D : G0*{to}Ga— произвольный 
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самосопряженный линейный оператор. Положим по определению 

_ C-C{a,b,D) = [D
Q ф ^ ) 

в соответствии с вышенаписанными разложениями в прямую 
сумму пространств G* и G (см. рис. 7), 

С помощью указанной A. T. Фоменко конструкции секцион­
ных операторов получаются все известные в настоящее время 
секционные операторы, для которых отвечающие им уравнения 
Эйлера (2.1-1) вполне интегрируемы. 

4.2. Секционные операторы на симметрических пространствах. 
В случае симметрических пространств секционные операторы 
позволяют построить не ТОЛЬКО ПОТОКИ, НО И новые симплектиче-
ские структуры. Пусть ®/ф — компактное симметрическое про­
странство. Тогда алгебра Ли G группы © разлагается в сумму 
плоскостей H+V, где Н — стационарная подалгебра, а V — ка­
сательное пространство к @/,£>. При этом подалгебра Я присо­
единенным образом действует на плоскости V и мы можем при­
менить общую конструкцию п. 4.1 к этому представлению. Тогда 
разложение V— T+B + R + Z, определяющее секционные опера­
торы, приобретает следующий вид: Т — максимальное коммута­
тивное подпространство в плоскости V, R=R', Z = 0, ФаК' + Т = 
= V=T+B+R. Если С : V{to}Я — секционный оператор, то на ор­
битах 0{X)czV возникает внешняя 2-форма FC(X; £, r\) = 
= (СХ, [|, л] >, где I, y\GTxO, а (X, У> — форма Картана—Кил-
линга алгебры Ли С 
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Оказывается, существуют богатые серии симметрических про­
странств и секционных операторов, для которых эта форма оп­
ределяет (почти всюду) на орбите невырожденную замкнутую 
2-форму, т. е. симплектическую структуру. Эта структура, во­
обще говоря, неинвариантна при действии группы. 

Наряду с формой Fc, на орбитах определен поток X, постро­
енный с помощью какого-то другого секционного оператора Q. 
Возникает естественный вопрос: при каких операторах С 2-фор-
ма Fc замкнута на орбитах и невырождена. Далее, при каких 
операторах С и Q поток X гамйльтонов относительно формы Fc. 
Оказывается для многих симметрических пространств на эти 
вопросы могут быть даны достаточно полные ответы, см. [102,. 
105, 108, 132]. 

ЕСЛИ В качестве симметрического пространства взять полу­
простую группу Ли ф, то она представляется в виде фХ§/§, где 
инволюция а:$Х§-+$Х§ задается формулой а(х, у) = (у, х). 
Соответствующее разложение в алгебре Ли G—H+V имеет вид 
V={(X, —X)}, Н={{Х, X}). Здесь одной буквой обозначена ал­
гебра Ли Н и ее реализация в G. Имеем aV=-—V, аН = Н. Легко 
проверяется, что построенная выше 2-форма Fc превращается 
здесь в каноническую симплектическую структуру на орбитах 
присоединенного представления при подходящем выборе секци­
онного оператора, см. [102, 105]. 

В качестве примера симплектических структур вида Fc рас­
смотрим симплектические структуры на пространствах макси­
мального ранга. 

П р е д л о ж е н и е 4.2.1 (см. [105]). Если пространство Ш= 
= •3/4 максимального ранга, то 2 — форма Fc на V порождает­
ся тензором кривизны симметрического пространства Ш. Более 
точно FC(X; g, ц) =4<а', R(X, l)r\}, где R—-тензор кривизны,. 
а'&Т—фиксированный вектор. 

Полное описание симплектических структур вида Fc можно 
найти в работе ![105] (см. также [103, 108, 110]). 

Имеются другие конструкции симплектических структур, свя­
занные с тензором кривизны (см., например, [94, 147]). 

4.3. Комплексная полупростая серия секционных операто­
ров. Определим аналоги уравнений движения твердого тела на 
произвольной полупростой алгебре Ли (см. [65, 66, 111]). Пусть 
О—-комплексная полупростая алгебра Ли, a 0 = T-\-V++V- — 
ее корневое разложение. Пусть а, ЬвТ, афЬ — тц&ъ. произволь­
ных регулярных элемента картановской подалгебры Т. Рассмот­
рим оператор ada:G{to}G. Ясно, что оператор ada сохраняет 
корневое разложение. Поскольку а общего положения, то опера­
тор ada обратим на V = V+@V-. Согласно общей методике п.4.1, 
определим секционный оператор Фв,*,л:0->С? следующим обра-
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зом <Pa,b,D(X) = Va,b(X') + D(t) = ad-iaubX' + D(t), где X = 
= X'-\-t — однозначное разложение вектора X по 1/и Г, a D: 
: 7"->г — произвольный линейный оператор, симметричный на Т 
относительно формы Картана — Киллинга. Оператор Фа,*,о пара­
метризован а, 6, £>. В базисе Вейля (Ea, Е-а, На) полупростой 
алгебры Ли Q оператор Ф задается матрицей 

%! 0 

0 %Q 

0 

0 

0 

Хг 0 

0 \д 

0 

0 

0 

D 

где Xa^=a(b)a(a)-1, q — dim1/-- — число положительных корней. 
Построенные операторы Ф играют роль операторов инерции для 
комплексных полулростых алгебр Ли. 

4.4. Компактная и нормальная серия секционных опера­
торов. Построим семейство гамильтоиовых систем на произволь­
ной компактной вещественной алгебре Ли, использовав для этого 
вещественные формы комплексных простых алгебр Ли (см. [65]). 
Каждая комплексная полупростая алгебра Ли Q обладает ком­
пактной вещественной формой Ои. Напомним, что G„ — {Ea+E-«» 
i{Ea— E-a), iHa}. Пусть a, b&T0 (где Т0—вещественное под­
пространство в картановской подалгебре Г, натянутое на все 
корни На&Г) — элементы общего положения. Ясно, что 
adQ (Ea + E_a) = a(aO (i (Ecs-E_a)), ada (i (Ea-E-a))=-a(a') X 
X(Ea + E-<x), где a = ia', a'£T0. Итак, оператор ada поворачи­
вает вектор Eo, + E-a в вектор, пропорциональный i(Ea — E-a)y 
и наоборот. Поэтому все векторы Еа-\-Е-а и i(Ea — E-a) яв­
ляются собственными векторами с собственными числами 
а (/->) ее (a)-1-= аф')а(а')-1, a=ia', b^ib', а', Ь'£Т0. Оператор 
Ф — Фа.в.о:Св-»-Ов определим так Ф(^)=ф (X' + *) = 9 M (X') + 
+ D(*.)-=ad-1ad6X/ + Z) (i), где X-=X'+г.-однозначное разло­
жение X на такие составляющие, что t&T0, XfJ_iT0. В базисе 
{(Ea + E-ci), ЦЕа — Е-а), iHa,} оператор Ф задается матрицей 
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• Еа+Е-а 

• i (Ea—Е_а) 

i На 

где числа Ха=а(Ь)1а(а) вещественны. 
Теперь построим аналогичные операторы на некоторых про­

стых компактных вещественных алгебрах Ли, отвечающих клас-
'Сическим нормальным компактным подалгебрам в комплексных 
.полупростых алгебрах Ли. В каждой компактной форме Gu 
рассмотрим подалгебру G„, называемую нормальной компакт-

.ной подалгеброй, которая натянута на векторы Еа+Е-а, а про-
•бегает множество А всех корней алгебры Ли G относительно 
подалгебры Картана Т. Поскольку все эти векторы — собствен-
'лые для операторов ф компактной серии, то при ограничении их 
на подалгебру Gn получим нормальную серию. Эти операторы 
просто совпадают с ф а ,й : Gu-+Gu, q>(X) ---ada_1adb(X), XeG„, 

'.•a, b£iT0, а(а)Ф0, a(b){ne}0. B базисе {Ea+E_a} операторы ср 
задаются матрицами 

Ai о\ 
. \о v 

Отметим, что здесь a, b£Gu, т. е. операторы нормальной серии 
требуют для своего определения элементов некоторой большей 
.алгебры Ли. Это отличает нормальную серию от комплексной 
м компактной серий, для которых элементы a, b принадлежат 
самой изучаемой алгебре Ли. Впрочем, аналогичное явление 
возникает и при изучении секционных операторов на симметри­
ческих пространствах, см. [105]. 

Покажем, что среди гамильтоновых систем нормальной серии 
-содержатся классические уравнения движения многомерного твер­

д о г о тела с неподвижной точкой. Рассмотрим алгебру Ли so (n) 
и представим ее в виде нормальной подалгебры в алгебре Ли 
su(n). Вложим su(n) стандартным образом в и (га) и рассмотрим 
два регулярных элемента a, b из картановской подалгебры iT0 

0 Я-

0 

0 

а,! о 

0 lq 

0 

0 

D 
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в м(п) (анев su(«.)). Пусть a==diag(w1,..., ia„), & = diag(i&i,.. „ 
. . . , ibn), at, 6,6R> а.[Ф ±Uj, b^bj при l=fij. Тогда оператор 
4a,b'.Gn-*Gn действует так: 

^a,b(Ea + E-a) = ^ J (Ea + E - a ) . 

Поэтому гамилътонова система Х=[Х, Ч>Х] имеет вид 

XiJ^2iX^X''j(%9J — hq)^^XlqXgj{~—— — ——~ 
q=\ -"==1 "• V / ч 

Пусть теперь a=—ib2, т. е. ар = Ь2
р. Отсюда 

п 
XtJ = 2 х"хи fo-T, ~ SIT-rJ-

Итак, при а-= —tb2 мы получаем уже знакомую нам из п. 2.2 
систему уравнений динамики твердого тела с неподвижной точ­
кой. Более того, среди операторов сра, ь нормальной серии содер­
жится классический оператор Х¥Х=1Х+Х1, где /—-вещественная 
диагональная матрица. 

4.5. Секционные операторы для алгебры Ли группы дви­
жений евклидова пространства. Алгебра Ли Е (п) группы; 
движений евклидова пространства является полупрямой суммой. 
so(re)®R", где 9:so (я.){to}End(R") — дифференциал стандартного» 
представления группы SO(n) в пространстве R*\ причем Rn рас­
сматривается как коммутативная алгебра Ли. Пространстве» 
£(«)*, дуальное к £(п) , отождествим с Е(п); для этого опреде­
лим невырожденное скалярное произведение в Е(п) (неинвари-
антное). Имеем Е(п) -=so(n) + R n как линейное пространство,: 
Пусть B(X,Y) —форма Картана—Киплинга алгебры Ли so{n),. 
(X, Y)e — евклидово скалярное произведение на Rn. Тогда по­
ложим ({XU ух), (x2, £/2))=-5(xl, x2) + (t/1> у2)е, xl, *Z6So(n)„ 
У\, У2^п- Теперь все подпространства в Е(п)* будем изображать 
как плоскости в E(n), используя вышеописанное отождествление 
£(/г)* и £(п) . Ортогональное дополнение к подпространству W 
в Е(п) или в Е(п)* относительно скалярного произведения 
В(Х, Y) + (Z, R)e обозначим через "7--. 

Пусть a—общего положения, a K = КегФа. Тогда Ф,-. 
отображает К1 в /С*1, где К=К* при отождествлении Е (п)* 
с Е (и). Отображение Фа-К1 {to}K*x — изоморфизм. По общей ме­
тодике пусть Е{п)=Кх + К, Е(п)*=К*х + К* и аеК*, ЬеК, 
причем а общего положения. Тогда если z = x-{-yQE (п)*, х^К*х

г 
уеК*, то С {a, b, D)(z)~®-ladl(x) + D(y), где D:K*-+K — 
произвольный самосопряженный линейный оператор. 

Отметим, что в случае Е (3) уравнения Эйлера на Е (3)* для 
кинетической энергии Т =- 2_1X (С (a, b, D)(X)) интегрируются 
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в явном виде, поскольку они имеют следующий вид 

(хг = — а,х2Уз — (р+1^-) .«2x3. 

x2 — (j~ + Р) -«1x3 + axi-Уз. 
х3 = 0, 
у\ = -ау2у3 - (р + ~ ) у2х3 - (~ - J j x2t/3 + (у + 2") х*х& 
Sfe -= «Ma + (J - - 1 ) xi-/3 + (p + fj") 01x8 - ( 2" + 2 ) •*-•r-' 
.г/'з — О, 

где b.= (*2«2+.2Mi)/-,3- xt=d-, yt=*g£t. 
4.6. Секционные операторы для алгебр Ли типа Q(G). Д л я 

•а л герб Ли Q(G), где G — полупростая алгебра Ли, строятся 
секционные операторы трех типов: комплексные, компактные и 
нормальные, см. [96, 97]. 

П р е д л о ж е н и е 3.6.1. Пусть G — комплексная полупростая 
алгебра Ли, a6Q(G)* — элемент общего положения, т. е. орбита 
коприсоединенного представления группы Ли Q(®), проходящая 
через а, имеет максимальную размерность. Тогда КегФ,—#+е/ / , 
где Н—подалгебра Картана в G. Пусть 6---&1 + 8&2бКегФа — 
~H+eHc:Q(G), причем &• общего положения. Тогда Кегр(6) = 
—#+e#{subset}Q(G)*S£G + 8G. Утверждается, что Фа(КегФа"1-) с= 
•сКегФ,,-"- и р(&) (Kerp(6)-LcrKerp(£t)J- для любого 6бКегФ0, где 
Ьх обозначает ортогональное дополнение относительно прямой 
•суммы форм Картана—Киллинга на G. • 

Определим «комплексную» серию операторов С :Q(G)*-{to} 
{to}Q(G) матрицей 

С~С(а, Ь, / ? ) - ( а
0 "Dj (1) 

.в соответствии с разложением fi(G) =КегФа + КегФа
х, Q(G)* = 

= Кегр(Ь) +Кегр(Ь)х; здесь D :Кегр(6)->КегФ0—произвольный 
•самосопряженный линейный оператор. 

«Компактная» серия секционных операторов С : Q(GU) *-*-
{to}:Q(Gu) задается также формулой (1), только D :HQ-\-&H0—>-
->Н 0+е/ / 0 (Н0 — вещественная часть подалгебры Картана Н 
в G). 

«Нормальная» серия секционных операторов C:Q(Gn)*~>-
{to}Q(Gn) является ограничением на Q(G„) операторов «ком­
пактной» серии. 

Кинетическая энергия Т = <Х, С(а, b,D) (X)) на Q(so(3))*, 
для построенных операторов С (а, Ъ, D) имеет следующий вид 

T=kxx\-'rk5 (у\ +1/2) + *•.#§ -|- 2£6 (Х1У1 + x2y2) + (Аз + h) х3у3. 
.'Заметим, что построенная кинетическая энергия на £3(so(3))* 
•есть предел кинетической энергии классического первого случая 
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Клебша движения твердого тела по инерции в идеальной жид­
кости, когда один из ее параметров стремится к нулю. 

4.7. Секционные операторы для алгебр Ли su(n)®Cn и 
и(/г)ФС". Эти построения выполнены A. В. Болсиновым. Пусть 
О (ti) -= su (ti)@Cn, F (п) = и (п)®Сп. Пространства F (п) и О (ti) 

Ф . Ф 
отождествлены с дуальными пространствами с помощью скаляр­
ного произведения < (X1, Z-), (Х2, Z2) > =-tr X1X2 + 2 -Re(-i> Z2), 
где (,) — эрмитово скалярное произведение в пространстве С". 
В случае алгебры Ли G (п.) оператор ad* будем помечать штри­
хом: ad*'-—ad* (G (я)). 

Рассмотрим подпространства Lcz.F* (и) и L'aG* (ti): 

L — ixti-i 
п-\ 

Х\, . . ., xn_i, .ХбК, £t x / — 
/ - 1 

L== x l l . • . > x « - l ! 

Здесь мы используем матричные представления алгебр Ли 

-FW = .xeu(n) 
,0 . . . О 

G(n)- -Y6su(n) 

Выберем регулярные элементы a6L- a'£L', так, чтобы xiT--0, . . . 
• ••• xn-i^O' хфО, xt — xy-7-=0 для всех i, J. Аннулятором эле­
мента agL назовем множество Ann (a) == {b£F (ti) |ad* (a) =•0}. Анало­
гично Ann (a')={b'eG (ti) | ad;,(a')=0}, Ann (L)={beF (ti) \&d?t (x)==0 
для всех x6L}, Ann(L') — {&'6G (n) | ad*' (x) = 0 для всех x6L'}. 

Лемма 4.7.1. Имеют место равенства: a) Ann(a)=Ann(L)=-L; 
6) Ann (a/)-Ann (LO—z/. 

Пусть М и NY — алгебраические дополнения к L и Lf, т. е. 
F (h) — M®L, Q(n) = M'@L'. Рассмотрим отображения Фа:М{to} 
->E*(n) и a|v.M/-->G*(n), определенные формулами: Фа(х) = 
= &д*ха и \|v (x) = ad"(ar). 

Лемма 4.7.2. а) Имеем Oa(M)=L1 и <ba:AI-+LL — изомор­
физм. б) Имеем iha'(M')=---L,J" и ^'М' {to}!'1 — изоморфизм. 

Пусть &6L> b'£L' — произвольные элементы. 
Лемма 4.7.3. Имеют место следующие включения: 

а) adUL 1)-! 1 , б) &dy ( L ' ^ c L 1 . 
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Теперь мы можем по общей методике, изложенной выше, 
построить многопараметрические семейства секционных операторов 
C:E*(n){to}E(n) и С':0*(л)->0(л). 

О п р е д е л е н и е 4.7.1. Пусть aQL, b^L, причем а — элемент 
общего положения. Пусть z = x-\-y&F* (п), хв^1, -TyGL. •> Тогда 
положим -по определению С (a, b, D)(z) = 0^1adl](x)-\-D (у), где 
L):L{to}L —произвольный линейный оператор. " 

О п р е д е л е н и е 4.7.2. Пусть a'£L', b'QJ, причем а'—-эле­
мент общего положения. Пусть г —x + z/gG *(«.), x^llL, y&Lf. 
Тогда положим по определению С (ar, b', D')(z) = ^j,1a.d*b, (х)-\-
-\-D'(y), где D':L' -+L'~-произвольный линейный оператор. 

Пусть jt1:Z{to}L/ —ортогональная проекция, /-:L'{to}L —вложе­
ние. Тогда каждому секционному оператору С'(а', b\ D'):G*(it)->-
{to} С? (п) мы можем поставить _ в соответствие оператор 
C(a',b',D!):F*{n)->F(n), где D' = y1oD'oit1 (элементы а', Ьг 

рассматриваются как векторы из L). _ 
Связь операторов С (a', b', D') и С (a', b', D') дает 
Лемма 4.7.4. Пусть n:F* (n){to}G* (п) — проекция, соответ­

ствующая разложению F*(ri) = G* (n)®Re°, у :G(/i){to}E (л)— вло­
жение. Тогда С (а', Ь', D') = J°C'{a', b', D')OK. 

. § 5. Еигамильтоновость уравнений Эйлера 
и симметрические алгебры Ли 

5.1. Характеристическое свойство тензоров инерции. Прежде 
чем сформулировать основной результат — теорему о характери-
зации квадратичных функций F(x) = 2~Чх, фа, ь, D(Х) •>> — введем 
в кольце C°°(G) гладких функций на алгебре Ли G дополни­
тельную скобку Пуассона { , }0. Достаточно определить скобку 
Пуассона { , }а на линейных функциях fu(x) =<x, u>, fv = 
= <x,a>, где u,v,x£G формулой {fu, fv}a(x) = <fl, [u, v] > 
и продолжить ее на все кольцо C"(G), требуя выполнение пра­
вила Лейбница {f, gh}a={f, g}ah+{f, h}ag на любых f, g, /гб 
6C°°(G). Этими условиями, как хорошо известно, скобка одно­
значно определяется. Скобка такого вида изучалась в работе 
[82]. 

Т е о р е м а 5.1.1. (М. В. Мещеряков [57]). Пусть ср : G{to}G — 
самосопряженный относительно формы Киллинга полупростой 
алгебры Ли G линейный оператор. Уравнение Эйлера х = 
=i[x, ф(лг)] гамильтоново относительно скобки Пуассона {,}„ 
тогда и только тогда, когда ф-=ф0, ь, и для некоторых Ь&Н и 
D ; #{ to}# . 

Таким образом, гамильтоновость потока Эйлера с квадратич­
ным гамильтонианом F(x) =2~l(x, <р(х)} одновременно относи­
тельно пары скобок Пуассона — скобки Пуассона—Ли { , } и 
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скобки { , }а характеризует тензоры инерции фа.ь.в многомер­
ных «твердых тел» среди всех тензоров инерции на алгебре Ли G. 

При доказательстве этого утверждения существенно использу­
ются следующие два обстоятельства. Первое — наличие симмет­
рической невырожденной инвариантной билинейной формы, ог­
раничение которой на централизатор регулярного элемента не-
вырождено. Второе — отсутствие у алгебры G внешних 
дифференцирований. Алгебры Ли такого типа называются со­
вершенными. Поэтому теорема 5.1.1 верна для класса совершен­
ных алгебр Ли, обладающих инвариантной симметрической би­
линейной формой, ограничение которой на централизатор регу­
лярного элемента невырождено. 

5.2. Бигамильтоновость уравнения Эйлера на симметриче­
ских алгебрах Ли. Свойство гамильтоновости относительно не­
скольких скобок Пуассона присуще многим интегрируемым ди­
намическим системам типа уравнений Кортевега-де Фриза. 
Б контексте алгебр Ли такие уравнения связаны с так называе­
мой схемой Адлера—Костанта построения интегрируемых га-
мильтоновых систем (см. [82]). Однако бигамильтоновость в этих 
ситуациях, вообще говоря, не является характеристическим 
свойством соответствующих уравнений. Рассмотренная выше пара 
скобок Пуассона { , } и { , }а такова, что сумма { , } + {> }<-
снова скобка Пуассона на C"(G). Структуры алгебр Ли, отве­
чающие таким скобкам, назовем согласованными. Естественный 
класс согласованных скобок Пуассона связан с двойственными. 
по Картану эффективными симметрическими алгебрами Ли. 
Пусть пара (G, а)—эффективная симметрическая неприводи­
мая алгебра Ли с инволютивным автоморфизмом о и G = 
= /<+Р — разложение Картана относительно а. 

Результаты, изложенные в этом пункте, принадлежат 
М. Б. Мещерякову. 

П р е д л о ж е н и е 5.2.1. Пусть G—-векторное пространство 
симметрической неприводимой алгебры Ли. Скобки Пуассона 
на C°°(G*), определенные двойственными симетрическими алгеб­
рами Ли G и G', согласованы. Сумма коммутаторов алгебр Ли G 
и G' превращает G в алгебру Ли, изоморфную полупрямому 
произведению К, и Р по представлению ad : К-KEnd(P). 

Пусть С: G{to}G— линейный самосопряженный относительно 
формы Киллинга оператор, сохраняющий разложение G = K+Py 
т. е. C = Ci©C2, С- : К-+К и С2: Р—кР. Опишем уравнения Эйлера 
х—[х, С(х)] гамильтоновы одновременно относительно скобок 
Пуассона алгебр Ли G и G'. 

П р е д л о ж е н и е 5.2.2. Уравнение Эйлера х=[х, С(х)] с 
оператором C = Ci©C2 гамильтоново одновременно относительно 
скобок Пуассона, двойственных по Картану алгебр Ли тогда и 
только тогда, когда оператор С2 :Р-*Р скалярный. 

Пусть (G, с)—эффективная симметрическая неприводимая 
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алгебра Ли с инволютивным автоморфизмом а и G — K. + P — 
разложение Картана относительно а. Определим алгебру Ли 
Go—К+Р, являющуюся полупрямой суммой К и Р по представ­
лению ad : /({to}End (P). 

Т е о р е м а 5.2.1. Уравнение Эйлера х — [х, С(х)] на симмет­
рической алгебре G, гамильтоновое одновременно относительно 
двойственных по Картану скобок Пуассона, гамильтоново также 
относительно скобки Пуассона евклидовой алгебры Ли Go-
Функции fx(k,s)=f(k-\-ks), где f — инвариант присоединенного 
представления группы Ли, ассоциированной с алгеброй Ли G, 
WR, ЯВЛЯЮТСЯ первыми интегралами в инволюции уравнений 
Эйлера. 

Примеры показывают, что первых интегралов вида f-. не 
всегда хватает для полной интегрируемости в смысле Лиувилля. 

5.3. Замечания о кольце инвариантов I(GQ*) евклидовых ал­
гебр Ли. Класс полупрямых сумм, возникающий из рассмотрения 
симметрических алгебр Ли, содержит серию алгебр Ли, кольца 
инвариантов коприсоединенного представления которых совпа­
дают с кольцами инвариантов представлений изотропии непри­
водимых симметрических пространств. Приведем список симмет­
рических алгебр Ли этого вида (см. [31]). 

Тип по Кар­
тану 

-41' 
BD I 

С I 
Е I 
£ V 
_• VIII 
F I 

о* 

Симметрическое пространство 

SU(n)/SO(n) 
SO(2p + l)/SO(p)XSO(/) + l) 
Sp(n)/U(n) 
£„/Sp(4) 
£-/SU(8) 
£8/SO(16) 
F4/Sp(3)XSU(2) 
G2/SU(2)XSU(2) 

dim M 

-— (пй+n-2) 
P 0"+'-) 
n 0 + 1 ) 

42 
70 

128 
28 
8 

rg M 

n~\ 
p 
n 
6 
7 
8 
4 
2 

Индекс 
алгебры О 

rt—1 
Р 
n 
6 
7 
8 
4 
2 

Индексом алгебры Ли называется коразмерность орбиты макси­
мальной размерности в коприсоединенном представлении. Вы­
числение индекса алгебры Ли G0 = K+P производится по фор­
муле Раиса [161] ind(G0XV)=indp + mdGCO). Здесь GPXV — 
полупрямое произведение алгебры Ли G на векторное простран-
•ство V по представлению р, indp — коразмерность орбиты обще­
го положения дуального представления р* : G{to}End(V*) и G(0> — 
стационарная подалгебра ковектора общего положения из V*. 
В нашем случае p = ad : K-^-End(P)—представление изотропии 
симметрического пространства, причем р^р*. Векторы общего 
положения в Р лежат внутри камер Вейля картановского под­
пространства. Для этих векторов стационарные подалгебры — 
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суть централизаторы в алгебре К картановского пространства. 
У симметрических пространств, приведенных в таблице, центра­
лизаторы нулевые, а коразмерность орбиты общего положения 
представления изотропии равна рангу симметрического про-. 
странства. 

Степени однородных образующих кольца инвариантов пред­
ставления изотропии симметрических алгебр Ли из таблицы со­
впадают со степенями инвариантов — образующих кольца инва­
риантов присоединенного представления полупростых алгебр Ли, 
так как кольца однозначно определяются ограничениями инва­
риантов на картановское подпространство в пространстве Р. 

П р е д л о ж е н и е 5.3.Г Операция сдвига инвариантов из 
кольца /(Go*) эквивалентна ВЗЯТИЮ абелевой подалгебры Р в 
Go в качестве алгебры Ли первых интегралов. 

З а м е ч а н и е 5.3,2. Методы построения функций в инволю­
ции подробно будут обсуждаться в § 4 главы 2. Там же подроб­
но описывается метод сдвига аргумента и метод, основанный на 
рассмотрении абелевых подалгебр в изучаемой алгебре Ли. 

5.4. Канонические отображения, ассоциированные с представ­
лениями алгебр Ли. В этом пункте мы рассмотрим простейший 
вариант, в случае конечномерных алгебр Ли, связи между 
двумя скобками Пуассона: между скобкой Пуассона на кока-
•сателы-юм расслоении и скобкой Пуассона на пространстве, ду­
альном к алгебре Ли. С бескономерным случаем можно озна­
комиться по работе [148]. Эти результаты принадлежат 
Б. A. Купершмидту. 

Пусть О—-алгебра Ли, р:G{to}End(V) — ее представление. Че­
рез G®V обозначим полупрямую сумму G и V• Напомним, ЧТО 
коммутатор в G®V определяется формулой [(/1, ti-.), (i2, «о2)] •= 
= {1Ъ 1ч\®{р {li) v2—p (l2) Vi), ltQQ, VidV. Рассмотрим отображение 
R:V®V*->(G®V)*, определенное формулой ^(аФос*)]^, •т>).== 
..= < а ' , - - р ( ! ) а >•, а, «6V, а*б1/*, *6G. 

Т е о р е м а 5.4.1. Отображение R*: S {G®V)-^S (V®V) яв­
ляется каноническим. 

На пространстве V®V*= T* (V) рассматривается канониче­
ская симплектическая структура кокасательного расслоения, а на 
(G®V)* скобка Пуассона, порожденная формой Кириллова. В тео-

Р 
реме 5.4.1 утверждается, что имеет место равенство 
Я({/, g}(o®v-)») =-{#• / . R'g}v®v ДЛЯ / , g6S (G@V). 

П р е д л о ж е н и е 5.4.2. Отображение r:V®V*{to}G*, 
[г (а®а*)] (/) = (а* , — р (I) (а)) является каноническим. 

З а м е ч а н и е 5.4.1. Пусть V = G и p = ad. Тогда в силу 
предложения 5.4.2 мы получим симплектическое представление 
для обычной скобки Пуассона на G*. 

З а м е ч а н и е 5.4.2. Пусть ^:G--->G2—гомоморфизм алгебр 
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Ли, а рг :G. {to} End {V)~ такие два представления, что pi== Р_20,ф-
Обозначим через R(G;) отображение ./?:V®V*{to}(G/®V)* и 
пусть i|)*:(G2®V')*{to}(C?1®V)* — отображение, дуальное к гомо­
морфизму алгебр Ли y®iu:Q1@V-+G2®V. Тогда R(Qi) = 
=-я|)*^(02). Другими словами, отображение R естественно. 

Глава 2 
МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ ПО ЛИУВИЛЛЮ 

СИСТЕМ НА СИММЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ 

§ 1. Различные варианты некоммутативного интегрирования 
в смысле Лиувилля 

1.1. Некоммутативные алгебры Ли интегралов. В приведенной 
выше теореме Лиувилля основную роль играет коммутативность 
набора функций fi fn. Другими словами, линейное прост­
ранство О функций, натянутое на функции fu---, fn, является 
коммутативной алгеброй Ли размерности п. При этом гамильто­
ниан интегрируемой системы включен в эту алгебру Ли как 
один из ее элементов F=f\. Однако во многих конкретных ситу­
ациях гамильтоновы системы обладают набором интегралов 
/i, ...,fh, которые не образуют коммутативной алгебры Ли, т. е. 
не находятся в инволюции. Поэтому было бы весьма полезно 
располагать методом, позволяющим интегрировать такие систе­
мы. 

Предположим, что fi,-..,fh— гладкие функции на симплек-
тическом многообразии М2п, Пусть линейное пространство G, 
натянутое на fi fk (над R), замкнуто относительно 
скобки Пуассона, т. е.' попарные скобки {fs, fs) разлагаются по 
базисным функциям f,- с постоянными коэффициентами. Итак, 
G-—конечномерная вещественная алгебра Ли. Будем называть 
построенную алгебру Ли G алгеброй Ли интегралов. Оказывает­
ся, при наложении одного простого условия на алгебру интегра­
лов G система sgrad/7, где /—f, допускает полное интегрирова­
ние. Это сделано в следующей некоммутативной теореме Лиу­
вилля интегрирования гамильтоновых систем. 

1.2. Теорема об интегрировании систем с некоммутативными 
симметриями. Следующая теорема естественным образом обоб­
щает классическую теорему Лиувилля, рассмотренную нами 
раньше. 

Теорема 1.2.1 (см. [64, 104]). Пусть на симпжктическом, 
многообразии M2" задан набор из к гладких функций / ь . . . 
. . .•, fk, линейная оболочка которых является ^-мерной алгеброй 
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k 

Ли относительно скобки Пуассона, т. e. {ft, / ; } = 2 G-O/?- г д е 

С 1j — постоянные (не зависимые от точки многообразия). Пусть 
Тг—совместная неособая поверхность уровня функций / . , т. е. 
. / / (x) — E* на ТГ> rAe ^—-постоянные. Предположим, что алгебра 
Ли G удовлетворяет условию dimG+indG = dim.M, т. e. й + г-=2п, 
где r==indG. ЕСЛИ функции f. независимы на поверхности Тг, то 
•она является гладким r-мерным подмногообразием, инвариант­
ным относительно каждого векторного поля t----sgradft, где функ­
ция h принадлежит аннулятору Я5 ковектора £== (ii, •. •, Ik)-
Другими словами, гамильтониан h является элементом алгебры 
.Ли G и лежит в аннуляторе ковектора общего положения, опре­
деляющего неособую поверхность уровня Г". Тогда каждая ком-
лактная и связная поверхность уровня Тг диффеоморфна г-мер-
ному тору, причем на торе Тг и на всех торах, достаточно близ­
ких к нему, можно ввести такие регулярные координаты ерь . . . 
- . . , ф~, что векторное поле v принимает вид (p. — g . d b . . . , .jU), 
т. е. компоненты поля постоянны на торе (в этих координатах) 
и интегральные траектории поля определяют условно-периодиче­
ское движение, задают «прямолинейные обмотки» тора. В. част­
ности, если алгебра Ли G коммутативна, условие dimG + indG — 
-=dimM превращается в условие k + k = 2n, так как здесь dirnG = 
= ind G — k. Таким образом, k — n и мы получаем классическую 
теорему Лиувилля. 

В настоящее время получено несколько других аналогов тео­
ремы 1.2.1. В частности, условие dimG + indG = dimM можно за­
менить на более слабое условие dim grad G + dim grad Я--= 
= dimM, где через grad V обозначено линейное подпространство, 
заполненное градиентами функции некоторой алгебры Ли V" 
функций на М. В ЭТОМ случае аналог теоремы о некоммутатив­
ной интегрируемости доказан А. В. Стрельцовым (см. [67]). 

О п р е д е л е н и е 1.2.1. Пусть гамильтонова система o = sgradh 
на симплектическом многообразии М2п удовлетворяет условиям 
теоремы 1.2.1, т. е. ее коммутативная алгебра Ли интегралов 
Нг допускает вложение в качестве аннулятора в объемлющую, 
вообще говоря, некоммутативную алгебру Ли G такую, что 
dim G+ind G = d imM При этом алгебра Ли G уже не обязана 
быть алгеброй интегралов для о. Тогда будем говорить, что сис­
тема v вполне интегрируема в некоммутативном смысле. 

1.3. Взаимосвязи систем с коммутативными и некоммутатив­
ными симметриями. Оказывается, существует интересная связь 
между процедурами коммутативного и некоммутативного инте­
грирования на симплектических многообразиях. Например, если 
система вполне интегрируема в некоммутативном смысле, то во 
многих случаях она вполне интегрируема и в коммутативном 
.смысле. В связи с этим возникает следующая гипотеза (см. [67]). 
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Г и п о т е з а 1 (гипотеза эквивалентности). Пусть гамильтоно-
ва система t. = sgradf на симплектическом многообразии вполне 
интегрируема в некоммутативном смысле, т. е- коммутативная ал­
гебра ЛИ ее интегралов Я (где /е#) включается в объемлющую, 
вообще говоря, некоммутативную алгебру функций G такую, что 
dim G+indG = dim.M. Тогда эта система вполне интегрируема и 
в обычном коммутативном смысле (по Лиувиллю), т. е. сущест­
вует другая коммутативная алгебра Ли G0 независимых инте­
гралов такая, что 2dimG0 = dimM и /6G0. При этом интегралы 
Go принадлежат к тому же функциональному классу, что и 
функции, составляющие алгебру Ли G. 

Отметим, что обнаружение некоммутативной интегрируемо­
сти некоторой системы дает много дополнительной информации,. 
поэтому в случае справедливости гипотезы 1 поиск коммутатив­
ных алгебр Ли интегралов становится особенно актуальным. 

Эта гипотеза, оказывается, тесно связана с другой гипотезой 
о существовании на орбитах общего положения ^присоединен­
ного представления групп Ли полных инволютивных наборов 
функций (см. [67]). 

Г и п о т е з а 2 (гипотеза о слоении орбит на торы Лиувилля). 
Пусть G — произвольная конечномерная алгебра Ли. Тогда суще­
ствует конечномерное пространство F функций, в котором можно 
выбрать линейный базис из функционально независимых функций, 
определенных на дуальном пространстве О*. При этом любая 
пара функций / , g6E находится в инволюции на орбитах копри-
соединенного представления Ad* группы Ли д = expG на G* (от­
носительно стандартной симплектической структуры на орбитах) 
и — (dimG + indG) = dimF. Кроме того, ограничения этих функ­
ций на орбиты общего положения образуют линейное пространство 
размерности -j (dimG — IndG) (т. е. размерности, равной половине 
размерности орбиты общего положения), в котором можно вы­
брать линейный базис из функционально независимых на орби­
те функций. Другими словами, ограничения этих функций на 
орбиты общего положения образуют полный инволютивный 
набор. При этом, если орбиты общего положения являются 
аналитическими (алгебраическими) подмногообразиями, то. 
функции из F также являются аналитическими (алгебраичес­
кими). 

Между гипотезами 1 и 2 имеется тесная связь. A именно, 
имеет место следующая теорема (см. [64, 67]). 

Т е о р е м а 1.3.1 (см. [64, 67]). Пусть М2п — симплектичес-
кое многообразие и пусть на М2п задан полный некоммутатив­
ный набор функций, образующий алгебру Ли G с условием 
dim G+ind G = 2n. Если для алгебры Ли G выполнена гипотеза 
2, то на М найдется полный инволютивный набор функций Go, 
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(т. e. dimG- = n). причем коммутативная алгебра Ли Go со­
стоит из функций, функционально выражающихся через функ­
ции исходной некоммутативной алгебры Ли G. Другими слова­
ми, при условии выполнения гипотезы 2 из некоммутативной 
интегрируемости некоторой гамильто новой системы вида 
sgrad h, где МНЬ следует ее коммутативная интегрируемость 
(в смысле Лиувилля). 

Таким образом, доказательство гипотезы 2 позволяет не 
только предъявить значительный запас вполне интегрируемых 
систем на орбитах коприсоединенного представления в конеч­
номерных алгебрах Ли, но и редуцировать некоммутативную 
интегрируемость гамильтоновых систем на различных симплек-
тических многообразиях к классической коммутативной интег­
рируемости. В настоящее время гипотеза 2 доказана для всех 
полупростых и редуктивных алгебр Ли (ем. [63, 65, 66]), для 
многих нильпотентных алгебр Ли (см. [168]), для многих бес­
конечных серий разрешимых алгебр Ли (см. [4, 88, 50]), для 
некоторых неполупросгых алгебр Ли с нетривиальным ради­
калом (см. [93, 101, 77, 12, 5]). Рассмотрим отдельно случай 
компактных замкнутых симплектических многообразий. Оказы­
вается, в этом случае некоммутативная полная интегрируемость 
всегда СВОДИТСЯ к коммутативной полной интегрируемости. 

Т е о р е м а 1.3.2 (см, [67]). Пусть на замкнутом компакт­
ном симплектическом многообразии М2п есть полный неком­
мутативный набор функций G. Тогда на М существует полный 
инволютивный набор функций G0, функционально выражающих­
ся через функции исходного набора G. В частности, если v — 
= sgrad h — гамильтонова система на компактном симплекти-
ческом многообразии, допускающая полное некоммутативное 
интегрирование, то она всегда вполне интегрируема в класси­
ческом коммутативном смысле. Следовательно, для компакт­
ных многообразий гипотеза 1 всегда справедлива. 

Справедливость гипотезы 1, т. е. гипотезы об эквивалент­
ности некоммутативного и коммутативного интегрирований, из­
влекается локально, т. е. в окрестности одной поверхности 
уровня, из результатов Э. Картана (см. [35]). Этот вопрос об­
суждается в следующем разделе. 

1.4. Локальная эквивалентность коммутативного и неком­
мутативного интегрирований. Рассмотрим теперь вопрос о свой­
ствах алгебр функций на симплектическом многообразии. Ло­
кальные результаты, которые мы сейчас изложим в принятой 
сегодня терминологии, были фактически получены еще Э. Кар-
таном или легко следуют из его исследований. Эти наблюде­
ния принадлежат Я- В. Татаринову и А. Т. Фоменко. 

О п р е д е л е н и е 1.4.1. Будем говорить, что семейство В 
гладких функций на многообразии М или в какой-либо откры­
той области в М имеет класс I и порождено набором функций 
G = (Gi , . . . , Gi), если функция Г принадлежит семейству В 
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тогда и ТОЛЬКО тогда, когда dT/\dGi/\ . . . AdG;=0, а функции 
•Gi, . . -, G; независимы в каждой точке. 

Таким образом, множество В заданного класса / содержит 
все функции, функционально выражающиеся через функции 
Gi , . . •, G-. ДЛЯ дальнейшего особенно важно, что семейство В 
является бесконечномерным линейным пространством, состоя­
щим из всех функций, функционально выражающихся через 
•базисные функции G 1 , . . . , Gi. Такие семейства естественно на­
звать функционально полными. Вообще говоря, это пространст­
во не обязано быть алгеброй Ли относительно скобки Пуас­
сона. 

О п р е д е л е н и е Г4.2. Скажем, что множество функций В 
класса / имеет симплектический ранг 2q, если ранг {G, G} = 2q. 

Рассмотрим такие семейства функций В заданного класса 
I и постоянного симплектического ранга 2q, которые являются 
алгебрами Ли относительно скобки Пуассона. Локально семей­
ство функций В имеет вид {r=i|)(G., • . . , G{)}. Здесь под тер­
мином «локальность» мы понимаем некоторую открытую 
•окрестность совместной поверхности уровня функций Gb . . . , G*. 

Т е о р е м а 1A.1. Для функционального полного множества 
функций В класса / и постоянного симплектического ранга 2q 
следующие условия локально эквивалентны, а) Семейство 
функций В является алгеброй Ла относительно скобки Пуассона. 
Эта алгебра Ли бесконечномерна, б) Скобки Пуассона {Ga, Gp} 
функционально выражаются через Gb . . . , G-, т. е. {Ga,Gp} = 
=<Pa»(G\, . •., Gi). в) Распределение плоскостей II-(G) интегри­
руемо (плоскость il-(G) является линейной оболочкой косых 
градиентов sgrad G-,.. ., sgrad G-). г.) Рассмотрим отображе­
ние g:M2n~+Rl, y=g(z) = (Gl(z),..., Gi(z)). Тогда корректно 
определено и интегрируемо распределение плоскостей 0-,= 
-=dg"(II-) {subset}TvR, y = g(z)- д) Существуют такие функции Fu ... 
• • • > Fzq, F2.j+b • • •, FfiB, что {Fa, Fq+a} = — {Fg+a, Fa} = —1 (a = 
= I,..., q), а остальные скобки Пуассона равны нулю. Други­
ми словами, матрица скобок Пуассона функций F—(F\,..-,Fi) 
имеет вид 

_ Г/О -Е 0 \ 
2Ч{Е о о ) 

l-2q{\0 0 |0 / . 

Опишем теперь все неизоморфные алгебры Ли функций 
класса I. Теорема Э. Картана дает классификацию таких ал­
гебр Ли, поскольку указывает канонические образующие в каж­
дой алгебре Ли класса I и постоянного симплектического ранга 
2<7 на многообразии М2™. Поскольку матрица Пуассона функ­
ций, являющихся функциональными образующими в алгебре Ли 
В, может быть приведена к каноническому виду 
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l-2q{\0 

то каждая алгебра Ли указанного типа однозначно задается 
парой чисел дат, где 2q — симплектический ранг семейства В, 
a m — t — 2q, т. е. т — размерность центра. Разные пары (q, т) 
и (q\ т') определяют неизоморфные алгебры Ли В и В'. Сколько 
иеизоморфных алгебр Ли В данного симплектического ранга 1q 
и данного класса I существует на симплектическом многообразии 
Min в окрестности одной связной поверхности уровня (т. е. 
локально)? Все такие алгебры легко описать наглядно, изобразив 
их целыми точками на двумерной плоскости. Для удобства выберем 
в качестве координат на плоскости параметры q и т, где q>0, 
т>0. Выберем образующие в алгебре Ли В, используя теорему 1.4.1, 
в виде B = (Xi, ..., х„; yv ..., yq; zu ..., zm). Матрица Пуассона 
функций xt и У] имеет вид' [j? Q], а функции Zk соответствуют 
центру. Ясно, что q-\-m<.n в том и только в том случае, когда 
1<2п, q>l — ti. Таким образом, множество всех алгебр указан­
ного типа изображается целыми точками, расположенными 
в треугольнике, показанном на рис. 8, 9. На рис 8 изображен 
случай нечетного /z.=-7, а на рис. 9 случай четного п ==8. По­
казаны прямые, задаваемые уравнениями l = 2q-\-tn. Точки, лежа­
щие на стороне треугольника q-\-m = n, отвечают алгебрам Ли, 
удовлетворяющим условиям теоремы о некоммутативной интегри­
руемости (см. [126, 129]). В этом случае q = l — n. Подробнее 
об этом см. ниже. Ясно, что при фиксированных I и п число 
различных алгебр класса I равно •--• min (I, 2п —-1) | + 1 . 

Вернемся теперь к гипотезе 1 об эквивалентности некомму­
тативного и коммутативного интегрирований. Справедливость 
гипотезы 1 локально (т. е. в окрестности одной поверхности 
уровня) легко извлекается из теоремы 1.4Л, т. е. фактически 
из наблюдений Картаиа [35]. 

Теорема 1A.2. Пусть на симплектическом многообразии 
задана гамильтонова система, вполне интегрируемая в неком­
мутативном смысле. Тогда локально (в окрестности неособой 
совместной поверхности уровня) эта система интегрируема и в 
смысле Лиувилля. При этом новые интегралы, находящиеся в 
инволюции, функционально выражаются в окрестности поверх­
ности уровня через исходные функции, образующие некомму­
тативную алгебру Ли. 

Таким образом, локально из некоммутативной интегрируе­
мости всегда следует коммутативная интегрируемость. 

1.5. Кратно-свободные представления (см. {136, 137]). Пусть 
© — группа Ли. Унитарное представление группы Ли @ в гильбер-
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товом пространстве Н называется кратно-свободным, если каж­
дое неприводимое представление группы Ли ® содержится в 
заданном представлении с кратностью, равной либо 0, либо 1. 

Пусть М2п — симплектическое многообразие, на котором 
действует гамильтонова группа Ли ®- Скажем, что это дейст­
вие кратно-свободно, если кольцо ©-инвариантных функций на 
М2п коммутативно относительно скобки Пуассона. 

Пусть Ф : yW2"{to}G*— отображение момента, отвечающее за­
данному действию группы Ли © на симплектическом многооб­
разии М2п. Функции вида f -Ф, где f: G*{to}R, назовем, следуя 
терминологии Гиемина — Стернберга, коллективными (см. 
[138]). Вполне интегрируемая система, гамильтониан которой 
является коллективным, и все первые интегралы таковы же,. 
назовем вполне интегрируемой системой коллективного типа, 
см. [64, 138, 155]. 

Необходимым условием для того, чтобы многообразие М2п 

допускало вполне интегрируемую систему коллективного типа, 

\ \ \ \ \ \ \ \ 
\ \ \ \ \ \ ' 

\ \ \ \ \ \ \ \ \ 
I = 0 1 2 3 Ч 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

I i i i i I 
1 1 2 2 3 3 

i l I i i i i i i 
Ч Ч Ч 3 3 2 2 1 1 

а-число неизоморсрных алгебр срункций класса I 

Рис. 8 
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\ \ \ \ \ \ \ \ "\ \ \ \ \ \ \ \ W..?,, 
е = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 1S 

i i i i i I I I I I I l , i I I I i 
а. = 1 1 2 2 3 3 4 4 5 4 4 3 3 2 2 1 1 

* • 

а-число неизомарфных алгебр функций класса I 
Рис. 9 

является условие кратной свободы действия соответствующей 
группы Ли ©. Для групп U(n) и O(n) это условие является 
также и достаточным (см. [50]). 

Имеет место следующая основная теорема, устанавливаю­
щая связь между кратно-свободными представлениями и су­
ществованием вполне интегрируемых систем коллективного' 
типа. 

Т е о р е м а Г5.1 (см. [137]). Представление группы Ли <В 
в пространстве L2(M) кратно-свободно тогда и только тогда,, 
когда действие группы Ли © на симплектическом многообразии 
М кратносвободно (здесь Tuf{m) = f{g~^m)). 

§ 2. Алгебраизация гамильтоновых систем 
на орбитах групп Ли 

2.1. Общие определения. Одним из методов интегрирования 
данной гамильтоновой системы является отождествление ее с 
некоторым уравнением Эйлера на подходящей алгебре Ли. 
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Определение 2.1Л. Говорят, что динамическая система 
ю на многообразии Мп допускает вложение в алгебру Ли, если 
Мп можно отождествить с подмногообразием NczG* в сопря­
женном пространстве G* к некоторой алгебре Ли G группы 
•Ли @ таким образом, что а) Ы=[](У(1) инвариантно относитель­
но коприсоединенного представления группы Ли ®, т. е. под­
многообразие N есть объединение орбит 0(f) в коприсоединен-
иом представлении; б) векторное поле v касается (после этого 
•отождествления) орбит 0(f) коприсоединенного представления 
[группы Ли © на G*; в) векторное поле v па N оказывается га-
.милыгоновым на орбитах 0(f) относительно канонической 
•симплектической формы Криллова и имеет вид ti = sgrad/, где 
/-С-(0(0)-

Класс таких систем содержит важные механические систе­
мы. Ниже в качестве примера мы разберем движение точки на 
••сфере под действием линейной силы. Другие примеры (движе­
ние твердого тела с закрепленной точкой по инерции, цепочка 
Тода) рассмотрены, например, в '[103]. 

2.2. Алгебраизация системы Неймана. Рассмотрим матери­
альную точку на сфере Sn — {x | |x|=-T}, находящуюся в поле 
квадратичного потенциала U (х) = 2'1 (х, Ах), где А—-вещест­
венная симметричная матрица, которую без ограничения общности 
можно считать диагональной. Такая система является вполне 
интегрируемой, что для п = 2 было показано в 1859 г. K. Ней­
маном, использовавшим метод разделения переменных в уравнении 
Гамильтона — Якоби. Уравнения движения этой системы имеют 
вид xJ = ~-aJXj-J

rvXj, , где v = ((x, Ах) — \ х |-)~-множитель 
Лагранжа. Их можно переписать в виде 

-i(=-i/i, yj=—ajX}-\-(Ax®x — \y\4)Xj. 
Введем матрицы Х== х®х, Р = х®у—у®х. Тогда эти уравнения 
эквивалентны следующей матричной системе уравнений 

X = [X, P\, Р^\А,Х], | x | - l , (х, £/)=-=0. 

В этих уравнениях можно выполнить ' замену Х-^-Х — ггг1, 
А -у А — (/г1) (tr A) /; тогда можно считать, что X, Р, AQ sl (n, R). 

Для реализации системы Неймана на орбите коприсоединенного 
[представления нам потребуется следующая конструкция. Пусть 
<G — произвольная алгебра Ли. Положим по определению Q(Q) = 
-.= 0©С с коммутатором [(|1, %), (&, ч2)] —([1ъ Ы> adl«%— 
— adja ,i). Ей отвечает группа Ли Q(@)-=@XG c умножением 

<gb si)'(&. §2)==(eig2. 51+А-й(Ы)- Рассмотрим в Q(sl(n, К)) 
апюдалгебру N = so(n)XS, где 5—векторное пространство всех 
симметрических матриц, и подпространство K=S Xso(n). Указан­
ная выше система Неймана реализуется на специальной орбите 
-^присоединенного представления группы Ли 31, отвечающей 
.алгебре Ли N. Пространство Л/* можно отождествить с К 
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используя прямую сумму форм Картана —Киллинга < A, В ) ==--
= —2-Чг(А5). 

Теорема 2.2.1. Рассмотрим орбиту группы 9l = SO(re)XS--. 
проходящую через точку (z®z—-пгЧ) в пространстве N* — S& 
®so(n), г — (1, . . . , 1)/]//Г. Она состоит из пар (X, Р).--
Х = х®х — п-Ч, Р = х®у — у®х, | х | = 1, {х, у) = 0. Эт.ж 
2(n-1)-мерная орбита с симплектической структурой Кириллова. 
диффеоморфна TS"-1 при отображении (X, P){to}(x, у) с симплек-: 
тической структурой, индуцированной на TSn"1 структурой 
2dx;Adf/y в пространстве R2n(xt, у;). Гамильтониан Н(х, р) = 
-= --2-1 < Р, Р ) + ( А, X ) определяет на этой орбите уравне­
ния движения для системы Неймана Х = \Р, X], P-=-[X, А]*-
| x | = l, (х, у)=0. 

Доказательство см. в [162]. Гамильтоновость этих уравнений. 
была установлена также в [117]. 

§ 3. Расширение геодезического потока 

3.1. Геодезический поток на сфере. Рассмотрим сферу S'1* 
стандартно вложенную в Rft+1: Sn={x || х |2--=1}, х = (х0, Хц.. . 
. . . , x.,)6Rra+1. Геодезический поток на ней описывается уравнением; 
Зс= — vx, где v (х) = (x)2. Уравнение геодезических имеет гамиль-
тонов вид х --= -—, у~=——-с гамильтонианом Н =•- 2_11 х |2 | у |й 

при ограничении на касательное расслоение {(x, у)|| л | = 1„ 
(x, i/) —0}. Таким образом, мы имеем гамильтонову систему в. 
R2n+2, которая после ограничения на касательное расслоение: 
становится геодезическим потоком на сфере Sn. 

Оказывается, этот модельный пример можно обобщить на 
случай произвольных поверхностей в Rn. 

3.2. Геодезический поток на поверхностях в R"+1. Пусть 
произвольная п-мерная поверхность изометрически вложена в R"+s 

со стандартной метрикой ds2. Пусть, далее, / (л-) —гладкая 
строго выпуклая функция в RH+1 такая, что / (х) {to} со при 
|x|{to}oo. Определим F (х, у) ===rnin / (х + tt/) для х, j/6Rn+1 и 

• OF - dF „ 
рассмотрим гамильтонову систему А-==---, г/ =-= —------. Эта система 
обладает интегралами /-----|t/|2 и /2 = F (х, у). Поэтому мы можем 

„ • dF • dF 
рассмотреть решения уравнений я — —, У— — ̂  > удовлетворяю­
щие дополнительным ограничениям \у\= 1, F (х, у) = 0. 

Будем рассматривать точку (x, у) фазового пространства 
как прямую 1=1(х,у) = {х^у}, проходящую через точку x<5 
eR«+1 в направлении у. Таким образом, {х, у) представляет 
направленную прямую 1 = 1(х,у) с отмеченной на ней точкой х. 53 



Предположим дополнительно, что grad f (x)=7---0 на поверхности 
/ = 0 , т. е. уравнение / = 0 определяет гладкое подмногообразие. 
• Т е о р е м а 3.2.1. Если x = x(t), y=y{t) — решение уравнений 

x - = f f - ^ — - ^ при \у\^\, F = 0, то прямая /(*(*). y(t)) 
касается поверхности /(x)==0, а точка касания l(t) прямой 
/ (х (t), у (t)) с поверхностью {/ = 0} движется по геодезической 
этой поверхности. 

§ 4. Методы построения функций в инволюции 

• 4Л. Метод сдвига аргумента. Пусть f (х) — функция, 
заданная на линейном пространстве V, a a£V — фиксированный 
вектор. На пространстве V построим семейство функций fii(x) = 
— f(x-\-Xa), где 1-произвольное число (A6R, если V — линей­
ное пространство над R). Будем говорить, что функции f%{x) 
получаются из / (х) операцией сдвига аргумента. Если /-. можно 
разложить по А, в ряд (например, / (x)-полином), то fx(x) = 

-= 2 -У/{lambda},n(x) и операция сдвига порождает из функции / (х) 

.целое семейство функций {/{lambda},» (л)}. 
В теории гамильтоновых систем сдвиг аргумента исполь­

зуется в силу следующей теоремы А. С. Мищенко, A. T. Фо­
менко, [65]. Эта идея для случая алгебры Ли so(n) появилась 
в работе C. В. Манакова [53]. 

Т е о р е м а 4.1.1 (см. [65]). Пусть F, Н — две функции на 
.пространстве G*, дуальном к алгебре Ли G, постоянные на ор­
битах ^присоединенного представления (инварианты коприсо-
•едииениого представления группы Ли @, отвечающей алгебре 
•Ли G), aGG* — фиксированный ковектор, X, |i6R — фиксирован­
ные произвольные числа. Тогда F,,(t) =F(t-\-Xa) и Hv.{t)=H(t+ 
+ {mu}a) находятся в инволюции на всех орбитах относительно 
-стандартной симплектической структуры Кириллова. 

Эта теорема дает полный инволютивный набор функций для 
достаточно широкого класса алгебр Ли, включающего полу-
простые алгебры Ли (см. [63, 65]). 

В работе В. В. Трофимова [90] была предложена общая 
конструкция сдвига базисных функций из конечномерных под-
представлений в пространстве гладких функций на G* см. так­
же обзор [103]. В качестве частного случая этой общей кон­
струкции получаем теорему 4.1.1, а также конструкцию сдвигов 
полуинвариантов коприсоединенного представления из рабо­
ты [4]. 

В работе [87] операция сдвига инвариантов обобщена на 
•случай произвольных конечномерных алгебр (не обязательно 
коммутативных или косокоммутативных). Там же дана кон-
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струкция уравнений гидродинамического типа, для которых 
эти сдвиги являются первыми интегралами. 

При построении полных инволютивных семейств функций 
приходится использовать также нелинейные сдвиги аргумента. 
Мы приведем здесь одно полезное утверждение такого сорта, 
касающееся нелинейных сдвигов. 

Теорема 4.1-2 (см. [82], [163]). Пусть G —алгебра Ли, 
снабженная невырожденной G-инвариантной билинейной фор­
мой (|,т1). Пусть функции f и h удовлетворяют условию 
[gradf(g),l]=0, [gradM!) , i ]=0 для всех |6G. Введем обо­
значение f,(i,n)=f(E+bl+?-2e). М£,ч)=М1+Ич+-л2е), где 
е— фиксированный элемент алгебры Ли G, а % и \х — произ­
вольные параметры. Тогда функции f-.(.|,Ti) и К(1,г\) находят­
ся в инволюции при любых X и (л, относительно канонической 
скобки Пуассона на орбитах коприсоединенного представления 
алгебры Ли Q (G) = G® (ВД/(X2)) . 

4.2. Метод цепочек подалгебр. Пусть в алгебре Ли G 
имеется фильтрация подалгебрами G l ^ G - z ^ D • • • — G?- Тогда 
возникает цепочка отображений G*{to}G*{to}G2{to}.. • ->G*q- Каждое 
из отображений G.'->G/+i является ограничением на подалгебру 
Qt+i линейных функций, заданных на Ot. Имеет место сле­
дующее утверждение. 

Теорема 4.2.1 (см. [88, 91]). Пусть есть цепочка подал­
гебр V-DS. Тогда если функции / , g на S* в инволюции на 
всех орбитах представления Ad@, где ©—группа Ли, отвечаю­
щая алгебре Ли 5, то / и g в инволюции на всех орбитах 
представления Ad^, где -В — группа Ли, отвечающая алгебре Ли 
V и / =/ojt, g — gojt, n;V*->-S* — отображение ограничения. 

Подробнее с различными вариантами метода цепочек под­
алгебр можно познакомиться, например, по обзору [103]. 

Отметим, что результат A. А. Архангельского [4] можно 
усилить, используя теорему 4.2Л. 

Теорема 4.2.2, Пусть F, Н — два полуинварианта 
(F(Adg*x)=%(g)F{x), x&G*,- gb®{ % — характер группы Ли ®) 
коприсоединеного представления группы Ли ©, отвечающей ал­
гебре Ли G, а6@*—фиксированный ковектор, К, |xGR. Тогда 
{F{t+Ka), Я(г+р,а)}=0 на всех орбитах коприсоединенного 
представления относительно стандартной симплектической 
структуры. 

Утверждение теоремы 4.2.2 вытекает из теорем 4.1.1 и 4.2,1, 
поскольку любой полуинвариант является продолжением инва­
рианта некоторой меньшей подалгебры. 

4.3. Метод тензорных расширений алгебр Ли. Этот метод 
был впервые предложен В. В. Трофимовым [92, 93], а затем 
развит А. В. Браиловым [10] и Ле Йгок Тьеуеном. 
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Пусть G — алгебра Ли, К —коммутативное кольцо. Тогда 
G ® K является алгеброй Ли. В случае, когда K--=R[xi, . . . 
. . . , xn]/(x?1+1, . . . . x"'2+1) алгебру Ли G®K обозначим через 
Qmt m„(G). Пусть eL обозначает образ xt в кольце K. 

Пусть е ь . . . , ег — базис алгебры Ди О. Тогда векторы 
е"'.. -е^"е/. 0<j<r, 0 < а г < о т г , 1 < г < я , образуют базис 
алгебры Ли Qm, mn(G). Дуальный базис в G* обозначим 
через е(, он определяется из соотношения ( el, ej ) — 6Ч-, где 
(/>-"•) —значение /6G* на векторе х&О. Координаты в прост­

ранстве Qmil...,,тп (С?)* в базисе, дуальном к базису е"1.. .е""е;-, 
1 < / < г , 0 < а г < т г , 1<л</г , обозначим через х(аъ ...,an)j, 
а координаты в G*, в базисе, дуальном к e.t, l < i < r , обозна­
чим через Xi {\<i<r). Введем в пространстве Qmi mn{pY 
новые переменные 

• г г = 2 е Г ^ - . - е Х Р ь . . . , р й ) ; . 0 ) 

Описание алгоритма (5t) В. В. Трофимова. Пусть E (xi, ...... 
. . . , л>)— аналитическая функция на пространстве О*, рассмот­
рим функцию F (2i, . . . . 2Г) на пространстве fimi m„(G)* со 
значениями в кольце К. Раскладывая F (хь . •., хг) в ряд Тей­
лора и подставляя Zi из (1), мы получим конечную сумму, так 
как достаточно высокие степени е,1 равны нулю. Итак, 
F (г-., . . . , г г)—корректно определенная функция на пространстве 
Qm, тп(0)* со значениями в кольце К; ее можно представить. 
в виде 

F(zu...,zr)~ 2 в?1-••#-*«......«-(*(&' - •-- P«)i-

поскольку в™1.. .6*"-базис алгебры К—R [Л1, . . . , хп]/{х?1+\ .... 
. . . . л ; ^ 1 ) , E a . a„(x(Pi. •••- P/.W6R. Функции Ea, . . .^ : 
:Qm,....7i„(G)*->-k назовем однородными компонентами функции 
F (г-, . . . , гг). Алгоритм (91), по определению, функцию F на 
пространстве О* будет переводить в набор однородных компо­
нент §t(F)-={Ea,...a„} ФУНКЦИИ E. 

Т е о р е м а 4.3.1 (см. [93,96,97]). Пусть функции F^x), ... 
...,FN(x), определенные на О*, находятся в инволюции отно­
сительно формы Кириллова на всех орбитах коприсоединенного 
представления группы Ли @, ассоциированной с алгеброй Ли G. 
Тогда все функции -Я(-~-)и • • • U^(E/v) на выходе алгоритма (St) 
находятся в инволюции относительно формы Кириллова на всех 
орбитах коприсоединенного представления группы Ли Qmt...mn(&), 
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ассоциированной с алгеброй Ли Qmi...mn(G). Причем если Ei, •. •> 
...,FN функционально независимы на Q*, то Bce функции 
семейства 2t(Ei)lJ . . . lj5l(EAr) функционально независимы на 
пространстве Qm,...m/,(G)*. 

Замечание 1. Если F — аналитическая функция на откры­
том подмножестве UcG*, то однородные компоненты Eai...a., 
функции F также определены на некотором открытом подмно-. 
яхстве U'cQm1..,mn{G)*. При этом остается справедливым; 
утверждение теоремы 4.3.1. Эта ситуация возникает, например, 
при рассмотрении рациональных инвариантов коприсоединенного 
представления. 

Замечание 2. О связи метода тензорных расширений 
с обобщенной методикой сдвига работы [90] см. [98]. 

В работе [10] было получено частичное обобщение алгоритма 
(§1) на случай алгебр с двойственностью Пуанкаре. Пусть Л—-гра­
дуированная коммутативная алгебра А — А<,@.. .®Ап, Ai-A^c 
сА1+р i-\-j<tt. 

Определение 4.З. 1. Пусть dimA.„==1 и со —линейная 
функция на А, равная нулю тождественно на At при i<n— 1 
и не равная нулю на Ап. Пусть f$(a, &)==co (ab) — симметричная 
билинейная форма на А. Если р —невырожденная форма, то 
алгебра А называется алгеброй с двойственной Пуанкаре. 

Легко видеть, что для таких алгебр A0-=k. Пусть е- = Г 
Выберем произвольный базис е2> • - • .e / l в Аь затем выберем 
произвольный базис e;1+i, . . . . е/2 в А2 и так далее до градуи­
ровки -S-. В А п выберем базис, в котором матрица формы р 

1 т 
диагональна. В пространствах Аь i > — . выберем базисы, 
сопряженные относительно р к уже выбранным в А п . В итоге 
получим в1, ...,&N — однородный самосопряженный относительно' 
Р базис алгебры A, f>{s*i, е7)=б^, где - — перестановка. 

Пусть е1, . . . , ет—базис в О*, хъ ..., хт — соответствующие 
координаты. Линейные функции л:-, ...,хт на G* естественно 
рассматривать как элементы алгебры Ли О. Пусть GA = G®A~ 
Тогда элементы x^ej алгебры Ли GA можно рассматривать как 
линейные координатные функции на Q\. Пусть х{ = Х1®&} — 
координаты на G*A. Для полиномиальной функции Р (х) на G* 

оо 

Р(хи . . . ,л : т ) = 2 2 Pu...ikxh...xik==PiXi 
fc=CH. ik 

и K / < 7 v " определим полиномиальную функцию PW(x) на GAt 
Р \Х\, . • • 1 Хт) = 
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= 2 2 Л, . . ; / г(8у , е у , . . .е4)л :^ . . .^ = Я/(6у,8,)Л7Л .. 
А-=О г, ik 

-''• h 
здесь (ei, е у , . . . . .е;.А) есть проекция элемента е ^ . . . . • &lk на ба­
зисный вектор Bj. Пусть x6G*. Ann(x) —{geG|ad*x-=0}—анну-
лятор элемента х. Размерность аннулятора элемента XQG* 
общего положения называется индексом алгебры Ли О. Пусть 
%~-набор полиномиальных функций на О*. Набор полиномиаль­
ных функций на 0*А вида PU), P6F, \<]<N, обозначим 
через ЩА. 

Т е о р е м а 4.3.2 (см. [10]). Если F — инволютивный набор 
функций на G*, то г?А — инволютивный набор функций на GA*-
Если 5 — полный инволютивный набор и число независимых по­
линомиальных инвариантов алгебры Ли G равно индексу, то 
%А — полный инволютивный набор на GA*. Если набор 5 со­
держит невырожденную квадратичную форму, то набор $?А 

также содержит невырожденную квадратичную форму. 
Ле Нгок Тьеуен доказал, что утверждение теоремы 4.3.2 

имеет место только для алгебр с двойственностью Пуанкаре. 
Более точно, пусть О—-алгебра Ли, А— коммутативная алгебра, 
G®A — тензорное произведение О и А, ег—базис алгебры А, 
.Й —такой линейный оператор й:8г-^е0>й что й2 = id. Для / 6 G 
положим /a.— /®a6(G®A)*. Если / и g—многочлены на 
|G®A)*, то определим функцию (fg)a формулой (fg)a = 
-{sum}rvra<-

i 

Т е о р е м а 4.3.3. Равенство {fa, gb} = {/, g)ab имеет место 
тогда и только тогда, когда алгебра А с двойственностью 
Пуанкаре. 

4.4. Метод сжатия алгебр Ли. Пусть О — алгебра Ли. 
Предположим, что Q = H-rV, причем [Я, Я ] е Я , [H,V]cV, 
[V, V]czH. Тогда G называется 22-градуированной алгеброй. 
Пусть Н* (V*) — подпространство в С* всех ковекторов, аннули­
рующих V (соответственно Н). Тогда G* = H*®V*. Для любых 
X&G* и gdG везде ниже хн и xv обозначает Я* и V* компо­
ненты элемента х, а gw, gv — Я и V компоненты g. Определим 
на G новый коммутатор \х, у]х формулой [g, g']b = [gtf, £„] + 
+ [gv> g'v] + [gff, g'v] + ?• [gv, g'v]• Коммутатор [х, у\% удовлетво­

ряет тождеству Якоби. Полученную алгебру Ли обозначим 
•через G-.. 

О п р е д е л е н и е 4.4.1. Пусть G — 22-градуированная ал­
гебра Ли, Gx — построенная выше серия алгебр Ли, соответст­
вующая коммутаторам [х,у]>.. Сжатием 22-градуированной ал­
гебры Ли G называется алгебра Ли G0. 
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Пусть G — 22-градуированная алгебра Ли- Обозначим скоб­
ку Пуассона для сжатия G0 через {/, g}o- Подобно тому, как 
мы выше определили сжатие коммутатора [x, у] для некоторых 
(функций F на G*, можно также определить нечто вроде сжатия. 

О п р е д е л е н и е 4.4.2. Предположим, что разложение F по 
степеням V обрывается на некотором члене E°(x/f) + 
+ /?1(x/f, xv>+ • • • +.-~"(.xff, Xv), где Fk(xH> хк) — при фикси­

рованном хн является А-формой от ху. Положим в этом случае 

.EA,(.x:)=-=-.A.- F\Xft, X 2XvJ- Заметим, что Fx{x) определено и при 

."•—О, F0(x) = Fn(x/f, ху). Операция сжатия алгебр Ли и функ­
ций обладает, как заметил A. Б. Браилов, следующими свой­
ствами. 

Т е о р е м а 4.4.1. Пусть G — H®V— 22-градуированиая ал­
гебра Ли, F,F' — функции на G* такие, что a) {F,F'}—0, 
б) определены /ч и F / (например, F и F' — полиномы). Тогда 
утверждается, что {/ч, /ч'}-=0 и, в частности, {Fn, F'm} 0 = 0, где 
~n, fm — максимальная компонента при разложении на одно­
родные составляющие по V. 

4.5. Метод сходных функций. Пусть Н — полупростая под­
алгебра Ли G. Рассмотрим присоединенное действие алгебры 
.Ли Я в G. Алгебра Ли G превращается в Я-модуль. Пусть V — 
Я-подмодуль в G, не содержащий Н. Если в V фиксировать ба­
зис xi, • . . , хп, то на Я определена (пХге)-матрица W 1-форм. 
Значение этой матрицы на векторе ЫН будем обозначать че­
рез Wh- Таким образом, Wh.— матрица преобразования ad/.: V{to} 
{to}V в базисе х{,. . ., хп. Матричные элементы т. , матрицы W 
являются I-формами на Я. Поскольку алгебра Н полупростая, 
то co-j- можно считать принадлежащими Я. 

Пусть В —- инвариантная r-форма относительно действия 
алгебры Н на строках (X1, . , . , Х,г), X&V. Такие формы 
•существуют, так как Н полупроста. Тогда B{XW'\ . . ,, XW'r) 
является //-инвариантом, т.е. [А, В (XWl\ ..., XW'r)] -= о, если 
рассматривать В (XW'\ ...,XW'r) как элемент тензорной 
алгебры S (О) над Q. Если рассматривать векторы О как линей­
ные формы на G*, то это можно переформулировать в виде 
•следующего утверждения. 

П р е д л о ж е н и е 4.5Л. Функции на G* вида Б (XWU, . . . 
. . . ,XW'.") находятся в инволюции со всеми линейными функ­
циями со(У (Кг, j<n). 

Может оказаться, что Я-модуль О имеет несколько под­
модулей Vi, • . . , Vm, изоморфных V. В этом случае имеет смысл 
говорить о функциях вида B(XW'\ X'W1', ..., X^W'r). 
По-прежнему функции такого вида находятся в инволюции 
со всеми линейными функциями со;;., K i , j<n. 
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О п р е д е л е н и е 4.5.1. Будем называть каноническими 
//-инвариантами функции вида B(XW!l, . . . , X<,m)W'r). 

п—\ 
Согласно теореме Гамильтона—-Кэли, Wn = ^ ai(W)Wl. 

1=0 
О п р е д е л е н и е 4.5.2. В записи канонического Я-инвариан-

та явно присутствуют степени матрицы W. Назовем два кано­
нических //-инварианта сходными, если один получается из дру­
гого заменой матрицы Wn на Wi, причем степень i такова, что 
функция cti(W) тождественно не равна нулю. 

О п р е д е л е н и е 4.5.3. Пусть G —алгебра Ли, а Я — ее 
подалгебра. Скажем, что пара {G,H) удовлетворяет уИ-усло-
вию, если выполнены следующие условия. Предположим, что 
G = H®V\@ •.. ©Vb — разложение Я-модуля G на неприводи­
мые подмодули. Требуется, чтобы а) Я была простой подалгеб­
рой Ли в G классического типа An, Bn, Cn, Dn; б) все ^ . я в ­
ляются либо тривиальными Я-модулями, либо отвечающее 
подмодулю V. ( i = l , . . ., k) представление алгебры Ли эквива­
лентно минимальному. 

Имеет место следующая основная теорема, принадлежащая 
А. В. Беляеву. 

Т е о р е м а 4.5.1. Пусть G — алгебра Ли, а Я — ее подал­
гебра. Предположим, что пара (G,H) удовлетворяет -М-усло-
вию, a Fi=X'WiBXt — канонический Я-инвариант. Тогда скоб­
ка Пуассона {Fit Fn} сходных функций Ft, Fn [X может сов­
пасть с X') равна нулю. 

4.6. Теорема ограничения. Пусть (M, со) — симплектическое 
многообразие, h — гладкая функция на М, sgrad h — векторное 
поле, двойственное относительно формы © к дифференциалу dh. 
Пусть 2 — группа, действующая симплектическими диффеомор­
физмами на М, а функция h постоянна на орбитах действия 
группы 2. Тогда будем говорить, что 2 — группа симметрии га­
мильтоновой системы (M,di,h). 

Имеет место следующее полезное при построении функций 
в инволюции утверждение, принадлежащее А. В. Браилову. 

Т е о р е м а 4 .6 .1 . Пусть 2 — компактная группа симметрии 
гамильтоновой системы (/И, со, h); % — 2-инвариантная алгебра 
интегралов, §-•—-З-неподвижная подалгебра, N — многообразие-
неподвижных точек, Щ—множество ограничений интегралов из % 
на N. Тогда утверждается, что a) (N, со) —симплектическое 
многообразие, где со = co/iV; б) множество $ замкнуто относи­
тельно скобки Пуассона {/, g}N и отображение ограничения 
является эпиморфизмом алгебр Ли .(^s, {/, g}/v)->(F, {/, g}/v); 
в) %—алгебра интегралов гамильтоновой системы (TV, ©, h), где 
h — ограничение функции А на N. 
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Симплектические действия групп возникают, например, в сле­
дующей ситуации (A. В. Браилов). 

Предложение 4.6.1. Пусть S—-компактная группа, дейст­
вующая автоморфизмами на алгебре Ли О, G,— неподвижная 
подалгебра, xQGn*czQ*, 0Q (х) — орбита представления Ad* 
группы Ли, отвечающей О, проходящая через х, Ооп (х) — орбита 
для О. Тогда а) 2 действует симплектическими диффеоморфизмами 
на <У0(х); б) 0ап(х) открыто в многообразии 2-неподвижных 
точек орбиты 0Q(X); в) если со, ю,—формы Кириллова алгебр Ли 
G и Оп, то со„—co|G„*. 

Глава 3 
ПОЛНАЯ ИНТЕГРИРУЕМОСТЬ ПО ЛИУВИЛЛЮ 

НЕКОТОРЫХ ГАМИЛЬТОНОВЫХ СИСТЕМ 
НА АЛГЕБРАХ ЛИ 

§ 1. Постановка задачи построения 
полного инволютивного набора функций 

Мы выделим здесь три наиболее важные постановки указан­
ной задачи. 

1) Задача построения полного инволютивного набора функ­
ций на алгебрах Ли. Пусть G — алгебра Ли, G* — двойствен­
ное к G пространство, К—некоторый класс функций на G*, 
замкнутый относительно скобки Пуассона, т. е. К — подалгебра 
Ли в C°°(G*) (например, в качестве К можно взять все глад­
кие функции на G*, все аналитические функции на G*, прост­
ранство всех многочленов,-рациональные функции и т. д.). 

Требуется построить такой набор функций /-. fs из 
класса К, что a) {f h fj}==Q, К / , / < 5 (т. е. подалгебра, по­
рожденная / 1 , . . . . fs является абелевой); б) s •-=--,- (dimG + indG); 
в) /- , . . . , fs функционально независимы почти всюду на G*. 

Такие наборы функций важны с различных точек зрения. 
а) Получаем большой запас регулярных примеров вполне 

интегрируемых гамильтоновых систем. Более точно, каждое га-
мильтоново векторное поле ui = sgrad/., i = l , . . . ,s, определяет 
вполне интегрируемую гамильтонову систему на каждой орби­
те общего положения коприсоединенного представления. 

б) Наборы (fi,...,fs) определяют (локально) канонические 
координаты на каждой орбите общего положения коприсоеди-
венного представления. 

в) Получаем редукцию некоммутативной интегрируемости к 
коммутативной. 

г) Получим большой запас алгебраизуемых гамильтоновых 
•систем на пространстве G*ez'R.N (см. § 2 главы 2). 
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2) Задача построения полного инволютивного семейства 
функций на одной отдельно взятой орбите ^присоединенного 
представления (в частности, на особых орбитах). Требуется по­
строить такой набор функций /•,. . . , /- на G*, что ограничения 
fi\C?, •• •, f,\<y функций / i , . . . , /, на данную орбиту С образу­
ют полное инволютивное семейство функций на С. 

Значение таких наборов состоит в том, что получаем регу­
лярные примеры вполне интегрируемых гамильтоновых' систем: 
на симплектических многообразиях. 

Задачи 1, 2 можно усилить так: включить в полное инволю­
тивное семейство функций данный гамильтониан Я, интерес­
ный, например, с физической точки зрения-

3), Задача построения полного инволютивного семейства 
функций на заданном симплектическом многообразии. Пусть 
(М2п, ю)—симплектическое многообразие. Требуется постро­
ить набор функций fu ..., fn, которые почти всюду функцио­
нально независимы и попарно находятся в инволюции. 

Если многообразие М2п является однородным, то мы воз­
вращаемся к задачам 1 или 2, поскольку любое однородное 
симплектическое многообразие является орбитой коприсоеди-
ненного представления. 

В классе всех гладких функций задача 3 тривиальна, так 
как на любом симплектическом многообразии можно построить 
полное инволютивное семейство функций. Однако этот набор. 
(см. [103]) не интересен с точки зрения механики. Для полу­
чения интересной задачи надо наложить дополнительные огра­
ничения, например, можно считать, что М2п — алгебраическое,. 
аналитическое и т. д. многообразие и естественно рассматривать 
более узкий класс функций: алгебраических, аналитических,. 
боттовских и т. д. 

Здесь же возникает задача включения данного гамильтони­
ана И, заданного на М2п и представляющего физический инте­
рес, в полное инволютивное семейство функций на многообра­
зии М2п. 

В связи с этим возникает задача классификации конечно­
мерных алгебр Ли функций на заданном симплектическом мно­
гообразии М2п. Например, известно, что если М2л — компакт­
ное симплектическое многообразие, то любая конечномерная 
алгебра Ли функций на М2п является редуктивной (доказатель­
ство можно найти, например, в '[67]). 

При решении указанных задач наибольшая трудность ле­
жит в доказательстве полноты (т. е. в доказательстве функци­
ональной независимости) построенного набора функций. .Как 
правило, инволютивные наборы функций можно строить по об­
щим методикам. Для проверки независимости предъявленного 
набора в каждом конкретном случае надо изобретать специ­
альные методы. 
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§ 2-. Уравнения Эйлера 
на полупростых алгебрах Ли 

2,1, Движение многомерного твердого тела с закрепленной 
точкой и его аналоги на полупростых алгебрах Ли. Вложение 
гамильтоновой системы в алгебру Ли гарантирует тривиальное 
семейство первых интегралов — функции, постоянные на орбитах 
коприсоединенного представления. Этих интегралов, как пра­
вило, нехватает для полной интегрируемости. Если алгебра Ли 
двумерна, то функции, постоянные на орбите, полностью реша­
ют задачу. Для построения полного набора интегралов на по-
лупростых алгебрах Ли используется метод сдвига инвариантов 
(см. § 4 главы 2). Эта общая схема является развитием идеи, 
предложенной в 1[53] для случая алгебры Ли so(n). To, что 
сдвиги инвариантов — в инволюции, уже отмечалось в § 4 гла­
вы 2 (достаточно простой факт). В этом параграфе мы будем 
заниматься функциональной независимостью сдвигов инвариан­
тов. Для доказательства этого приходится использовать в пол­
ном объеме свойства полупростых алгебр Ли и впервые это 
было сделано в работе А. С. Мищенко и A. T. Фоменко, ем. 
[63, 65, 66]. Случай so (4) также изучен в работах [59, 151]. 
Инволютивность интегралов Мищенко [59] доказана в [25]. 

П р е д л о ж е н и е 2.1.1. а) Пусть [-—функция, постоянная 
на орбитах присоединенного представления полупростой группы 
Ли, т. е. f является инвариантом. Тогда комплекснозначные 
функции hj,(X) =f(X + %a) являются (при любом ?.) интегралами 
уравнения Х=[Х, <pabD(X)], где Ф-=<р-ьг>— оператор «комплекс-
ной» серии. Интегралом является и функция F(X)=(X, cp(X)>. 

б) Пусть f6/G,„ т. е. f — функция, постоянная на орбитах 
алгебры Ли <?„. Тогда функции h%(X) = f(X + 'ka) являются (при 
любом %) интегралами уравнения Х= [X, ц>(Х)], где ф — опе­
ратор «компактной» серии, X+^aGGu> K&R. Интегралом являет­
ся и функция F{X) =<X, cp(X)>-

Следующие утверждения для классического оператора 
ц>(Х) =1Х+Х1 на so(n) были получены в [53] при исследова­
нии уравнения Кортевега-де Фриза. 

П р е д л о ж е н и е 2.1.2 (см. [63, 65, 66]). Пусть f£lQu, т. е. 
функция / постоянна на орбитах алгебры Ли Ои. Рассмотрим 
функции q\{X), где ft,6R, X6GncGu, и являющиеся ограниче­
нием функций h%{X) = f (X+Xa) на QnaOu. Тогда функции д^ 
являются интегралами уравнения X = [X, Файо(А')], где Ф = Ф<~&о — 
оператор «нормальной» серии. Интегралом также является и функ­
ция F (X) = < X, Ф (X) > . 

Следующая теорема, утверждающая полную интегриру­
емость уравнений Эйлера на полупростых алгебрах Ли, была 
впервые доказана А. С. Мищенко и А. T. Фоменко в работе 
[63] (см. также '[65, 66]). С явным интегрированием уравне-
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яий Эйлера на полупростых алгебрах Ли, использующем идеи 
Б. А, Дубровина [27, 28, 29, 54], молено ознакомиться по ра­
боте [56]. Мы не будем здесь останавливаться на приложениях 
к уравнению Эйлера алгебро-геометрических методов интегри­
рования нелинейных уравнений, а отошлем читателя к обзо­
рам [29, 30, 46, 73]. 

Т е о р е м а 2.1.1 (см. [63, 65, 66]). а) Пусть G — конечно-
мерная полупростая алгебра Ли, X— [X, qw>(X)] —уравнения 
Эйлера с оператором «комплексной» серии. Тогда эта система 
вполне интегрируема (по Лиувиллю) на орбитах общего поло­
жения. Пусть f — любая инвариантная функция на алгебре Ли 
G. Тогда все функции hx(X, a) —f(X+%a) являются интегралами 
потока X для любого К. Любые два интеграла К{Х, а) и 
gn(X, а), построенные по функциям f, g£lG, находятся в инво­
люции на орбитах. Гамильтониан F(X) = <X, <p(X)> потока X 
также коммутирует со всеми интегралами вида К(Х, а). Из 
множества этих интегралов можно выбрать функционально не 
зависимые на орбитах общего положения интегралы в коли­
честве, равном половине размерности орбиты. Интеграл F 
функционально выражается через интегралы вида hx(X). 

б) Пусть Gu — компактная вещественная форма полупростой 
алгебры Ли и Х — [Х, q>(X)] —гамильтонова система, опреде­
ляемая оператором ф «компактной» серии. Тогда множество 
функций вида f(X+lka), где f&IGu образует ПОЛНЫЙ коммута­
тивный набор на орбитах общего положения в алгебре Ли G„. 

в) Пусть Gn — нормальная компактная подалгебра в комп­
лексной полупростой алгебре Ли G и Х—.[Х, cp(X)] —гамильто­
нова система с оператором «нормальной» серии. Тогда множе­
ство функций f(X+Xa), где /6/G, образует полный коммутатив­
ный набор функций на орбитах общего положения. 

Итак, уравнения Эйлера на всех орбитах общего положения 
в полупростых алгебрах Ли вполне интегрируемы по Лиувиллю. 
Однако в действительности верно более сильное утверждение. 
Оказывается, полный инволютивный набор алгебраических 
функций (полиномов) существует на любой полупростой орби­
те в алгебре Ли; в частности, эта орбита не обязана быть ор­
битой общего положения. Впервые этот результат был анонси­
рован Дао Чонг Тхи в [24], однако в доказательстве этой тео-
'ремы в [24] были допущены пробелы. Эти пробелы устранены 
A. В. Браиловым. 

Пусть G--полу простая алгебра Ли группы Ли @. Орбита О 
представления Ad группы @ в G называется полупростой, если 
она состоит из полупростых элементов алгебры Ли G. Пусть 
/ С — алгебра полиномов на G, инвариантных относительно, при­
соединенного представления. Пусть .71, . . . , ./—набор однородных 
инвариантов, порождающих алгебру IQ, и a—произвольный 
элемент в Q. Коэффициенты при V в полиноме .7, (Я,; X) = 
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— /Д-ЛГ + Ха) обозначим через Jl
j<a. Эти функции, как мы уже 

знаем, являются интегралами уравнений Эйлера. 
Теорема 2. Г 2. Для любой полупростой орбиты С?в алгебре 

Ли О и для элемента а общего положения в Q из функций Л<а 
всегда МОЖНО выбрать функции в количестве, равном половине 
размерности орбиты так, что после ограничения этих функций 
на орбиту они останутся независимыми. При этом орбита не 
обязана быть орбитой общего положения. 

2.2. Уравнения Эйлера на алгебре Ли so (4). В этом случае 
состояние системы описывается шестью переменными /..— 
-—';.. ', /= 1» • • •, 4. Перейдем к новым переменным 

' l - _ - ( ' 2 3 + '14)> - " 2 - " J ( ^ 3 1 + ' 2 4 ) > <?3 — "2 ( - - 1 2 + --34)' 

" h ==--Г ({cdot}-23—-1*)' ^ — - J (--31 — --24). •*"3=— "jf (--12 — •-•34)-

Для них скобки Пуассона имеют вид 
{1},1и}=Ъ)кт1т< {mj,mk}==e,jksms, {lj, mk}=0. 

Рассмотрим однородный квадратичный гамильтониан самого 
общего вида 

# = - 1 
• з з з • 

_ atjlilj + 2 2 V ' % + 2 Cijmtmj 
.u-i t.j-i i.j=i 

Такой гамильтониан характеризуется тремя 3X3 матрицами 
A = (aij), Б = {Ьи) и С = (си), две из которых (А и С) сим­
метричны и зависят, следовательно, от 21 параметра. Заметим, 
что, пользуясь преобразованиями группы @ = SO (3) X SO (3), мы 
можем привести матрицы Л и С к диагональному виду, так что, 
без ограничения общности, можем считать, что Н имеет вид 

г з з з 

н-i . i = l г - = 1 

и зависит от 15 параметров. 
Гамильтонова система с гамильтонианом общего вида всег­

да обладает тремя интегралами движения h = l2, h — m2, h=H-
Орбита коприсоединенного представления имеет размерность 4 
и выделяется уравнениями /1 = const, /2=const. С топологиче­
ской точки зрения орбиты ЯВЛЯЮТСЯ произведением двумерных 
сфер С=5-Х52 . 

Имеет место следующая теорема 2.2.1, решающая вопрос о 
существовании дополнительного квадратичного интеграла дви­
жения. Ответ на этот вопрос был дан в различной, хотя и 
эквивалентной форме в работах i[7, 14]. 
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я----. 
г з з з 

Т е о р е м а 2.2.1 (см. [14]). Пусть 

причем собственные значения как матрицы A, так и С различ­
ны, а матрица 5 невырождена (detfi{ne}0). Тогда для сущест­
вования четвертого независимого квадратичного интеграла дви­
жения необходимо выполнение следующих условий. 

а) Матрица В одновременно с A и С приводится к диаго­
нальному виду, так что матрицы А, В и С МОЖНО считать диа­
гональными с элементами ah b, и с, соответственно. 

б) Должны выполняться условия 

Ь\(аъ—аа)+%((%—ad + blfa — ehd + lfii — a2)(a2-a3)(a3~- a i)=O r 

b\ (c2 — с3) + Ь\ (с3 — -*0 + Ь\ {с\ — с2) + (с. — с2) {с2 — с3) (с3 — сх) = 0. 
Дополнительный квадратичный интеграл движения существует 
лишь в случае Манакова 1[53] и для гамильтонианов следую­
щего вида 

aj = a+%bj\ Bj^bj+kb^ib^bs)-1, 
> с, = Ффф^Ь) (Ь\ + Ь\-\-b\-b)) + Хс 

Приведем иную форму интегралов движения, взятую из ра­
боты [7]. 

Т е о р е м а 2.2.2. Следующие три функции находятся в ин­
волюции 

а,— <-3 у/2, , /ft.— *3\-/2. 
/ д 

r(2__v,2i 

а, — а8\1/2 

/ R = 'а,- а,\1/2 

at — л-
6, — Mi/2 

4+ 
- f ta 

- f t , 

/И. -1'-
\1/2 

4 + 
*1 —fta 
ft,—ft 

т2 

Ъг — Ь 

№ 
т2 2 / 

- e , W -

1/2 
W2 + 

аз 4 + ft.-W2 

ft, — f t 
*, — Й,\1/2 

wi3 

/Ля 

Заметим, что функции /i, /2 и /4, /s, -'б связаны одним линей­
ным соотношением, так что среди них имеется четыре незави­
симые функции. Поэтому общий вид гамильтониана, допускаю­
щего дополнительный интеграл движения, таков H = aih+ 
+ а5-Г5+абТ6. 

2.3. Интегрируемые уравнения Эйлера, связанные с филь­
трациями алгебр Ли. Рассмотрим классические уравнения 
Эйлера Х=[Х, С(Х)), где X&G, G — полупростая (веществен­
ная или комплексная) алгебра Ли, а С : G{to}G — секционный 
оператор. Пусть задано разложение G в прямую сумму линей­
ных подпространств G = Lo+Li+ • • • +Ln, где все Ь{ ортого-
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нальны относительно формы Киллинга и их коммутаторы удов­
летворяют условию '[Lk-t, Lh]czLh при t>0. Ясно, что G f t =' 
= L\+ • • • +Lh — подалгебра. Поэтому мы получаем фильтра­
цию алгебры Ли G — GUZD .,..— GiZ2Uu=L0. Обратно, по каж­
дой фильтрации такой, что ограничение формы Киллинга на.; 
подалгебру Gj является невырожденным, восстанавливается:. 
нужное разложение G в прямую сумму подпространств Lk— . 
= -GfeUGh—i-1-. Обозначим через Рк ортогональный проектор на: 
подпространство Lh. Произвольный элемент /6G имеет пред­
ставление /-=.0+ . . . +/„, ti=Pi(l)&Li. Рассмотрим операторы-
С: G{to}G вида 

C (0-=c 0 (0+Wi+ . . .+U» , (1 > 
где а.о — любой симметрический оператор в подалгебре Ли Lo-
Пусть f, gBlG — функции, постоянные на орбитах присоединен­
ного представления в алгебре Ли G. 

Т е о р е м а 2.3.1. (см. '[8]). Уравнение Эйлера Х=\[Х, С(Х)] 
с оператором С : G—>-G вида (1) эквивалентно уравнению /- = 
— [to, ао(Ьо)] в подалгебре Ли Ь0 и цепочке линейных диффе­
ренциальных уравнений в подпространствах Lh. Уравнение-
Эйлера А — [X, С(Х)] имеет набор первых интегралов }(атк+'' 
Н-Pis), где rnh=ta+ ... +lh, тп=Х, X=lQ + . . . + ln, зависящих 
от спектральных параметров а, |3, 0{le}&{le}n. Скобки Пуассона 
этих интегралов {f(amh+filh), g(yw, + 6^,)} обращаются в нуль. 
в следующих случаях: a) k — \, б) k>j, а = 1 , (3 = 0 или а = 0,, 
р = 1 . 

З а м е ч а н и е . В работах В. В. Трофимова [88, 91] изуча­
лась операция «поднятия инвариантов с подалгебр», В резуль­
тате этой операции получаются интегралы вида f(mh), инволю-
тивность которых доказана в [88] (см. также теорему 4.2.1 гла­
вы 2). Этого набора интегралов, вообще говоря нехватает для. 
полной интегрируемости по Лиувиллю уравнений Эйлера с опе­
ратором С(Х) =i0la+ ... +%Jn. 

2.4. Интегрируемость уравнений Эйлера для сингулярных 
операторов инерции. Пусть aQG — произвольный полупростой, 
элемент. Для каждого такого элемента а оператор &йа:[а, G]->-
->[а, G] обратим. Поэтому однозначно определен кососимметриче-
ский оператор ad- 1 : [a, G]{to}[a, G]. Пусть Ga — централизатор' 
элемента a, D:Ga-->G°—симметричный оператор. По разложению. 
G = [a, G]a-\-Ga определим оператор Фа,л,о по формуле 

/ad-- adu 0\ 

Данное определение оператора Фа,г-,о, очевидно, является расши­
рением определения операторов Фа,а,о для регулярных полупрос­
тых элементов a. Оператор Фа,г.,о называется сингулярным, если: 
элемент а не является регулярным элементом в О, 
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Теорема 2.4.1 (А. В. Браилов). Пусть а—произвольный 
яолупростой элемент в полупростой алгебре Ли О, Оа — его цен­
трализатор, Cent Оа — центр алгебры Ли Оа, D:Ga-+Ga —-сим­
метричный оператор, инвариантный относительно всех внутренних 
.автоморфизмов алгебры Ли Ga. Рассмотрим уравнение 
'Jt = [X, ^а,ь,D (X)], X6G. на алгебре Ли G. Для любого инвари-
.анта I алгебры Ли О, для любого числа К и любого элемента 
gqG0 функции J^{X) = J(X-{-Xa) и lg(X)= (g, X) являются 
•коммутирующими интегралами уравнения Эйлера Х= [X, Ча,ь,о{Х)\. 
Из указанных интегралов можно выбрать независимые интегралы 
в количестве, равном dimGa+---dim [a, G]. 

Эта теорема является распространением на случай нерегуляр­
ных полупростых элементов а теоремы 2.1.1. 

Пусть G —комплексная простая алгебра Ли ранга r, H — под­
алгебра Картана; # — R(G, Н) — система корней; для всякого 
корня аб/? определяется пространство Ga = {XQG\[h, X]=a(h)X, 
h£.H). Для всякого корня aQR элемент HaQ[Ga, G~a] однозначно 
определяется условием а(На) = 2, / /« — вещественная линейная 
оболочка элементов На; (Xra)Kg.-.•— базис Вейля G по модулю//. 
'Вещественные алгебры Ли G0 и Qu определяются следующим 
образом 

G° = HR + 21 RXe» 
aQU 

aB«y—TtfR + 2 (ЯХ+
а + У-TRXZ), 

где Ха — Ха± Х-а,. Пространство HR является расщепляющей 
подалгеброй Картана в G0. На алгебре Ли GQ имеется набор 
инвариантов /1, . . . , / г степеней тх-\-1, . . . , m r + 1, тх<... .<. тп 
где тх, ..., тг — показатели группы Вейля. Алгебра Ли Gu яв-
.ляется компактной вещественной формой комплексной алгебры 
Ли G. Пусть K = GQ[]GU, L = G0П V - 1 Ои. Имеем O0 = K + L — 
разложение Картана, Я— максимальная компактная подалгебра 
s Go- Имеем A _ 2 . R j t f , L=-{sum}RX" + HR-

ag/г «g# 
Пусть элемент a6L, G0-— его централизатор в G0, Ка— 

•=Щйй
а — централизатор элемента а в /С, La=-LnGoa. Тогда 

9[a, .K]c.L, [а, 1]с=Л и К=[а, Ц+К; L=[a, /<] + _% G0=K'+ 
+[а, L] + La+[a, К]. Пусть <•, • > - форма Киллинга алгебры 
Ли Go или любая другая билинейная невырожденная симмет­
ричная форма, инвариантная относительно всех автоморфизмов 
алгебры Ли Go. Все пространства, участвующие в разложениях 
.•пространств К, L, Go, попарно ортогональны и ограничения 
«формы <•, •> на них невырождены. Далее мы отождествляем 
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пространства, участвующие в этих разложениях с дуальными к; 
ним пространствам с помощью формы <., •> или ее ограниче­
ния. Рангом произвольной редуктивной алгебры Ли Q назы­
вается размерность ее подалгебры Картана. Ранг обозначается 
через rgQ. 

Теорема 2.4.2 (A. В. Браилов). Пусть (О0. Як) —расщеплен­
ная простая алгебра Ли; QQ = K-\-L — указанное выше разложе-
ние Картана; абЯк —-произвольный элемент; Q"—централизатор о. 
в G0; Cent Go—центр алгебры Ли G0

a; элемент &6L П. Cent G0
a; 

D:Ka->Ka~симметричный оператор, инвариантный относительно 
всех внутренних автоморфизмов алгебры Ли Ка; 1Ь . . . , 1Г—набор-
однородных алгебраически независимых инвариантов алгебры Ли; 
Go степеней /И.- + 1, . . . , tn,-\-\, где ть ..., тг — показатели-
группы Вейля. Тогда, для оператора Ф0. ь, D, определенного--
матрицей 

%,ь,о-у 0 Dj 
относительно разложения К = [а, L]-\-Ka, уравнение Эйлера 
Х — \Х, 9a,6,o(X)]> X^K, имеет следующие интегралы: интегра­
лы I{ta{X), являющиеся по определению функциональными коэф­
фициентами при V в полиноме Pt,a{l, X) — 7,(X + .\,a), а ин­
тегралы tg(X)=(g, X), где g(*Ka. Все интегралы вида 1{>т 
попарно коммутируют с каждым интегралом lg. Из интегралов 7/, а, 
и I МОЖНО выбрать независимые интегралы в количестве q-\-dimKa

r 
где q — число выбранных при этом интегралов вида //, а. Для, 
числа q имеем следующее выражение <7 = —-(dim/Г//.Г0 + щК — 
— xgKa). Ранг редуктивной алгебры Ли Л" равен числу нечетных; 
показателей среди ть ...,тг 

Замечание. Подобно тому, как теорема 2.4.1 дополняет 
теорему А. С. Мищенко, А. Т. Фоменко 2.1.1 о независимости: 
интегралов так называемой «компактной^ серии, так теорема 2.4.2 
дополняет теорему 2.1.1 о независимости интегралов «нормальной» 
с-Зии, для случая сингулярных операторов Фа, b,D-

§ 3. Уравнения Эйлера на разрешимых алгебрах Ли 
3.1. Уравнения Эйлера на борелевских подалгебрах полу-

простых алгебр Ли. Пусть С? —комплексная простая алгебра Ли, 
Я —ее подалгебра Картана, G = H®^Qa — разложение Картана 
{hi, -За}— базис Шевалле. Рассмотрим подалгебру Бореля в О: 

.SG==©RAj©2 R-Sa. 
• a>0 
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«й отвечает группа Ли SG. В группе Вейля W(G, H) алгебры 
«Ли G существует элемент WQ наибольшей длины. 

Полное инволютивное семейство функций на борелевских 
•.подалгебрах BG в простых алгебрах Ли построено было в ра­
ботах В- В. Трофимова [88, 90]. 

Т е о р е м а 3-1.1 (см. [4]). Пусть d.i — полуинварианты пред­
ставления Ad* ly'ubbd Gn -3A„. Существует открытое всюду 
.плотное подмножество UczBAn* такое, что если функция f на 
~.ВАп* функционально зависит от функций di(x+Aa), г'= 1, . . . , п, 
•MR, a&U, то система уравнений x—\x,dfx} вполне интегрируе­
ма по Лиувиллю на орбитах общего положения представления 

'.Ad* группы Ли Ып-
Аналогичное построение можно выполнить для SSp(n) 

(ем. [88]). 
Т е о р е м а 3.1.2 (СМ. [881). Пусть dt — полуинварианты пред­

ставления Ad* группы Ли -9Sp(n). Существует открытое всюду 
плотное подмножество UczBSp(n)* такое, что если функция f 
на BSp(n)* функционально зависит от функций dt(x+ka), i = 
= 1 , . . . , п, WR, aGU, то система уравнений х={х, dfx) вполне 
интегрируема по Лиувиллю на орбитах общего положения пред­

оставления Ad* группы S3Sp(n). 
Явное описание полуинвариантов для ©An можно найти в 

работе А. А. Архангельского [4], а для SSp(n )—в работе 
В. В. Трофимова [881. В работе [90] дано описание полуинвари­
антов и, в частности, инвариантов для всех борелевских подал­
гебр BG в простых алгебрах Ли G. 

Пусть Ai(X)—нижний левый угловой минор порядка i мат­
рицы X, Ou(s) •—окаймление минора A-(X), соответствующее 
элементу Хц. 

Т е о р е м а 3.1.3 (см. [88]). Пусть функция / на BSO (я)* 
«функционально зависит от полуинвариантов представления Ad* 
•группы Ли asSO(ra) и, кроме того, в случае и —2k от координат 
максимальной абелевой подалгебры BSO (/г), т .е . от yij+n 

. (i + ./<«)> в случае BSO(4k+l ) от сдвигов АЙ+1 и координат 
tjtj+n (i + / < k ) абелевой подалгебры, в случае BSO(4s-f3) 
от сдвигов Оц+\,к+г{к~ 1) и координат yij+n (i + j<k) абеле­
вой подалгебры (SO (N) реализована матрицами кососимметрич-
ными относительно побочной диагонали). Тогда система уравнений 
х = {х, dfx) вполне интегрируема по Лиувиллю на орбитах 
•общего положения представления Ad* группы Ли ©SO (/г). 

Метод цепочек подалгебр позволяет построить полное инво­
лютивное семейство функций и на ВО ДЛЯ особых алгебр Ли О. 

Т е о р е м а 3.1.4 (см. J88J). Если функция / на BOl функ­
ционально зависит от полуинвариантов коприсоединенного пред­
ставление Ad* группы Ли ЗЗСг- и координат максимальной абе­
левой подалгебры в В02, то система уравнений х ={х, df х) 
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вполне интегрируема по Лиувиллю на орбитах общего положения 
представления Adtga,. 

Обобщенная методика сдвига работы [90] применяется для 
построения полного инволютивного семейства функций на про­
странстве BFi*, ВЕц*. 

Т е о р е м а 3.1.5 (ем. [90]). В пространстве многочленов на 
BF\* и DF6* в явном виде предъявляется конечномерное подпро­
странство W, инвариантное относительно представления Ad* 
группы Ли -Э/ч или -SF6, такое, что если функция f функциональ­
но зависит от сдвигов базисных функций пространства W, то 
система уравнений х = {х, dfx) вполне интегрируема по Лиувил­
лю на орбитах общего положения представления Ad* группы 
Ли S9F4 или S9-6. 

Для построения полного инволютивного семейства функций 
на BG надо знать индекс алгебры Ли BG. Эту задачу решает 
следующая теорема, принадлежащая В. В. Трофимову. 

Т е о р е м а 3.1.6 (см. [90]). Пусть О — простая алгебра Ли, 
BG — описанная выше вещественная форма борелевской под­
алгебры в G, •w0QW(G, H) — элемент группы Вейля максималь­
ной длины. Тогда если С? —орбита максимальной размерности 
представления Ad^G, то codim С--------card A, где Л = 
— {а,6А|( — 'Ш0)а1Фа1}, Д —система простых корней алгебры Ли 
О, card 5 —мощность множества 5 . 

В работе [89] определены секционные операторы типа «твер­
дого тела» для борелевских подалгебр BQ. Пусть G —полупрос­
тая комплексная алгебра Ли, Н — ее подалгебра Картана, опре­
делим операторы Ча,ъ'-ВО*-+BG равенством Фа, ь(х) = 
= ad-1adua(x), где X&BG*, а£Н, причем для любого корня a 
алгебры G ОТНОСИТРДЬНО Н имеем a(a)=f!=0, b£BG, a—инволюция 
компактной формы в G, здесь BG* отождествляется с подалгеб­
рой ®RA;© 2 К е и ' Е с л и X£BQ> т о х== я + . 2 х<*еа, A6H> еа — 

' с-<0 а>0 
корневой вектор, отвечающий корню а. Определим высоту h t x 
элемента х: высота х равна высоте а, где а — минимальный 
корень, для которого хаф®-

Т е о р е м а 3.1.7 (см. [89]). Пусть G —простая алгебра Ли 
типа А„, С„, £>„ или G2, если bQBG такой элемент, что выпол­
нены неравенства: 1) ЫЬ> ——-| в случае Ап\ 2) ЫЬ>п 
в случае С„; 3) ЫЬ>п в случае Dn; 4) ht b > 3 в случае G2l 
то уравнения Эйлера i=--{x, Фа,й(л;)} на BG* с операторами 
«твердого тела» Фа,* вполне интегрируемы по Лиувиллю в клас­
сическом смысле на всех орбитах общего положения представле­
ния Ad* группы Ли 35G. 

Т е о р е м а 3.1.8 (см. [89]). Пусть G —простая алгебра Ли 
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типа A.., Cn, Dn или (?2> b^BG, такой же элемент, как в тео­
реме 3.1.7, то гамильтонов поток на T*%>G, отвечающий квадра.-
тичным формам с операторами «твердого тела» Фа>4, вполне 
интегрируем по Диувиллю в классическом смысле. 

3.2. Уравнения Эйлера на некоторых подалгебрах в EG. Це­
почки подалгебр можно использовать для построения полных 
инволютивных наборов функций на полупрямых суммах алгебр 
Ли. Если G = G0+-n, то Go* и #* являются подпространствами 
в G*. 

Теорема 3.2.1(см. [50]). Пусть О — алгебра Ли, которая 
разлагается в прямую сумму идеала Go и абелевой подалгебры Я : 
G —G0 + H- Пусть E1, ..., Fm — полный ИНВОЛЮТИВНЫЙ набор 
функций для G0*. Тогда набор Ei Fm на G* является полным 
коммутативным, где Fi(f)=Fi (/o + /z)=Ei(/o). i = \,2, ..., m, 
/ G G * , . / = /o + A, /o6Go*. he#* . 

Теорема 3.2.2 (см. [50]). Пусть алгебра Ли G разлагается 
в прямую сумму идеала О0и абелевой подалгебры Н: G==Q0-\-H. 
Пусть / j , I2, ..., 1Г — полный набор инвариантов О относительно 
коприсоединенного представления Ad@; E1 E « — полный 
инволютивный набор функций на Go*. Тогда E1, E2> • . . , Fm, 
Iи Iъ .. •, Iт—-полный инволютивный набор функций для G, где 
E1, E2, . . . , Era—естественное продолжение функций E1, E2> - • . 
...,Fm на G*. 

В качестве приложения этих построений можно получить сле­
дующий результат, принадлежащий Ле Нгок Тьеуену, см. [50]. 

Т е о р е м а 3.2.3. Пусть L — любая, подалгебра в алгебре Ли 
Тп всех верхнетреугольных матриц вида £=-"•/+ 2 R~-V./» ГДе 

\<1<]<п 
Ец — элементарная матрица порядка пХп, а V — произвольное 
подпространство n-мерного пространства диагональных матриц. 
Тогда на пространстве L* существует полный инволютивный на­
бор, СОСТОЯЩИЙ из ПОЛИНОМОВ и который МОЖНО предъявить в 
ЯВНОМ виде. 

Общая теорема существования полного инволютивного семей­
ства функций для нильпотентных алгебр Ли доказана в работе 
Вернь [168]. Однако представляет интерес явное построение та­
кого набора функций. В качестве примера такого типа теорем 
приведем следующий результат, принадлежащий Т. А. Певцовой. 

Т е о р е м а 3. 2.4. Пусть f t — полуинварианты представления 
Ad* группы Ли фп верхнетреугольных матриц д-го порядка 
с единицами на диагонали. Существует открытое всюду плотное 
подмножество UcPn* такое, что если функция / на Рп* функ­
ционально зависит от функций вида fiix + Xa), A6R, a&U, то. 
система уравнений х = ай'а^л) (x) вполне интегрируема по Лиувиллю 
на орбитах общего положения представления Adcp„ (Л, — алгебра 
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Ли верхнетреугольных матриц /г-го порядка с нулями на диагонали).. 
Другие примеры такого же типа см. в [100]. 

3.3. Цепочки Т о д ы . Описанные здесь системы были найдены 
в работе О. И. Богоявленского [123]. Пусть q — («71, . . •, qn) 
и р = (pi, . . . , рп)~векторы координат и импульса в /1-мерном 
евклидовом пространстве. Пусть аи cci,...,al—линейно иеза-

п 
висимые векторы в этом пространстве, a ^ a . = - ( a , , -7) — 2 ^ Л - 7 * -

линейные функции ( Z < n ) . 
Цепочки Тоды описываются гамильтонианом вида 

п 

Н = \^Р12 + и{ЯъЯг qa)> 

л 

где U {Дх, ..., qn) = 2 gfc2 e x P (2(7«ft). 
Если система векторов { а . , . . . , си} произвольна, то относи­

тельно соответствующей гамильтоновои системы сейчас почти 
ничего сказать нельзя. Однако если {а.} образуют систему кор­
ней простой алгебры Ли, то можно полностью исследовать соот­
ветствующую гамильтоновую систему. Напомним, что все систе­
мы корней классифицированы: существуют 4 серии A n , В п , Cn, 
Dn и в 5 особых систем G2> Ft> Ee, E7 и Е8. Приведем описание-
соответствующих цепочек Тоды. 

Т и п An-i . Система простых корней ах = ех—-е2, . . . , «„-i = 
= e.._i — е„. Схема простых корней о— о—о. Гамильтониан 

л 

Т и п В п . Система простых корней aj — ei —е2> •. . , <-•-•.-l — 
----e„_i — е;!. а„=-е л . Схема простых корней -—0 о.-->о. Гамиль­
тониан 

л 
н = 1 2 Р? + е"х~Яг +•••-!- е?"-1_?л + еЧ 

Т и п С„. Система простых корней а 1 = е1—е2, • • •• <---i = 
= ert_i —- еп, ап = 2еп. Схема простых корней °—о—• (>•--=-.. 
Гамильтониан 

л 
н - j 2 р/+e,?i_?!+• • • + *?«-i~?" ч- *2ч 

Тип D„. Система простых корней a\ = el — ei, aj=-e2-e3> ••• 
. . . , o r i = V i - - n . «» — e--i + -V С х е м а простых корней 
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"о—о—.—а( . Гамильтониан 

п 
1 

Отметим, что для системы D4 имеется эквивалентное, но более 
симметричное выражение для гамильтониана 

1 v i „ -.г (.7«—.7-—•"•.-•?!. 

H = "2 2< Р? +е?" + е?г + е?3 + е 
1 - Х 

Тип G2. Система простых корней а- —61 —е2- а 2 = —26i + 
+ <"з + ез. Схема простых корней О <—-О. Гамильтониан 

s 
Я=- i - У Р2- + е"1-9' +е~2'?'+«'г+,?-. 

1-х ; 

Тип E4- Система простых корней «1 = 61—е2, аг—б2 —ез> 
а3==.г3, a4=--j(e4 —e1 —бг —бз)- Схема простых корней о—-=•>-—о. 
Гамильтониан 

4 - , ^ 
1 - C г, "- (<?4 - .7i—Qi—.7.) 

jj==31" 2л PJ +6?1~*- + е72-'7-' + ei' + е -
y.=i 

-
Тип E6 . Система простых корней «i —т, (—6i+6 2 + . . . + 67-

— es), a2—61—e2, a 3 = e 2 —бз, «4—63—64, as = 64 — 65, «6 = 
= — (61 + 62)- Схема простых корней °—°—о—о—о. Гамильтониан 

О 

; = i 

, ••--(-•71+.7-+...+.77—.7») 

+ е2 

Тип E 7 . Система простых корней «i = -n-(61 —е8 + е2 + . "+б 7 ) -
-z2=е! — е 2 , . . . , a6 •=- е5 — ев, а7 = — (ех + е2). Схема простых кор­
ней о—о-о-о—о—о. Гамильтониан 

о 

И — \ 2 Р) + е?,~'72 + • • • + •575_?' + е - ("+ft) + 
;'--! 

, -r{—•7i+"!+-.+.77—-7») 

+ е2 
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Тип E3. Система простых корней ^-----^ ( —е-.—е8 + е2+ • • • 
. . . + е 7 ) , аг—е\ — е2,...,а1 — ев — е7, а8=- — (с1+с2) . Схема про­

стых корней о-о—о—о—о—о—о. Гамильтониан 

о 

7 = 1 

+ е 
-(—.7i+-72-l-...+.77-.7e) 

Все эти системы допускают реализацию на борелевских под­
алгебрах в соответствующих простых алгебрах Ли в смысле опре­
деления § 2 главы 2. Опишем только реализацию классической 
цепочки Годы типа Апв ВАп. Рассмотрим отображение /:R-"{to}.A, 
•где 

' p i О 
Si p2 

A = 
0 

О 

Pn-l 0 
• V l Рп 

с Г* 

подпространство в пространстве нижнетреугольных матриц Т*п, ко­
торое отождествляется с сопряженным пространством к верхне­
треугольным матрицам. Пространство А состоит из орбит пред­
ставления Ad*. Положим по определению p/-=t//, s — 
.=pxp(Xj — x]+i). При этом отображении скобка Пуассона на Г* 
переходит в стандартную скобку Пуассона на пространстве R2"--= 
= r*R —R" (j/,)®R" (•«()• Е с л и Hi(F) = -.x t r(F+a)2, гАе F6A и 

а = 

.-0 щ 
О 0 

0 a--. 
0 

Wn. 

;то прямое вычисление показывает, что Н—Н° f. Эта реализация 
позволяет построить полный набор первых интегралов цепочки 
Тоды ([83]). 

§ 4. Уравнения Эйлера на неразрешимых алгебрах Ли 
с нетривиальным радикалом 

4.1. Случаи полной интегрируемости уравнений движения 
многомерного твердого тела по инерции в идеальной жидкости. 
Указанную в заголовке пункта систему мы уже вложили в ал­
гебру Ли Е(п) группы движений пространства R™. Оказывается, 
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что в этом случае метод сдвига аргумента позволяет построить 
полный коммутативный набор интегралов на орбитах общего 
положения. 

Теорема 4.1.1 (см. [ЮГ 102]). а) Система дифференциаль­
ных уравнений X=»adQ<*) (X), где Q-=Q (a, b, D)—секционный 
оператор, построенный ранее для Е{п), вполне интегрируема на 
орбитах общего положения, б) Пусть / — инвариантная функция 
на Е(п)*. Тогда функции hl(X)—f(X+Xa) являются интеграла­
ми движения при любых числах Я. Любые два интеграла hj. и g„ 
находятся в инволюции на всех орбитах представления Ad* 
группы Ли @(n), причем число независимых интегралов указан­
ного вида равно половине размерности орбиты общего положе­
ния. При этом если О — орбита максимальной размерности ко-
присоединенного представления, то codimC—['у-1]. 

В явном виде интегралы описаны в работе B. В. Трофимова 
и А. Т. Фоменко [101] или см., например, обзор [103] или [107] 
(см. также [108, 109, 111, 130, 131, 132]). В [95] доказана полная 
интегрируемость соответствующего геодезического потока на 
группе Ли Ш(п). 

Построенный в теореме 4Л.1 полный коммутативный набор 
функций на пространстве Е («)* играет роль «компактной» серии 
интегралов для полупростых алгебр Ли (см. п. 2.1 настоящей 
главы). Аналог «нормальной» серии построен А. В. Браиловым. 
Пусть Е (n) — алгебра Ли группа Ли @ (п) движений евклидова 
пространства R .̂ Стандартный базис алгебры Ли Е (п.) состоит 
из элементов xtj и уь, где х1} —- инфинитезимальное вращение 
в (i, /)-той плоскости, г/й — инфинитезимальный сдвиг по k-той 
координате, i < / - = l , . . . , / i , k = l, .. .,п. Линейные координатные 
функции на Е (п)*, соответствующие элементам Хц, ук, обозначим 
через Xtj и yk. Пусть о1, . . . . ад —произвольные числа. Определим 
матрицы размером (ft+l)X(#+l).EA- — || &ik&sj ||> здесь б2/> — сим-

«-и 
вол Кронекера; Уц=Еи — {п-'г\)-1^Еп; Yf) = Ец ± ЕJt (I =fi J); 

л-1 

Ai = ^aiYil, А^ = апЕ1п+и A - = . 4 r f A^; X,-||x/y||, где 

XiJ=—xJt, JCft.B+i — x/i+i.A — 0 при k = l , . . . , л + 1 ; X_1-= 
л 

— ^Уг^-Тя-и; X = Xi + X-i. Таким образом, X, Хь Х.х — 
i=\ 

матричные функции на пространстве Я (п.)*. 
Т е о р е м а 4.1.2 (А. В. Браилов). Пусть а 1 > . . . >ап,ь апфОу 
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bb b2, . . . . bn — некоторые числа. -Тогда дифференциальные урав­
нения х = ъ<£ан(х)Х, х£Е (п)* с квадратичной функцией 

ОН—У У bi~~bl г2 9 У bi и *• 4-У anbn~aibj 2 _&л 2 
2 Я - ^ Д 1 ^ - ^ ^ - 2 ^ - у л „ + 2 ^ ——-̂ +аягУя 

вполне интегрируемо по Лиувиллю на орбите (1? представления Ad* 
группы <£(«.) в E (/г)* для орбиты С общего положения в E(.n)*. 
Полным набором коммутирующих интегралов являются функцио­
нальные коэффициенты hk, ~ (k = 2, . . . , в - | - 1 ; .s = 0, . . . , k) 
при X-i-i-- в многочлене Ай (Я, ц-1).—A*(X1+XA1+|^2(X_i + A,A_i)), 
где Л* —сумма всех симметричных минеров £-того порядка. 

4.2. Случаи полной интегрируемости уравнений движения 
многомерного твердого тела по инерции в несжимаемой идеаль­
но проводящей жидкости. Метод тензорных расширений позволя­
ет строить полные коммутативные наборы первых интегралов 
для конечномерных аналогов уравнений магнитной гидродина­
мики, описанных выше. Пусть G — комплексная полупростая ал­
гебра Ли, %a{G) —множество функций на G*, которые являются 
сдвигами инвариантов F коприсоединенного представления Ad* 
алгебры Ли G, т. е. 8?a(G) состоит из функций вида hx(X) = 
F(X+Ka), %£C, a&G*, — фиксированный ковектор. Используя 
процедуру тензорного расширения, мы построим семейство функ­
ций 9l(g0(G)) на пространстве Q(G)* (см. п. 4.3 главы 2). Сле­
дующая теорема была доказана В. В. Трофимовым. 

Т е о р е м а 4.2.1 (см. [93, 97]). а) Пусть функция k функцио­
нально зависит от семейства ^(Fa(G)). Тогда уравнения Эйлера 
X-=ad.i/((A')(X) являются вполне интегрируемой гамильтоновой 
системой на всех орбитах общего положения коприсоединенного 
представления Ad* группы Ли Q(@), ассоциированной с алгеб­
рой Ли Q(G). б) Пусть G — комплексная полупростая алгебра Ли, 

,D)(X)(X) — уравнения Эйлера на Q(G)*, X6fQ(G)*, 
с оператором «комплексной» серии. Тогда эта система вполне 
интегрируема по Лиувиллю на всех орбитах коприсоединенного 
представления группы Ли Щ@)> ассоциированной с Q (G). Бо­
лее точно: пусть F (х)—любая гладкя, инвариантная относи­
тельно коприсоединенного представления группы Ли Q (®) функ­
ция на Q(G)*. Тогда все функции F(X+Xa), X&C, являются пер­
выми интегралами уравнений Эйлера для всех !\GC Любые два 
таких интеграла F(X+Xa), Н(Х+\ха), %, р,бС, находятся в инво­
люции на всех орбитах относительно формы Кириллова. Из ука­
занного множества интегралов можно выбрать функционально 
независимые интегралы в количестве, равном половине размер­
ности орбиты общего положения коприсоединенного представле­
ния группы Ли £..(©), ассоциированной с алгеброй Ли Q(G). 

Аналогичная теорема справедлива для компактной вещест-
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венной формы полупростой алгебры Ли, а также для нормальной-
компактной подалгебры. Подробности см. в работах [93, 96, 97]. 

4.3. Уравнения движения n-мерного твердого тела с закреп­
ленной точкой в поле силы тяжести. Впервые вполне интегри­
руемый случай уравнений движения /г-мерного твердого тела с-
закрепленной точкой в поле силы тяжести был найден A. В. Бе­
ляевым (см. [5]). 

Найденный случай является обобщением классического слу­
чая Лагранжа. Несколько другое обобщение случая Лагранжа' 
на произвольную размерность было найдено Ратью, [163]. Далее,: 
как заметил А. В. Болсинов, случай Лагранжа можно включить 
в серию вполне интегрируемых гамильтоновых систем на алгеб­
рах Ли вида G®R[x]/(;e2)='Q(G). 

Свяжем с «-мерным твердым телом орторепер 0, еь е2, . . . , г . 
(0 —точка закрепления). Тогда движение тела в неподвижной си­
стеме координат 0, e'v е'2,...,еп можно представить как путь 
в группе SO (га). Фазовое пространство этой системы есть T*SO(n), 
а движение задается векторным полем sgrad/Y, где Н:Т* SO («•)->• 
{to} R —функция полной энергии, которая имеет вид Н = Т-\-n*(U), 
где Г — левоинвариантная часть гамильтониана, я:Т*@{to}© — про­
екция кокасательного расслоения, £/:@{to}R — потенциал. Потен­
циал U обладает тем свойством, что при действии группы ® 
сдвигами, U порождает конечномерное пространство V. Опреде­
лена полупрямая сумма G. = G + V, где V — рассматривается как 
абелева алгебра Ли. Как заметил A. В. Бочаров (см. дополне­
ние к [16]), исходная система эквивалентна гамильтоновой 
системе sgrad#i, где Hi = Ti-\-Ui и 7,.—функция от компоненты 
G*, равная ограничению Т на G*, a U\ — функция, от компонен­
ты V*, равная значению функционала cpGV* на uQV. Итак, дви­
жение твердого тела с закрепленной точкой в поле силы тяжести 
описывается гамильтоновым уравнением на пространстве 
(so(n)-fR™)*. В качестве координат на (so(n) + R'1)*. Возь­
мем линейные формы vw, yk на (so(n)+R'1)*, являющиеся ба­
зисами so (л) и R™ соответственно. Их выбираем так, чтобы 
{vij, VjA}=vij, {vij, у,}=у{. Гамильтониан Н в переменных 
vij, 7ft имеет вид 

i.J I 

здесь а. — диагональные элементы матрицы / моментов инерции 
(все остальные элементы равны нулю), /•• — координаты центра 
тяжести в базисе 0, еь е2, • . . , еп. 

А. В. Беляев (см. [5]) под обобщенным случаем Лагранжа 
понимает случай, когда 
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Пусть W=-||cu(j||, i, у < л _ 1 . Определим функции (W% = (W2r)if 

Т е о р е м а 4.3.1 (см. [5]). Для почти всех начальных условий 
(шои. Vor) движение по траекториям в случае Лагранжа проис­
ходит по инвариантным торам размерности п—1, причем торы 
задаются как множества уровней функций со,;.-, Vr на орбитах 
коприсоединенного представления. 

В работе Ратью [163, 164] под волчком Лагранжа понимается 
гамильтонова система на (so(n)+Rn)* с гамильтонианом 
H==-5-(M,Q) + < %, Г > , где М — {mu)Gso(n) — вещественная 
кососимметрическая пХп матрица, М = Ш + / Q - ^ C ^ Q , 
/•---diag^!, ...,I„), 7/.>0, % — фиксированная матрица в so(n), 
м, reso(n). 

Под волчком Лагранжа Ратью понимает случай, когда / | = 
---•/2==а, h=h= ... =1п~Ь и %п=— Х21'=X, все остальные %{j— 
= 0. ПОЛНОСТЬЮ симметричный волчок определяется как система, 
у которой h — h— •. • = In = a и х— произвольный элемент ал­
гебры so(n). 

Т е о р е м а 4.3.2 (см. [163, 1641). Предположим, что величина 
Xi2{ne}0. Тогда уравнения Эйлера движения n-мерного твердого 
тела 

Г - [ Г , Й ] , M-=[M,Q] + [r ,x] (1> 

МОЖНО переписать в виде -^ (Г + Ш + Х 2С)-=[Г+Ш + ;\,2С, 
Q-\-\%] тогда и только тогда, когда (1) описывает n-мерный 
волчок Лагранжа ИЛИ ПОЛНОСТЬЮ симметричный волчок. Величины 
/fe = tr ( Г + Ш + Л2С) и pf (Г + XM + WC)«[det ( r+XM + .\2C)]-/* 
(для четного n) дают полный коммутативный набор интегралов. 

Пусть G—полупростая алгебра Ли, Q(G) = G®(R[x]j(x2)) — 
тензорное расширение алгебры Ли О с помощью R[x]/(.x:2)-= 
= R + eR. Рассмотрим на Q (G)*^Q (G) гамильтониан F (х + ez/)----
-=у < 4abD(x), x) —(b, у). При отождествлении Q(G)*==.Q(G> 
уравнения Эйлера X = &(UF(X) (X) примут следующий вид 

[x = \4a,b,Dix),x\ — \bty\, (2v 

где х, у, Фа,й,о(х), ЬеО- В случае G = so(3) система (2) прини-
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мает вид классического случая Лагранжа движения твердого 
тела в поле силы тяжести. Это замечание принадлежит 
A. В. Б олеинов у. Итак, случай Лагранжа оказался включенным 
в семейство гамильтоновых систем на двойственных простран­
ствах к алгебрам Ли типа Q (G). 

Т е о р е м а 4.3.3 (A. В. Болсинов). Система уравнений (2) 
вполне интегрируема по Лиувиллю на всех орбитах общего 
положения представления AdQ(£>). 

Первые интегралы как в теореме Ратью 4.3.2, так и в теоре­
ме А. В. Болсинова 4.3.3 строятся с помощью одной и той же 
цроцедуры, основанной на теореме 4.1.2 из главы 2. 

По поводу случая Ковалевской (см. [3, 23]) отметим здесь 
только то, что для него найдена так называемая L—А пара 
(см. [54, 30], а также работу [160]). 

4А. Полные наборы функций на некоторых полупрямых сум­
мах. Пусть р — представление алгебры Ли, через Afep и Shp 
обозначим &-ую внешнюю и &-ую симметрическую степени пред­
ставления р. 

Т е о р е м а 4.4.1 (Т. А. П ев до в а). Пусть G — полупрямая 
сумма простой алгебры Ли Я и абелевой по представлению ц. 
Тогда если а) алгебра Ли # = gl(2n), а представление (х=А2р, 
6) алгебра Ли Я.= з1(2п), а представление р, = 5-р, в) алгебра Ли 
Я---зр(2п), а представление |х=р+т, где р — минимальное пред­
ставление, а т — одномерное тривиальное представление, то ме­
тод цепочек подалгебр в явном виде позволяет построить полное 
инволютивное семейство рациональных функций на пространст­
ве G*. 

А. В. Браиловым построено полное инволютивное семейство 
функций на пространстве и(п)®Сп, где яр —минимальное пред 

Ф 
ставление. Для пространства su(ft)®C", где i]* — минимальное 
представление, построены два различных полных инволютивных 
набора функций соответственно А. В. Браиловым и А. В. Бол-
синовым. Каждое неприводимое представление алгебры Ли 

и 
si (2, С) задается своими числовыми отметками о на схеме простых 
корней; обозначим его через 9ft. E. Г. Шувалова показала, 
что сдвиги инвариантов дают полное инволютивное семейство 
функций для алгебры Ли si (2, С)еСй+1 при k = l, 2, 3, 4. 

Т е о р е м а 4.4.2. (см. [9]). Пусть L — пространство, сопря­
женное К ОДНОЙ ИЗ алгебр ЛИ L,2, L9, SO (3)®E3> Aft, m, L12©A0,n 
(соответствующие обозначения были введены в § 3 главы 1). 
Тогда на L существует полное инволютивное семейство функций, 
являющееся первыми интегралами уравнений Эйлера, описан­
ных соответственно в п.п. 3.4—3.9 главы 1, т. е. эти уравнения 

• вполне интегрируемы по Лиувиллю. 
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Глава 4 
ВОПРОСЫ НЕИНТЕГРИРУЕМОСТИ 
В ГАМИЛЬТОНОВОЙ МЕХАНИКЕ 

§ 1. Метод Пуанкаре доказательства неинтегрируемости 

1.1. Теория возмущений и исследование систем, близких к 
интегрируемым. В пространстве всех гамильтонианов выделяют­
ся открытые области, иногда заполняющие почти все простран­
ство и состоящие из гамильтонианов f «общего положения», для 
которых соответствующие гамильтоновы системы w = sgradf не 
интегрируемы по Лиувиллю (или в каком-либо другом, более 
общем смысле). Описанная нами общая картина не является 
строго доказанной теоремой, так как в приведенной выше фор­
мулировке слишком много объектов нуждается в правильном 
уточнении, что не всегда возможно. Тем не менее, известные на 
сегодня результаты «негативного характера», т. е. результаты, 
утверждающие неинтегрируемость многих конкретных типов сис­
тем, позволяют смотреть на сформулированный выше принцип 
как на некоторое экспериментальное наблюдение, которым МОЖ­
НО руководствоваться при изучении конкретных систем. Таким 
образом интегрируемые случаи заполняют множество «меры 
нуль» в пространстве всех систем. Уже отсюда ясно, что поиск 
интегрируемых гамильтоновых систем является чрезвычайно 
сложной задачей, поскольку надо как-то «угадать» или алго­
ритмически обнаружить в необозримом множестве всех возмож­
ных гамильтонианов те редкие случаи, когда те или иные допол­
нительные симметрии вызывают появление достаточного числа 
интегралов. В главе 2 были указаны регулярные методы постро­
ения функций на однородных симплектических многообразиях, 
которые на практике дают, как правило, интегрируемые гамиль­
тоновы системы, интересные с точки зрения механики {см. гла­
ву 3). Теперь мы продемонстрируем читателю, что «взятый на­
угад» гамильтониан чаще всего порождает неивтегрируемую 
систему. 

Пусть {М, а) --- симплектическое многообразие, w- = 
==sgrad#o— вполне интегрируемая гамильтонова система, Тп — 
одна из компактных связных поверхностей уровня набора первых 
интегралов f\, fi fn, функционально независимых и попарно 
находящихся в инволюции в окрестности Тп. Как мы знаем, Тп 

диффеоморфно n-мерному тору. Рассмотрим в открытой окрест­
ности U тора Тп регулярные криволинейные координаты «дейст­
вие—угол» Si sn, ф1 фп, где ф. — угловые координаты 
на торе, a s. — координаты по нормали к тору. Для сокращения, 
введем векторные обозначения s=-= ( s - , . . . , sn), ф= (фь . . . , фп). 
Представим окрестность U в виде прямого произведения U= 
=DnxTn, где D"==D— открытая область в Rn(s), например,.го-
меоморфная достаточно малому диску. Тем самым, мы раздели-
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ли регулярные координаты в окрестности U на две группы: 
U(s, q)=Dn{s)xTn(<p). Интегральные траектории системы о0-= 
= sgrad#0 укладываются на тор Тп (и на близкие к нему торы 
вида sXTn, где s6D"), образуя прямолинейную обмотку 
(см. рис. 10). Как мы знаем (см. теорему Лиувилля) в коорди­
натах (s, ф) гамильтониан Н° зависит только от переменных s, 
т. е. H = H{s) в окрестности U. 

Hn(s) 

Рис. 10 
Рассмотрим теперь возмущение исходной гамильтоновой сис­

темы посредством возмущения ее гамильтониана #0. Рассмотрим 
семейство гамильтоновых систем t>8 = sgrad#(s, ср, е), где 
H(s, ф, е) —вещественно аналитическая функция, определенная 
на прямом произведении UX (—во, so) и такая, что при е = 0 мы 
получаем исходный гамильтониан, т. е. H(s, ф, 0)=H0(s). 

Гамильтоновы уравнения zi0=--sgrad Н0 в координатах (s, ф) 
записываются так: s=—т---—-1, Ф = ——— = со (s), где (o(s) — 
==(•-01 (s), . . . , со„ (s)). Как мы видим, эти уравнения явно интег­
рируются. Если точка s = s0 фиксирована, то она определяет 
некоторый тор из окрестности U, на котором вектор co(so) 
постоянен (не зависит от Ф) и, следовательно, уравнения движе­
ния интегрируются так: .s(t) —s-, Ф(/) —Ф°+со (s0)^. 

Уравнения возмущенной гамильтоновой системы •»•= sgrad/f 
дН • дН записываются в следующем виде s——---, Ф --------, rAe 

Н (s, Ф) == Н0 (s) + еЯ1 (s, ф) 4- Считая параметр е малым,. 
мы приходим к задаче интегрирования возмущенной системы 
в окрестности вполне интегрируемой гамильтоновой системы. 
Метод Пуанкаре позволяет в некоторых случаях доказывать 
интегрируемость возмущенной системы в окрестности интегри­
руемой системы. Основную роль в исследовании системы на не-
интегрируемость играет член разложения Hx(s, ф), эту функцию 
иногда называют возмущающей. Разложим возмущающую функ­
цию в кратный ряд Фурье # i ( s , Ф)== 2 Hm(s)ef<m-(p), Здесь 

твгп 
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m = (tnu •••, /n-) — целочисленный вектор, пробегающий все узлы 
целочисленной решетки Z" ранга n, т .е . Z"-=ZX • • • X 2 (п раз), 
Через (т , Ф) обозначено обычное скалярное произведение вектоГ 

л 

ров т и ф, т .е . (№,Ф) = 2 Л - А - Поэтому разложение функции. 
Hi имеет вид: 

Hi(s , Ф)= 2 H™. Я,я(.5).3'(-'ф«+-+-д»«'. 
(mi т„) 

Рассмотрим область (шар) D™, трансверсальный тору Лиу» 
вилля Тп (см. выше). 

О п р е д е л е н и е 1.1.1. Множеством Пуанкаре Р в области 
Dn называется совокупность всех точек sGD", ДЛЯ которых су­
ществуют «—1 линейно независимых целочисленных векторов 
а\,..., an_i6Zn таких, что выполняются следующие условия: 

1) все скалярные произведения (ah, co(s)) равны нулю,. 
Kk-Sn—1; 

2) На/1(8)ф0. 

Здесь -a(s) = (со) ( s ) , . . . , can(s)) является вектором, задаю­
щим компоненты векторного поля u0 = sgrad H0 на торе Tn(s).. 
Этот вектор естественно назвать вектором частот. Числа ш ь .... 
. . . , СЙП являются частотами равномерного движения траектории 
по тору Тп. Тор с набором частот Й con называется нерезо-
нансным, если из равенства kicoi+ . . . +&пюп = 0 с целыми коэф­
фициентами k\,..., kn вытекает, что все & —0. Очевидно, что'на-
нерезонансных торах интегральные траектории всюду плотны.. 
В резонансном случае траектории заполняют (всюду плотно)' 
торы меньшей размерности. 

Обозначим 4epe3A(V) класс функций, аналитических в об­
ласти VcrR™. Множество NczV называется множеством единст­
венности для класса A(V), если любая аналитическая функция, 
равная нулю на множестве N, тождественно обращается в нуль 
всюду на области V. В частности, если две аналитические функ­
ции совпадают на множестве единственности N, то они совпада­
ют и на всей области V. Например, множество N точек одномер­
ного интервала А1 на вещественной оси R1 является множеством 
единственности для класса A (А1) в том и только в том случае,. 
когда оно имеет предельную точку внутри интервала А1. 

Рассмотрим невозмущенную гамильтонову систему •o0--=s grad H0-
Она называется невырожденной в окрестности U инвариантного 
тора Г", если d e t f ^ ^ j ^ O в области Dn, где U^DnXTm 

(см. выше). Напомним, что гамильтониан Я 0 можно считать зави­
сящим только от переменных s, т. е. H0-=Ho(5i sn). Пусть 
s°=(s1 s°n)~фиксированная точка из области Dn(zLf. 
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•'. Т е о р е м а 1. l. 1 (см. [41]). Предположим, что невозмущен-
пая гамильтонова система •z)0 = sgrad HQ невырождена в окрест­
ности U инвариантного тора Тп- Пусть, далее, точка .s-6-Ore 

является некритической точкой гамильтониана ,f/o(s) и пусть 
is любой окрестности V множество Пуанкаре N является мно­
жеством единственности для класса А (V). Тогда возмущенные 

, „ дН л дН 
уравнения Гамильтона v = sgxmn, т .е . s = —•-—. ^ — j s ' 
J/(s)-=//o({cdot}s) + 8Hi(-;> <P)+. • • 'не имеют не зависимого от га­
мильтониана Н интеграла / , который можно было бы предста­
вить в виде формального степенного ряда / (s, 4>) = 2jfk(s> cP)e* 

ft>0 
с аналитическими в области U = DnXTn коэффициентами. 

Для приложений полезными оказываются также следующие 
варианты теоремы 1.1.1. 

Т е о р е м а 1.1.2. (см. [41]). Пусть гамильтониан HQ(s) 
иевозмущенной системы невырожден в области Dn и пусть мно­
жество Пуанкаре N всюду ПЛОТНО В области Dn. Тогда уравне­
ния Гамильтона возмущенной системы v — sgradH не имеют 
не зависимого от гамильтониана H(s, Ф) формального интеграла 
. / (s, Ф) = 2J fk&h с гладкими коэффициентами fa(s, Ф), опреде-

ft>0 
ленными в окрестности U—DnXT" инвариантного тора Тп. 

Аналогичные по форме утверждения справедливы и для не­
автономных гамильтоновых систем (подробности см. в [41]). 

1.2. Неинтегрируемость уравнений движения динамически 
.несимметричного твердого тела с закрепленной точкой. Резуль­
таты предыдущего пункта могут быть применены к доказатель­
ству утверждения, сформулированного в заголовке настоящего 
раздела. Предварительно более точно сформулируем постановку 
задачи. Еще А. Пуанкаре поставил вопрос о том, существует ли 
.в задаче о движении тяжелого твердого тела вокруг неподвиж­
ной точки еще один дополнительный интеграл, отличный от трех 
известных интегралов (см. [80]). Для гамильтонианов Я, близких 
к гамильтониану На, соответствующему вполне интегрируемому 
-случаю Эйлера, отрицательный ответ дан В. В. Козловым в [39]. 
Остановимся на этом вопросе подробнее. Общие уравнения дви­
жения тяжелого твердого тела выписаны были выше. Как было 
<ртмечено, эти уравнения всегда имеют три интеграла: полная 
энергия / , . - -#= 4 (Я. h-'{K))+m{r, e), f2= (К, е) и f3= (e, е). 
Второй'интеграл f2 соответствует тому обстоятельству, что про­
текция кинетического момента на вертикаль всегда постоянна. 
Этот интеграл соответствует группе поворотов тела вокруг вер­
тикальной оси. Фиксировав значения двух интегралов f2 и f3, 
МОЖНО понизить порядок системы на две единицы и она превра­
щается в векторное поле на четырехмерных поверхностях уровня 
JVf23{subset}Rs. Более того, на этих поверхностях полученная система 
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оказывается гамильтоновой. Ее гамильтониан является полной 
энергией тела с фиксированным значением проекции кинетиче-" 
ского момента К на вертикаль (К, e)==const. Гамильтониан JHT 
можно представить в виде Н—Н0 + гНи где # 0 — кинетическая:" 
энергия, гамильтониан ПОЛНОСТЬЮ интегрируемой задачи Эйлера' 
о движении твердого тела ПО инерции (т. е. при условии закреп­
ления тела в центре масс), а е Нх — потенциальная энергия тела"1 

в однородном поле силы тяжести. Здесь 8 является произведени­
ем веса тела на расстояние от центра масс до точки подвеса-
(закрепления) твердого тела. Будем считать параметр г малым,.* 
т. е. мы рассматриваем движение твердого тела, получающееся'., 
малым возмущением интегрируемого случая Эйлера. С механи- ' 
ческой точки зрения это эквивалентно изучению быстрых движе­
ний твердого тела в умеренном силовом поле. 

Теорема 1.2.1 (В. В. Козлов, см. [39, 41]). Если тяжелое-' 
твердое тело общего вида динамически несимметрично, то его' 
уравнения движения t)==sgrad//, где гамильтониан //----//0+ ' 
+ 8//i является малым возмущением гамильтониана Н0 интегри­
руемого случая Эйлера, не имеют независимого от функции Н = 
— Ho+sHi формального дополнительного четвертого интеграла, 
2 / / . е* с аналитическими коэффициентами на четырехмерной 
поверхности уровня М2з. • 

В частности, это дает отрицательный ответ на вопрос Пуанкаре-
Что происходит «вдали» от интегрируемого случая Эйлера..: 

т. е. для твердого тела, сильно отличающегося от тела, удовлет­
воряющего условиям Эйлера, — пока неясно. Дело в том, что»: 
существующие сегодня «вещественные методы» анализа гамиль-
тоновых систем, эффективны пока лишь в малой окрестности: 
редких интегрируемых случаев. «Комплексные» же методы (ко-. 
торых мы здесь не касаемся, ввиду недостатка места) не поз­
воляют полностью описать «вещественные случаи» неинтегрируе-. 
мости. 

1.3. Расщепление сепаратрис. Пусть V™ —гладкое много-
образие, которое мы отождествим с конфигурационным прост-. 
ранством (пространством положений) некоторой гамильтоновой 
системы, и пусть M2n = T*V — кокасательное расслоение к Vn, 
естественно отождествляемое с фазовым пространством системы,,, 
являющимся симплектическим многообразием. Точки из T*V имеют" 
вид (х, |), где X6V" и l&T'xV1 (т е- |—ковектор) — линейная' 
функция на TxVn. Пусть на фазовом пространстве M2" задан-
гамильтониан Н—Н(х, I, г.), зависящий, вообще говоря, от вре-, 
мени t. Тогда можно рассмотреть расширенное фазовое прост­
ранство K2n+i = T*V Х№{Е, t) с координатами (х, g, E, i), на ко­
тором уравнения движения снова будут гамильтоновьши: л=- - - , . 

£--д|, ^ 4 ^-5§' где Q ^ ' Я' *) = Н(*' *' *)-£>• 
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xev, IBTXV. 
Пусть гамильтониан И периодичен по t с периодом 2л и за-

шисит от некоторого параметра е, т. е. Н = Н(х, £, t, e). Пред­
положим, что при 8 — 0 гамильтониан Н (х, g, t, 0) = H(x, £) 
не зависит от времени и удовлетворяет следующим четырем усло­
виям. 

1) Гамильтониан Н0(х, £) на 2я-мерном многообразии T*Vl = 
^=М2п(х, £) имеет, по крайней мере, две критические точки 
{Х-, •!_) и (х+, | + ) , в которых собственные значения линеаризован­
ной гамильтоновой системы •-'==—--—, х — ~мг* вещественны и ОТ­
ЛИЧНЫ ОТ нуля. В частности, 2я-периодические решения (x_, £_) = 
= (x_(t), g_(t)) и (x+, i+)=x+{t), l-+(t)) имеют гиперболический 
тип. Стоит подчеркнуть, что в задачах интегрируемости гамиль-
тоновых систем большую роль играют критические точки гамиль­
тониана, т. е. такие, в которых orad//0-=0 (и следовательно, 
• s g r a d # 0 - = 0). 

2) Обозначим через Л+ (соответственно Л_) устойчивое (со­
ответственно неустойчивое) сепаратривное многообразие крити­
ческой точки (х+, |+) (соответственно (x_, £-)), т. е. состоящее 
из сепаратрис, стремящихся к точке (х+, £+) при {̂to}+oo (соот­
ветственно, состоящее из сепаратрис, стремящихся к точке (-*_, |_) 
при /->—те). Если критические точки гамильтониана являются 
невырожденными, то вблизи точки (х+, £+) (соответственно 
(x_, |_)) сепаратрисные многообразия можно считать дисками и 
в таком случае они называются сепаратрисными дисками (устой­
чивыми или неустойчивыми соответственно). Вдоль устойчивых 
•сепаратрисных поверхностей траектории стремятся к критиче­
ской точке (с ростом времени), а вдоль неустойчивых сепарат­
рисных поверхностей траектории удаляются от критической точ­
ки (с ростом времени). Условие 2 заключается в том, что Л+== 
—Л_, т. е. устойчивая сепаратрисная поверхность Л+ точки 
;'(x+, £+) совпадает с неустойчивой сепаратрисной поверхностью 
А_ (точки (х-, | _ ) . Отсюда, в частности, следует, что #o(x+,i+) — 

' Предположим, что в конфигурационном пространстве V су­
ществует область D = Dn, содержащая обе точки х+ и х, и обла­
дающая следующим свойством. Рассмотрим область T*DczT*V = 
— M2". Она содержит обе критические точки (x+, g+) и (x_, g_) 
гамильтониана Н (см. рис. 11). Условие 3 требует, чтобы часть 
сепаратрисной поверхности Л+ = Л_, попавшая в область T*D, 
представлялась в виде /г-мерного графика градиента некоторой 
аналитической функции, определенной на области D. Это означает, 
что сепаратрисная поверхность представляется в виде .| = s—, где 
-5° — вещественно-аналитическая функция от x. Такие п-мерные 
поверхности называются лагранжевыми, но мы не будем здесь 
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Рис. 11 

углубляться в описание их свойств, так как для формулировки 
интересующего нас эффекта расщепления сепаратрис они не по­
требуются. В перечисленных выше предположениях возникает 
некоторое естественно определенное на области D векторное поле, 
описываемое на D следующей системой дифференциальных уравне­
ний x ——-(#0(.-(x), x)), где £ ----1- (x) = ух' задает описанный 
выше график. В малых окрестностях точек x+ и x_ интегральные 
траектории этой системы стремятся к x_ при t {to} — со и к х+ 
ври t{to}+oo (рис. 12). 

4) Наконец, потребуем, чтобы дифференциальное уравнение 
X = —- (Н0(%(х), х)) имело в области D" сепаратрису x0(t), 
соединяющую точки x_ и x+, т. е. идущую (при росте t) от .х_ 
к точке x+ (рис 12). 

Рис. 12 
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Таким образом исходная гамильтонова система (2га-мерная) 
определяет в указанных предположениях 1—4 некоторую n-мер­
ную систему на области Dn. Ее свойства в значительной степени 
отражаются на интегрируемости или неинтегрируемости исход­
ной системы. Система, порожденная гамильтонианом Н0(х, | ) , 
может рассматриваться как невозмущенная система. В прило­
жениях она чаще всего бывает вполне интегрируемой. Гамильто­
нова система sgrad#(x, g, t, е) может, следовательно, тракто­
ваться как возмущение системы с гамильтонианом #o(x, | ) . 
Поэтому для изучения интегрируемости ИЛИ неинтегрируемости 
возмущенной системы, можно применить метод Пуанкаре 
(см. пункт 1.1). Теперь мы уже можем описать важный эффект 
расщепления сепаратрис, впервые обнаруженный Пуанкаре и 
примененный им для обоснования неинтегрируемости некоторых 
систем. 

Рассмотрим малое возмущение Н (х, £, t, e) гамильтониана 
Ho(x) £)• При малых значениях возмущающего параметра е сепа-
ратрисные поверхности Л+ и Л_ ие исчезают, а превращаются 
в возмущенные поверхности Л+ и Л1, которые, конечно, уже 
не обязаны, вообще говоря, совпадать. Для более точного описа­
ния рассмотрим открытые окрестности D+ и D'L точек х+ и х_ 
соответственно в конфигурационном пространстве V" (рис. 13). 
Тогда в областях D+XR(t) и L)_XR(.0 уравнение сепаратрисных 
поверхностей записывается так | —------ и £=-=•—--- соответственно, 
где 5+ (х, t, &)--периодическая по t функция (с периодом 2л), 
аналитическая при всех x£D± и малых значениях параметра 8. 
При е = 0 сепаратрисные поверхности Л + = Л+ и Л+ —Л_ совпада­
ют. В общем случае при малых значениях &Ф 0 сепаратрисные 
поверхности Л+ и Л1, рассматриваемые как подмножества в пря­
мом произведении Т* (£>+ п -D-) X R, уже не совпадают (Пуанкаре). 

Рис. 13 
О п р е д е л е н и е 1.3.1. Описанное выше явление и назы­

вается расщеплением сепаратрисных поверхностей (или рас­
щеплением сепаратрис). 

Т е о р е м а 1.3.1 (Пуанкаре, см. ![80]). Если Н(х, I, t, е) = 
= Ио(х, ё)+еЯ1(х, I, t)+ ... и Hi(x+, %+, t)=Hl(x-, £_, t) и 
если, кроме того, /{Н0> Я,}(х0(0. Ux0(t))dt*£Q, то при малых 
значениях параметра ефО возмущенные сепаратрисные поверх­
ности Л+

8 и Л_е не совпадают. 
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Расщепление сепаратрис оказывается препятствием к интег­
рируемости возмущенной гамильтоновой системы (рассматри­
ваемой в окрестности интегрируемой невозмущенной системы). 

Рассмотрим возмущенную гамильтонову систему с гамильто­
нианом Н(х, |, t, e)=#o(x, |)+еЯ1(л;, g, t) + .. ., удовлетворя­
ющим всем условиям 1—4 (см. выше). В частности, предпола­
гается, что невозмущенная гамильтонова система имеет два 
гиперболических положения равновесия (x+, £+) и (x_, | - ) , со­
единенных сепаратрисой, которую называют двоякоасимптоти-
ческим решением i-+(Xo(t), Eo(0)> ^R. 

Теорема 1.3.2 (С. В. Болотин, см. [41]). Пусть выполне­
ны' следующие условия: 

4-со 

a) J {H0, {H0, Я,}} (x0 (t), |о (t), t) dt ф 0; 
— CO 

б) При малых значениях параметра Б возмущенная система 
также имеет двоякоасимптотическое решение (сепаратрису) 
Jf|{to}(x8(t), £„(0), близкое к решению t1-»-(xo(0> §•>(•"))• 

Тогда при малых фиксированных значениях гФО в любой 
окрестности замыкания траектории (xa(^)> h(t)) гамильтоновы 
уравнения u=sgrad# не имеют полного независимого набора 
первых интегралов, находящихся в инволюции. 

Именно расщепление сепаратрис позволяет доказать неинтегри­
руемость уравнений движения динамически несимметричного твер­
дого тела с закрепленной точкой в окрестности интегрируемого 
случая Эйлера (см. пункт 1.2 настоящего параграфа). В задаче 
о быстром движении несимметричного твердого тела гамильтониан 
имеет вид Я== Ло + eH-., где H0 = j (AK, К), Hi--=xo.3i + y0<32 + 
+ .г0ез, ГДе •r = (xo, Уо> zo)~ радиус вектор центра масс твердого 

/а- 0 0 \ 
тела, е = (е1, е2, е3) и А = 0 а2 0 ; числа a1, аь а3 обратны 

\0 0 a J 
главным моментам инерции твердого тела. При е-=0 мы получаем 
полностью интегрируемый случай Эйлера, так как H —H0. 
В этой невозмущенной задаче на всех некритических трехмерных 
поверхностях уровня Mi23, задаваемых тремя интегралами. 
/ 1 = H- = c1.----const>0, /2 — C2 — const, /3—c3=l—«mst, су­
ществуют два неустойчивых периодических решения. A именно,. 
если й1<а2<а3 , то 

/с1=/х3=0, к^к\^ + ] / ^ , е2-ен±~|. 
ei = acos {a2Kl)t, e3 = a sin (a2Kl)t> а -=1 —l — j . 

Из неравенства (А', е)2<(АГ, К)(е, с) и из независимости интег­
ралов / i , /2 , /3 на совместной поверхности уровня М123 вытекает» 
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что а 2 >0 . Устойчивые и неустойчивые сепаратрисные поверхно­
сти указанных двух периодических (по t) решений можно задать 
как пересечения трехмерного многообразия М123 гиперплоскостями 
вида К\Vu2 — ai + KiV^a — ^ — O- Расщепление этих сепаратрис-
ных поверхностей изучено в [34, 40]. Поведение решений воз­
мущенной задачи исследовалось численными методами на ЭВМ 
в интересной работе [133]. На полученных в результате вычис­
лений схемах, изображающих поведение интегральных траекто­
рий, отчетливо видно, что инвариантные кривые невозмущениой 
задачи начинают разрушаться в окрестности сепаратрис. Имен­
но в этом явлении причина неинтегрируемости уравнений дви­
жения тяжелого несимметричного твердого тела с закреплен­
ной точкой (вблизи интегрируемого случая Эйлера). 

1.4. Неинтегрируемость в общем случае уравнений Кирх­
гофа движения твердого тела в идеальной жидкости. В преды­
дущем пункте были указаны общие методы доказательства 
неинтегрируемости систем z. = sgrad#, являющихся малыми 
возмущениями вполне интегрируемых систем. Отметим, что в 
автономном случае условие расщепления сепаратрисных поверх­
ностей, расположенных на некотором фиксированном уровне 
энергии, молено записать в следующем виде 

со 

j { / 0 , Hi}di*0, 
.—со 

где / 0 — интеграл невозмущенной системы и Н = Н0-\-вН1. 
Рассмотрим уравнения Кирхгофа 

1к = [К, со] + |е, и], е = [е, со], -0-=.—> и=^-г> 

[H~L(AK, K) + (BK, e) + j(Ce, e). 
Как мы знаем, эти уравнения описывают движение твердого 

тела в идеальной безграничной жидкости. Матрица Л — 
= diag(ai, a2> а3) диагональиа, а матрицы В и С можно счи­
тать симметричными. 

Т е о р е м а 1.4.1 (В. В. Козлов, Д. А. Онищенко см. [41]). 
Пусть числа а-, а2, а3 попарно различны. Если уравнения Кирх­
гофа имеют дополнительный (четвертый) интеграл, не зависимый 
от трех классических интегралов / - = Н, f^={K, e), / 3 — (е, е) 
и аналитический на шестимерном пространстве R6 (К, е), то матри­
ца В автоматически оказывается диагональной B = diag(6-, b2, b3), 
причем выполняется следующее соотношение а~~ 3 + 3 ~ ' + 

-|—•—--- —0. Если В = 0, то независимый (четвертый) интеграл 
•существует лишь в том случае, когда матрица С является диаго­
нальной C = diag(c-, Съ Сз) и выполняется следующее условие 
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_в а- + -3
д ' + *"а 2 — 0. Таким образом, в общем случае урав­

нения Кирхгофа неинтегрируемы. 
Здесь уместно отметить, что интегрируемый случай Клебша 

как раз и определяется указанным выше условием -——--+ 
+ -—-—- + -——- — 0. Доказательство теоремы 1.4.1 также осно­
вано на явлении расщепления сепаратрис. Для этого следует 
представить уравнения Кирхгофа как возмущения интегрируемых 
уравнений. Введем малый параметр s, заменив в уравнении Кирх­
гофа е на ее. Тогда на фиксированной четырехмерной поверхно­
сти уровня двух интегралов М 2 3 = { / . - - ( ^ е) = с2, / з = (е, е) = 
= с3} уравнения Кирхгофа оказываются гамильтоновыми с гамиль­

тонианом -Я = Я0 + еЯ1-~е-Я2, где Я0, Нъ Я2 — сужения (огра­
ничения) функций — (Ai<", К), (ВК, е), (Се, е) (соответственно) 
на поверхность уровня М23. Малость возмущающего параметра e 
означает, что постоянная энергии /i==//==c1 много больше 
-•постоянных с2 и с3. При 6 = 0 снова получаем интегрируемый 
случай Эйлера движения свободного твердого тела по инерции. 
.••Поэтому можно применить технику предыдущего пункта. 

Отметим, ЧТО в теореме 1.4.1 доказана неинтегрируемость 
общих уравнений Кирхгофа не только в малой окрестности 
интегрируемого случая Эйлера, но и «вдали» от него, т. е. для 
наборов матриц А, В, С, заполняющих открытую всюду плот­
ную область во всем пятнадцатимерном пространстве пара­
метров. В этом отличие теоремы 1.4.1 от теоремы. 1.2.1, в кото­
рой неинтегрируемость уравнений движения динамически не­
симметричного твердого тела с закрепленной точкой доказана 
пока лишь в окрестности интегрируемого случая Эйлера. Свя­
зано это с тем, что в этом последнем случае координаты век­
тора е имеют смысл направляющих косинусов единичного век­
тора, а потому (е, е) = 1. Это препятствует умножению е на 
малый параметр е, т. е. не позволяет применить прием, ис­
пользованный при доказательстве теоремы 1.4.1. 

§ 2. Топологические препятствия 
к полной интегрируемости 

2.1. Неинтегрируемость уравнений движения натуральных 
механических систем с двумя степенями свободы на поверх­
ностях большого рода. Рассмотрим натуральную механическую 
систему с двумя степенями свободы. Это означает, что ее кон-
•фигурационное пространство, двумерно. Будем предполагать, 
что оно является двумерным компактным ориентируемым. ве­
щественно-аналитическим многообразием М2. Из элементар­
ной топологии известно, что такое многообразие диффеоморфно 
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сфере S2, к которой приклеено некоторое количество g ручек 
(рис. 14). Число g обычно называется родом поверхности. Из­
вестно также, ЧТО это — единственный топологический инвари­
ант ориентируемых замкнутых связных поверхностей, т. е. две 
поверхности указанного типа диффеоморфны в том и только в, 
том случае, когда их род совпадает. 

Рис. 14 
Рассмотрим кокасательное расслоение Т*М2 к многообра­

зию М2. Хорошо известно, что кокасательное расслоение 7*Мп 

произвольного гладкого многообразия Мп можно естественным 
образом превратить в симплектическое 2/г-мерное многооб­
разие. 

В случае поверхности М2, т. е. системы с двумя степенями 
свободы, кокасательное расслоение Т*М2 имеет структуру че­
тырехмерного вещественно-аналитического симплектического 
многообразия. Движение системы описывается гамильтоновыми 
уравнениями sgradi7, где .F — гамильтониан системы, который 
будем считать вещественно-аналитической функцией на Т*М. 
Гамильтониан будем брать в следующем виде F(x, | ) = 
= К(х, £,)+U(x), где К(х, I) при всех хВМ является квадра­
тичной формой по переменным Ь,бТх*М, а функция U(x) зави­
сит только от х£М. Функции К(х, I) и U(x) будем считать ве­
щественно-аналитическими на многообразиях Т*М и М соот­
ветственно. Обычно квадратичная функция Т(х, | ) отождест­
вляется с кинетической энергией системы, а функция U (х) — с 
потенциальной энергией системы (и называется потенциалом). 

ЕСЛИ конфигурационное пространство устроено не слишком 
сложно, то такие системы часто допускают полное интегрирова­
ние. К таким примерам относятся, в частности, движение ма­
териальной точки по инерции по двумерной сфере или по дву­
мерному тору (заданным в стандартных метриках). Как мы 
видим, здесь поверхность М2 имеет малый род а именно: нуль 
(в случае сферы) и единица (в случае тора). Если же римано-
ва метрика на сфере S2 и на торе Т2 не является стандартной, 
то, конечно, соответствующая гамильтонова система может не 
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