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А Л Г Е Б Р А и Л О Г И К А 
Семинар 

Том 5 
Выпуск 4 Руководитель А.И.Мальцев 1966 г . 

ОБ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ТЕОРИЯХ КОММУТАТИВНЫХ* ПОЛУГРУПП 

М.А.Тайцлин 

В в е д е н и е 

В работах А.П.Бирюкова ["I, 2 , Ъ] и В.А.Емеличева М реше­
ны некоторые алгоритмические проблемы для конечноопределенных 
коммутативных полугрупп. Как правило,эти проблемы являются част ­
ными случаями сформулированной ниже проблемы А в том смысле , 
что всякий алгоритм, решающий проблему А , решает и эти про -
блемы. 

Для удобства формулировки проблемы А ч е р е з / , ^ ^ обозна­
чим полугруппу, заданную в классе коммутативных полугрупп множе­
ством образующих Of и множеством определяющих соотношений о& . 

П р о б л е м а А . По произвольному конечному множеству 
01 образующих, по произвольному конечному множеству <§б- опре­

деляющих соотношение для этих образующих и по произвольной зам­
кнутой формуле Ф исчисления предикатов первой ступени, не с о ­
держащей внелогических символов, отличных от символов образующих 
и символа операции полугруппы , определить, истинна 
формула Ф в полугруппе L (&?,$&) или нет . 

В настоящей заметке строится алгоритм, решающий проблему А. 
Следует отметить, что алгоритм, решающий аналогичную проб -

лему для коммутативных полугрупп с сокращением, построен автором 
в заметке [5] . Здесь используется методика, развитая в |j"Q .Од-
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нако, по сравнению с заметкой [.5], здесь приходится преодолевать 
дополнительные трудности. При этом используются идеи, развитые 
А.П.Бирюковым в работе [2~] , и лемма Г.С.Цейтина (см. лем­
ма 5 ) . 

Предполагается, что читатель уже знаком с заметкой [з] и с 
пунктами 2 , 3 , 5 из § 2 обзора [?3 • Это позволило автору не 
приводить некоторых определений и опустить некоторые рассуждения. 

Автор заинтересовался теориями конечноопределенных коммута­
тивных полугрупп после одного доклада А.П.Бирюкова на семинаре 
"Алгебра и логика" и выступления А.И.Мальцева на том же заседа -
нии этого семинара. Автор благодарен Алексею Петровичу Бирюкову 
также и за возможность ознакомиться с его работой \_2~] в рукописи. 

§ I . Изучение строения полугруппы L(C¥,b&) 

I . Пусть Л/= [о,1,2, . . . ] - множество натуральных чисел . 
Пусть CY-^t7ff...pf-J- конечное множество, называемое далее алфа­
витом. Элементы множества СХ будем называть буквами. Линейной 
формой над алфавитом (Л будем называть выражение вида: 

где of/ , . . . ,<Х£ - натуральные числа. Числа с С / , . . . }оС£ называются 
коэффициентами линейной формы ( I ) . Форма ( I ) называется нулевой, 
если все её коэффициенты - нули. Число &£ называется коэффициен­
том при букве сс^ в форме ( I ) . 

Если ^—^accQi и ^=^fiiac ~ л в е линейные формы над алфа -
витом С% , линейная ф о р м а ^ ^ ( Ь г ^ Д 9 ^ над алфавитом Ot назы­
вается суммой линейных форм ~ =f и . Пишут: 

t t t ^ 
а г + 7ZpLaL = J7 ас Г 

Таким образом, на множестве L ((X) линейных форм над 
алфавитом Of определяется операция 4- (сложения). Понятно , 
что множество L(_Ot) вместе с этой операцией 4- образует ком­
мутативную полугруппу. Полугруппа L (CZ.) называется свободной 
коммутативной полугруппой с множеством свободных образующих Ut . 

На множестве £, ((X) определяется также отношение частично­
го порядка 4 . Считают для линейных форм =f , ^ )ЙЯС(СХ)Л 

что f ^д. (словами, С/ больше f ) , если для каждой буквы 
а е Of коэффициент при букве а в форме q не меньше к о -

*^ Выражение " izZViGz " используется как сокращение вме­
сто "<Pfaf+---+Wtal' '»." 
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эффициента при букве с в форме f . Считают, что fi^-Q , е с ­
ли и . Г 

ЕстСЯ/ <zOf*\ каждая форма из/-(ОУ^) естественным об­
разом отождествляется с некоторой формой из h (С%) . Именно ^ 
отождествляется с такой формой из li(Of) , у которой коэффици -
енты при буквах, не входящих в Off , равны нулю и у которой к о ­
эффициент при каждой букве из Of у равен коэффициенту при этой 
же букве у -f . Это соглашение позволяет рассматривать полу -
группу L (Of у) как подполугруппу полугруппы L(OY) . Отожде­
ствляя букву Q с линейной формой -fa для каждого ОУ , бу­
дем также рассматривать Of как подмножество из I/ (ОУ) . Для 

через Of у (£) обозначим такую линейную форму над 
алфавитом Of \ Ofym] у которой коэффициент при каждой букве 
а £ OfЛ Ot-/ равен коэффициенту при букве а в форме f . 

Пусть теперь с ,€ у ^ 7 у - линейные формы над алфавитом 
Of . Скажем, что форма £^ получается из формы </? с помощью 

применения соотношения (с, е) , если с =2* ос-«З'-; е=2А- а £ » 

Пусть теперь С с , е± - линейные формы над алфавитом CY 
(с-/,...,р) • Пусть <&={(сс-,ес),(е<:,с<:)\с={...,2} . Скажем , что 
об- есть множество определяющих соотношений для Of . Через 

обозвячш/тгсис{(0:)а, (erfalaeOf;^...,^где д л я ^ е ^ / £ / , ( & ) 
через (^)а обозначается коэффициент при букве о в форме f . 

Пусть / , ^ - линейные формы над алфавитом О? . Ска­
жем, что формы ^ и д -эквивалентны, если f есть ^ 
или если существует такая конечная последовательность 

линейных форм над алфавитом Of , ч т о ^ - получается и з ^ ^ с по­
мощью применения одного из соотношений, входящих вЬб-(с=/,...7р) . 
Множество It (<Х) распадается на классы Ь&- -эквивалентных 
форм. Пусть для fel, COf) через ?£ обозначается класс Ь5- -
эквивалентности на L (Of) , содержащий £ 

Запись "Off<^CY" (или "Of^&f") означает, ч т о / * / есть 
подмножество множества Of и что Of< ФСК . Запись nOf/sCrt (или 
nOf^Offn ) означает, 4ToC^f

cOf или чтоOfr = Of . 

Е с л и ^ и об - множества, через Of ^Ьб- обозначает­
ся множество, которое содержит те и только те элементы, которые 
входят в Ot и одновременно не входят в к& 
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На м н о ж е с т в е / 6 $ 6 - ) к л а с с о в ^ ' -эквивалентности ш£(С%) 
рассматривается операция 4- (сложения). Именно, если£деА(С%}, 
to f+• у есть • Множество Z (С?7&&) вместе с этой 
операцией 4-' образует коммутативную полугруппу. Полагают, что 
полугруппа L (Of, JS-) » где £0— пустое множество, есть полу­
группа LCOt) . Говорят, что полугруппа Ь((Х,£6-) задана в клас ­
се коммутативных полугрупп множеством образующих Of и множест­
вом определяющих соотношений Лг5- . Каждая полугруппа, изоморфная 
полугруппе L (CZj при некоторых конечных (X и , называ­
ется конечноопределенной. 

2 . ЛЕММА I . С у щ е с т в у е т а л г о р и т м , к о ­
т о р ы й п о п р о и з в о л ь н ы м к о н е ч н ы м а л ­
ф а в и т а м OY и (Х-f т а к и м , ч т о < ^ "э , п о 
п р о и з в о л ь н о м у к о н е ч н о м у м н о ж е с т -
в У а£г о п р е д е л я ю щ и х с о о т н о ш е н и й д л я 

Ot и п о п р о и з в о л ь н ы м ф о р м а м £ и ^ 
и з L (&\С%г) о п р е д е л я е т : 

1) с у щ е с т в у ю т л и т а к и е ф о р м ы 
&'е"еЬ(С?/) , ч т о ф о р м а jt+e' ^ - э к в и в а 
л е н т н а ф о р м е <^+е" ; 

2) с у щ е с т в у ю т л и т а к и е ф о р м ы 
efe"e L ((Ж,) %-ч v о е' + е" и ф о р м а f+e' &г - э к -
в и в а л е н т н а ф о р м е в" . 

ЗАМЕЧАНИЯ. I . Алгоритм для ответа на вопрос I ) легко по­
лучить из алгоритма, решающего проблему тождества. Наша задача 
сводится к построению алгоритма для ответа на вопрос 2 ) . Однако 
попутно получится и алгоритм, отвечающий на вопрос I ) . 

2 . В основе нашего доказательства леммы I лежит использова­
ние некоторого описания всех форм из If (С%) » & -эквивалент -
ных данной форме из L, (_0С) . Это описание принадлежит А.П.Бирю­
кову и имеется в работе • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предварительно договоримся о некоторой т е р ­
минологии, которая будет использована только в доказательстве 
леммы I . 

П у с т ь a f = { a s + f ) . „ j a s ^ C Z z ~ { a / ^ . 1 a s ) . П у о т ь а ? , , . . . , ^ -
некоторые символы, не входящие в (% . Выражение вида: 

7 1 л £ а £ +Zl(<di+fc) a s u (2 ) 

Вопрос 2) имеет смысл только, еопж&^ф. Е с л и ^ / — ф, 
под вопросом I ) понимается следующий вопрос: "являются ли формы 

<. и о J6- -эквивалентными". Здесь и далее 0 - пустое мно­
жество. « 
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где е N (с = / , . . . , $) ; fa - целое число (возможно, отрица­
тельное) (с — / , . ъ) назовем формальной формой. Выражение вида: 

S+Z 
Z!<X£*c, <3> 

где otf,m7 <xse Л/ ioCs+/> ; « л + г - целые числа (некоторые 
из них, возможно, отрицательны) назовем обобщенной формой. В 
частности, каждая линейная форма над алфавитом является обоб­
щенной формой. Множество всех обобщенных форы обозначим через Л'. 

Пусть Aj ^jtlotfbt ±Щ (oDi-+frP)as+£ - формальная форма 
= 2.) \%j — ILZv^CLC ~ линейная форма над алфавитом СЖ 

(_j = / ; 2 ) • Скажем? что формальная форма А2 получается из 
формальной формы / \ / с помощью применения соотношения уг) , 

если а h и acf)=cX?)-9,<f')+<P;S) для с — } S и если 

Пусть по-прежнему S6-={(e£p£)} Ссс^е£)/с=/г..,(^}. Назовём фор­
мальные формы Д ' и л " ^ - эквивалентными , если А ' есть Л ' ' 'или 
если существует такая конечная последовательностьА=А/,,.. . ,Ар=Л" 
формальных форм, что Д с * получается из Ai—i с помощью приме -
нения некоторого соотношения, входящего ъ hCr (с-/,...}р) . Чис­
ло р назовем длиной рассматриваемого <5#- -вывода А 1 из А " . 

Если А - формальная форма вида (2 ) (или если и - обоб­
щенная форма вида ( 3 ) ) , через Off (л) (соответственно, через£$^2/^ 
обозначим линейную форму jtact ai над алфавитом СХ^ . Другими 
словами, если сс - формальная или обобщенная ф о р м а , ч е р е з ^ ^ ) 
обозначается такая линейная форма над алфавитом ОТг , у которой 
коэффициент при каждой букве из (Ж2. равен коэффициенту при этой 
же букве у х . Если - множество, состоящее из формальных 
или обобщенных форм, через Off (д№) обозначим множество 

Если A^^a£o^+^CcP£+^as^- формальная форма ,^ -=^д^-
обо^щенная форма ( / = • / , 2J) , пусть А + < ^ / есть формальная фор-

и а ^ ^ + ^ / ^ ^ н ^ г и ^ ^ Й ) ^ ^ ' и пусть -Uf+ut есть обобщенная 
s±z 

форма ^ CPc'^pf})^c-
Рассмотрим всевозможные формальные формы, которые можно по­

лучить из формальной формы Ао~^Ф^^о &s+C с п о м о ш ь ю примене -
ния некоторого соотношения И8^5-Т Точнее, рассмотрим множество 
[ А / при некотором б = { / ; . . . ; < ^ } А получается из Л 0 с помо -

щью применения либо соотнсшения(%;,<%) ,либо с о о т н о ш е н и я ^ ; < ? ^ . 
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Это множество обозначим через Cl . Пусть /Су=£"о{/%}. Пусть 

и пусть §iQ) уже построено. Пусть с!/'(/+/) ъ<жъс%"0и\ие1,'/ 
Зи^г(у}еЩ)&сгр<%У)&(%(ар такое натураль­

ное / у > о , чяоС%(Щ\))=(%гЩ-г+(}). Пусть Через St 

(соответственно, через /С/ ) обозначим множество таких £/е<%/ 
(соответственно, множество таких ДеХт/ )» ч т о £ ^ (и) ( соответ ­

ственно, OYf(A) ) будет минимальным элементом ^в смысле отноше­

ния 4 ) bOffC&J) (соответственно, ъ ) . Точнее,пусть 

С%={ие4 '/Vu'Cu'ed/— t (CYY (и')<^ (и)))} и пусть 

^-{AeClNKC^/Z'i— ^(CYfCA')< оГг(А)))\. 
Пусть Л - Л ( & ) . Пусть множества £[, £ С / } с9/; 

для с-/}...7 к уже построены. Рассматриваем всевозможные фор -

мальные формы А такие , что при некотором с'= у \ и при 

некоторых натуральных р 4 A S ; осеСк '? у-е&кQ'= /,...,/>? Фор­

мальная форма А получается из формальной формы одного из видов 

с помошью применения либо соотношения (£с ,Ср> , либо соотноше­

ния CcC-)&i) • Полученное множество формальных форм А обозна­

чим через JZ'{.+i . Пусть 

ЯустъЗ^су) =• и пусть Q') уже построено.Пусть<^ /

/ ^ '+ /^ 

е с т ь ^ ( у Х / { ^ е 4 ^ у ^ ^ 

натуральное число / к + р - 0 таково , ^o(^f(^/Q'KH)}^(^r^^K + /)). 

Пусть ок+Г<%Ь(/'<+г/ .Пусть 

и пусть Зк^{иес%.гЫи/(и'ес^/^1(сЖгСа/)<€Г/Са)))}. 
Обозначим через (%/Со&) множество 

[((XiCccWr (е£)), ((Xtmprfe)) /с- .. #) 

определяющих соотношений для ( % г . Из теоремы А.П.Бирюкова ( см . 
[z] ) следует, что существует такое натуральное ч и с л о к 0 > 0 ,что 
всякая линейная форма над алфавитом С%2 40ff(%y)- эквивалентная 
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форме ^ , имеет один из видов где 

Точнее,в качестве такого ^ г о д и т с я любое такое натуральное к >о , 
что одновременно Cfyfex^CfySX^iii = &iC$k-h)' Требуется 
доказать только существование таких к . Соответствующее дока­
зательство содержится в . Тем самым получается алгоритм, да ­
ющий ответ на вопрос I ) леммы I . 

Рассмотрим теперь условие Б и докажем предложения В и Е. 
УСЛОВИЕ Б . Существуют две формальные формы A1 ,Aff <&5~эк­

вивалентные формальной форме Л о и такие, что A'i'A" , но 
сх,(л')-а,(л'). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ В. Из истинности условия Б следует положитель -
ный ответ на вопрос 2) леммы I . 

Пусть условие Б выполнено. Выбирая подходящим образом нату­
ральные числа •)••• ,lfx и подставляя их вместо сл)/,...}оЭ^ , 
заметим, что найдутся две линейные формы с(/? и над алфави­
том l7L такие, что линейная форма fi^feas+£ <&- - эквивалент­
на как форме с а ) , так и ^ощес^с^С^СГ^с^р^Сс^^^ 
Пусть с С Ц ]а&с (/- I2)' П У ° Т Ь 

теперь e^=fe W , но форма £ + е(/} ^ - э к в и в а л е н т н а форме ft-e^K 
Предложение В доказано. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ Е. Формальная форма А^ьд -эквивалентна фор­

мальной форме Ао для любой обобщенной формы и е (/) и при 
любых натуральных положительных К ,J . Формальная форма А<Ц^ 

1& -эквивалентна формальной форме Ар при любом натуральном по­
ложительном к . 

Доказательство будем вести индукцией по К , а при фикси -
рованном х индукцией по J 

Пусть ие 3/ . Существуют такие Ai}Az& ,что АрА^и. 
По определению >С/ , А0 о& -эквивалентна А2 + и » Аг+д 

%г -эквивалентна Д с + и , откуда А0 об- -эквивалентнаД 0 +-<^ . 
Пусть для к - i и для / - / предложение Е доказано. 

Пусть u#&/(/-i)*ue(?f Q) . Существуют агигес^/(^-у) т а ­
кие , что Uf-u^r и . По предположению индукции, Ао об- - э к ­
вивалентна Ао+-иг+и , А 0

+ а г + и & -эквивалентна А 0+£/ . о т ­
куда А0 об- -эквивалентна Ло + и 

Пусть для к--/ и для всех J предложение Е доказано . 
Если Afi/Ci . то либо А<£ /С^-у > либо А & -эквивалентна 
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форме Л1 одного из видов ( 4 ) , где р 4 As , я:е /С^-г • 
^•в(У<_/ (j-fj-'^J3) - В первом случае А <& - э к в и в а л е н т н аА 0 

(.по предположению индукции). Во втором случае, заметив, что 
^-.f^C^'J-.y , что c%Lj^o%Lj Q'K-i) и что , по предположению ин­
дукции, х оЪ- -эквивалентна Ар и / ^ о + ^ ' °& -эквивалентна Л0 

Q'^/j.-.jP), найдем, что А ' & -эквивалентна Л с » значит, и А 
£6- -эквивалентна Л0 . ' ' 

П у с т ь и е с % ( / ) . СуществуютЛу 7 А г е £ к . такие, ч т о Л = Л г + и . 
По предыдущему,Л а i ^ - э к в и в а л е н т н а АгЛ-и ,Лг+а $6—эк­
вивалентна Л0+а , откуда Ао & -эквивалентна А о + о " • 

Пусть теперь для к и J~i предложение Е доказано. Пусть 
и. 4-31 (/-•() %ие&£ Q) . Существуют и17uz е<9/ такие, 
что и,=и.г + и . По предположению индукции,Ло о&^эквива -
лентна Л0+иг+ и. ,Аа+иг+и *6~ -эквивалентна А 0+и , отку­
да Ао & -эквивалентна Аа+и • 

Предложение Е доказано. 
Вернемся теперь,к построению алгоритма, отвечающего на воп­

рос 2) леммы I . 
Рассмотрим с%(/к) и (jx* у) для х , / < а + / f / . Если 

существует такое натуральное к , Y^k ^ / г / / ,что <%'(/'к)+ <%(/к+/) » 
то существуют две обобщенные формы U^^kQ'k) жи"е°х'(/к*~*) 
такие , что С%г(и')=С£г (а'О ^ъои'фи" . 

Из предложения Е следует , что Ло}А0+и' и Ас+и"id-экви­
валентны. Кроме т о г о , ^ ^ Л ^ ^ = ^ / ^ ^ н о Д ^ + ^ ^ Л с . 
Это означает, что выполнено условие Б . Из предложения В следует 
положительный ответ на вопрос 2) леммы I . 

Рассмотрим £'к + j и c^xQ+ у . Если существуют такие xf, 
хг££/са+1 (соответственно, xf} Хге<%0+у ) , чтоC?fCx,)~er,fiQ) 

и сс^ф£г » то выполнено условие Б. из предложения В следует по­
ложительный ответ на вопрос 2) леммы I . Это означает , что ответ 
на рассматриваемый вопрос положителен, если £к^£Ко+^ или если 

Таким образом, можно предполагать, ч т о / . = / С , _ , = = о £ *v 

В этом случае каждая формальная форма А , об- - эквивалент­
ная А о, представима в одном из видов ( 4 ) , где х&£^ _; 

Последнее предложение назовем предложением И. Докажем е г о . 
Заметим, что каждая формальная форма Л в / С < + / представима 

в одном из видов где £е£Ка ; £^,,, £ сг<о. 
Действительно, есщА$ £ < а , то существует такая х е £ Х о , 

что dffCA) >Otr tx) . Теперь Л^а+Х и иес^^. (Y) . Ее -



Об элементарных теориях коммутативных полугрупп 63 

mue Oxa+f и сумма коэффициентов С%г(и) равна I , т о ^ ^ с ^ + / = е ^ . 
Допустим, что для всех tzecP^ +/ с суммой коэффициентов y£fr(cd 
меньшей р , имеется представление: и-игл-... + <и^ , где 
Uf)~<yUp€-3'Ko . Нужно доказать наличие такого представле -

ния для всех и£($л:0+/ , у которых сумма коэффициентов 
равна /7 . Пусть U^O\0 . Существуют и^и"е L ' т а к и е , что 
и-'е^кс и а.^и'+и". Так как • i/fakc^.y=c^f+/ Q'^+y) и 
С%т (и)у(%тСи')л ^^^(^jrfQ'Kf^fO-^r- И з сделанного индук­

ционного предположения следует, ч т о ^ / / = ^ + . . . + ^ > д е г у / , „ . / ^ , е с ^ > . 
Теперь и-и /+af+... + Up • 

Пусть предложение и доказано для всех А , длина & -вы­
вода которых из Ао не превосходит /г . П у с т ь Л имеет об- -
вывод длины / г + у из Л0 . Тогда А получается из некоторой 
формальной формы А / с помощью применения одного из соотношений 
из УУ и имеется S6- -вывод длины / г А ' из Ла • По предпо­
ложению индукции, А ' представима в одном из видов ( 4 ) , где 

х е ^ к 0 ; У / > - ; £ > е
 &к0 • Е б л и П Р И э т о м ^ А 5 , т о А е л : 4 + / -

Если р > A s , то существует формальная форма А / 7 т акая , что 
л"е^ха*-г и А е с т ь Л $ и , + . ..+c/j," , где и.-еР^ . 

Предложение И доказано. 
Пусть Д,у - наибольший из коэффициентов в форме ^ . Рас ­

смотрим всевозможные формальные формы одного из видов (4), где 
х е £ К о 1 ^ , . . , у ^ е ^ - о ; pi, AyS . Среди этих формальных форм 
выберем все такие, которые удовлетворяют условию:C%sQ\)-f. Ес ­
ли будет выбрано несколько различных формальных форм, выполнено 
условие Б. Из предложения В следует, что ответ на вопрос 2) лем- . 
мы I в этом случае положительный. 

Если будет выбрана только Ао » ответ на рассматриваемый 
вопрос отрицательный. Иначе нашлись бы такие с(/1с(л*е/, (Cfcf) , 

что С1,)Фс(г\ С V-grfag+t (/=/, 2) и форма fic Cf) & - э к в и ­
валентна форме /+-сс/^) . Тогда А б ы л а бы id—эквивалентна фор­
мальной форме A^+SCctfrff-if/')^* при этом Л ФА а • ч т о 

в рассматриваемом случае невозможно. 
Лемма 1 доказана. 
ЛЕММА 2 . С у щ е с т в у е т а л г о р и т м , к о т о ­

р ы й п о п р о и з в о л ь н о м у к о н е ч н о м у м н о ­
ж е с т в у ^ и п р о и з в о л ь н о м у к о н е ч н о -
м у м н о ж е с т в у <£- о п р е д е л я ю щ и х с о о т ­
н о ш е н и й д л я (Ж о п р е д е л я е т д л я п р о ­
и з в о л ь н ы х л и н е й н ы х ф о р м f и $ и гШ), 
с у щ е с т в у е т л и т а к а я л и н е й н а я ф о р -
м а е £ I (0i), ч т о ф о р м а / ^ - э к в и в а л е н т -
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н а ф о р м е G + e. . 
ЗАМЕЧАНИЕ. Лемма 2 принадлежит А.П.Бирюкову (см. Г_<0 ) . Мы 

приводим доказательство леммы б, в ходе которого строится алго -
ритм, отвечающий на сходный вопрос (см. лемму 6 , шаг I ) . 

Ь. Пусть Х(С%,&)-Л1$б)(у+/)% где Q. ~ число определяющих со­
отношений в & . Через М(Ot; &) обозначим полугруппу, задан -
ную в классе коммутативных полугрупп с сокращением множеством об­
разующих Of и множеством определяющих соотношений J6-(си. T5J). 

ЛЕММА Г.и.Цейтина (см . лемма 5 ) . П у с т ъ СЩа^.^а^ 

е,,ф6(&);Х~Х((Х,&); ее* Xaf+...+Zat (С=*,2) . Ф о р м а м 
т о г д а и т о л ь к о т о г д а £ " - - э к в и в а л е к -
т н а ф о р м е е г , к о г д а Uv]=Ĝ ?j! в <&-) .*) 

Пусть kf = 11х(<Х,&)-а. 
4 . Договоримся использовать следующие обозначения. 
ЪлпаеСЖ определим множество (Ж(/2, $6-) • П у с т ь ^ ^ ^ с ^ , 

и для каждого SeOf включение 6eOfС<2;&) имеет место т о г ­
да и только тогда, когда существует такое осе А/ , что ф о р м а т а 

-эквивалентна некоторой такой форме j?€L (СХ) , для которой, 
(flg i^O . В частности, CteOt (а,№) при всяком & . 

Пусть о&~ - множество определяющих соотношений для Of .Для 
а е Of определим $6-(а) . Пусть &(а)^е6- и пусть для каждо­

го соотношения (с,ё)е об- ъкптъше(с,е)€&{а) имеет место т о г ­
да и только тогда, когда С,& el, (Of(<2,$6)).ш) 

Пусть лляСгесЖ X(fzX(&(a,'&),'&(G))' Пусть fa - наименьшее_ 
из таких натуральных чисел f- , что *//(СК(а,&),$6(а))№=£№& 
TRejeg£/V) J3g* Ха (SeCZfaj&feeCZ). Из_всевозможных равенств 
L(CV(a,&),&(a)) шт$-ааgZ?£s6 , *fis*Xa 
выберем такое , для которого таг ^^\6е(Ж (<3;&)j принимает 
наименьшее значение. Пусть это будет равенство 

faQ = . ( 5 ) 

Пусть j i ( a L max \j3(^/3ea(a; &)} • 

Рассматриваем такие aeOt , что Qf(cr,i6-)=(%. Множество 
всех таких Of обозначим через Of^ . Для <уеС? "^нахо­
дим j 3 ( a ) . Ъуъъъ^=тах{К(а}&),р(а\аеС^\Ъу™^ . 

Определение И для xel*((X) имеется в заметке [ 5 ] . 

**) П у с т ь ^ с ^ г и сеЬ((Х). Запись nceL(Cff)n означает , 
что 
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Ясно, что А(&,<6)> /г,(&,&) 
Как обычно, нулем полугруппы / У с операцией + назовем т а ­

кой элемент аеМ , что а+Х=х+а= х для всех х^М 
Пусть Р с / У . Подполугруппой, порожденной в М множеством 

R , называется пересечение всех подполугрупп из М , содер -
жащих Р . Если множество Р таково, что подполугруппа, порож­
денная Р в М , есть М , то говорят, что полугруппа М по ­
рождается множеством Р . Полугруппа М называется конечнопо -
рожденной, если она порождается некоторым конечным множеством. В 
частности, если М порождается одноэлементным множеством, полу­
группа М называется моногенной. Пусть В(М) - количество всех 
обладающих нулями элементов конечной моногенной полугруппы и 
пусть &(М) - количество её элементов, не обладающих нулями . 
При этом элемент а е М называется нулем для элемента 
если c2+x=x+OR= х в М . Типом конечной моногенной полугруп­
пы М называется пара ЧУХ,ЬЛ(&СМ))3'(М))(ОЧ. И , с т р . 153) . 
Если М - полугруппа, хеМ , и полугруппа, порожденная j^r} в 

М 1 конечна, типом элемента X в М называется тип подполу­
группы, порожденной {сг }• в М . Если полугруппа , порожденная 
[х] в М , бесконечна, типом элемента яг в / V называют пару 

чисел (оо о) . Элемент х <г М называется элементом конечно­
го или оесконечного типа в соответствии с тем, является ли под -
полугруппа, порожденная [х] в М , конечной или бесконечной. 

ЛЕММА А.П.Бирюкова (см. M t W ) . ( I ) С у щ е с т в у е т 
а л г о р и т м , к о т о р ы й п о п р о и з в о л ь н о ­
м у к о н е ч н о м у м н о ж е с т в у ^ и п о п р о ­
и з в о л ь н о м у к о н е ч н о м у м н о ж е с т в у о& 
о п р е д е л я ю щ и х с о о т н о ш е н и й д л я <2Г д л я 
к а ж д о г о ае(% с т р о и т (%(а,&)) и н а ­
х о д и т н е к о т о р о е т а к о е н а т у р а л ь н о е 
и о л о j " , ч т о fa^HfisS в L (<Ж(а,ъь), &(а)) , 
г д е oe(X(ali&) 

ftge/v7 J3g > Н((%0а,&), &(а))(веа(а,&)). 

(.2) С у щ е с т в у е т а л г о р и т м , к о т о р ы й 
п о п р о и з в о л ь н о м у к о н е ч н о м у м н о ж е ­
с т в у ^ и п о п р о и з в о л ь н о м у к о н е ч ­
н о м у м н о ж е с т в у £6- о п р е д е л я ю щ и х с о ­
о т н о ш е н и й д л я д л я к а ж д о г о аеС¥ 
о п р е д е л я е т т и п э л е м е н т а , ? в L (utpb) . 

СЛЕДСТВИЕ. С у щ е с т в у е т а л г о р и т м , к о ­
т о р ы й п о п р о и з в о л ь н о м у к о н е ч н о м у 
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м н о ж е с т в у ^ и п р о и з в о л ь н о м у к о н е ч ­
н о м у м н о ж е с т в у ^ о п р е д е л я ю щ и х с о -
о т н о ш е н и й д л я с т р о и т л и н е й н у ю 
Ф о р м у k (&,&) и з £ (а) • 

5 . ПустьOt^Ot , СЖ2-ОАС^/7 /z=/z(Cfr,i$. Рассмотрим множество 
таких се/,(<У?г)% что для любой ee&(cYf) форма с + е 

не является -эквивалентной форме ни при какой fe/,(c%7. 
Во множестве tfl(C?ti7&) выберем все максимальные элементы. Полу­
чим множество 7$Z(CXf, &) . Точнее, 

Ш(&<, &)={ссеп((Х,,&)\(Уу)(уе U(СГ,,&) — -г(х< </))} • 
Пусть т,{£еЦа2)Щ)(уеЩаь&)&х^\ Ясно , что 

$ft.(CKf,i&) пусто, если 7%(CXfy&) пусто. Заметим, что множе -
СТЪО$7?((%'/,!6-) может оказаться пустым, даже если 7с~(<%,,&) не 
пусто. 

ЛЕММА 3 . ( I ) . Е с л и сеП(СЪ,&)ЛеЦ&,)р&(С¥,),сЬЬ(СГ£ 
и ф о р м а С+£ & - э к в и в а л е н т н а ф о р м е 

(2) Е с л и с е Ш(СРу? £&) (с о о т в е т с т в е н н о , 
cemi(&fM}fel4%t),eeL(&f)f c'eL(&J и ф о р м а 
^ - э к в и в а л е н т н а ф о р м ес'+е , т осе2д?(СУг,&) 

(соответственно, c,£20tf(ctf, £6) ) . 
(.3) Е с л и xeL (cJt) , т о л и б о ф о р м а х & -

э к в и в а л е н т н а н е к о т о р о й ф о р м е , б о л ь ­
ш е й / г , л и б о с у щ е с т в у е т т а к о е CX/C-Of 
и т а к а я ф о р м а с е V7t (С?ГГ,&), ч т о х^с'-ь-^ , 
г д е c'eLCOLa), чс'$ С. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Утверждения ( I ) и (2 ) леммы 3 очевидны. 
Докажем ( 3 ) . Пусть форма х не «25- -эквивалентна никакой 

форме из L((X) , большей h. . Пусть (%={а,?...;сг£ J . 
Проверяем для каждого се { 7 , . z f j , принадлежит т{сг£](х) 

множеству . Если для каждого 
се{/,...,£} {ас}(х)*П([а£},Хг), 

то находим натуральное число tfY такое , что форма 
не о£> -эквивалентна A+f ни при каком ((%) , но форма 
($. +s)c7f +• [ctf } я £6 -эквивалентна Л + ̂  при некотором 

Пусть уже построены натуральные 4VLcmfi,...;j\ , г д е х < г ? . 
Находим такое J ^ e / V , что форма 

не аСг -эквивалентна ни при каком /е£(С%) , но форма 
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^а^--^а^(^^)а^{аь...ркС[к^(х) ^ - э к в и в а л е н т н а 
при некотором ^ е £, (ОС). 

Таким образом, построим натуральные числа . . . ? fa . Фор­
му ftft7f+... +fca£ следует взять в качестве С , положив*^ = . 

Пусть теперь существует такое с а е { / 7 £ } , что 

{а,д}(х)еП({с7,о}^). 

Для всевозможных с Фс0 проверяем, верно ли, что 

После конечного числа шагов найдем такое ,сг£ ]<^OY , 
что{с74 adc^e^{a£oJ...^»)Jno при любом a/*fa,<b>~,4:tl 
где С£ {/,..., t}, имеем, что или { а С о 1 а 6 г , а г ] (х) ? 

Пусть 7%\{а£о1. . }=[S„.., fa] . Находим такое fre/V% 

что £,+ {агоГ.-Pcji](Ф# С[Ъо,->аФ ^ • н о 

4+ {а^,.паСъ1 вг}(*)4Ж( [аг0,...,ъг},&). 
Пусть уже найдены flb---jtfk » Г Д Е х< S . Находим такое 

Форму Л(5/+...+fl- s 6S следует взять в качестве с , поло­
жив а{~{с?Со)„час^. 

Лемма 3 доказана. 
Разобьем множество ffitf(OCf7&) на классы сводимости следую­

щим образом. Отнесем С1 ,C/f isaffl?f(iy?/?i6-) тогда и только т о г ­
да к одному классу сводимости,когда существуют такие <г'} е" из 
/, (pit) , что форма c/jr ef i&-эквивалентна форме 

в L(OC) . 
Пусть ^ 2 , i ( ^ ^ ^ ) ] - ' - ) ^ ~ в с е различные клас ­

сы СВОДИМОСТИ ИЗ fflflf(UCf7 

Для каждого J е {/r..,c(&f)} , каждого Ср^сУ/ и каж­
дых о' , с" из /Ш2^((Жу,^&)рассмотрим множество ffl((%b0f3 }с'7с",%) 
таких линейных форм с mL(OCf\GIQi что для любой формы из 
L (С%з) Форма с '+ с не является -эквивалентной форме 
C,/jcQ ни при каком c/&A(CYy) . Пусть 

ЛЕММА 4 . П у с т ь ЩсрС; -С'с'етЯ/(&,,.&); х е с т ь 
с'+е , г д е eeL (ОС) . Л и б о ф о р м а м : ^ - э к ­

в и в а л е н т н а ф о р м е с"+ cj п р и н е к о т о -
р о м д;е£, ((%,) ; л и б о ф о р м ы с ' и с" л е ж а т 
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в р а з н ы х к л а с с а х с в о д и м о с т и и з 
dTZiCOtj, ; л и б о с у щ е с т в у е т т а к о е О^а^ 
и т а к а я ф о р м а м и з Ж(сТ/,С^,с^с^ J6-) , ч т о 
е е с т ь с<+ / , г д е fieL(&3)1 cf cL (&f \C%), с, *>c. 

Доказательство леммы k аналогично доказательству леммы 3 (3 ) . 
ЛЕММА 5 . ( I ) С у щ е с т в у е т а л г о р и т м , к о ­

т о р ы й п о п р о и з в о л ь н о м у к о н е ч н о м у 
м н о ж е с т в у ^ , п о п р о и з в о л ь н о м у к о ­
н е ч н о м у м н о ж е с т в у о п р е д е л я ю щ и х 
с о-о т н о ш е н и й д л я ^ и п о п р о и з в о л ь -
н о м у с с т р о и т м н о ж е с т в а W(CV/7 к&) 
и Wiic^f^'A р а з б и в а в ' т м н о ж е с т в о & ) 
н а к л а с с ы с в о д и м о с т и . 

^2) С у щ е с т в у е т а л г о р и т м , к о т о р ы й 
п о п р о и з в о л ь н ы м к о н е ч н ы м м н о ж е с т¬ 
в а ы СХ , СХГ у СХ3 т а к и м , ч т о ОГ3асХ,-с:сУС , п о 
п р о и з в о л ь н о м у к о н е ч н о м у м н о ж е с т -
ъ j & о п р е д е л я ю щ и х с о о т н о ш е н и й д л я 

(Ж • я п о т а к и м п р о и з в о л ь н ы м 

ч т о с / я а" л е ж а т в о д н о м к л а с с е 
с в о д и м о с т и и з TTL'f((Xf7a6'\ с т р о и т м н о ж е ­
с т в о ^ (а/, 0£3} с', с "; &) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что построение ffi(CXf,ar3jc',Cj &) 
производится аналогично построению Ш(СУ/,&),а построение ffl/(Ctfj%) 
по 7fi.(Otf &) и разбиение /HKf((Xf7i6:) на классы сводимости про­
изводится очевидным образом. Мы ограничимся описанием алгоритма 
для построения 277 ((Ж/, &-). 

Рассмотрим (линейные) упорядочения множества <Жг-сЖ^-(Ж/ . 
Пусть <£/,...76$> - одно из таких упорядочений.Пусть tf^ftfC^&ji 

Ддн/—0/,...,Н~/, 9} проверяем, принадлежит ли j6f множест­
ву fi(Ot j • Эта проверка осуществляется при помощи ал­
горитма, существование которого утверждается в лемме 2 . 

Пусть 'ff - наименьшее из таких J- [о?/,..,7 , 
что j6,&7l'(&\{6f}/&) . пусть <* 

Пусть уже построены функции ff, ptQ'f)}...}fK Q'f,.. 
и 

Пусть при этом для г-/г..}к Ф у н к ц ш ^ . ^ , . . у ^ ; и а Г г ; - ^ . . . ^ . _ / ; 



Об элементарных теориях коммутативных полугрупп 69 

определены для тех и только тех наборов <J,f . . . yJ^y>s которые 
удовлетворяют условиям: 

S 1 *^ 
jee [fe (Jt,-~;je-t)r->?<x*Q\r • -,Je-<)-l\ • 

Пусть при этом Lrc(Ji7...)ji-<)£<xi(ji,^,jc-i)-

Пусть k<S *jee{feG'<,...,J^)r--j<XeQ,,-.je-f)--f} 
для e= /?.. ,f к . Д л я форм feL ({6K+h..., os]) через A(ft 
обозначаем наибольший коэффициент формы ^ . Среди форм 

таких, что jiei*-...+-jKBK+)£4 1ft (С%уг&) » выбираем форму, для 
которой принимает наименьшее значение. Пусть эта форма 
есть fa и пусть Л(/0) = Л0 . П у с т ь cQ'fl...}JK) есть 

Л,0$кн+... +- \ 0 6 5 . 

П у с т ь а к + у Q ' y , . . . 7 / х ) = Л 0 и пусть ^ . . - наи­
меньшее из таких /е {О,*,...,осх+/ {/,,...,/*)] , что 

Понятно, что описанное здесь построение корректно и что это 

построение определяет ctcty? — ,'/£-i) * ft (/*,—> jc-i) Я™ 

Jee{feCjyr..;je-f),.../o(e(//,...J(/e^)-A (^/,.../-/; 

Кортеж > назовем допустимым, е с л и ^ ^ / , - . - , / * - ^ 
определено. С каждым допустимым кортежем <jf,...} /j-у > та­
ким, что Г̂у Q'f,... ;Jj-y) т> 1 » связываем линейную форму 

где js=X~s(ji)--;js~f)-4 • Полученное множество линейных форм из 
L(OisOly) (для всевозможных упорядочений множества СЯ^СХу и 
всевозможных допустимых кортежей) обозначаем через /dffl,(C%f} 

Понятно, ч т о ^ ^ ^ с ^ ^ ^ . П о к а ж е м . ч т о Ж {СГ,,&)ет'(£Я,,&.). 
Пусть те 7ft(C%yj £6) . Тогда, по крайней мере, один коэффи­

циент в формеz меньше ft . Соответствующую букву выбираем в 
к а ч е с т в е ^ , . Понятно, что Х*у'у$у+{£Л(х) ,где jfy^-jy < У) 
Пусть уже выбраны буквы ву} . . . } 6К (k<S-i) так,ЧТО 

*) Если а,ве/М , через \а ...,&\ обозначается множество, 
состоящее из тех и только тех натуральных чисел х .которые удо­
влетворяют условию а<х< б • Если а>в ,множество\а... }8\ 
пусто. " 
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x=/i^+--^j<^ASYr.vSK}(x) , кортеж > я в ­
ляется допустимым, и ук(/\,. ••,/к-1)й/к<<Х<(/к;'у'*-1У' Рассматриваем 
форму cQ'i7 ...7JK) . По крайней мере, один коэффициент в форме 
{$/,...7ок] (X) меньше соответствующего коэффициента в форме 
£(//>••• >/к) • Соответствующую букву выбираем в качестве S^i -

Пусть 6,+...у£0* у ы £ * у + { # / , . . у ( х ) . Понятно, 
что кортеж является допустимым и что 

f/c+/(/*>•• •jJk) ~ jK+i<«дг+ <(</'<>•• v / к ) • 
Таким образом, получим упорядочение < $f7...7 $s У такое ,что 

кортеж <Ji,...)js.iy является д о п у с т и м ы м и ^ . C / i , . . . , / s - t ) - J 
и • Э т о показывает, что хе &). 

Остается проверить для хеЯЖ^СР/уЬб-) , принадлежит ли х 
множеству fflZ (CX-f7&) . Эта проверка производится очевидным об ­
разом. 

лемма 5 доказана. 
6 . Зафиксируем 0to

 с & • Пусть (%0ф Ф и tY/=£Y\C%0. 
Пусть cel,((X') . Будем говорить, что форма xe/j("CY0) , 

o&(cZo7c) -эквивалентна ф о р м е ( С Х 0 ) » если<Г+дг ^ - э к ­
вивалентна С+с/ в L (ОС) . Понятно, что отношениеЬб-(С#Ь7с)-
эквивалентности на L (<Жо) является конгруентностью по отноше -
нию к операции -+- на L (С%о) . Известно, что каждая конгруент-
ность на I (ct0)является конечноопределенной ( см . [ б ^ т е о р е м а 72 , 
с т р . 1 2 4 ) . другими словами, существует такое конечное множество 
2Сг0 определяющих соотношений для OZ0 , что Х>-(С?07с) - э к в и ­

валентность на L (<%о) совпадает с ^ - э к в и в а л е н т н о с т ь ю на^Н&>1 
Будем говорить, что конечное м н о ж е с т в о ^ определяющих с о ­

отношений для С%0 удовлетворяет условию Г(С%,СКо,&3 с)% если 
& 0 -эквивалентность на Ь((%о) совпадает с J6- (С?0,с) - э к в и в а ­

лентностью на L(Cto) • Понятно, что существует много различных 
конечных id-0 , удовлетворяющих условию Г(СУ70?о7&>с.') . 

ЛЕММА б. с у щ е с т в у е т а л г о р и т м , к о т о ­
р ы й п о п р о и з в о л ь н ы м к о н е ч н ы м м н о ­
ж е с т в а м ^ и С%о т а к и м , ч т о Cf^CZo и С%0фф, 
п о п р о и з в о л ь н о м у к о н е ч н о м у м н о ж е -
с т в у < & ? - о п р е д е л я ю щ и х с о о т н о ш е н и й д л я 
Ol и п о п р о и з в о л ь н о й л и н е й н о й ф о р м е 
С€ L ((Xs* CtQ) с т р о и т н е к о т о р о е т а к о е к о ­
н е ч н о е м н о ж е с т в о &о о п р е д е л я ю щ и х с о ­
о т н о ш е н и й д л я 0£0 . к о т о р о е у д о в л е т 
в о р я е т у с л о в и ю Г(С%,(%(> ,№,с). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Лемму б будем доказывать индукцией по числу 
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элементов множества (Ж , а для множеств (X с данныь числом 
алементов индукцией по числу элеменхов множества 0?о • 

Лемма очевидна, если множество & а содержит один элемент . 
Пусть лемма 6 доказана во всех случаях, когда число элементов мно­
жества (X меньше t и когда число элементов множества С% р а в ­
но t- , а число элементов множества CZQ меньше р 

Рассмотрим случай, когда множество С% содержит £ э л е ­
ментов, а множество С%о содержит р элементов (о <р < ё) . 

Опишем алгоритм, который для произвольного конечного множе­
ства & 0 определяющих соотношений для (Х0 такого , что если па ­
ра (е^) £ &о » то форма е &(с£а,с) -эквивалентна форме 

•f , отвечает на следующий вопрос Д. 
Вопрос Д. Совпадает ли £ & 0 -эквивалентность с & ( ^ « ^ - э к ­

вивалентностью на I (С&о) ? 
Строим множества т(&^&ъ)} 1ftf(&n&a)i 0&2j(cir'i&o) и 

Ш а г I . Для каждого OlyC-CVo и для каждой формыc, e1ft (Cfo,i6Q 
проверяем, существует ли такая форма efe£, (сЖ-f) , что форма 
C+Cf+e, !& -эквивалентна форме с +А(<%0} &0) +" £ » гл-е 

feL (&0) • 
Эта проверка может быть проведена следующим образом. Постро­

им конечные множества /С и с9 из L ((%^(%{) такие, что каждая 
форма z из Lipt^CXi) тогда и только тогда -эквивалент­
на форме С + С/ , когда 2 имеет один из видов (4), где агеР; 

У/?е $ • Способ построения таких множеств Р и & ука ­
зан в работе А.П.Бирюкова [Р\. 

Среди всех форм L?£ & выбираем такие , для которых 
(cXosC%i) (с/) есть ненулевая форма. Полученное множество обо­
значим через . 

Среди всевозможных выражений 2 одного из видов (4), где 
ос. е С ; р4 A-(d-p), А- - наибольший коэф­

фициент формы с , выбираем такие, для которых (с~?0\CPf)(Z)есть 
с . Полученное множество обозначаем через . 

Рели 3 — , остается проверить, имеется ли во множест­
ве С ' аорма, большая с + (k (й£0,&о))-

Если & Ф &' и во множестве р ' нет формы , большей 
c+&f(.h..(0rO)i6-oV • т о д л я каждого fep' через (с%*&,)* 

обозначаем множество тагах аеСРо^СХу , что 

Ф а <(с+а?,(А(С?0р&0)))а. 
Остается проверить, существует ли такое ^ £ Р' , что для 

каждого а£(С%о^£*/)^ъ имеется такая форма Q ,ччо(у)^Фо . 
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Это заканчивает описание алгоритма для выполнения шага I . 
Если существует такое C%f

cC%Q и такая ф о р м а т е fft(£%/,&0)i 
что для некоторой формы форма <с+£у+£у 2б~ - э к ­
вивалентна форие С+А((Жо,%ь)+^(/?£6ответ на вопрос Д отри -
цательный. 

В противном случае переходим к выполнена шага 2 . 
Ш а г 2 . Для каждого СЖгс-С%0 , каждых j \ , j z . таких , 

что
 М / г Ф , - , <-(<*')} */f*A • и к а ж д ы х с ' е г Я ^ №>&о>* 

C^WzjJ&ti&o). проверяем, существуют ли такие е'}е*'е./, (с?/) , 
что форма с+с'+е' & -эквивалентна форме с+с^+е" . Суще -
ствование алгоритма для такой проверки утверждается в лемме I . 

Если существуют такие С¥/ , Jf , j 2 , с' и с" , что 

и при некоторых e7e"eL(C%s) форма с+с'+е' ^5- -эквивалентна 
форме с+с"+ е" , ответ на вопрос Д отрицательный. 

В противном случае переходим к шагу 3 . 
Ш а г 3 . Для каждых 0t3 <=•(%, с(Ла • / = / , . . . , c(atf); 

проверяем,су­
ществуют ли такие деЪ (0С3) и f&KCZf) , что форма с+с'+е+р* 
^ - э к в и в а л е н т н а форме c+c"+j£ 

Эта проверка может оыть описана следующим образом. Построим 
конечные множества р и & яз Lffl^CtyTaKiie, что каждая форма 
£е1(с£\С%з) тогда и только тогда ( % 3 ( & ) -эквивалентна фор­
ме с+с'+е » когда Z имеет один из видов ( 4 ) , где эсе£ 

Пусть о есть множество всех таких форм с/е <у , для к о ­
торых (cZf^CZj) Cty) есть ненулевая форма. Пусть £ ' есть множе­
ство всех таких выражений 2 одного из видов ( 4 ) , где хер7 

c/^...7L/fi е fiX(t~p') , Я - наибольший коэффициент формы 
с + с" ; р' - число элементов в С%/ • Проверяем, имеется ли 

такая форма Ze£' , ч т о ( ^ ^ л С ^ ; (Z) есть с + с " . 
Это заканчивает описание алгоритма для выполнения шага 3 . 
Если существуют такие С%3 , Cfcf , J , с' , с" , е ,что 

C1

,c"em2j(CVyJ&o),eeW(C?,p?3)c,/c/',S6-o) я при некоторых 
д:е£ ((Ж}) v.y€eL(C%f) форм с+с'+е + ф Хг -эквивалентна 

форме с+-с"+ £ , ответ на вопрос Д отрицательный. 
В противном случае переходим к шагу 4 . 
Ш а г 4 . Для любых C%7-c-(%0lc,effii((%i7&(j находим ответ 

на следующий вопрос Ж. 
В о п р о с Ж . Совпадает ли \&(СХу} с + с') - эквивалент-
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ность на L((%i) с &0(<УЬ,с') -эквивалентностью на/,fcty) ? 
По индуктивному предположению мы можем построить конечные 

множества & и & / 7 определяющих соотношений для£2 / такие , что 
<$5-/ -эквивалентность va.L(C%i) совпадает с (СРу,с+с') - э к в и ­

валентностью на £, (Oti ) и что %г" -эквивалентность на L(Cty) 
совпадает с &0(С¥/,с') -эквивалентностью наЛССР/). Это озна­
чает , что для ответа на вопрос Ж достаточно проверить, совпадает 
ли & 1 -эквивалентность на L (С%<) с if?-' 5 '-эквивалентностью на 
It (Oti) . 

Если существуют Oly с 0 1 о и с'effly (СХ^&о)) для которых 
ответ на вопрос Ж отрицательный, ответ на вопрос Д тоже отрица -
тельный. 

Если для каждых CXY с:С%0 и С к (£%,,&0) ответ на вопрос ж 
положительный, переходим к шагу 5 . 

Ш а г 5 . Находим некоторое разбиение {c/fr..,c/s}^ {8/,~,&г\ 
образующих полугруппы М (Qfoj&o) н а существенные и несущеет -
венные и числа cCj , ^cj^njf/=^-,Z}C=/y.',Sj/7=J+/,..p), соот­
ветствующие этому разбиению (см. D>D). Проверяем, имеется л и # - -
эквивалентность c + - A / f < % , i 5 0 ) +е, и c+kf (С?0> &о) + ез. » г Д е 

+ & ^ S c ; ̂ f? S^A^- < ^ < occ:; в L(Ct0) (6 ) 
y=/ 0 * K=-f l 

Если существуют такие e / и e" , удовлетворяющие условиям 
( 6 ) , ч т о c + £ f ( C ? 0 , & o ) + & £5--эквивалентна c+/if(Cf0^o)+^z » 
ответ на вопрос Д отрицательный. 

Докажем, что в противном случае ответ на вопрос Д положи­
тельный. 

Предположим, что форма ^ - э к в и в а л е н т н а форме 
где tjn уг eL (С%о) . Докажем, что форма Qf &0 -эквивалентна 
форме суг . Наше доказательство состоит из разбора двух случаев. 

Первый случай. Пусть gi &0 -эквивалентна А((Ж0у &о) + б У » 
где ef eL(CX0) . Тогда £ ^ ^ J < ( ( Х ^ & з ) н и Для какого й ^ с ^ 
(см. шаг I ) . П о э т о м у ^ £5- 0 - эквивалентна / z (cT 0 ) & 0 ) + e z , 
где ег е. L [Oto) (см. лемму 3 ) . Тем более с/с- &0 -эквивалентна 

где е!е/,(&0) (с=/,г). 

Рассмотрим теперь класс В/У(й&,£У(см. [ 5 ] ) и при -
ведем [je/J к виду, указанному в лемме 2 из [ 5 ] (с=/,2) . Пусть 
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где V®<feA/; #^*<;<#^ 
(&72-7к=ч7...,г; j=QcU G[) . П у с т ь / * = < 2 и 2 * = У . 

Из леммы Цейтина следует , что форма 

ky (СГо, &О)+ФХ 4J% +17 vf'W-
е&о -эквивалентна форме 

/tfab,»0)+Z'rf4£ф?&К+ЦчГ<6 а=172). 

Тем более эти две формы ^(Ofo, с ^ -эквивалентны. Пусть ^ есть 

для C~l72. . Тогда формаd+ky(СХ'о&о)*'?-! & -эквивалентна 
формеC^/if(C^o /i6-o)+^z « Э т о может иметь место только в том случае, 
е с л и ^ ^ QrQ2.,QrQz, vffyf)0H--,*,J€Qt<'Q}) (см. шаг 5) . 

Теперь форма ftyiC^o, <&U + & совпадает с формой/7>(Й& /^+-^. 
Вместе с предыдущим это означает, ч т о ^ Л = [&гЗ В / ^ % Д ^ и , 
в силу леммы Цейтина, что /^ / ( ^ 7 54^ / ^ -эквивалентна^ / ( ^ > & 0 )+е£ . 

Таким о б р а з о м , ^ , £ £ 0 -эквивалентна 
Второй случай. Пусть С/~Сг + /г . где ^ЦаАс^в^С^а^ 

Cfyc&o (г=',2) , и пусть С,еЯ7у(С%,,<60) . 
Покажем сначала, что С2е Жv(0Zy7 &-0). Пусть с'^Ш (ОГу7 &0) 

и c^Cf+Сз , где С3 е//((Х0^ ОГу) . Тогда а±Су+с3 + fy 
%г -эквивалентна слсг+с3 - к ^ . Это означает, что С2

+с3 <г Ж(Сру7%0) 
шаг I ) . Если бы существовала такая ненулевая срорма 

CU,eL (&0^&f) , ч*оCJ-c^CbevrCCb? &0) , то для н е ­
которого $ у и некоторых y/eL(Ct(^(<%1Uclri')),е'е1(#ш) 
имелось бы равенство Сг+С3+С4=с//+-е/, где су,е/Жу((Жги<УГ3) &0~) 
(см. доказательство леммы 3 ( 3 ) ) . П у с т ь C f + C 3 + C ^ ^ / / + е" , 
где д."еЦа£(щиа3%е*е1(сК3) • Тогда д"еUOZ37 <6-0) 
(см. шаг I ) . Тем более,Су+СрСг,£Ж(СТу 7 ^6-о) . Последнее, од­
нако, противоречит выбору с 1 .Таким о б р а з о м , ^ ^ 6 ^ ^ ^ ? ^ ) , 
значит, сгсШу(ОГу7 &аЬ 

Формы Су и с2 принадлежат к одному и тому же классу сво -
димости из TfZf(CXy7 &а) (см. шаг 2 ) . Существует такая форма , 
что -fi^eL (pLf) и Су+£ &0 - э к в и в а л е н т н а ^ + ^ (см. шаг 3 и 
лемму 4 ) . Ф о р м а С г + / г $въ-эквивалентна ф о р м е С г + ^ 2 (см.шаг 4.) 

Таким образом, формы и cjz j £ 0 - э к в и в а л е н т н ы . 
Алгоритм, отвечающий на вопрос Д, вместе с алгоритмом, п е ­

речисляющим все такие пары ( i f , / ) • ч т о £ , / e / s ( t % k cte - э к ­
вивалентна с+ £ , очевидным образом используется для построе -
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ния такого конечного множества & 0 , которое удовлетворяет усло­
вию Г(СГ>01'о>&}с). 

Лемма 6 доказана. 

§ 2 . Описание совокупности аксиом \л/(С?7<6-) 

I . Рассмотрми для некоторых конечных ОС и & • коммутатив -
ную полугруппу L(Ol;&) . 

Пусть для каждого <уеОС через&а обозначается одномест­
ный предикат на Л (ЙГ, 65-J , определяемый следующим образом. Для 
X&L (ОС) тогда и только тогда &а(х) истинно в L(OC,&)7 ког ­
да существует такое о с е / / , что : r = <Za в L (CY, $6-) . 

Пусть для каждых а,ёеОС , через А- ,̂*? обозначается 
двухместный предикат на L (ОС, <&) , определяемый следующим обра­
зом. Для ху в I, (ОС) тигда и только тогда £&•£(&, <j) истинно 
в Ь(ОС}&) , когда существует такое o t e / V , что одновременно: 
x=<Za и у=-ос~& в 

Пусть $z} I г Д е Л / , - , ^ и м е ю т 

бесконечный тип в L(0C}&) , а О/,.-., Sz имеют конечный тип 
ъ1(сТ,&). Пусть 6^- есть «5-̂ . и А ,̂- есть А7 /̂ ,у. (C=/,...,S ; 

J = 2,..., S ) , ? ^ 
Пусть <5f<#, id-) есть 4 - / ^ Gtr~,&зДгг-Д*А 

Если для каждого ае ОС а имеет конечный тип ъЬ(ОС}преди­
каты 6у,. . . ; O s 7 /?,,27..., Fj,s отсутствуют Ъ0(ОС, &) . В этом 
случае <&(ОС}&>*\&¥г.., в7'7&} +} . Если 5 = / , п р е д и к а т ы / * ^ ^ 
ъ(Ь(ОС}ЪЬ) отсутствуют. В этом случае 

сз (ОС,&) = {с£, ..., ez7&- Оу-±]. 
Рассматривая та L (ОС, предикаты, входящие ъО(ОС7 &) ,и 

выбирая элементы cCi7...7cCS} 3~V7...7 Sz » & » где & - класс 
& -эквивалентности на Ъ(0С) , содержащий нулевую линейную фор­

му в качестве &//,...)c(s у 8/,..., &z > & соот­
ветственно, будем смотреть на £/(ОС7&) как на систему сигнатуры 
в(ОС,&) • 

Совокупность всех, таких замкнутых формул исчисления преди -
катов первой ступени, которые не содержат внелогических символов, 
не входящих ъ0(С?7Уг) , обозначим через • Совокуп­
ность всех формул mL^cr '» истинных в системе на­
зовем теорией системы L (С%,&) . Через ~A(L(Of; %-)) обозначим 
теорию системы L, (ОС, . 

Основная цель этой заметки - доказать следующую теорему. 
ТЕОРЕМА I . С у щ е с т в у е т а л г о р и т м , к о -
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т о р ы й п о п р о и з в о л ь н о м у к о н е ч н о м у 
м н о ж е с т в у С Г , п р о и з в о л ь н о м у к о н е ч -
н о м у м н о ж е с т в у ^ о п р е д е л я ю щ и х с о ­
о т н о ш е н и й д л я СЖ и п р о и з в о л ь н о й 
$ п р м у л е Ф£1>о(сг, <£) о п р е д е л я е т , и с т и н н а 
ф о р м у л а ^ в с и с т е м е L(Ct} и л и н е т . 

Понятно, что из теоремы I вытекает существование алгоритма 
для решения проблемы А. 

Доказательство теоремы I будет проведено следующим образом. 
Сначала будет описан алгоритм, который по произвольным конечным 
множеству Ot и множеству Ь6- определяющих соотношений для 
строит рекурсивную систему аксиом \л/("Л,&) сигнатуры &(СУ,S6-) . 
Затем будет доказано, что теория \У^(С%;&)~\ ф(с# полна. 
Полноту теории (^>^)\о(а id) м ы Д ° к а з ы в а е м методом модельной 
полноты, замечая, что т е о р и я ' &/(СК&)1б(С11',!б) модельно пол­
на и что эта теория имеет минимальную систему ( а именно, систе -
му L(c^ji^) ) • Из полноты и рекурсивной аксиоматизируемости т е ­
ории Ь^СЪЩфф следует, ™№(а,Я^^=Гк(1(С*,&)) 
и что теория Th(/j(C%, id-)) разрешима. Более того , из эффекти­
вности построения \р(ОТ, £6) по С? и j £ и из полноты 

следует теорема I . 
В качестве следствия из теоремы I получаем следующую теоре­

му. 
ТЕОРЕМА 2 . Т е о р и я к а ж д о й к о н е ч н о о п -

р е д е л е н н о й к о м м у т а т и в н о й п о л у 
г р у п п ы р а з р е ш и м а . 

Оставшаяся часть этой заметки посвящена построению \J(CX;i6-) 
и доказательству полноты \\^(Ot,iS-)~\ ^ . 

2 . Множество W(C?jS&) мы определяем как объединение двух 
множеств Wf(W,S6) и У / г Д О ) . 

Опишем множество Wy (С%, S6-) • 
При записи следующих аксиом будем использовать несколько с о ­

кращений. Эти сокращения заимствованы из 0>] , где и разъяснён их 
смысл. Напомним только, что и SC^cy " есть сокращение для 
^SzCx+Z^U&GiCZ)) " и что " О'Х и есть сокращение для " 6 ? 
Пусть(г(ф ;£(3с-)) - тип элемента Si *l(Ct,&) (c=/,'...,Z) . 

Далее мы придерживаемся-терминологии и обозначений, при 
нятых в обзоре jfvj . 
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Щх^&у^х)^х=у)&(х^у^^Ж^^+^х-^))& 

8с GL (0)&Ос (с£)& dc±&. 

(C/i). V* (Gc(x)~3u<7(z=nLt+tr+Gc0u)&(у'<Г=/с/с)))-

W-f,sr- Vay2 (x+</=C/+X&x+(t/+z)=(X+0+2&x-i-&^x). 

W,,6 • Vx3y,...ys2r..z^G;f^A(V 4=jSi)&x^c^zd. 

При S > / совокупность аксиом у/у (C%} есть 

Если $4 ,Wi(&,&) ECTB{W/, /^W < 2 (Vz^i - ,Vs^ 6 /?^V^§. 
В этих случаях множество \ь/у(С£?&) бесконечно. 
Если 5 = 0 ( т . е . если все элементы ее имеют конечный тип 

в LiOl^) кия СсеСХ ) множествоW/((X, &) конечно. В этом 
случае W/(<%7&) есть {W/757W/je} » Г Д Е W/^ есть аксиома 

Совокупность аксиом \J^CX} №) утверждает, что для каждого 
c.e{/7...7s} множество &£=[x/G^Cx) истинно J содержит 

элементы did-i для осе Л/ , замкнуто относительно операции •+-
и вместе с этой операцией + является коммутативной полугруппой, 
элементарно эквивалентной аддитивной полутруппе натуральных чи­
сел , что для^каждого J £\_2," ••,•>) индуцирует изоморфизм 
полугруппы Gi на полугруппу Gj , переводящий 9 в Q и 
в cl; . и что операция +- коммутативна, ассоциативна и имеет 
нуль Q . Кроме этого , YV/ (С£7&) утверждает, что каждый э л е ­
мент представляется в виде суммы S + / элемента (по одному из 
каждого Gc Для 6 е { / , . . . ; s } и линейной формы 
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над { 6i}... , коэффициенты которой ограничены). 
3. Совокупность аксиом Yv£f<2^ &) конечна и строится индук­

цией по числу t элементов множества С% . Предполагаем, что мы 
умеем строить совокупность W2 (Ct; 56-) для всех (Ж и об- в 
случае, когда (X содержит менее £ элементов. ПостроимVv^^i^J 
для (X , содержащего £ элементов. 

П о с т р о е н и е м ^ & ) распадается на несколько шагов. На каж­
дом шаге строится несколько аксиом. \J2(C%) &) получится как 
объединение всех построенных аксиом. 

П е р в ы й ш а г . Пусть & есть ^Cefii) /с=*/,. .,<fy 
k=k((XL&). Строим W2,y t W 2 / 2 » W ^ / 3 ^ y для C=Y:)...,t. 

W2-f- Лс£ = ес 

W 2 2 - , А Уху(С%(х)-~хф</+к). 

В т о р о й ш а г . Если ae(% via4{df,..., d s \ , то 
" C-a(x) " используем как сокращение для ne(a-y^Q)~1x = Ja " . 
Пишем "Gj.(x) " вместо "G-c-(x) '». Ъус*т/Ш°Cfa[аЮ^а^^Я. 
Формулу " xel, (0СО) " используем как сокращение для 

Находим для каждого 0Zfcz (X и каждого се Шу [Ctfy &) 
класс сводимости в fflf?/ (Я/, &) , содержащий с . Пусть 
<ге Жг,/(с)(&г,Х>) • Пусть \ а , = { . . . , aft} . Стро-

/О 
(<Я>,с). Vxu,...uptX,<X2((x=c^&x^up<?z&dfeL(cr,)& 

Аксиома W2/4 (С£/,с) утверждает истинность, леммы 3 ( 2 ) * ) . 

Пояснения, которыми в п . 3 §2 иногда сопровождаются з а ­
писи аксиом, не претендуют на точность. При,желании эти поясне -
ния можно опустить. 
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Т р е т и й ш а г . Определяем для каждого CTtfCzCP , 
каждого с % , каждого je{ / , , , . , c(W,) } и каж-
wacfc'e <m2lj(C%f,&) множество W(&,,&3,с',С", &) 
Для каждого сет(C^f,a3,c/

;cv, &) строим W^(CtfjCtj,c^cf£). 

W2/f (Or,, a h с ',с с). ((x^c'+y+z & йс=си+а&,ие£(а,)& 

Ч е т в е р т ы й ш а г . Для к а ж д о г о ^ , <=•(% , С?<±Ф и 
C€-ffl/((Zf? **&) строим такое конечное множество & с определя­
ющих соотношений для £#V,которое удовлетворяет условию f*(CX,Gtf,&,с). 
По индукционному предположению мы можем построить множество а к ­
сиом У ^ ^ , $ 6 - ^ . Каждую аксиому из \^(C^/,idc) переделываем 
следующим образом. 

Пусть J={Ce [s,...}s}/сС^еC?,&<<2fc- имеет бесконечный тип 
в L(0({,&с)\ . В силу наших определений* построение множества 
аксиом \j((%f, &с) зависит от способа упорядочения множества 
[сЬ\сеу1 . П у с т ь Ц - К с ^ е с т ь ( ^ . . . , ^ / ] . г д е а ' / - с/£. , 
a L,ey,...,s) C/=/,...,s'). ' / 

Пусть / / e \ v £ { £ 2 > , &5-сЛ В И каждое вхождение символа Оу 
заменяем на вхождение символа &£. (J= 5 ' ) и каждое вхож­
дение символа f^j заменяем на вхождение символа Q-2,...,s'). 

После этих преобразований можно предполагать, что рассмат -
риваемая аксиома Н имеет вид: 

С® ( 7 ) 

где (Q) - кванторная приставка, Hq - выражение одного из ви ­
дов 

или одного из следующих видов: 

где и » <7 - термы, составленные из символов операции + , сим­
волов переменных, символов Q и символов, входящих в (Х< . 

Полагаем, чго (u-Vr}c есть с+и = с+</ . Полагаем, что 

(Go М)° ыть 3z(zeL(a,)&c+z=c+u&GcCz)) (Ю) 
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и что (Fdiij(u,v)Y 

есть SZtZj&eL (Of<)&Z2 e/,(C¥,)&c+zf= C+u&c-&2=c+t?&£y(?fj?J){ 11) 

Полагаем, что (^Hq-) С есть ~7(M£j)C , если/7^,- имеет вид 

Пусть (У (А, ^бу)) е с т ь ^ • П у с т ь е с т ь 

(Qf*<) • • ' (GfLxp) , где (2л: ест£ либо V 4ia6oJ (/с*у?...;р, 
Пусть для к= р через А/к обозначается формула 

.. г<% * / ; (у , 0 / Hij)). 
9 

Пусть к > / и уже определена формула .Полагаем 
равным SxK_f(xK_fe.l,(0tf)-~H£) . если ^ есть V , и равным 

Зхк-<(Хк-,е1(а,)&н£) , если есть ^ . Таким образом 
определим Нс= Н$. 

Рассматриваем теперь nF, ;(сг,0) " как сокращение для 

(либо как сокращение для nVz(^,i^M}^^,/^/^)^^)S^{eryj1 где 
nfy,(<tf,-(7) " рассматривается как сокращение для

 nGf(u)&t(=tr ". 
Пусть \^г,б(№*,с} есть следующая аксиома. 

Аксиома \^г,б(Я/,с) утверждает истинность \/г(<Ж/,&с) на 

системе, образованной классами эквивалентности, на которые раз -
бивает множество [х \ xeL (£#>) J отношение эквивалентности 
Ес(х,у) . где для х,уе/, тогда и только тогда£ с Сх;у) 
истинно, когда с+Х=с + у . При этом предполагается, что пре­
дикаты шб((%^ &CJ определяются на этой системе способом,ука­
занным в (10) , (II) . 

Для Cte \ df,..., с/д} П (УГ/ строим W2t ? (ОГг> С, а) . Постро­
ение \^2,7(C^-i,C,Ci) зависит от того," является ли-элемент а в 
L((Xf7 &с) элементом конечного или бесконечного типа. 

Если а имеет бесконечный тип в//(С?Г) &с) yfej&i,С,а) 
есть следующая аксиома. 

Если <2 имеет. конечный тип в / { ^ ? / ^ 9 , п у с т ь ( ^ ^ 2 ^ 4 ^ г ^ * 
тип а ъ1/(СЖу/^с). Пусть в этом случае \^27(^>с/а) 
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есть л „ , 

Понятно, что аксиомы W£/6(Cf^c) t~W2i7(Of6с,а) служат для 
описания & (Off,с) -эквивалентности на С (ОС/) 

П я т ы й ш а г . Рассматриваем систему аксиом, построен­
ную в И для теории N (ОС,<£) . Берем аксиомы W2, WS, W/O. 
Будем предполагать, что[}2£] имеет бесконечный порядок ъМ(СР,&) 
для C=-f,..,; S1 » где S'^ S , и 4toJj2^J имеет конечный по­
рядок в М(<Х}&) для Се [•/,.,s) \ {/,...,s'} . Можно предпо -
лагать , что аксиома \JO имеет вид ( 7 ) , где (Q) - кванторная 
приставка, - выражение одного из видов (8 ) или ( 9 ) , тдесу=/}-

и , V - термы, составленные из символов операции + , симво­
лов переменных, символов О и символов, входящих "2>OC(J=2 8,Ю) • 

Полагаем, wo (и= V) * есть E(U,V) , что (Grfv))* ' есть 

-7*(06-(z)& Е(и,г)) 

и что (FY)j (и, О)) * есть 

32<2г(Рц (zf,zz)b£(u,2f) & E(iT;Z2)). 

Полагаем, что (VAfy) *" есть 7 , если Hq есть выра -
жение одного из видов ( 8 ) . Пусть у / 7 * ' есть 

Пусть W2)s
 е с т ь W2 ** & W8* &• W/O * 

Строим теперь W2g(a) для ае [с/,,..., a/s] . Это построе -
ние зависит от того , имеет ли [а~~\ конечный или бесконечный по­
рядок в M(0C,J&). 

Если {а} имеет бесконечный порядок зМ(СС,^б-); W2/g(a) 
есть следующая аксиома: 

ЪцС(0а(х)&,в-а(у)&хФу)-~ ~'E(x!cj)). 
Если \СГ\ имеет конечный порядок в M(OCj пусть £{ по ­

рядок 

И *tf(Cty&) . Пусть W2/g(a/ есть следующая аксиома. 

Sxu<r((Ga(x)bx=e?ka)u+<}b Оа(и)^а1'^а))-Е(х) СТ)). 

Пусть У/2,10 е с т ь следующая аксиома. 

W2, ю • V s y z (Е (ху) — Е (х+у, у+ V) • 
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Пусть h^hf Рассматриваем теперь "£(х,у/ " как с о ­
кращение для п/г^+х — 6/Л-у " . Пусть тъЯ/уе/,(СХ) отноше­
ние Е{х~,у) истинно в /, (ОС, &) тогда и только тогда , когда 

J в М(ОС,&). Построенные на пятом шаге аксиомы слу­
жат для определения эквивалентности Е(х, с/) .Возможность ото ­
ждествления отношения Е (х/ у) с отношением /?f+x=/zr+ у сле ­
дует из леммы Цейтина. 

Совокупность аксиом W2/C% $&) есть объединение совокупно­
стей аксиом, построенных на шагах первом-пятом. Точнее, 

Ьае[ctif..}ds\ nW<\u{\jZiSl\j2iiQ\u{vjz9(a)/ate[</„...fc/t]]. 

Напомним, что \J(OC, &) есть Wf(OC;&)vw2 (a, &). 

§ 3 . Доказательство полноты теории & ) 

Зафиксируем на дальнейшее некоторое конечное множество Ct 
и некоторое конечное множество J#- определяющих соотношений для 

а . п у с т ь h = k ( о с , hr-hf(a, в=о(а,&), w=v/ftz&). 
Назовем систему /7 сигнатуры (3 W -системой, если на Й 

истинны все аксиомы из W . Сразу ясно, что система Ь (CP, 
сигнатуры Q является W -системой. Мы покажем, что система 
l/(0/j является минимальной системой теории Cv/]<s и что 
теория [WJ0 модельно полна. Оба эти факта непосредственно вы­
текают из следующей леммы, для удобства формулировки которой вве­
дем несколько определений. 

Пусть Се ,S] • Скажем, что подполугруппа3 W - с и с -
темы й является с -канонической в /7 , если для каждого хе£ 
в /7 истинно С?с (х) , если 3 содержит подмножество 
из й и если для каждого . / гcN^ [о] а каждого хе]$ 
в 3> найдутся такие элементы и и <Т , что х=гщ+ V 
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Ска:-'.ем, что подполугруппа 3 W - с и с т е м ы /й является к а -
ноничео;;оЗ в й , если существует такая I-каноническая в / 7 под­
полугруппа З-f » что В как подполугруппа порождается в /9 
множеством 3,U... U Bs

u\$i}---> Sz] , где для J-2,...,S 
3j=\xe Д)Зу(у£Вг& /?/}у х)) истинно в / ? j . В этом случае пи­

шем 

3= «3r,...;3s» 
Если ^3 - подсистема сигнатуры 0 , W -системы /7 и под­

полугруппа 3 является канонической в / 7 , то подсистему 3 
сигнатуры 0 W -системы й назовем канонической. 

Пусть В С - каноническая подсистема V / -системы/^- (с'~/,2). 
ЛЕММА 7 . ( 1 ) В к а н о н и ч е с к о й п о д с и с т е м е 

3i-<<3f

f

il.../3ff» у с л о в и ю Gj(x) у д о в л е т -
в о р я ю т э л е м е н т ы х еВ^с^ и т о л ь к о э т и 
э л е м е н т ы (с^у}2 - /=/,....,3). 

(2 ) П о д с и с т е м а Д.- я в л я е т с я W - с и с¬ 
т е м о й (с -

(3) Е с л и с у щ е с т в у е т и з о м о р ф и з м е " 
п о л у г р у п п ы В ^ н а п о л у г р у п п у 3 (

Y

2 ) т о ж ­
д е с т в е н н ы й н а {<хс/,/осе Л/ ] , г о 3* и 32 

и з о м о . р ф н ы к а к с и с т е м ы с и г н а т у р ы ^ . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Используем индукцию по числу £ элементов 

множества (Ж . Пусть лемма 7 доказана во всех случаях, если СУ 
имеет менее t элементов. Рассмотрим случай, когда (Ж имеет £ 
элементов. 

( I ) Пусть хе Зс лОу(х) истинно в Зс' • Тогда либо 
X есть один из элементов О , « 2 ^ , . . . , ^ ^ / , либо в й^ 

X^fdjdj + y » тдеуейс *&г(у) истинно в / ^ - ( C M . Y V ^ ^A 
'Будем предполагать, что X ? \ Q}dj} 2djy..fa/_ of. j . 
Рассмотрим отдельно два случая. / 

Случай I . Существует такой 2<е Зс » что вД- x=/?+z . 
^-^Договоримся, что О-х есть & . Рассматривая подмножес­

тво 3 w -'•""̂'"«им Д -RMRCTfi с опоелеленными_на нем констан -

СИСТеМЫ • -D • ч а и т п и и и » ) u w m — •v • / « ^— --— 
натуры & 1 является полугруппой, мы говорим о подполугруппе & 
w - с и с т е м ы й . Мы обозначаем одним и тем же символом как не ­

которую алгебраическую систему, так и её основное множество. При 
необходимости мы говорим о системе Я сигнатуры в , , о систе ­
ме Й сигнатуры 0, и т . д . В наших рассмотрениях не встретятся 
две различные системы одинаковой сигнатуры с одним и тем же о с ­
новным множеством. 

т а и в Г и з ^ , v&<5'4&_% п о л у ч и м ^ о д с и с т е м г ^ м я С и г а а т ^ н 
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Лз W2/2 следует, что в этом случае £F(c^ti6)=CT. Из выбора 
jfc/. , h. и ky и из аксиомы V / ^ следует, что в Зс-

х=% 2" . где г ' е Д - , z'eBi, h,+ZLfcf.£f- в Д . . 
-1з W ^ ^ ' j следует, что существует такойz^efy ,<ito Oj (z") 
истинно в /7̂ - и / ^ / + ^ ^ - 2 ' / / / = . И з Ч у ^ / ^ и определения £ 
следует, что Е (Z"} 2.'") истинно в . 

Разобьем множество /7^ на классы эквивалентности, относя к 
одному классу элементы х и у из тогда и только тогда , 
когда Е (х?у) истинно в /7^ . Пусть для хе через р г ] 
обозначается класс эквивалентности, содержащий х . Пусть 

На множестве определим операцию •+• и предикаты Gy , / у • 
правилами: ' 

Gj([X~9 в \У?£] эквивалентно Efy(E(x/y)3^Gy (су)) в /5£ ; 

I f e W ^ s -\S2g(a) ,*W2//0 и~W/(CY;!&) следует, что в полу -
чемной системе истинны все аксиомы из построенной в Q 5 ] 
совокупности аксиом для теории системы М(С?,о&) . из доказа -
тельства леммы б работы [5] следует, что с у щ е с т в у е т z ^ e B ^ t } 

такой, что ЕZ1-'^) истинно в Зс • Теперь из определения £" 
следует, что Н ^ 2 ^ м = х ъ 3L- . Но k^z'eBf &2(МеВ(у! 
Отсюда Х£ 3^^ 

Случай i. lie существует такого 2£ Bi , что в Зс' х=6+2. 
Из ^2,u(^-f) с^ » > w 2 , y и леммы 3 (3) следует, что не сущест -
вует такого £ с , что в /?с- + Z . Из предположе­
ния, что хе*[_Q)djг..у^^. с/у"^ , аксиомы W / , / ( у V и опреде -
ления следует, что ь ' этом с л у ч а е ^ ( с / у , $&) ФС? . Это о з ­
начает, что нулевая линейная форма из L((7/\Of(by/ &)) принадлежит 
fflOyttdjj• Теперь из доказательства леммы 3 (3) следует.что 
существует такое множество (X ^ОС , ччо С% ̂  (Ж(сТу;$) и нуле­
вая линейная ••ср.'.га из/г (<Ж^ (ЖЧ принадлежит fflfff (0?^ &) . 

Пусть С - нулевая линейная форма из Ь(СЖ\(Ж/)> Из аксиом, 
построенных на четвертом шаге, следует, что подсистема 

[уе#6/у €/.((%') в /7, } 

сигнатуры &((Ж')£&С) системы /7 '̂ является W(С?'&с)-спе­
ртой. Система {(J eBrfyeLffi') в Bl] является её канонической 
подсистемой. \\з Vfe4 ($'С) следует, что Х=22хц ^гдеХ^З^ , 

' аесЯ' 
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если а~сЬ и * « [ / , . . . , S} , h Хле1&,&г..,(£ф$0л)-4)&}, 
если а=3к и хг= {/ , . . . , г | . Это означает, 4ioxc[c/eBc/ye/^t) 
в ^ j Из индукционного предположения следует, что згеЗ^К 
Лемма 7 ( I ) доказана. 

(2), Из ( I ) следует, что аксиомы из \Zi(CVji&)истинны в Вс . 
Аксиомы, построенные на первом, втором и третьем шагах, являются 
универсальными ( т . е . их можно привести к такой предваренной фор­
ме, в которой не встречаются кванторы существования). Это гово -
рит об истинности этих аксиом в В с • 

Остается исследовать аксиомы, построенные на четвертом и п я ­
том шагах. 

Проверим, что для каждого СУ/ с CP , каждогосе7Яу(СУ/,ИЫ 
каждой аксиомы H€\\/Z(C%/}№C) аксиома И с истинна в . 

ПустьLFFICGTI^XEFII/XE-LC&t) истинно в /%] ,L^.CaY) = 
=[X€BI/XEL(C&) истинно в 3I \ . ' 

Разобьем множество Z^. (CYf) на классы эквивалентности, счи­
т а я , что элемент ^ и з / ^ . (СУ/) эквивалентен э л е м е н т у ^ из/^Й^) 
тогда и только тогда , когда С+суу — С + с/2 . Множество классов 
эквивалентности, на которые это отношение разобьет множество 
LFYCOCF) . обозначим через (CXf) , цтуеС^ССЬ) через у 
обозначим класс эквивалентности, содержащий у . На множестве 
Lfy определим операцию 4- , полагая 

+ y = X С12) 
и предикаты из 0((Ж/, i&c^ , полагая, что &к(й) эквивалентно 

3Z(Zel(&t)&c+2=c+«&Gi(*)y в / £ , (13) 

* (U, <?) эквивалентно 

ЗЪ2&,еЩг)Ьгг€1(Ог№с**СЯ&С+& в (14) 

где и, <Х((%) • 
Из Wo gfcr,c), W, 7 fa, см) для ae{c£,,...,c/sl и 

Поясним это подробнее. Пусть Й - W -система,СУ/с СУ 
<m(afi<6) Фф %2eL(OC,) ъ Д . neGbfra.) 

истинно в Й для а е СУ . Если для некоторого а€СУ^(Угг 

Q , то для С£ в Й имеем равенство 

и для каждого fewii(cyf) &) в п имеем неравенство 

при некотором ССе С%'^СУ/ . Последнее противоречит аксиоме 
W24.(C?f, с) • Это означает, ччо 2Л= & для всех аесУ^СУ^ 
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\Ji(0{,&) следует, что в полученной с и с т е м е / , ^ . (Ctf) сигнатуры 
&(С%/, &с) истинны все аксиомы из совокупи о с т / У / ^ ^ , $6С) . 

Пусть L в . caf) есть [x/xeL g. (ct,)). 
Разобьем теперь множество Z ĵ. (C%i) на классы эквивалент­

ности, считая мя L/ftyzeLg^. (CYf) c/i эквивалентным yz тогда 
и только тогда, когда С+уг — С+с/^ . Множество классов экви -
валентности, на которые это отношение разобьет множество/^ .^?^) , 
обозначим через Zg. (%) , через у для ye/,gc(C£f) обозначим 
класс эквивалентности изZg^(C%f) , содержащий у . На множест­
в е ^ . (CXi) определим операцию и предикаты m0fCt^j6-c) 
по правилам ( 1 2 ) - ( 1 4 ) (заменив в них везде одну черту на две чер¬ 
ты и Дс- на £>i) • _ _ 

Заметим, что отображение" Ц —- П дшу eLgC&i) есть изо¬ 
морфизм системы Z-(CCf) сигнатуры 0 (С?/; S&c) на с и с т е ­
му ]7^~Щ/1 сигнатуры б(С??, &с) . 

для доказательства достаточно установить, что для^/д.^/ 
тогда и только тогда GX (JJ) истинно ъА,0.(&/) №?ш(гх(у) 
ИСТИННО В COtf) 

П у с т ь ^ e ^ ^ J %2eL^iCOfi) и с + г = а+с/ в / £ . Пусть 
еще G* (Z) истинно в Д/ . Так как в системе Д^. (CXf) под­
система [и 3(CYf) является канонической и так как GK (у) и с ­
тинно ~&i,^C(Ot) » из леммы 7 ( I ) следует, что 

Это означает, что существует Z ; € 3 ^ такой,что с-\-2/=с+с/ . 
Последнее означает, что GK(Iy) истинно в jLg-CCPf) . 

Из изоморфизма систем с и г н а т у р ы £ c ) L _ g (СЖГ) ъЬ^СЩ) , 
из того , что 1,q . (_CVi) есть каноническая подсистема системы 
Ьд. (OCf) , и из индукционного предположения (по которому лем­
ма *7 истинна в случае, когда число элементов множества образую -
щих меньше t ) следует, 4<so£j. (<?Cf) есть 'W/CV^ к5-с) - с и с ­
тема. Последнее означает , что аксиомы W2 6(СУ/)с) истинны ъ 3; : 
Остальные аксиомы, построенные на четвертом шаге, являются уни­
версальными, поэтому они истинны в Зс 

Рассмотрим аксиомы, построенные на пятом шаге. Сразу понят­
но, что все эти аксиомы, кроме, быть может, только \^г,$ > яв¬ 
ляются универсальными. Проверим, что аксиома тоже явля­
ется универсальной. Из обозрения аксиом W 2 , W £ ,W/0 из [_5] 
следует, что W/O не содержит кванторов и символов GK »А>^-
и что из аксиом W2 и W<£ каждая есть конъюнкция аксиом ви¬ 
да (О.) (/~/-/—*~Дг)у где (_G[) - кванторная приставка, содержащая 
только кванторы всеобщности, и где М2 не содержит символов 
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и PiK , а также и кванторов, a Hf есть конъюнкция предварен­
ных формул, каждая из которых не содержит кванторов всеобщности. 
Кроме того , Hi не содержит логических символов, отличных от 
символов равенства, конъюнкции и дизъюнкции. Понятно, что каждую 
из аксиом W 2 * и V/<5* можно представить как конъюнкцию аксиом 
тжа.((2)(Д/ ~*~ f~f£) » где (Q) - -кванторная приставка,содержа­
щая только кванторы всеобщности, и где Н£ не содержит кванто­
ров , а Н* есть конъюнкция предваренных формул, каждая из ко ­
торых не содержит кванторов всеобщности. Это и показывает, что 
W2 $ есть универсальная аксиома. 

Лемма 7 (.2) доказана. 
(3 ) Каждый элемент хеЗ^ представим в виде oc=27^y^ гл-е 

для аеа хьеВ®, B$l3?(r<..rs), 3$Щ, 2$,.., 
0 = г ) . Пусть хеЗ*, д : = 1 7 я ^ , хаеЗ^} ъшаесу. 

Пусть ЪО£)-^*(ха) . где £ t f r e М.аг л . если ае [ б/г.. t J 0 z ] , 
и существует ze3jf такой, чтоЗ/^у (2, Хе/.) истинно ъ 3/ и 
Ffj(£(2), Z(xotj)) истинно в 3 2 для S 

Определенное таким образом отображение 2" 3/ на 3 2

 яв~ 
ляется изоморфизмом полугруппы 3/ на полугруппу 32 » е с л и о н о 

одно-однозначно. 
Покажем, что отображение Т является одно-однозначным. 
Пусть <CL -уЁ xgJ , х%} е 3% для ае CX(i*r,2). Лусть х, ~х2 

в 3f 

Возможны два случая. 
Случай I . Не существует такого СУ/ с СУ ж/еЩ(С?<7&), что 

X(a = (f)a Для всех аеСУ\ОТ/ . из \^2^(СУГ)^) следует, что 
в этом случае не существует такого fe fflf что £<у = (//а 
для всех аеСУ^СУ/ . 

Из леммы 3 (.3) и аксиомы W2,f следует, что в 3/ имеем 
равенства + 27_£^ , где у$^е3$ л л я &еСГ ,и что в 

имеем равенства 

П у с т ь # * S у * 1 • *>2) • т ак~ 
сиомы W2/o и определения £" следует, что £(yf;c/z) истинно 
в В./ . По тем же соображениям тогда и только,.тогда TTfx,)- 5с(с£г) 
в З г , когда E(£(yt), % (уг)) истинно в З г ч 

Из результатов заметки » аксиом и з \ \ ^ ^ jz5-j и аксиом, 
построенных на пятом шаге, следует, что£(упс/2) истинно в Д. 
тогда и только тогда , когда ЕСЖу?), Я'((/г)) истинно в 32 • 
Это означает, что ^(Х/)-^ (хг) в 3 2 . 
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Случай 2. Существует такое СУ/ <=• СУ и 4 е УК/ССУ^Ьб-)* что 
х(а ~ С/)а Д л я в с е х CceOt^OTf ^W2/4 (СУ/,// следует, что 
в этом случае существует такое с е 7d?f (СУ/,&) , ч т о д " ^ ; = ^ 2 
для всех а еСТ х СУ/ 

В этом случае не существует такогоСУ3<^СУГ и суеШ(СУг,СУ3//с^)г 

ч т о х ( а = (ftа для всех аеСУг\СУ3. 
Из леммы 4- и аксиомы W > , / следует, что в 3/ 

и что ъ32 C+cE&r^Cyg*)' , тдво^еЗУ для лес?, (с=/,2/. 
Рассматривая теперь на ̂ ^.(СУ/^хеЗртеКсТг) истинно s 3 c \ 

такое отношение эквивалентности, при котором для Z,, Z2

 е ^ д - ( & / ) 
тогда и только тогда 2f эквивалентен £ ^ , когда C+Z/=c+Z2 , 
обозначая для 2е/,д. (Ctf) через 2 класс эквивалентности, с о ­
держащий 2 » обозначая через Z^~(CF^j множество всех полу­
ченных классов эквивалентности, определяя на l,^ (Cyf) операцию 

+- и предикаты из<?(СУ/, &с) по правилам (12)-(14) и восполь -
зовавшись индукционным предположением, найдем, что 

IT щ<<>) = 

то есть что 

то есть что %(хг) — %(хг). 
Предыдущее показывает, что отображение ft" является одно-

однозначным. Из лемм 7 ( I ) и 7 (2) и из определения ft теперь 
следует, что я является изоморфизмом системы Д- сигнатуры<з 
на систему 3 2 сигнатуры 0 . 

Лемма 7 (3 ) доказана. 
СЛЕДСТВИЕ. W - с и с т е м а Z/i^ я в л я е т с я 

м и н и м а л ь н о й с и с т е м о й т е о р и и [>/3<з • 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Следует в качестве Я/ взять £,(<Ж,&), в к а ­

честве / 7 2 взять произвольную W -систему и положить 

З/Цыс/уЫеА/} (c=i}2}j~i,...,s). 

Далее достаточно сослаться на лемму 7 ( 3 ) . 

ЛЕММА 8 . Т е о р и я [JW3<5 м о д е л ь н о п о л н а . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Следует повторить рассуждения, приведенные в 

\J>~\ при доказательстве леммы 7 (конечно, подходящим образом из -
менив некоторые ссылки). 

Поступила в редакцию 
8.1У.1966 г . 
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